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Resumo

Este presente trabalho surgiu da observacao da necessidade de uma abordagem vetorial a
problemas relacionados as geometrias plana e analitica no ensino médio. Acreditamos que
os vetores possibilitam o entendimento de propriedades geométricas de forma bem mais
trivial e elegante. Neste sentido mostramos como explorar propriedades das figuras geo-
métricas e resolver problemas relativos as geometrias usando os vetores. Sob esse prisma
fizemos uma abordagem conceitual dos vetores com suas propriedades com o intuito de
utilizar os conceitos na resolucao de problemas. Nesse contexto, foi possivel uma transi-
cdo entre a Algebra e a Geometria de modo natural contribuindo para o entendimento de

conceitos fundamentais dos alunos.

Palavras-chave: Vetores, Geometria, Resolu¢ao de problemas.



Abstract

This present work arose from the observation of the need for a vector approach to prob-
lems the flat and analytic geometry in high school. We believe that the vectors enable an
understanding of geometric properties of far more trivial and elegant way. In this sense
we show how to exploit properties of geometric figures and solve problems concerning the
geometries using vectors. In this light we made a conceptual approach of the vectors with
their properties in order to use the concepts in solving problems. In this context, a tran-
sition between Algebra and Geometry natural way of contributing to the understanding

of fundamental concepts of the students was possible.

Key-words: Vectors, Geometry, Problems solving.
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1 Introducao

A presente dissertacao tem como principal objetivo mostrar os vetores pela pers-
pectiva da matemadtica, com o intuito de resolver e demonstrar propriedades geométricas
por meio dos vetores, com isso ratificar a grande utilidade dos vetores como uma ferra-

menta poderosa na resolucao de problemas da geometria plana e analitica.

O estudo dos vetores no Ensino Médio brasileiro fica a cargo do professor de Fisica,
este por sua vez apresenta os vetores tnica e exclusivamente com a intencao de usa-los

para resolver problemas relativos a sua disciplina.

No entanto, os vetores podem e devem ser utilizados como ferramenta de resolucao
de problemas puramente matematicos, todavia a nao exploracao do assunto pelos profes-

sores de matematica deixa a ideia de que eles sdao elementos fisicos e nao matematicos.

Com o intuito de chamar a atencao para o tema escrevemos este trabalho na
intencao de motivar e encorajar os docentes de matematica a abordar este assunto tao
relevante em suas aulas de geometria, considerando que o mesmo servird como um norte
para que o tema seja abordado em sala de aula. O trabalho sistematiza na forma de
apresentacao de algumas propriedades operatérias de vetores que déa a sustentagao tedrica
para a aplicacao do estudo dos vetores na resolucao de problemas da Geometria Plana e

Analitica.

O trabalho desencadeia a seguinte questao: Por que os vetores nao sao lecionados

nas aulas de matematica?

A definicdo de vetores dada por (JGNIOR; FERRARO; SOARES, 2007) ao in-
troduzir o conceito de vetores em seu livro do 1° Ano do ensino médio: “E um ente
matematico caracterizado pelo que ha de comum ao conjunto dos segmentos orientados
acima descrito: 0 mesmo comprimento, a mesma dire¢ao e o mesmo sentido". Os docentes
de Fisica logo no 1° Ano se utilizam dos vetores para lecionar assunto como dindmica,
gravitagdo universal, estatica e hidrostatica. Em todos esses segmentos da area da Fisica
necessitam de analise e aplicagdo vetorial, entao sendo os vetores um ente por que nao

utiliza-los para solucionar problemas puramente matematicos?

Com a finalidade de respondermos o questionamento acima, no trabalho mostramos
o ganho que o discente tem ao adquirir conhecimento sobre os vetores, nele exibimos varios
problemas de dificeis solugdes utilizando os conceitos das geometria euclidiana e analitica,
que quando utilizamos os conceitos de vetores essas solugoes podem ser obtidas de forma

simplificada e muitas vezes de forma elementar e elegante.

A anélise de contetudo foi a metodologia escolhida para produzir uma proposta de
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abordagem das Geometria Plana e Analitica sob a ética vetorial, buscando estabilidade

entre conceituagao, manipulacao e aplicagao.

O presente texto esta organizado em cinco capitulos, em que trouxemos a discussao
os vetores e suas propriedades operatérias sem e com o uso de coordenadas bem como a

aplicacao acerca de problemas relevantes e interessantes relativos a Geometria.

No Capitulo 2, introduzimos o conceito de equipoléncia de segmentos orientados
que é fundamento para a introducdo do conceito de vetores, logo apds abordamos o con-
ceito de vetores por meio do conceito de equipoléncia de segmentos orientados, em seguida
discorremos as operacgoes com vetores bem como introduzimos o conceito de produto in-

terno.

No Capitulo 3, utilizamos os conceitos abordados no capitulo anterior para reso-
lugdo de questoes relativas a Geometria Plana, problemas que por vezes s6 utilizando
os axiomas e propriedades da geometria euclidiana pode ser um trabalho arduo, mas

utilizando o conceito de vetores esses problemas sao diluidos em operagoes basicas.

No Capitulo 4, fizemos uma abordagem sucinta do Plano Cartesiano e, de posse
do conceito, abordamos dois resultados importantes para o prosseguimento do trabalho

que sao: distancia entre dois pontos e coordenadas do ponto médio.

O Capitulo 5 é dedicado ao estudo dos vetores no plano, onde fizemos uma breve
revisao de segmentos equipolentes para em seguida definir os vetores no plano, onde abor-
damos novamente as operacoes de vetores s6 que desta feita fazendo uso das coordenadas.

Em seguida tratamos do produto interno e suas respectivas propriedades.

No Capitulo 6, usamos a teoria do capitulo anterior para solucionarmos problemas
de geometria plana utilizando o conceito de vetores no plano e usamos problemas atraentes
de modo que o estudo da geometria analitica seja mais eficiente e educativo, na oportu-
nidade empregamos problemas em que ¢ necessario escolher um sistema de coordenadas
adequado ja que nos livros didaticos geralmente problemas de geometria analitica tudo
ja aparece em coordenadas dando a falsa impressao de que os problemas de geometria

analitica devem sempre conter um sistema de coordenadas.
Propomos que a apresentacao do trabalho seja feito em duas fases, que sao:

Na primeira fase, propomos que a apresentacao dos vetores no 2° Ano seja sem a
utilizagao de coordenadas, na ocasiao da apresentacao dos contetidos relativos a geometria
plana por acreditar que os alunos ja possuem ferramentas matematicas suficientes para
operar as propriedades necessarias nesta fase. Na atual conjuntura acreditamos que deve

ser dispensado 5% da carga horaria anual para a apresentacao e aplicacao dos contetdos.

Na segunda fase, a proposta consiste em apresentar os vetores com a utilizacao das

coordenadas no 3° Ano, quando estiver explorando a geometria analitica. Cremos que a
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dedicacao de 10% da carga horaria anual seja a ideal.

A seguir elencamos os objetivos a serem alcangados por este trabalho:

e Utilizar as propriedades operatérias: adicao, diferenca, multiplicagdo de vetores por
escalar, soma de um vetor com um ponto e produto interno para resolver problemas

de geometria plana;
e Aplicar o conceito de produto interno;
e Realizar rotagdo com vetores no plano;

e Resolver problemas de geometria plana utilizando a geometria analitica por meio

dos vetores.
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2 Nocoes Preliminares

Este capitulo dedica-se a apresentacao de alguns aspectos acerca dos vetores com
o intuito dar a fundamentacao tedrica necessaria para aplicarmos a geometria plana, esta
fundamentagao estd alicergada em (BOULOS; CAMARGO, 1987) e em (SANTOS, 1972).

O que pretendemos neste capitulo é, partindo do conceito de segmento orientado,
apresentar formalmente os vetores, nossa ferramenta de resolucao dos problemas relativos

a Geometria.

2.1 Equipoléncia de segmentos orientados

Os métodos algébricos da Geometria cartesiana de Fermat e Descartes influenci-
aram enormemente a matematica ao longo de quase 200 anos até que foram necessarios

métodos mais diretos e livres de coordenadas na geometria.

Em 1832, Guisto Bellavitis publica um trabalho onde ¢é apresentado o conceito
de equipoléncia entre segmentos que é, basicamente, a nocao de vetor que conhecemos e
que foi formalizada em 1844 por Hermann Grausmann no seu Die Lineale Ausdehnungs-
lehre, ein neuer Zweig der Mathematik (Teoria de Extensdo Linear, um novo ramo da

Matemaética).

A seguir mostramos a ideia de Bellavitis ao classificar segmentos orientados do

plano a partir da relacao de equipoléncia.

O segmento orientado com origem em A e extremidade em B é indicado por (A,
B). Isto é, no segmento AB estabelecemos um sentido de percurso (orientagao) de A para
B. Nessa situacao, dizemos que o segmento BA estd orientado com sentido de percurso

oposto ao do segmento AB (ver Figura 1).

Figura 1 — Segmentos orientados opostos



16

Definig¢ao 2.1.1. Dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sdo equipolentes,

e escrevemos (A, B) ~ (C, D), quando satisfazem ds segquintes propriedades:

1. tém o mesmo comprimento;
2. sao paralelos ou colineares;

3. tém o mesmo sentido.

Para uma melhor clareza da Defini¢dao 2.1.1, observe as Figuras 2 e 3:

Figura 2 — Segmentos orientados pa- Figura 3 — Segmentos orientados
ralelos colineares

A relagao de equipoléncia goza das seguintes propriedades:

e Reflexividade: todo segmento orientado do espago é equipolente a si mesmo.

e Simetria: se o segmento orientado (A, B) é equipolente ao segmento orientado (A’,
B’), entdao (A’, B’) é equipolente a (A, B).

e Transitividade: se o segmento orientado (A, B) é equipolente ao segmento orientado
(A’, B’) e se o segmento orientado (A’, B’) é equipolente ao segmento orientado (A",
B"), entao (A, B) é equipolente a (A", B").

Devido as trés propriedades acima, é usual dizer-se que a equipoléncia é uma relacao

de equivaléncia.

Definigao 2.1.2. Um vetor é uma classe de equipoléncia de segmentos orientados. Se (A,
B) é um segmento orientado, o vetor que tem (A, B) como representante serd indicado

por 1@

Deve estar claro que, os segmentos orientados (A, B) e (C, D) sdo equipolentes,
entao os vetores @ e @ sao iguais.
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Outro aspecto importante é a ampla liberdade que vocé tem na escolha do re-
presentante do vetor. Vocé so precisa respeitar o comprimento, a direcao e o sentido - a

posicao é arbitrarial

Os representantes do vetor nulo sao todos os segmentos orientados nulos, ou seja,

do tipo (A, A), com origem e extremidade coincidentes.

Definicao 2.1.3. Vetor nulo € o vetor que tem como representante um segmento orientado

nulo. E indicado por 0.

Definicao 2.1.4. Se (A, B) é representante de um vetor i, o vetor oposto de i, indicado

por —u, é o vetor que tem (B, A), ou qualquer segmento orientado equipolente a (B, A),
—

como representante (ver Figura 4). Portanto, —1@ = BA.

Figura 4 — vetor oposto

I~
w

A

Definigao 2.1.5. Sejam u e U, dois vetores distintos. Entdo sdo vdlidas as sequintes

propriedades:

e Os vetores nao nulos U e ¥ sdo paralelos se um representante de U é paralelo a um
representante de U (neste caso, qualquer representante de um dos vetores é paralelo

a qualquer representante do outro). Indica-se por i // U.

e (s vetores ndao nulos e paralelos i e U sdo de mesmo sentido se um representante

de U e um de U sdo de mesmo sentido.

e (s vetores nao nulos e paralelos U e U sao de sentidos contrarios se um representante

de U e um de U sdo de sentidos contrdarios.

e O vetor nulo € paralelo a qualquer vetor.

O dltimo item, embora nao tenha significado geométrico, é 1util para simplificar a
linguagem. Se @ # 0, entdao @ e -u sao de mesma diregdo e sentido contrario, respectiva-

mente.

Proposicao 2.1.1. Dados vetores u, U e w, entdo:
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e Seu e U sio de mesmo sentido e o mesmo acontece com U e W, entdo U e W sao de

mesmo sentido.

e Se i e sdo de sentidos contrdrios e o mesmo acontece com U e W, entGo U e W $Go

de sentidos contrdrios.

e Sec i e v sdo de mesmo sentido e U e W de sentidos contrdrios, entdo U e w sdo de

sentidos contrdrios.

Definic¢ao 2.1.6. Norma (ou mdédulo, ou comprimento) de um vetor é o comprimento de
qualquer um de seus representantes. A norma do vetor i € indicada por |u|. Um vetor é

unitario se sua norma € 1.
A seguir elencamos as seguintes propriedades da norma:

1. |@| > 0; se || = 0 se, e somente se, @ = 0.

2. |A-i| = |A|-|dl, para todo A € R.

Sejam U e ¥ vetores nao nulos. Entao, © = ¢ se, e somente se, ¥ e U tém normas

iguais s@o de mesma dire¢do e de mesmo sentido.

2.2 Adicao de vetores

Sejam w e ¥ dois vetores. Definimos o conceito de soma de vetores e suas proprie-

dades bésicas.

Definigao 2.2.1. Dados @ e v, sejam (A, B) um representante qualquer de u e (B, C)
o representante de U que tem origem em B (ver Figura 5). O vetor soma de @ com 7,

indicado por U + U, é o vetor que tem (A, C) por representante: 4 + v = /@

Figura 5 — Adicao de dois vetores

1
+
=1
1

S

<y
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Pela sua enorme utilidade, vamos registrar que, quaisquer que sejam os pontos A,

B e C, vale a igualdade /@—FB? = /@

Pode-se também adotar a regra do paralelogramo, que consiste em escolher repre-
sentantes de @ e ¥ com a mesma origem A (veja (A, B) e (A, D) na Figura 6) e construir

o paralelogramo ABCD. O segmento orientado (A, C) é um representante de 4 + v, ja

que B? =1 e a diagonal completa o tridngulo ABC.

Figura 6 — regra do paralelogramo

A

Dados os vetores @ e U, a soma de @ com o oposto de ¥ é chamada diferenca entre

@ e U (nessa ordem) e é indicada por @ - ¥. Assim @ - U = @ + (-¥)

Sao muito importantes as propriedades que enunciamos a seguir, elas constituem
as primeiras regras do célculo de vetores. Nao fazemos as demonstragoes, mas as figuras

seguintes sao muito elucidativas.

Proposigao 2.2.1. Sejam i, v e w vetores quaisquer. Valem as propriedades:

— =

e Propriedade Associativa, isto €, se i, U e W sdo vetores quaisquer, entao
(@ +7)+wW=u+ (V+ ).

Figura 7 — Propriedade Associativa

e Propriedade Comutativa, isto é, se U e U sao vetores quaisquer, entao

U+ U =0+ 4.
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Figura 8 — Propriedade Comutativa

U+

e FElemento Neutro, isto ¢, se U € um vetor qualquer, entdo ﬁ + 4 = 4. Conside-
rando que todos os pontos do espago sao eqiitpolentes entre si, portanto o conjunto de
todos 0s pontos do espagco é um vetor, que serd chamado de vetor zero e indicamos
por 6>

e FElemento Oposto, isto €, dado um vetor u qualquer, existe um vetor que somado
a U dda como resultado o vetor nulo: trata se do oposto de u, que se indica por -u.
—
Assim, @+ (—@) = AB+ BA=AA=0.

Figura 9 — Elemento Oposto

U

®

!

2.3 Multiplicacao de um ndmero real por vetor

Outra operacao que definimos no conjunto de vetores é a operacao de multiplicagdo
de um niimero real por vetor, que a cada nimero real A € R(também chamado escalar) e

a cada vetor u associa o vetor i, chamado produto do escalar A pelo vetor 1.

Esta operacgao nos traz algumas consequéncias, que sao:
1. Se A =0ou i = 0, entdo A\ii = 0 (por definigao);
2. Se A#0 e u#0, \u é caracterizado por:

a) AU é paralelo a

b) A e 4 tem mesmo sentido se A > 0 e sentidos contréarios se A < 0.
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Figura 10 — Multiplicacdo de um niimero real por vetor

Sl

At com A >0

)\’J)com)\<0

Vejamos quais sao algumas das propriedades da multiplicacdo de um ntimero real

por vetor:
e Propriedades Distributivas: \(4 + U) = A @ + A\ e (A+0)u = i+ 04,
e Existéncia de elemento neutro multiplicativo: 1.7 = u;

e Propriedade Associativa: \(0u) = (A\0)u = 0(\u).

2.4 Soma de um ponto com um vetor

Dados um ponto P e um vetor #, existe um unico segmento orientado (P, Q)
representante de . Isso nos permite definir uma operagao que a cada ponto P e a cada
vetor 4 associa um unico ponto Q, indicado por P + #, chamado soma de P com . Assim,
para todo P e para todo u, entao P + @ = Q) se, e somente se, F@ = 1, donde P + ]@
= Q (ver figura 11).

Figura 11 — Soma de um ponto com um vetor

Usamos a notacgao P - @ para indicar a soma do ponto P com o vetor oposto de u:
P-u4=P+ (-0).

Intuitivamente, podemos encarar P + % como resultado de uma translacao do

ponto P, translacao essa determinada pelo vetor .
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Vejamos algumas propriedades dessa operacao:

1.P+0 =P

2. P+ @ =P + ¥isto equivale a # = 7.
3. (P+u)+ =P+ (d+ 7).
4. A + @ = B + 4, isto implica em A = B.

5 (P-a@)+1i=P.

2.5 Produto Interno

Motivados pela expressao que determina o trabalho em mecanica vamos definir o
produto interno de dois vetores. Essa operacao associa a cada par i, v de vetores um

—\

nimero real que é indicado por (i, ?)

A fim de definirmos o produto interno necessitamos do conceito de dngulo entre

dois vetores.

Definig¢ao 2.5.1. O dngulo entre os vetores nao nulos i e U indicado por 0, € definido
como sendo o angulo entre seus representantes. Mais precisamente, se U = 1@ ev= 1@,
entao o dngulo entre @ e U €, por definicao, o dngulo entre os segmentos orientados (A,
B) e (A, C). Para que essa definicio faca sentido, devemos perceber que 6 nao depende
da escolha dos representantes (A, B) e (A, C). Mais precisamente, percebemos que se
(A, B’) e (A’, C’) sdo também vetores i e U, respectivamente, entdo (veja a figura 12) o
angulo entre os segmentos orientados (A, B) e (A, C) € igual ao dngulo entre os segmentos

orientados (A, B’) e (A7, C”).

Figura 12 — Angulo entre dois vetores

C C'

A B A

o

Observamos que o angulo BAC é o menor angulo segundo o qual AB deve girar

para se tornar colinear a AC. Esse angulo é positivo se a rotagao for no sentido anti-horario
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e negativo caso contrario. Isso nos permite associar a cada angulo # seu angulo negativo

ou oposto -6.

Passemos agora a definicao do produto interno.

Definigao 2.5.2. Sejam u e v vetores nao nulos. O produto interno do vetor i pelo vetor
U, indicado por (u,v), € definido por (u,V) = |u|-|U] - cosl. Se um dos vetores @ ou U for

nulo definimos: (4,v) = 0.

O produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

2. Nu,v) = (M, v) = (4, \0) (Homogeneidade).

3. (W, u+v) = (W,d) + (w,v) (Distributividade).

Observacio: Se § = 0, entdo (i,7) = |i|?, pois, cosf = 1. Observe ainda que, se
U e ¥ sao vetores nao nulos, entdo (u,7) = 0 se, e somente se, § = T + km, onde k é um
nimero inteiro. Por essa razao, dizemos que o vetor 4 é perpendicular (ou ortogonal) ao
vetor ¥ quando (i, ) = 0. De acordo com essa defini¢do, o vetor nulo é perpendicular
a todos os vetores do espaco. Na verdade, o vetor nulo é o tinico vetor que possui essa
propriedade, isto é, se @ é um vetor tal que (u,7) = 0 qualquer que seja o vetor v, entao
7= 0. Para provar isso, basta tomar, em particular, ¥ =, donde (i, %) = |ii]* =0 o que

L =
implica = 0.



24

3 Proposta de Atividades |

De posse dos resultados encontrados no Capitulo 2 iremos nesse capitulo mostra-
mos as aplicagoes na Geometria Plana, nele iremos mostrar propriedades conhecidas de
algumas figuras planas como também resolvemos alguns problemas interessantes por meio

dos vetores.
PROBLEMA 1

(Base média de um triangulo) Seja ABC um triangulo qualquer, se M e N sao

BC
pontos médios de AB e AC, respectivamente. Prove que MN = —~

Considere o tridngulo ABC da Figura 13 em que M e N s@o os pontos médios dos

lados AB e AC, respectivamente.

Figura 13 — Base média de um tridngulo

A

B ¢
—_ s = —
Demonstragio. Seja MN = M A+ AN e @ = BA—l—ﬁ.
—  BA
Sabendo que M é o ponto médio de AB, logo M A = -
— AC
De modo analogo, N é o ponto médio de AC, logo AN = R
Dai segue que:
MN = MA+ AN
—
2 2
—
. BAtAC
MN = ;_
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Como B?: ﬁ—i—z@, entao: m: B426

BC
Portanto, MN = - L]

A base média de um tridngulo é uma importante propriedade que nos dar emba-
samento para resolver alguns problemas de geometria e ela traz duas importantes con-

sequéncias, que sao:

1. A base média é paralela ao terceiro lado;

2. Se um segmento paralelo a um lado de um tridngulo tem uma extremidade no ponto
médio de um lado e a outra extremidade no terceiro lado, entao esta extremidade é

ponto médio do terceiro lado.

PROBLEMA 2

Seja ABCD um trapézio de bases AB e CD, lados nao paralelos AC' e BD e supondo
AB//CD. Sejam, ainda M e N os pontos médios dos lados ndo paralelos AC' e BD, respec-

tivamente, e P e @ os pontos médios das diagonais AD e BC, também respectivamente.

Prove que:
AB D
o) Ay = ABHCD
b) PQ — AB ; C’D.

Demonstragdo. Para iniciarmos a demonstragdo, considere o trapézio ABCD da Figura
14 em que M e N sao os pontos médios dos lados AC e BD, respectivamente, e P e QQ os

pontos médios das diagonais AD e BC, respectivamente.
Agora vejamos o item (a).
Seja MN = MA+AB+ BN (i) e MN = MC +CD+ DN (ii).
Somando (i) e (ii), temos

OMN = MA+AB+BN +MC+CD+DN.

Dai segue que M o ponto médio de AC, entao

MA=CM

4

MA+MC =M +MC.



Figura 14 — Trapézio de bases AB e CD

C D
M
P Q
A
o
MA+MC=CC
MA+MC=T
De modo analogo, segue que N o ponto médio de BD, entao
BN = ND
BN + DN = ND+ DN
BN +DN=NN
BN +DN=T
Logo,
— — AB+CD
OMN = AB +CD = MN = ;
Portanto, MN = AB—;CD

Por fim, & demonstraggio do item (b).
Seja PQ = PA+ AB+ BO (i) ¢ PO = PD+DC+CO (ii).
Somando (i) e (ii), temos

9PC = PA+ AB+ BO+ PD+ DC +CO.

Como P ¢é o ponto médio da diagonal AD, entio

PD— AP

PA+PD=AP+PA.

PA+PD = A4

PA+PD=T0.
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De modo analogo, QQ é o ponto médio da diagonal BC, entao

BG=QC
BG+0Q=QC+CQ.
BG+CG=Q0
BO+CGO=T10.

Logo,

2P0 — AB+DC = 2P0 = AB—CD+CD+ DC.

Como

CD+DC=CC=CD+DC=T.

Segue que

9P( = AL —CD = PO — fﬁ;O—D)

Portanto, PQ = AB;CD m

O segmento MN é chamado de base média do trapézio, a base média do trapézio

traz consigo duas consequéncias, que sao:

1. A base média é paralela as bases;

2. Se um segmento paralelo as bases de um trapézio tem uma extremidade no ponto
médio de um dos outros lados e a outra extremidade no quarto lado, entao esta

extremidade é ponto médio deste lado.

O segmento PQ também é conhecido como mediana de Euler, pois a demons-
tragdo deste fato foi dada por Leonhard Euler (1707-1783) o qual foi um dos maiores
matematicos (ou o maior) do século XVIII, pois sua obra é impressionante, pela quanti-
dade e pela diversidade. Dentre algumas areas em que Euler contribuiu, podemos citar

a Algebra, Teoria dos Ntmeros, Trigonometria, Calculo Infinitesimal, Optica e Geometria.

PROBLEMA 3

Seja ABCD um quadrildtero qualquer. Mostre que os pontos médios de seus lados

sao os vértices de um paralelogramo.
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A demonstracao desse fato tem dois casos a considerar, primeiramente mostra-
mos para um quadrilatero convexo e logo apds generalizamos para um quadrilatero nao-

convexo.

Para realizarmos a demonstracao que MNP(Q é um paralelogramo, sendo MNPQ o
quadrilatero formado pelos pontos médios dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente,
iremos usar o seguinte propriedade: “Todo quadrilatero convexo que tem lados opostos

congruentes entao, ele é um paralelogramo”.
Logo, basta mostrar que MN = QP e NP = MQ).
12 Caso: (quadrildtero convexo).

Demonstragio. Considere o quadrilatero convexo ABCD da Figura 15 em que M, N, P e

Q sao os pontos médios dos lados AB, BC, CD e DA, respectivamente.

Figura 15 — Quadrilatero convexo

Seja MN = MB+ BN (i) e ]@zﬁ—i—lﬁ (ii).

Somando (i) e (ii), dai segue

MN +PQ = MB+ BN+ PD+ D@,

Multiplicando ambos os membros por 2, segue

2(MN + PQ) = 2(MB + BN + PD+ DG).

9(MN + PQ) = 2M B +2BN +2PD +2DG.

Como M, N, P e Q sdao pontos médios de AB, BC, CD e DA, respectivamente,
Segue que: 2]\@ zzﬁ, 2§J_>V: B?, 21713:(713 e 25@ = 174

Entao,

Q(M—>N+P®):E+@+@+ﬁ

2(MN + PO) = AA
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Q(WJF}@) =0

Dividindo ambos os membros por 2, obtemos

MN+PQ=T0 — MN+PQ+QP =0 +QP — MN+PP=QP
— MN+0 =QP — MN =QP.

Logo, MN = QP.

De modo analogo, obtemos NP = MQ.

Seja NP =NC+CP (i) e QQ—]\>4:Q—1>4+W (ii).

Adicionando (i) e (ii), dai segue:

NP+QM =NC+CP+QA+ AM.

Multiplicando ambos os membros por 2, segue

o(NP+QM)=2(NC +CP+ QA+ AM) = 2NC +20P + 2QA + 2AM
Como N, P, Q e M sao pontos médios de BC, CD, DA e AB, respectivamente.
Daf, 2NC' = BC, 2CP = CD, 20A = DA e 2AM — AB.

Entao

NP +QM)=BC+CD+ DA+ AB

Q(WJFW) — BB

2(ﬁﬁ+Q—J\>4) =0

Dividindo ambos os membros por 2, obtemos
JW%+62—J\>4:6>:>N}%+QM\+MQ:6>+W:>JW’+®:@
= ]Vﬁ—i— ﬁ = m - ﬁ = m

Logo, NP = MQ.

Portanto, como MN = QP e NP = MQ), segue que MNPQ é um paralelogramo.
29 Caso: (quadrilatero nao-convexo).

Considere o quadrilatero nao-convexo ABCD da Figura 16 em que M, N, P e Q

sao os pontos médios dos lados BC, CD, DA e AB, respectivamente.
Observando a Figura 16, vemos que

PN —PA+AB+BC+CN.

Como P e N sao pontos médios de DA e CD, respectivamente, segue que:

_>
P_fl:DA — C?
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Figura 16 — Quadrildtero nao-convexo

D

DN )

Observe que' E t% = 1@, entao
— DA 1@ ?

PN = —+

Multiphcando ambos os membros por 2, obtemos
2PN = DA+2AC+CD = DA+ AC+CD+AC.
Observe que 174 + fﬁ + @ = ﬁ, dai
9PN = U + AC

2PN = AC

Como Q e M sao pontos médios de AB e BC, utilizando o resultado do PROBLEMA
1 temos que QM é base média do tridangulo ABC e logo AC = 2QM, entao

2PN =2QM.

Dividindo ambos os membros por 2, obtemos:

PN = QM

Logo, PN = QM.

Além disso

F@:PN+NM+MQ
Comoﬁ\f:@\_)/léf—’]_>V+MQ:QM+MQ\:>ﬁV+m=Q®:>ﬁV+m=
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Logo, PQ = NM.

Portanto, como PN = QM e PQ = NM segue que MNPQ um paralelogramo.

PROBLEMA

Prove que as diagonais de um paralelogramo possuem o mesmo ponto médio.

Demonstracao. Considere o paralelogramo ABCD da Figura 17, de diagonais AC e BD.

BD.

Figura 17 — Encontro das diagonais de um paralelogramo

D o]

Seja M é o ponto médio de AC, vamos mostrar que M também ponto médio de

Observe que AM = MC, pois M é o ponto médio de AC. Dai segue que

AM = MC = AM + CM = MC +CM = AM +CM = MM = AM +CM =
Além disso, como ABCD é um paralelogramo, entao

DA=CB= DA+BC=CB+BC=DA+BC=CC=DA+BC=T
Dali, temos

DA+ AM = DM (i) e BC+CM = BM (ii).

Adicionando (i) e (ii), obtemos:

DA+ AM +BC+CM = DM+ BM.

— — R
Como AM%—C’]V[zE> e DA—l—B?:B), segue que DM+BM:6>.

Adicionando M 23 em ambos os termos, temos

BM+DM+MD=0+MD=BM+DD=MD= BM+ 0 =MD = BM—

Logo BM = MD.
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Entao, conclui-se que M também é o ponto médio de BD.

Portanto, as diagonais de um paralelogramo possuem o mesmo ponto médio.

PROBLEMA 5

Seja ABCD um quadrildtero convezo de lados AB, BC, CD e DA. Sejam FE e F os

pontos médios dos lados AB e CD, respectivamente:
AD + BC

5 .
AC+ BD

5 .

a) Mostre que EF =

b) Mostre que EE =

Demonstrag¢do. Para darmos inicio a demonstracao, observe o quadrilatero ABCD da

Figura 18 em que E e F sao os pontos médios de AB e CD, respectivamente.
Figura 18 — Quadrildtero ABCD

D F C

Demonstramos a seguir o item (a).

Vemos que EF=EA+AD+DF (i) e EE=EB+BC+CF (ii), e ao adicionarmos
(i) e (ii), temos

2EF = EA+AD+DF+EB+BC+CF.

R
Note que E o ponto médio de AB, entao: E = ﬁ . Somando E'A aos dois mem-

bros, segue que
AE +EA=EB+EA.

Observe que

AB+FEA=Ad= AE+FA=T.

Dai,
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EB+FA=T.

De modo analogo, temos que
F é ponto médio de CD, entao: ﬁ = F"ﬁ

Dai: Cﬁ%—ﬁ: ﬁ
Logo, 2E?=E+B?.

Dividindo os membros por 2, temos:

= _AD+BC
L5

Portanto, Eﬁ: jﬁ;ﬁ
Por fim o item (b). Como E?:E—1>4+B+ﬁ (i) e ﬁ:ﬁ+ﬁ+ﬁ (ii),

temos que
Somando (i) e (ii), chegamos a
2ﬁ:ﬂ+@+ﬁ+ﬁ+§ﬁ+ﬁ.
Do item (a), estabelecemos as seguintes igualdades
ﬁ—kﬂzﬁeﬁvLﬁ:ﬁ.
Dai, segue que

9EF — AC + BD.

Dividindo os membros por 2, temos

= _AC+BD

e
AC+BD
s

Portanto, ﬁ =

PROBLEMA 6

Seja ABC um triangulo qualquer, G seu baricentro, onde o baricentro é o ponto de
encontro das trés medianas, e AX, BY e CZ suas medianas, em que mediana é o segmento

2
de reta que liga um vértice ao ponto médio do lado oposto. Mostre que: AG = gAX, BG

2 2
3 e CG 30

Demonstragio. Considere o triangulo ABC da Figura 19 em que AX, BY e CZ sao as

medianas e G seu baricentro.
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Figura 19 — Baricentro de um tridngulo

C

Seja M e N os pontos médios de AG e BG, respectivamente. Dai,

AM = MC e BN = NC-

Por outro lado, observe que o quadrilatero MNXY e note que de acordo com o
PROBLEMA 1, temos:

AL
° ﬁ =5 pois YX a base média do triangulo ABC.

— A
e MN = 5 pois MN a base média do triangulo ABG.

Logo, }7)? = W

Ainda, usando o resultado do PROBLEMA 1 na consequéncia 1 temos que: Y X // AB
TN — 7%
eque MN =Y X.

Logo, Y—X>/ JMN.
— —
Dai, como Y*X2 = MN e que ﬁ //MN, entdo o quadrilatero MNXY é um para-

lelogramo.

Como MNXY é um paralelogramo pelo PROBLEMA 4 temos que as diagonais se

cruzam no ponto médio. Logo,

MCG=GX e NG=GY.

Como AM: Mé' e M(ﬁ':G)%, temos que
AM = MG =GX
Logo, ﬁzgﬁ

Portanto, AG = ;AX.

Por outro lado, temos
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BN=NCGeNC=GY

2—
Dai, segue que: B? = gBY.

2
Portanto, BG = §BY'
2
Se procedermos de modo anédlogo encontramos: CG = gCZ .

Portanto, AG = ;AX, BG = §BY e CG = zCZ. O

Percebemos nesse problema que as medianas estao divididas na propor¢ao de 1:2

em relacdo ao baricentro.
PROBLEMA 7

Sejam ABC um triangulo e M o ponto médio do lado BC. Se D e E sdo os pés das

alturas relativas aos lados AC e AB, respectivamente. Prove que ME = MD.

Demonstracdo. Observe o triangulo ABC da Figura 20, sendo M o ponto médio de BC e

com D e E os pés das alturas relativas aos lados AC e AB, respectivamente.
Figura 20 — Tridngulo ABC

A

Note que ME a mediana relativa hipotenusa do triangulo BEC. Da geometria plana

BC
temos que ME = - (Resultado mostrado no PROBLEMA 2 do Capitulo 6). Assim,

\ME| = |BM| = |MC.

De modo analogo, MD ¢ a mediana relativa hipotenusa do triangulo BCD, dai

\MD| = |BM| = |MC.
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Logo, concluimos por transitividade que |M §| =|M l3|
Portanto, ME = MD. O

e Comentario: M é o centro da circunferéncia circunscrita ao quadrilatero inscritivel

a BCDE.

PROBLEMA 8

Demonstre que as diagonais de um losango sao perpendiculares.

Demonstragdo. Observe o losango da Figura 21 e considerando E o encontro de suas

diagonais.

Figura 21 — Diagonais de um losango

D

Para demonstrarmos que as diagonais sio perpendiculares basta mostrar que:
AC-BD = 0.

Observe que

AC-BD = (AB+ BC) - (BA+AD).

Assim,

AC-BD = AB-BA+AB-AD+ BC-BA+ BC-AD.

Como BC = AD ¢ AB = —BA, segue que
A—dﬁﬁ:/ﬁ-(—ﬁ)h@-ﬁﬂ—/@)-ﬁJﬁﬁ-ﬁ.
AC-BD=-AB-AB+AB-AD— AB.-AD + AD- AD.
Observe que

AB-AD—AB-AD = 0, daf
AC-BD = —AB-AB+ AD-AD



AC-BD = —|ABJ? + |AD2.

Como ABCD ¢ um losango, entio |AB|2 = [AD|2 Logo,
AC-BD = —|AD|? +|ADP.

AC-BD = 0.

Portanto, as diagonais de um losango sao perpendiculares.

37
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4 Plano Cartesiano

A teoria deste capitulo estd embasada em (IEZZI; HAZZAN, 2005) e em (GOMEZ;
FRENSEL; CRISSAFF, 2014).

Neste capitulo dedicamos ao Plano Cartesiano, nele fazemos uma breve apresenta-
¢ao do mesmo e encontramos dois resultados importantes que sdo bastante uteis para o

desenvolvimento do trabalho.
Considere dois eixos x e y perpendiculares em O, os quais determinam o plano a.

Dado um ponto P qualquer, P € «, conduzamos por ele duas retas: x’ // xey’ //

Denominamos xp a intersecao de x com y’ e yp a interse¢do de y com x’, conforme

a Figura 22.

Figura 22 — Ponto no plano Cartesiano

yA y.;
S GO S A S P
Yp ! X'

:

:

:
b—»
o XpLooX

Nessas condigoes, definimos:

1. abscissa de P é o niimero real zp;
2. ordenada de P é o ntimero real yp;

3. coordenadas de P sao os nimeros reais xp e yp, geralmente indicados na forma de

par ordenado P = (zp, yp), em que xp é o primeiro termo;
4. eixo das abscissas é o eixo x (Ox);
5. eixo das ordenadas é o eixo y (Oy);

6. sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular) é o sistema

xOy;

7. origem do sistema é o ponto O = (0, 0);
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8. plano cartesiano é o plano «;

9. consideramos a orientacao a direita da origem como a parte positiva no eixo x e no

eixo y a orientagao positiva é a parte acima da origem;
10. consideramos os eixos graduados na mesma unidade de medida.

Teorema 4.0.1. Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano e o conjunto dos

pares ordenados (xp, yp) de nimeros reais existe uma correspondéncia biunivoca.

De maneira geral, se a e b sdo nimeros reais distintos, entao (a,b) # (b,a).

4.1 Posicoes de um ponto em relacao ao sistema

Os eixos x e y dividem o plano cartesiano em quatro regioes angulares chamadas

de quadrantes, que recebem os nomes indicados na Figura 23.

Figura 23 — Quadrantes no plano cartesiano

yA

2° Quadrante 1° Quadrante

3° Quadrante 4° Quadrante

E evidente que:

P € 1° quadrante <= zp > 0 e yp > 0.

P € 29 quadrante <= xp < 0 e yp > 0.

P € 3? quadrante <= zp < 0 e yp < 0.

P € 4° quadrante <= xp > 0 e yp < 0.
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Um ponto pertence ao eixo das abscissas se, e somente se, sua ordenada é nula P
€ Ox <= yp =0.

Isso significa que o eixo das abscissas é o conjunto dos pontos de ordenada nula,
isto é, Ox = {(a,0)/a € R}.

Note que, para todo niimero real a, o ponto (a,0) pertence ao eixo das abscissas.

De modo analogo, um ponto pertence ao eixo das ordenadas se, e somente se, sua

abscissa for nula. P € Oy <= xp = 0.

Isso significa que o eixo das ordenadas é o conjunto dos pontos de abscissa nula,
isto ¢, Oy ={(0,b)/b € R}.

Note que, para todo nimero real b, o ponto (0,b) pertence ao eixo das ordenadas.

Indicamos a bissetriz dos quadrantes impares por bi3 e a bissetriz dos quadrantes

pares por bay, entao observe que:

Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes impares se, e somente se, tiver co-

ordenadas iguais, isto é, P € bjs <= xp = yp.

Isto significa que a bissetriz b;3 é o conjunto dos pontos de coordenadas iguais:
biz = {(a,a)/a S R}.
Note que, para todo a real, o ponto (a,a) pertence a bissetriz by3.

Um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes pares se, e somente se, tiver coorde-

nadas simétricas: P € byy <= xp = —yp.

Isto significa que a bissetriz ba4 é o conjunto dos pontos de coordenadas simétricas:
boy = {(a, —a)/a € R}.
Note que, para todo a real, o ponto (a,—a) pertence a bissetriz bay.

Temos as seguintes propriedades:

e Se uma reta é paralela ao eixo das abscissas, entdo todos os seus pontos tém a

mesma ordenada.

e Se uma reta é paralela ao eixo das ordenadas, entao todos os seus pontos tém a

mesma abscissa.

Também valem as reciprocas dessas duas propriedades.

4.2 Distancia entre dois pontos do plano

Sejam P = (a,b) e Q = (¢,d) pontos no plano o dados pelas coordenadas em relacao

ao sistema de eixos ortogonais xOy dado.
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Seja R = (c,b) (conforme a Figura 24). A distdncia de P a Q, que designamos por
d(P,Q), é a medida da hipotenusa PQ do tridngulo retangulo APQR de catetos PR e
QR. Sendo a distancia entre dois pontos de um eixo medida pelo médulo da diferenca

das suas coordenadas, as medidas desses catetos sdo, respectivamente, |PR| = |a—c| e
QR=[b—d|.

Figura 24 — Distancia entre dois pontos

yﬂ

o |

R e e o =

Do teorema de Pitagoras, obtemos:
d(P,Q) = |PQ|=\/IPRP +|QR? =/la—c* + b —d]?

Assim, a distancia de P = (a,b) e @ = (¢,d) é a raiz quadrada da soma dos qua-

drados das diferengas das coordenadas correspondentes.

4.3 Coordenadas do ponto médio de um segmento

Vemos a seguir que as coordenadas do ponto médio M de segmento AB no plano

« sdo os valores médios das respectivas coordenadas dos pontos A e B.

Teorema 4.3.1. Se A= (x1,y1) e B=(x2,y2) sao pontos no plano a representados pelas
T1+T2 Y1+Y2

2 72

coordenadas em relagio a um sistema de eizos ortogonais xOy, entdo, M = (

).

Onde M é o ponto médio do segmento AB.

Demonstragio. Sejam M = (xpr,ypr) o ponto médio do segmento AB, C' = (zpr,y1) €
D = (zp1,y2). Conforme a Figura 25.

Como AAMC e ABMD sao tridngulos congruentes pelo caso de congruéncia entre

triangulos (Angulo, Lado, Angulo), entao:
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Figura 25 — Ponto médio de um segmento AB

yA

D B

O -—=--===== ®

Yo :

YMS E

I

I

/ i

Ae C I

! : i
6 6 b »
T T Ty X

e d(A,C)=d(B,D) = |zpr — 21| = |var — 22| = xpr = valor médio entre z1 e z3 =

T+ X2

TN = B .
o d(C,M)=d(D,M) = |yrnr —y1| = |y2 — ym| = yar = valor médio entre y; e y2 =

Y1 +y2

YMm = 5
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5 Vetores no Plano

A teoria desenvolvida nesse capitulo estd embasada em (GOMEZ; FRENSEL;
CRISSAFF, 2014), (LIMA et al., 2006) e (NETO, 2013).

Apos fazermos uma breve apresentacao do plano cartesiano, agora temos ferramen-

tas suficientes para a introducao da teoria de vetores no plano.

Lembramos que defini¢oes, propriedades e operagoes apresentadas no capitulo 2
continuam validas, a unica diferenca é que neste capitulo estudamos os vetores por meio

de coordenadas no plano.

5.1 Vetores no plano

Os vetores podem ser manipulados através de suas representagoes em relagao a um
sistema de coordenadas ortogonais. A introducao de um sistema de coordenadas simplifica

bastante os problemas envolvendo vetores.

Lema 5.1.1. Se A= (x4,ya), B=(zp,yp), C = (xc,yc) e D= (xp,yp) em um dado

Sistema Cartesiano, entao

EZ@Z}{ TB—TA=TD—XC

YB—YA =YD —YC-

Demonstragcao. Sabemos que 1@ = C"ﬁ se, e somente se, o quadrilatero ABCD, com
vértices percorridos nessa ordem, for um paralelogramo. Mas sabemos que isso ocorre se,
e s0 se, as diagonais AD e BC tiverem o mesmo ponto médio M(ver Figura 26). Por outro
lado, segue do PROBLEMA 5 do Capitulo 3 que isso ocorre, entao:
A+D B+C
2 2

= TA+Tp=2B+TCc eYa+Yp=YB+YC. O

Figura 26 — Igualdade de vetores em coordenadas

C
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O lema acima assegura em particular que, fixado um sistema Cartesiano xOy no
plano, todo vetor v do mesmo admite um tunico representante da forma O—‘} (ver Figura
27). De fato, se v = zﬁ, com A= (xa,y4) € B=(xp,yp), entdo o lema garante que
@ = O—‘}, com O—‘} = (xp—xA,yB —Yy4); de outro modo, ¥ = O—‘} Por outro lado, se
571 = W, para certos V1 = (x1,y1) e Vo = (x2,y2), entao novamente o lema garante que:

(.1'1 —O,y1 —0) = (.1‘2 —O,y2 —0) = O[_/l = O[_/Q.
Figura 27 — Representando vetores no plano Cartesiano

yA

V = (XA_XBV yA_yB)

B = (Xg, V)

A= (XA, yA)

Portanto, ao utilizarmos vetores ha uma enorme vantagem na escolha de um sis-
tema Cartesiano no plano: uma vez fixado um tal sistema, todo vetor passa a admitir um
representante canonico, cuja a extremidade inicial coincide com a origem do sistema Car-

. < . L == . S
tesiano em questao. Nesse sentido, se ¥ = OV, com V = (x, y), convecionamos ¢ = (x,y).

As vantagens de tal notagao se tornam claras no que segue.

5.2 Operacoes com vetores no plano

Vamos definir duas operac¢oes no conjunto de vetores do plano, uma operacao de

adicao e outra de multiplicacao de vetores por escalares.

5.2.1 Adicdo de vetores em coordenadas

Definic¢ao 5.2.1. Sejam @ = (uj,uz) e U= (v1,v2) vetores do plano expressos em termos
de coordenadas em relacao a um sistema de eizos ortogonais firo xQy, entdo define-se

U417 como U+ U= (uj +vy1,u; +v3).

5.2.2 Multiplicacao de vetores por escalares em coordenadas

Definigao 5.2.2. Dado um vetor v = (z,y) e um numero real A, chama-se produto do

vetor U por escalar A o vetor @ dado por: i = o= \(z,y) = (Ax,\y).
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Fagamos algumas observagoes:

e N0 = MA=AA=T7.
o« VAL —AA=T.

~ , —
Nao confunda: o nimero 0 (zero) com o vetor 0 (vetor nulo).

Escrevemos (-1)@ = —u para designar o vetor simétrico de u. Se @ = (a,3), entdo

U= (—a,—f).

O vetor diferenga de @ e ¥ é o vetor @ — v =+ (—7).

5.2.3 Propriedades das operacoes com vetores

A adicao de vetores e a multiplicacdo de vetores por escalares satisfazem proprie-
dades similares as propriedades aritméticas das operagoes numéricas conforme vimos no

Capitulo 2, facamos uma breve revisao destas operacoes.

1. Propriedades da adi¢ao de vetores

Sejam w, U e w no plano. Valem as seguintes propriedades.

a) Comutativa: @+ 0= U+1u.
b) Associativa: U+ (U+w) = (4 + V) + 0.
C A - e .
c¢) Existéncia de um elemento neutro aditivo: o vetor zero 0 (ou vetor nulo) é tal
— ﬁ —
que u+ 0 =u.
d) Existéncia de inverso aditivo: para cada vetor @ existe um tunico vetor, que
. o . . - = o _ —
designamos por -, o simetrico aditivo de #, tal que @+ (—u) = 0.
2. Propriedades da multiplicagdo de escalares por vetores

Sejam « e ¥ vetores no plano e A, u € R. Valem as seguintes propriedades:

a) Associativa: A(pt) = (Ap)d.
b) Existéncia de um elemento neutro multiplicativo: o nimero 1 € R é tal que
1d=.
c¢) Propriedades distributivas: A(@+7) = Ai+ A0 e (A+ p)d = i+ pad.
. . R L = , L
Além disso, Aii = 0 se, e somente se, A\ = 0 ou = 0. Também, A\ = 1 é o tnico

escalar tal que \i = .
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5.3 Produto interno

Uma operag¢ao muito importante entre vetores no plano é o produto interno. Antes
de introduzi-lo, observamos que se ¥ e W sao vetores nao nulos, o angulo entre ¥ e W é, por
definicdo, o BAC, onde 7= 1@ ew= 1@ sao representacoes dos vetores dados mediante
segmentos orientados com mesmo inicio em A (ver Figura 28). E claro que diferentes

escolhas do ponto inicial A produzem angulos congruentes.

Figura 28 — Angulo entre dois vetores

C

g1

A v B

Usamos |0 para indicar o comprimento do vetor 7. Se ¥/ = ﬁ, entdo |U] =d(A, B)

= comprimento do segmento de reta AB.

Dai, temos duas situagoes que sao:

1. Se A= (ar,az) , B= (b1, by) e 5= AB, |1 =/ (b1 — a1)2+ (by — a)?.

2. Se U= (x,y), entdo |v] =/x2 +y2.

Se |U] =1, o vetor U chama-se unitdrio.

Oproduto interno dos vetores nao nulos ¥ e W é, por definigdo, o ntimero (U, W) =
- ;A - L = e X~ .
|U||wW| cosf, onde 6 é o &ngulo entre U e . Se ¥ = 0 ouw = 0, entdo nao faz sentido falar

no angulo entre ¥ e w. Neste caso, poe-se (U,w) = 0, por defini¢ao.

Vé-se que (¥,w) > 0 quando o angulo entre ¥ e W é agudo, (¥,W) = 0 quando ¥ e

w sdo ortogonais (perpendiculares) e (¥, w) < 0 quando o dngulo entre ¥ e w é obtuso.
Tem-se ainda (7, 7) = |7]> = quadrado do comprimento do vetor #. Logo o compri-

mento de U é |v] =,/(¥,7).

Proposicao 5.3.1. Sejam v = (a,b) e W= (a,3) dois vetores no plano. Entao,
(U,W) = aa+bp.
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Demonstragio. Se algum dos vetores ¥ ou w é nulo, temos (U, ) =0 e, também, aa+ b =

0. Logo a igualdade ¢ satisfeita.
Sejam U = OP e 1 = 0‘65 vetores nao nulos, com P = (a,b) e Q = (a, 5).
Entao (ver Figura 29), ]@z(ﬁ—(ﬁ: @:w—ﬁj Fﬁ: (a—a,B—0b).

Figura 29 — Diferenca entre os vetores v e w

yA
Q----»ﬁ
; W— T
' bo---------mrmmm— - P
@ / !
! v !
! 0 !
o O a X

Seja 0 = Z(U,w). Aplicando a lei dos cossenos no triangulo OPQ, obtemos:
| — 7] = |0]% + |]? — 2|9]|1| cosb.

2| @] cos O = |0]? + || — b — |2

201 cos = (a2 + %) + (0 + 52) — [(a —a)? + (5 — b)°).

2| [0 cos O = (a? +b?) + (a? + B?) — (a® — 2aa + a® + 3% — 203 + b?).

2|0 [ cos§ = a® 4+ b% +a? + 32 — a® + 2ac — o® — 3% + 2053 — b2,

2|v| || cos O = 2ac+ 2bf5.

2|0||wW|cosf = 2(ac+bp).

|U] || cos @ = aa+ .

Portanto, (U,w) = |7||wW|cos = aa+ bp. O

Assim, em qualquer caso, obtemos uma expressao do produto interno (¥,w) em
funcao das coordenadas dos vetores ¢ e w. Observe que, variando o sistema, as coordenadas
de ¥ e W/ mudam, mas a expressiao ac+bf se mantém invariante, pois é igual a |U||wW|cosf

e este valor nada tem a ver com coordenadas.

Sabendo que, |V]|w|cosf = aa+ b quando ¥ = (a,b) e W = («,3), prova-se sem

dificuldade cada uma das igualdades abaixo, validas para vetores arbitrarios u,v e w e
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qualquer o € R:

—

E interessante notar a relacao entre os vetores @ = (a,b) e 7= (—b,a). Como (i, 7)
0, entdo eles sao perpendiculares. Além disso, |t] = |0] =V a? + b? e, portanto eles possuem

mesmo comprimento (ver Figura 30).

Figura 30 — Rotagao entre dois vetores

o &
XY

Logo resulta diretamente da figura que v é o resultado da rotagdo de @, de um

dngulo de 90° (no sentido anti-horario).

Analogamente, o vetor ¢ = (b, —a) é o resultado da rotagio de @, de um angulo de

90° (no sentido horario).

Acima vimos a regra pratica para efetuar uma rotacao de 90°, cumpre observar
que, quem faz uma rotacao de 90°, faz qualquer rotacao. A seguir obtemos uma féormula

geral de rotagao.

O tnico pardmetro de transformagao para a rotagao é o angulo 6 (convengao po-

sitiva: sentido anti-horario).

Rotagdo de um vetor @ = (a,b), para @ = (a’,b') de um angulo 6 em torno da
origem, temos as seguintes relacoes entre as componentes do vetor rotacionado e as do

vetor original: ' = a-cosf —b- senf e b’ =b-cosf+a- senb.
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6 Proposta de Atividades Il

Neste capitulo resolvemos alguns problemas de Geometria Analitica por meio dos
vetores utilizando a teoria apresentada no capitulo anterior, bem como problemas de
Geometria Euclidiana em que por vezes temos que adotar um sistema adequado de co-
ordenadas para que possamos simplificar demonstragoes e possibilitando solu¢des mais

elementares para os problemas.

Nosso intuito também é de apresentar a Geometria de forma mais rica e ndo como

uma disciplina isolada com um fim nela mesma.

Consideramos que os problemas propostos no Capitulo 3, bem como, neste capitulo,
sao problemas ricos e interessantes para serem aplicados em sala de aula, embora alguns
destes nao sejam triviais, mas os discentes logo percebem a elegancia e a trivialidade
das solugoes quando utilizamos os vetores, sem esta ferramenta alguns desses problemas

demandariam bem mais esfor¢os para serem solucionados.

Vale ressaltar que alguns desses problemas requerem que os discentes por vezes,
enxergem um prolongamento ou tracem segmentos que nao estao explicitos na figura (ver
PROBLEMA 10), mas que utilizando os vetores, eles sdo solucionados de forma direta
por meio de calculos algébricos simples, sem a necessidade de manipulac¢des. Além disso,
em outras situagoes, os vetores servem para simplificar calculos, que sem a sua utilizacao,
a solucgao é feita por longos calculos e, com a sua utilizagao, fazemos de forma elementar
e com calculos simplificados (ver PROBLEMA 3).

PROBLEMA 1

Determine as coordenadas dos pontos que dividem o segmento AB em trés partes
iguais, sabendo que A = (-1, 7) e B = (11, -8).

Solucao:

Esbocando a situacao por meio da Figura 31, temos:
Iremos resolver o problema em duas partes:

1% Parte

Determinando as coordenadas de C. Sabemos que:

ﬁ:;ﬁ



Figura 31 — Divisao de segmentos

c-A=LB-a

3
3(C-A)=B-A
3C-3A=B-A
3C=2A+B

24 B
C—?+§
_2(—1,7) (11,-38)
C= E

-2 14 11 -8
C—(?a§)+(§>?)

—24+11 14-38

9 6
C_(§>§)

C=(3,2)
2% Parte

Determinando as coordenadas de D. Sabemos que:

@zg,ﬁ

D—Azg(B—A)

3(D-A)=2(B-A)
3D - 3A = 2B - 2A

3D = A + 2B
A 2B
D=24+22
373

(=1,7)  2(11,-8)
3 3

D=

20
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-17 22 —16
D=(—,2)+(%,—
—1+422 7-16
D = ( : )

3 3
21 -9
D= (=,
(37 3)
D = (7,-3).
PROBLEMA 2

Seja ABC um triangulo retangulo cuja hipotenusa é BC. Seja M o ponto médio
de BC. Mostre que o comprimento da mediana AM ¢é igual a metade do comprimento da

hipotenusa.

Demonstracao. Neste caso um sistema de coordenadas mais conveniente para este pro-
blema é aquele em que as retas AB e AC sao os eixos, portanto A = (0, 0), B = (b, 0) e

C = (0, ¢) sao as coordenadas dos vértices (conforme a Figura 32).

Figura 32 — Mediana da hipotenusa

Conforme vimos no Capitulo 4 as coordenadas de M sao:

b+0 O+c
M= (—-, )
2 2
b ¢
M= (2,5
(27 )

BC

—
Logo, resolve-se o problema caso: |[AM| = |—|.

2
Mas,
— b c
AN =52+ (5
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— b2 2
AM| =2+ <.
[AM| =\ 1+

2 2
|m|:\/b +c .

(]

Como, \B?\ =Vb? + 2.
BC

—
Portanto, |AM| = |7| que prova a afirmacao feita.

PROBLEMA 3

Se A = (3, 1) e B = (1, 5) sao vértices consecutivos de um quadrado ABCD.

Determine os outros vértices.

Solugao:

Existem dois quadrados com vértices consecutivos em A e B que chamaremos de
ABCD e ABC’'D’ (Conforme Figura 33).

Figura 33 — Quadrados no plano

y

19 caso: Calculando as coordenadas de C e D.

Seja 1@ =B - A, entao

AB=(1-3,5-1)= AB = (—2,4).

O vetor E é o resultado da rotacao de 90° de zﬁ no sentido horario.

Daf, AD = (4, 2).

Logo, D= A + AD=D=(3,1)+ (4,2 =D=(3+4,1+2) =D =(7,3).
Por outro lado, como ABCD é um quadrado, entao B? = E
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Daf, C— B = AD, isto é, (z,y) — (1,5) = (4,2). Entdo

g—1=4=g=05,

r—1,y—5)=(4,2) =
( Y )=42) {y—5:2:>y:7.

Portanto, C = (5, 7) e D = (7, 3).
2° Caso: Calculando as coordenadas de C’ e D’.
Sabemos do 1° Caso que AB = (—2,4).
s

O vetor AD’ é o resultado da rotacao de 90° de f@ no sentido anti-horario.
Dai, AD = (—4,—2).

—
Logo, D'=A+AD' = D'=3,1)+(-4,-2)=D'=(3-4,1-2)=D=(-1,-1).

s
Por outro lado, como ABC’D’ é um quadrado, entdao BC' = AD'.
—

Daif, C’ - B = AD/, isto é, (2/,y") — (1,5) = (—4,—2). Entao:

¥ —1=—-4=2=-3,

o =1,y —5) = (—4,-2) =
( y'=5)=( ) { 5= 95y =3

Portanto, C’ = (-3, 3) e D” = (-1, -1).
Comentdrio: Esta questao foi retirada do livro de (SMOLE; DINIZ, 2010) e a

fim de demonstrarmos a praticidade e elegancia da resolu¢ao de problemas por meio da

utilizacao de vetores, resolvemos transcrever a solucao dada pelas autoras.
Existem dois quadrados com vértices consecutivos em A e B: ABCD e ABC’D”.

Para determinarmos C, D, C’ e D’, vamos obter, inicialmente, o ponto de intersec-

¢ao das diagonais.

e Medida do lado do quadrado: d4p :\/(3— 1)24(1-5)2 = dap = 2+/5.
e Medida da diagonal do quadrado: dyc = dap/2 = dac = 2+/10.

d
e Ponto médio de AC e BD: dup = dgp = % = dap =dpp =V10.

Sendo F = (zg,yE), temos
dig :\/E:>\/($E—3)2—|—(yE—1)2 =10 = 2% — 6z +9+y2 —2yp+1=10=
r% —6xp+yh—2yp =0. (i)

dpe =v'10 :>\/($E_ 12+ (yp =52 =V10= 1% —2rp+1+y5 —10yg +25=10=
1% —2rp+y% — 10yp = —16. (ii)

Subtraindo (ii) de (i), resta-nos

—4drp+8yp =16 = g —2yp = —4 = xp = 2yp — 4.(iii)
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Substituindo (iii) em (i), resulta

(2yE —4)* —6(2yp —4) +(yp)* —2yp =0
4yt —16yp +16 —12yp +24+y% —2yp =0
5y% —30yE +40 =0

yp—6yp+8=0

yp =2 ou yg =4.

Em (iii), temos:
yp=2=>zrp=0eyp=4=xp=4.

Logo, E = (4, 4) e E' = (0, 2).
Determinacao de C e D:

E é o ponto médio de AC e BD. Logo,
rAtTo 3+zo

TEp = 5 4= x0=>5.
yA+yC:yE:>Hi:4:>yC:7
2 2
LB_FxD:x :>1+xD:4:>xD:7
yB;yD:yE:5+2yD:4:>yD:3

Portanto, C = (5, 7) e D = (7, 3).
Determinagao de C’ e D”:

E’ é o ponto médio de AC’ e BD’. Logo,

TA+ 2 3+
“ATTC g C=0=ap=-3

/

yatye _ o l+ye

= =2=yr=3
B YE 5 Yo
xp+a 142
B;D:x = il D —0=alh=-1
yB+yp 5+yp _

2= yp=—1
5 YD

/

E
Portanto, C’ = (-3, 3) e D’ = (-1, -1).
PROBLEMA 4

Um topografo demarcou um terreno em formato de quadrado, porém com o pas-
sar do tempo duas demarcacoes se perderam. Sabe-se que as marcagoes que ficaram sao
vértices opostos do quadrado, entao determine as outras duas marcacoes, sabendo que as

marcagoes que permaneceram estao localizadas em A = (1, 2) e C = (6, 3).
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Solucao:

Da geometria euclidiana sabemos que as diagonais do quadrado se cruzam no ponto

médio e também sao perpendiculares.
146 243

Sabendo que M = ( AT

75
), isto é, M = (5,5), onde M é o ponto médio de

AC
Enumerando os vértices do quadrado ABCD na sequéncia horaria, entao

J\ﬁ:C—M:H\ﬁ:(G—Z,?)—§ :m:(5 L

2373 22)
O vetor M 23 é o resultado da rotacao de 90° de ]\78 no sentido horario.
ﬁ 1
Entao, MD = (= D :

Logo,
75 1 5 7 1 D )
L)+ G )= D= (a4 )+ (o4 (=) = D = (4,0).

Por outro lado, o vetor M § ¢é o resultado da rotagao de 90° de M (2 no sentido

anti-horario.

1 5
Entéo, m = (—5, —§>

D=M+ MD=D=(

Dai,

75 15 7 1 5 5
B=M+ MB=B=(- )42, )= B=(C 1 D+C+(2)=B=3,5)
PROBLEMA 5

Determine a medida do angulo entre a diagonal de um quadrado e um de seus lados.

Solucao:

Neste problema vamos escolher um sistema de coordenadas conveniente, e no pro-
blema colocamos o vértice A na origem do sistema, o vértice B sobre o eixo das abscissas

e o vértice D sobre o eixo das ordenadas (conforme a Figura 34).

Assim, as coordenadas dos pontos sao: A = (0, 0), B=(x,0),C = (x,x) e D =
(0, x).

Para determinarmos o angulo basta calcularmos o angulo entre os vetores A§ e

AC,

Seja AB = B— A= (2,0)— (0,0) = (2,0) ¢ AC = C — A= (z,2) — (0,0) = (,).
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Figura 34 — Diagonal do quadrado

D ={(0, x) C=(xx)

Usando a defini¢ao de produto interno, temos
,_ {AB,AC)
AB|- [AC|
r-z+x-0

V@2 +(0)2/(2)2+ ()2

.’132
VT f2(e)?
2

cosf =

cosf =

8

cosf =

cosf =

Sl

cosf =

oS

2
Logo, como cosf = o segue que 0 = 45°.

Portanto, o angulo formado entre a diagonal de um quadrado e um de seus lados
¢ de 45°.

PROBLEMA 6

Se A = (-2, 3), B=(4,-5), C = (-3, 1) sao vértices consecutivos de um parale-

logramo ABCD. Determine o vértice D.

Solucao:

Como ABCD é um paralelogramo, entao os lados opostos sao congruentes.
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Logo,
AD = BC
D-A=C-B
D=A+C-B

(=2,3)+(=3,1) — (4,—5)
(—2—3—4,34+1+5)

D
D
D

(—9,9).

Portanto as coordenadas do vértice D é (—9,9).

PROBLEMA 7

Calcule o angulo entre as diagonais de um retangulo, sabendo que a base € o dobro

de sua altura.

Solucao:

Neste caso um sistema de coordenadas mais conveniente para este problema é
aquele em que o encontro das diagonais estd na origem do sistema que chamamos de O.
Além disso, vamos escolher um valor para os lados do retangulo conforme o enunciado,
vamos considerar a base igual a 4 u.c. e a altura igual a 2 u.c., portanto A = (-2,-1), B =

(2,-1)eC=(2,1) e D = (-2, 1) sdo as coordenadas dos vértices (conforme a Figura 35).

Figura 35 — Angulo entre as diagonais de um retangulo

Sendo 7=0C'=C—0=(2-0,1-0)=(2,1) ¢ 7=0B=B—-0=(2—0,—-1-0) =
(2,-1).

Assim, para determinarmos o dngulo entre as diagonais basta calcularmos o dngulo

entre os vetores O? e O? .
Daf, |i] = |v] =v/5.
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Usando a defini¢ao de produto interno, temos

Ty Ty Yu Yo
cosf = ——
|42V
2:241-(—1)
cosf) = —————~
V55
4—1
cosl) = ——
5
cosQ:§
5
cosf =0,6.

Logo, como cosf = 0,6, segue que 6 = 53°.

Portanto, o dngulo formado entre as diagonais ¢ de 53°.

PROBLEMA 8

Dado um trapézio isosceles ABCD, de bases AB e CD conforme a Figura 36, de-

termine o angulo entre as diagonais.

Figura 36 — Trapézio isésceles ABCD

Demonstragdo. De acordo com a Figura 36 vamos determinar a altura do trapézio usando

o teorema de Pitagoras, entao
h?=52-32=h>=25—-9=h>=16=h=A4.
De posse do valor da altura, agora vamos escolher um sistema de coordenadas

conveniente, e no problema colocamos o vértice A na origem do sistema e o vértice B

sobre o eixo das abscissas, dai: A = (0,0), B=(9,0),C = (6,4) e D = (3, 4).

Determinar o angulo entre as diagonais ¢ calcular o angulo entre os vetores A(% e

lﬁ, entao:
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¢ A0 =C—A= AC = (6,4)— (0,0) = AC = (6, 4).
e DB=B-D= DB =(9,0)—(3,4)= DB = (6, -4).
e [AC|=|DB| =V52.

Usando a defini¢ao de produto interno, temos
TAC TDBtYAC "YDB

cosf =
IAC||DB|
g 6:6+4-(-4)
COSU —m ——F—F———
V52+/52
0 36 —16
COstU =
52
20
g==2
COS 52
5%
P
COS 13

5
Logo, como cosf = 3 entdao 0 = 67,38°.

Portanto, o angulo formado entre as diagonais é de 67,38°.

PROBLEMA 9

Mostre que as alturas de um triangulo interceptam-se em um ponto.

Demonstracao. Fagamos a prova por absurdo, para isso devemos escolher um sistema de
coordenadas conveniente, e no problema colocamos os vértices A e B sobre o eixo das
abscissas e o vértice C sobre o eixo das ordenadas (conforme a Figura 37). Tracamos
também as alturas AD e BE que interceptam o eixo das ordenadas nos pontos H e H’,
respectivamente. As coordenadas sdo A = (a, 0), B= (b, 0), C = (0,c), H= (0, h) e H’
= (0, ).

Nosso intuito é mostrar que H e H” é o mesmo ponto. Mas,
¢ BC=C—B= BC=(0,¢)—(b,0) = AC = (—b,c).
o AH=H A= AH = (0,h) — (a,0) = AH = (—a,h).

Como AD é a altura do tridngulo ABC em relagao ao lado BC entao: ﬁ i /ﬁ .

Pela definicao de perpendicularidade no Capitulo 5, temos
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Figura 37 — Ortocentro de um triangulo

yA

3 ¢

TAg - TBC +YaH Ype =0=(—a)-(=b)+c-h=0=ab+ch=0= ch=—ab=

h=-2
c

Por outro lado, temos

¢« A0=C—A= AC = (0,¢) — (a,0) = AC = (—a,c).
— —
o BH = H'— B= BH' = (0,)/) — (b,0) = BH' = (-b, It).

—
Como BE ¢ a altura do tridngulo ABC em relacao ao lado AC entao: @ 1 BH'.

Pela definicao de perpendicularidade no Capitulo 5, temos
rac T +Yac Yy = 0= (—a) - (=b)+c-h' =0=ab+ch'=0=ch' = —ab=
b
W =—2 (Absurdo!)
c

Portanto, H = H’ o0 que mostra que as alturas de um triangulo concorrem para um
mesmo ponto.

]

PROBLEMA 10

Desenhe um quadrado ABCD, logo apds tome um ponto P pertencente a BC, a reta
que contém C' e € perpendicular ao prolongamento AP corta o prolongamento de AB em
Q). Prove que BQP ¢ constante.

Demonstragio. Considerando o lado do quadrado 1 u.c., a medida de BP =a e BQ = b,

escolhemos um sistema de coordenadas conveniente mais adequado para o problema e o
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sistema mais adequado é aquele em que o ponto B esta na origem do sistema, os pontos

A e Q estao sobre o eixo das abscissas e os pontos C e P estao sobre o eixo das ordenadas.

Entao suas coordenadas sao: A = (-1, 0), B=(0,0), C=(0,1), D= (-1,1), P =
(0, a) e Q = (b, 0)(conforme a Figura 38).

Figura 38 — Angulo constante

Para solucionarmos o problema basta mostrar que a = b para qualquer a e b esco-

lhidos. Segue que:
¢« AP=P— A= AP =(0,a)—(~1,0) = AP = (1,a).
« CO=Q—C=CO=(b0)—(0,1)=CQ=(b,~1).

Pelo enunciado temos que ﬁ al (ﬁ

Pela definicao de perpendicularidade no Capitulo 5, temos

rAP - TcQ+Yarp Yo =0=>1-b+a-(-1)=0=>a—-b=0=a=0.
Dai,

tg@:%;» tgh =1 o 0 = 45°.

Portanto, o BQP é constante para quaisquer que sejam a e b escolhidos. O]
A seguir, solucionamos o mesmo problema por meio da geometria euclidiana.

Demonstragao. Trace a diagonal AC, prolongue o segmento AP até intersectar o segmento
CQ no ponto R e logo apds prolongue também o segmento QP até intersectar o segmento
AC no ponto S, entdo, observe que CB é perpendicular a AQ e AR é perpendicular a
CQ que implica QS também perpendicular ao segmento AC. Logo P é o ortocentro do

triangulo ACQ (conforme a Figura 39).

Pelo PROBLEMA 5 sabemos que o angulo entre a diagonal e o lado de um qua-
drado é de 45°. Logo QAS = 45°.

Como QS é altura do tridngulo ACQ, entdo: ASQ = 90°.
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Figura 39 — Angulo constante 2

D C
Sy |
P
A B - Q
Agora observe o tridngulo AQS, segue que
0 = 180° —90° — 45° = 6 = 45°.
Portanto, o BQP é constante. O

Comentdrio: Note que, para resolvermos o problema usando os vetores, recorremos
somente a calculos algébricos triviais, enquanto que na resoluc¢ao por meio da geometria
euclidiana recorremos a prolongamentos e observagoes que nem sempre sao faceis de en-

Xergar.

PROBLEMA 11

Recentemente foi descoberto um manuscrito do pirata Barba Negra descrevendo a
localizagao de um rico tesouro enterrado por ele em certa ilha do Caribe. O manuscrito

identifica perfeitamente a ilha e dd as sequintes instrugoes:

"... qualquer um que desembarque na ilha verd imediatamente dois grandes carva-
lhos, que chamarei de A e B e também uma palmeira, que chamarei de C. Fu enterrei o

tesouro em um ponto X que pode ser encontrado da sequinte forma.

Caminhe de C para A contando seus passos. Chegando em A wvire d esquerda e dé

exatamente o mesmo niumero de passos para chegar ao ponto M.
Volte ao ponto C.

Caminhe de C para B contando seus passos. Chegando em B, vire para a direita e

dé exatamente o mesmo niumero de passos para chegar ao ponto N.
O ponto X estd na reta que liga M a N, e a mesma distancia desses dois pontos."

Com essas precisas informagoes, os exploradores chegaram a referida ilha, mas

tiveram uma desagraddvel surpresa. Os carvalhos (A e B) ld estavam, mas a palmeira (C)
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Figura 40 — Mapa do tesouro

A (carvalho) C (palmeira)

B (carvalho)

e

X (tesour) -

tinha desaparecido completamente.
O tesouro estd perdido!!

Como fazer para encontrar o tesouro perdido?

Solucao:

Felizmente a ilha era plana, entao estabelecemos um sistema de coordenadas com

origem em A e com o ponto B no eixo x.

Seja p a distancia do ponto A ao ponto B. Assim, fica estabelecido que: A = (0,
0), B=(p, 0) e C = (x, y)(conforme a Figura 5.41).

Figura 41 — Mapa do tesouro com coordenadas

y A

Assim, as coordenadas de vetores A(% e Bi%, sdo:
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¢ AC=C—A= AC = (r,y)— (0,0) = AC = (x, y).
¢ BC=C—B= BC=(1,y)— (p.0) = AC = (x - p, y).

—
O vetor AM é obtido através de uma rotacao de 90° de 1@ no sentido horério,
s
entdo AM = (y, -x).

—
O vetor BN ¢ obtido através de uma rotacao de 90° de B? no sentido anti-horério,
2
entdo BN = (-y, X - p).

Como A ¢é a origem do sistema, temos que as coordenadas do ponto M sao: M =
(y, -x). Por outro lado,
—
N=B+ BN:>N:(p,O)—I—(—y,:p—p):> N = (p_ y, X - p)‘

Sendo X o ponto médio de MN, suas coordenadas sdo dadas por:
ytp—y —rHrop

X = (

2 ’ 2
p p
X = (2B
(27 2)

Portanto para encontrar o tesouro, bastava percorrer a metade da distancia na

direcdo de A para B e em seguida virar a direita e percorrer a mesma distancia.

A localizagao do tesouro ficou independente da posicao da palmeira.
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7 Consideracoes Finais

No presente trabalho foi possivel mostrar um texto didatico enfatizando a impor-
tancia dos contetdos de geometria Plana e Analitica serem abordados sob uma oética
vetorial. A teoria vetorial é um assunto facil de introdugao, ja que é tratado no estudo de

Fisica e ¢ empregado em diversos campos.

Os motivos pelos quais apresentamos os conteudos de geometria Plana e Analitica
via vetores foram, entre outros: chamar a atencao para que esse tema seja ministrado nas
aulas de matematica, pois como ja foi mencionado o assunto é normalmente introduzido no
ensino médio pelos professores de Fisica; evidenciar resultados e demonstrar propriedades
de figuras geométricas planas e dar solugao a problemas de Geometria Plana e Analitica

por meio dos vetores.

Cremos ter alcancado os objetivos propostos para o trabalho, lembrando que esta
proposta pode ser expandida como, por exemplo, no estudo da circunferéncia e das conicas.
Além disso, o estudo dos vetores podem ser expandidos para o espaco e, desta forma,
fazendo o estudo de distancias no espaco, distancia entre planos, estudar propriedades
de figuras espaciais, etc. Enfim, motivos nao faltam para que o discente no ensino médio

venha a ter conhecimento sobre essa ferramenta tao relevante que sao os vetores.
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