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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo exibir condi¢gGes para que se possa garantir quando um
namero inteiro podera ser representado como uma soma de dois quadrados. Para isto tornou-
se necessdria a apresentacdo de algumas defini¢des como, por exemplo, a de divisibilidade, a
de méximo divisor comum, a de nameros primos, a de congruéncias e a de demonstracfes de
determinados teoremas. O teorema de Fermat, o de Wilson e o de Thue foram utilizados como
ferramentas na demonstracdo do objetivo principal que é a representagdo de um nimero
inteiro como soma de dois quadrados. Essa demonstragéo serd feita em um nivel acessivel ao

estudante do ensino médio sem fugir do rigor dos conceitos matematicos.

Palavras-chave: Divisibilidade, Maximo Divisor Comum, Numeros Primos, Congruéncias,

Soma de Dois Quadrados.



ABSTRACT

This paper aims to show conditions can be ensured when a integer can be represented as a
sum of two squares. For this become necessary to present some definitions, for example,
divisibility, the greatest common divisors, the prime numbers, the congruence and the
statements of certain theorems. Fermat's theorem, the Wilson and Thue were used in order to
display the main objective is to obtain a whole number as a sum of two squares. This
demonstration will be made at a level accessible to high school student without escape the

rigor of Mathematical concepts.

Key-words: Divisibility, Greatest Common Divisors, Prime Numbers, Congruencies, Sum of

Two Squares.
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1 INTRODUCAO

Desde a antiguidade, o homem utiliza a matemaética para facilitar a vida e organizar a
sociedade. Muitos povos antigos, entre eles os gregos, desenvolveram uma teoria dos
nameros, orientados por critérios matematicos no sentido amplo da palavra. Os gregos
descobriram as leis basicas da aritmética, tinham conhecimento sobre varios assuntos da
matematica, entre eles: a divisdo euclidiana, nimeros primos, o calculo do maximo divisor
comum e 0 minimo multiplo comum e principalmente a geometria plana.

A Teoria dos NUmeros tem sido uma area interessante para estudantes e professores
de matemética devido a facilidade de propor problemas que podem requerer para a sua
solucdo a utilizagdo simultdnea de métodos algébricos, analiticos, topoldgicos, geométricos e
combinatdrios, aliado & simplicidade de seus conceitos. A Teoria dos NUmeros desperta
interesse e tem a reputacdo de ser uma &rea da matematica mais significativa e que continua
sendo o mais fascinante e desafiador.

Um problema importante na teoria dos nimeros é encontrar as condi¢des necessarias
para que uma equagdo tenha solu¢do em um conjunto dado. Em teoria dos nimeros, Waring
fez interessantes avangos. O problema de Waring, publicado no Meditationes Algebraicae em
1770, conjectura que para qualquer inteiro k > 2, existe um inteiro s dependendo somente de
k, tal que todo inteiro positivo n deve ser expresso como uma soma de s k-ésimas poténcias de

inteiros ndo negativos:

N S S

Denota-se por g(k) o valor minimo s que se verifica a condi¢éo anterior.

Edward Waring foi um matematico inglés que, por suas realizacbes em
matemaética, recebeu uma medalha da Royal Society Copley. Seu principal interesse de
pesquisa estava em algebra e teoria dos nimeros. A obra Miscellanea Analytica, de Edward
Waring, que surgiu em 1776 e uma nova edi¢do, ampliada em 1785, foram a base para outras
obras publicadas mais tarde. Proprietates Algebraicarum Curvarum foram publicadas em
1772. Meditationes Algebraicae, que abrange a teoria de equagdes e a teoria dos numeros,
bem como o que agora é conhecido como geometria analitica, surgiu em 1770, e uma verséo

ampliada em 1782.
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Edward Waring tornou-se ainda mais conhecido devido a afirmagdo do problema
que leva seu nome, problema de Waring: todo nimero natural pode se expressar como uma
soma de ndo mais que quatro quadrados, nove cubos, dezenove quartas poténcias e assim por
diante. Tal afirmagdo, sem provas, tinha apenas evidéncias numéricas. O problema da falta de
provas para sua afirmagdo gerou toda uma inquietacdo entre os matematicos. Muitos foram os
que se sentiram motivados a provar tal afirmagé&o.

Em 1770, o matematico francés Joseph Louis Lagrange provou que a conjectura
de Waring, quando g(2) < 4, era verdade, ou seja, cada inteiro positivo € a soma quatro
quadrados. Apds muitas tentativas de demonstracdo, foi somente em 1909 que o matematico
David Hilbert conseguiu demonstrar a conjectura de Waring, em que g(k) < oo, para todo k.
Porém, ele ndo determinou o valor numérico de g(k) para qualquer k.

Em 1912 os matematicos alemédes Arthur Wieferich e Aubrey Kempner provaram
que g(3) <9, ou seja, cada inteiro positivo é a soma de nove cubos. Em 1964, o matematico
chinés Chen Jingrun mostrou que g(5) < 37. Em 1986, trés mateméticos, Ramachandran
Balasubramanian da india e Jean-Marc Deshouillers e Frangois Dress da Franga, em conjunto
mostraram que g(4) < 19. Uma férmula geral para poténcias mais elevadas do problema de

Waring tem sido sugerida, mas ndo se provou ser verdadeiro para todos os inteiros.

“Every integer is a cube or the sum of two, three, ... nine cubes; every integer is also
the square of a square, or the sum of up to nineteen such; and so forth.”
Meditationes Algebraica 1770, Edward Waring.
Assim, devido a motivagdo criada pela conjectura de Waring, serd apresentado
neste trabalho como objetivo principal, o problema de Waring quando s = k = 2. Apresentam-

se demonstracdes de condi¢Oes para que se possa garantir quando um ndmero inteiro poderé
ser representado como sendo uma soma de dois quadrados, isto é, n = x12 + x22 para Xi, Xz
pertencente aos inteiros . Inclui-se o zero como um possivel valor para x; ou X, a fim de que
se possam escrever alguns quadrados como soma de dois quadrados, por exemplo,
9 =32 +02.

Para melhor entendimento desta dissertacdo é necessario que se observe algumas
definicOes e teoremas, a fim de que possam ser utilizadas como ferramentas.

A disposicdo dessa dissertacdo € a seguinte:

No capitulo 2, abordar-se-4 alguns assuntos relevantes tais como nimeros inteiros

nao negativos, divisibilidade, maximo divisor comum e nimeros primos.
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No capitulo 3, abordar-se-a o tema de congruéncia e alguns teoremas, entre eles, o
pequeno teorema de Fermat, o teorema de Wilson e o teorema de Thue.

No capitulo 4, usar-se-4 as ferramentas dos capitulos 2 e 3 para se atingir o
seguinte objetivo: mostrar que alguns nimeros inteiros podem ser escritos como soma de dois
quadrados, que é o principal objetivo.

No capitulo 5, encerrar-se-4 a dissertagdo com a concluséo do trabalho.

Encerra-se essa introducdo mostrando que a elaboracdo desse trabalho estd
centrada na construgdo de um material de ensino envolvendo divisibilidade, maximo divisor
comum, nimeros primos e congruéncias e as demonstracdes de que alguns nimeros inteiros
ndo negativos podem ser escritos como soma de dois quadrados. A tarefa de realizar a
elaboracdo desse trabalho trouxe um grande amadurecimento do autor na area de ensino de

matematica.
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2 NUMEROS PRIMOS

Os numeros primos, por apresentarem a caracteristica de gerar todos 0s outros
nimeros sem possuir um padrdo, isto é, comportando-se de maneira aleatéria, causam
extraordinaria admiracdo aos matematicos. Os numeros primos e suas propriedades foram
estudados extensivamente pelos gregos antigos. Antes dos gregos, ha alguma evidéncia de
que os babilbnios e egipcios tiveram uma compreensdo de nimeros inteiros primos através de
seu sistema sexagesimal de divisdo, que € um sistema de numeragdo posicional que usa como
base aritmética o nimero 60. A fonte mais valiosa disponivel na experiéncia dos antigos
gregos envolvendo nimeros inteiros primos € o extraordinario texto Elementos de Euclides.
Elementos de Euclides manteve-se como sendo uma das obras de matematica mais influentes
de todos os tempos. A elaboracdo deste livro ha mais de dois mil anos, é creditado ao
matematico grego Euclides. Elementos de Euclides contém teoremas importantes sobre

primos, incluindo a infinitude dos nimeros primos e o teorema fundamental da aritmética.

2.1 DIVISIBILIDADE DE NUMEROS INTEIROS

Representa-se por Z o conjunto dos numeros {... - 3,-2,-1,0, 1, 2, 3,..}
denominados de Inteiros.
Representa-se por N o conjunto dos nimeros {0, 1, 2, 3, ...} denominados

Naturais.
Definigéo:
Dados dois nimeros inteiros a e b, diz-se que a € divisivel por b ou b é um divisor
de a, representado por b | a, quando existir ¢ € Z tal que
a=Dh.c.
Assim, observam-se as seguintes propriedades bésicas:
iJala,l1|aeal0Ocoma e Z.

ii)se0|a,entdioa=0coma eZ.

iii)sea|l,entdoa=+1coma e Z.
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Exemplos: 26,4 |4,6|0.

Caso a ndo seja divisivel por b, ou b ndo seja um divisor de a, simbolicamente,
escreve-se como,
bta.

Exemplos: 215,419,6113.

Proposicdo 2.1.1: Se a, b e ¢ séo inteiroscom c |bec|a, entdo c | a.

Demonstracao:
Comob |aec|b, entdo se pode representar a = b.k e b = c.q, com k e q inteiros.

Substituindo o valor de b na igualdade a = b.k, obtém-se:

a= c.g.k=c.(q.k),
portanto,

c|a.

Proposicdo 2.1.2: Se a, b e ¢ séo inteiros com b | a, entdo b.c | a.c.

Demonstracao:
Como b | a, entdo a = b.k, com k inteiro. Multiplicando ambos os lados por c,
obtém-se,
a.c=Db.ck =(b.c)k,

portanto, b.c | a.c, com c inteiro.

Exemplo: 6 | 12, logo 6.5 =30 | 12.5 = 60.

Proposicdo 2.1.3: Se a, b e c inteiros com c | a e c | b, entdo ¢ | m.a £ n.b, para qualquer

inteiro m e n.
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Demonstracao:
Comoc|aec]|b, entdo se escreve a =c.k e b = c.q, com k e g inteiros. Somando

0 produto da equacédo a = c.k por m com o produto da equagdo b = c.q por n, obtém-se:

a.m £b.n = c.(m.k) £c.(n.q) = c.(m.k £n.q),
portanto,

c|(m.a £n.b).

Exemplo: 3|21 e3 |33, logo 3| (5.21+ 3.33) = 105 + 99 = 204.
3121e3|33,logo3|(5.21-3.33) =105-99 =6.

2.2 MAXIMO DIVISOR COMUM

Definigéo:
O méximo divisor comum de dois niumeros inteiros a e b, com ab =0, é o maior
inteiro que divide tanto a como b, isto é,
i)d|aed]|b;
ii)sealgumc eN, étalquec|aec]|b, entdo c <d.

O maximo divisor comum de a e b é representado por d = (a, b).

Exemplo: (18, 32) = 2.

Dois nimeros inteiros, a e b, cujo maximo divisor comum, (a, b), é igual a 1 sdo

ditos primos entre si.

Exemplo: (12, 17) = 1, portanto 12 e 17 s&o primos ente si.

Proposicao 2.2.1: Seja a, b, e c nimeros inteiros com (a, b) = d. Entéo,

i) (a/d, b/d) = 1
(ii) (@ + c.b, b) = (a, b).
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Demonstracao:

i) Sejam a e b nimeros inteiros com (a, b) = d. Deseja-se mostrar que 1 é o Unico
divisor comum, positivo, dea /d e b/ d. Sendo k um niimero inteiro positivo tal que k | (a/d)
e k | (b/d). Assim, tem-se (a/d) = k.r e (b/d) = k.s, com r e s inteiros. Como a = d.k.reb =
d.k.s, entdo d.k é um divisor comum de a e b. Como por hipétese (a, b) = d, conclui-se que k é
igual a 1, logo (a/d, b/d) =1.

ii) Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros. Deseja-se mostrar que os divisores de a e b sdo
exatamente os mesmos de (a + c.b) e b. Sejad = (a, b). Assim,d |aed | b, portanto d divide

(a + c.b). Sendo k, inteiro, 0 maior divisor comum de (a + c.b) e b, tem-se que k | (a + c.b —

c.b) = a. Portanto, conclui-se que (a + cb, b) = (a, b).

Teorema 2.2.1: (Algoritmo da Divisdo) Se a € Z e b e Z*, sempre existem e sdo (nicos

inteiros q (quociente) e r (resto) tais quea =b.q +r,com0<r<b.

Demonstracéo:

i) Existéncia: Considere q = [%} er=a-b.r.

Sabendo que x — 1 <[x] < X, entdo,

Multiplicando todos os termos dessa inequacao por — b, obtém-se,

b-a> —b.[E}Z—a.
b

. . N . ~ .. |a
Adiciona-se a aos trés termos dessa Inequacao e substitui |:E:| por q, para obter,

b>a-bg=>0.
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Como r =a-b.q, conclui-se que 0 <r <b.

ii) Unicidade: Suponha a existéncia de dois pares (qi, 1) € (qz, r2) em que

a=b.gi+r,com0<r;<be

a=b.gz+r,com0<r;<bh.

Subtraindo as equagdes, obtém-se,

O=a-a=(b.gr+r)-(b.gz+r)=b(g1—Qz) + (r. - ro).

Dai,

r—r2=b(q: - q2).

Suponhar; #r;er, >ry. Entdo 0 < r; <rp < b. Sabe-se que b divide r; — r;. Entdo r; = rp, 0

que é uma contradi¢do. Dai 0 = b.(q; — ). Sendo b > 0 tem-se que g1 = Q2.

Teorema 2.2.2: Sejam a, b € Z, a.b #0. Entéo existem m, n e Z tais que (a, b) = m.a + n.b.

Demonstracao:

i) Pelo principio da Boa Ordenagdo existe um menor nimero inteiro positivo d

escrito como combinagéo linear de a e b, ou seja, d = m.a + n.b. Deve-se mostrar que d |a e

d | b. Pelo algoritmo da diviséo tem-se que

a=dg+r,0<r<d.

Substituindo d por m.a + n.b na equagdo, tem-se,

a=(ma+nb)g+r

r=a-m.a.q-n.b.g

r=(»1-m.g)a-ng.b
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Observe que r é combinacao linear de a e b. Mas como d é o menor elemento da combinacéao
linear de a e b e 0 < r <d, pode-se concluir que r =0 e que d | a. De maneira analoga pode-se

demonstrar qued | b.

i) Agora, serd mostrado que d € o maior divisor comum de a e b. Para mostrar isso, deve-se
mostrar que qualquer divisor comum c de a e b deve dividir d. Sendo d = ma + nb e por

hipotese ¢ | a e ¢ | b, entdo se conclui que ¢ | (m.a + m.b) = d.

2.3 NUMEROS PRIMOS

2.3.1.Definicao:

Um ndmero inteiro positivo p é chamado ndmero primo (ou simplesmente primo),

se p possui como divisores exatamente dois divisores positivos que sdo: 0 1 e p (ele mesmo).

Exemplos: 2, 3,5, 7, ..... sd0 nimeros primos.

Um nimero maior que 1 e que possua mais de dois divisores positivos é

denominado de nimero composto. Sdo exemplos de nimeros compostos: 4, 6, 8, 9, ... .

Proposicao 2.3.1. Todo numero inteiro maior do que 1 possui um divisor primo.

Demonstracao:

Supde-se que exista um numero inteiro maior que 1 e que ndo possua divisores
primos. Uma vez que o conjunto formado pelos nimeros maiores que 1, inteiros, sem
divisores primos ndo € vazio, entdo pelo principio da Boa Ordenagdo, existe um menor
namero inteiro positivo n maior que 1 e que ndo possui divisores primos. Como n ndo possui

divisores primos e n divide n, entdo n ndo é um nimero primo. Dai pode-se escrever:

n=ab,coml<a<nel<b<n.
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Como a < n, a terd um divisor primo. Como qualquer divisor de a, € também divisor de n,
temos uma contradicéo, pois n n&o possui nenhum divisor primo. Logo se pode concluir que

todo nimero inteiro positivo tem pelo menos um divisor primo.

Exemplos: n=7 = 1.7. Possui um divisor primo, que € 0 7.

n =30 =1.2.3.5. Possui trés divisores primos, que séo: 2, 3 e 5.

Euclides foi um matematico, nascido provavelmente na Grécia, muitas vezes,
referido como o "Pai da Geometria". Ele é até hoje, na histéria da matematica, considerado
como um dos mais significativos estudiosos da geometria. Fez parte do quadro de professores
da recém-fundada Escola Real de Alexandria a convite de Ptolomeu | que governou o Egito
de 323 a.C a 283 a.C. Pelos métodos utilizados em suas aulas de geometria e algebra tornou-
se bastante influente. Escreveu uma das obras matematicas mais permanentes de todos os
tempos, conhecido como o 'Elementos' que compreendem 13 volumes gigantescos cheios de
teorias e conhecimentos geométricos. Seu livro Elementos € uma das obras mais influentes da
historia da matematica, que serve como o principal livro didatico de matematica
especialmente a parte da geometria. Euclides também escreveu obras em perspectiva, conicas,

geometria esférica e teoria dos nimeros.

Agora sera demonstrado o Teorema 2.3.1. em que Euclides afirma que existem
infinitos nUmeros primos, porém pode-se perceber que este teorema ndo mostra que todos 0s
nimeros obtidos sdo ndimeros primos, mas que existe entre eles uma quantidade infinita de

ndmeros primos.

Teorema 2.3.1. (Teorema de Euclides). Existem infinitos nimeros primos.

Demonstracao:
Supde-se que exista uma quantidade finita de nGmeros primos, p1, P2, P3, -+ Pk-
Multiplicando os nUmeros primos pi, pz, Ps, ..., Pk € adicionando 1, obtém-se um novo

namero natural diferente de p1, p2, ps, -..., Pk. Pela Proposi¢do 2.3.1, existe um nimero primo
q que é divisor de N e por suposicdo q = p;, para algum i, 1 <i < k. Tem-se que q divide N

como também q divide N — 1 = p;. p2. ps. .....pk , portanto pela Proposicéo 2.1.3,q | N - (N -
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1) = 1, o que é uma contradicdo, pois todo nimero primo é maior que 1 e, consequentemente,
ndo divide 1. Logo, g ndo pode estar no conjunto finito de primos, p1, P2, Ps, ..., Pk. 1SSO
significa que pelo menos mais um nimero primo existe além dos que estdo no conjunto p1, pz,
P3, ..., Pk 1SS0 prova que para qualquer conjunto finito de nimeros primos, ha um nimero

primo que ndo esta nesse conjunto. Portanto, existem infinitos nimeros primos.

Exemplo: 2.3.5.7 + 1 = 211 é primo.
2.3.5.7.11.13 + 1 = 30031 = 59.509, portanto 30031 ndo € primo.

Demonstracao:

i) Esta demonstracdo serd feita utilizando o principio da inducdo finita. O
resultado é inteiramente verdadeiro para quando n = 1, porém para uma melhor compreenséo,
é conveniente comegar por provar o caso para quando n = 2. Supfe-se entdo que p | Xz.Xz.
Deve-se provar que, se p ndo divide x; entdo p deve dividir X,. Agora, se p ndo divide x; entdo
como 1 e p sdo os unicos divisores positivos de p, deve-se ter mdc(p, x1) = 1. Portanto,

existem r e s nimeros inteiros tais que r.p + s.x; = 1. Assim
X2 =1X = (r.p + S.X1). X2 = (r.X2).p + S.(X1 X2).
Como p divide ambas as parcelas, (r.xz).p e s.(X1 X2), Segue-se que p divide ..

ii) Supondo que o resultado vale para quando n = k, deve-se provar o caso n = k + 1. Se
P |X1.X2. . . XXk + 1, €NtEO P | X.Xk +1 0nde X = X1.X2.X3 ..... Xn . Se p | X entdo, pela hipdtese de
indugdo, p | x; para alguns x; no intervalo 1 <i < k. Por outro lado, se p ndo divide X, entdo
deve se ter que p | Xk + 1, usando o resultado para o caso quando n = 2. Assim, pelo principio
da inducéo finita, pode-se concluir que o resultado é valido para todo valor de n.

Proposicao 2.3.3. Existe uma infinidade de nimeros primos da forma 4m + 3.

Demonstracao:
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Suponha que exista uma quantidade finita de nimeros primos da forma 4m + 3,
Po = 3, P1, P2, P3, ..., Pk. Fazendo N = 4(p1. p2. P3. ... px) — 1 = 4(p1. P2 P3. ... px— 1) + 3.
Assim, existe pelo menos um nimero primo na fatoracdo de N escrito da forma 4m + 3. Caso
contrério, todos esses nimeros primos seriam escritos da forma 4m + 1, e como o produto de

dois termos escritos da forma 4m + 1 também é escrito da forma 4m + 1, ou seja,

(4r+1).(4s+1)=16rs+4r+4s+1=4(4rs+r+s)+1,

isso implicaria que N também seria dessa forma, o que é uma contradi¢cdo. No entanto,
nenhum dos primos, po, P1, P2, P3, -.-» Pk divide N. O niimero primo 3 ndo divide N, pois se
3| N, entdo 3| (N-3)=4(p1p2... px — 1), 0 que é uma contradi¢cdo. Da mesma forma,
nenhum dos primos pj, 1 <j <k, pode dividir N, porque se pj | N implicaria em pj | [N — 4(.pa.
P2. Ps. --- Pk — 1 )] = 3, que é uma contradi¢do. Assim, existem infinitos nimeros primos da

forma4dm + 3.

Exemplos: Sejap; =3 ep,=7. Entdo N =4(3.7 - 1) + 3 =83 € primo e da forma 4m + 3
quando m = 20.
Sejapi=3,p2=7eps;=283. Entdo N = 4(3.7.83 - 1) + 3 = 6971 é primo e da

forma 4m + 3 quando m = 1742.

O teorema fundamental da aritmética é um resultado importante, pois mostra que
0s numeros primos sdo a base da construgdo dos nimeros inteiros e garante a obtengéo de
uma representacdo Unica para todo e qualquer nimero inteiro positivo. Isso abre diversas

possibilidades de aplicagdo, como na criptografia.

Teorema 2.3.2. (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro maior que 1 ou é
primo ou pode ser representado de maneira Gnica, a menos da ordem dos fatores, como um

produto de fatores primos.
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Demonstracéo:

i) De inicio, serd mostrado que cada nimero inteiro positivo pode ser escrito
como o produto de nimeros primos. Usa-se a contradi¢do para essa demonstragdo. Suponha
que exista algum ndmero inteiro positivo, n € N, n >1, que ndo possa ser escrito como um
produto de fatores primos e que ndo seja primo. Usando o principio da Boa Ordenacéo, existe
um menor nimero inteiro positivo, denominado de n; > 1 que ndo pode ser escrito como um
produto de nimeros primos, nem pode ser primo. O nimero n; ndo pode ser um nimero
primo porque, caso contrario, ele seria o proprio fator da fatoracéo e por hipétese n; ndo pode
ser fatorado em primos. Isso significa dizer que n; possui alguns divisores entre 1 e n;. Dai
pode-se escrever n; = a.b para alguns numeros inteiros a e b, em que 1 < a < n; e, por
conseguinte, 1 < b < n;. Uma vez que n; é 0 menor nimero que ndo pode ser fatorado em
primos e a e b s&o menores, entdo a e b devem possuir primos em sua fatoragdo. Assim, pode-
se escrever a = p1.p2 - - - pre b =01.02 - - - s para alguns primos p; e gj. Mas isso significa
dizerquen;=ab=py.py---- - Pr.qi. 02 - - - Qs, OU S€ja, Ny € um produto de nlmeros primos,
que é uma contradigdo. Portanto, a hipotese assumida ao inicio esta equivocada. Logo, todos
0s nimeros inteiros, n €N, n > 1 podem ser escritos como um produto de nimeros primos ou

S&0 primos.

ii) Agora, serd mostrada a unicidade. Sendo n €N, n > 1 e assumindo que n =pyp, - - pPrenN
=010z Qs emque os p; (1 <i<r) sdo nimeros primos, ndo necessariamente distintos e 0s
g; (1 <j<s)sdo nimeros primos, ndo necessariamente distintos, deve-se mostrar, portanto,
que essas fatoracbes devem ser as mesmas, isto é, sdo iguais. Uma vez que ambas as
fatoracOes sdo iguais a n, temos p1p2 - - - Pr=N =010z - - - Qs. Supde-se que as fatoragdes
sejam diferentes. Depois de cancelar todos os fatores comuns de ambos os lados, alguns
nameros primos, diferentes, irdo permanecer em cada lado (caso isso ndo acontecesse as
fatoraces seriam iguais). Tem-se que ps| n, entdo p1 | g1.gz2 - - - gs. Como p; € primo, entdo p;
divide um dos fatores de n = q1.0z2 - - - gs, denominado de g; para algum j. Sendo g; primo e
p1 > 1, entdo se pode dizer que p:1 = gj. De acordo com a situagdo, podem-se reorganizar os g,
para que se tenha p1 = g;. Cancelando p; com g: na equagdo pip2- - Pr=N =012 - - Qs,
obtém-sep, - - pr=0Q2- - gs. Mas pz - - - pr < N e assumindo que n € 0 menor inteiro positivo,
tem-se que r = s e assim se pode deduzir que os fatores p, - - - pr S80 0S mesmos que gz - - - Qs
em uma certa ordem. Isso € uma contradicéo, pois por suposi¢do as fatora¢des n = pipz - - - pr
en=q.y0 - qs eram fatoracdes diferentes. Assim, pode-se concluir que ndo pode existir um

mesmo nimero com duas fatoragdes diferentes. Dessa forma, fica provada a unicidade.
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Existe a possibilidade de se ter alguns nimeros primos repetidos na fatoragdo de
um nimero composto. Nesse caso, podem-se agrupar 0s ndmeros primos iguais usando a

potenciacdo, ou seja, todo nimero inteiro n pode ser escrito da forma:

n=p%.p,%2.p3%..... p%s,

em que todos 0s p; s&o nimeros primos distintos e 0s @i S80 nUmeros maiores ou iguais a 1

coml<i<s.

Exemplo: 36 pode ser escrito como sendo 6.6, ou 4.9, ou 3.12, ou 2.18. Mas s6 ha uma
maneira de escrevé-lo como um produto em que todos os fatores s&o primos:
36=2.23.3=2%3
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3 CONGRUENCIA
3.1 DEFINICAO:

Se a e b e m sdo nimeros inteiros e m > 0, cuja diferenga é divisivel por m

(escreve-se: m | (a— b)), diz-se que a é congruente a b médulo m,
a=b mod m;
Esta notacdo especial, segundo Gauss tem a vantagem de envolver apenas as
quantidades que sdo essenciais para a ideia envolvida, ao passo que na expressdo a =b + cm,
existe um fator ¢ que é irrelevante. Essa notacdo de Gauss € de grande importancia e

conveniéncia no estudo da teoria de divisibilidade.

Exemplo: 38 =2 mod 4, pois 4 | (38 — 2). Da mesma forma que 3=-1mod 4 e 187 = 3 mod
4.

Se mt (a—b) entdo a ndo é congruente a b médulo m e escreve-se
a £b mod m.
Exemplo: 75 # 5 mod 4.
Apresentam-se agora algumas das propriedades de congruéncia médulo m.
Proposicao 3.1.1. Congruéncia modulo m é uma relagdo de equivaléncia.
i) Reflexiva: a =a mod m, para qualquer nimero inteiro a.
ii) Simetria: Se a =b mod m, entdo b =a mod m, quaisquer que sejam a, b inteiros.

iii) Transitiva: Se a =b mod m e b =c mod m, entdo a =c mod m, quaisquer que sejam a, b, ¢

inteiros.
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Demonstragoes:

i) Observe que m divide 0 = a — @, portanto a =a mod m.
Exemplos: 5=5mod 2, 7=7 mod 3.

ii) Observe que m divide a — b, entdo m também divide — (a—b) =b - a, portanto b =a

mod m.
Exemplo: 15 =11 mod 2, logo 11 = 15 mod 2.

iii) Observe, por hipoGtese, que m divide a — b e divide b — ¢, entdo m também divide

(a-Db)+ (b-c)=a-c, portanto a =c mod m.

Exemplo: 15=7 mod 4 e 7 = 3 mod 4, logo 15 = 3 mod 4.

Proposicdo 3.1.2. Congruéncias podem ser adicionadas, multiplicadas e elevadas a uma
determinada poténcia.

i) Sea=bmod me c=dmod m, entdo a + c =b + d mod m, quaisquer que sejam a, b, ced

inteiros.

ii) Sea=b mod mec=dmod m, entdo a.c =b.d mod m, quaisquer que sejam a, b, ce d

inteiros.

iii) Se a =b mod m, entdo ak = bk mod m onde k inteiro ndo negativo, quaisquer que sejam a

e b inteiros.
iv) Se a, b, k e m s&o inteiros tal que k >0, m >0, e a =b mod m, entdo a“ =b"mod m.
Demonstracgoes:

i)Sea=bmodm ec=dmodm,entdo a=b+ mtec=d+ mn. Somando

membro a membro as duas Ultimas igualdades, tem-se:
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a+c=b+mt+d+mn
at+c=(b+d)+(t+n)m.
Portanto,
a+c =b+dmodm.

Exemplo: 5=2mod3e7=1mod 3, logo 12=3mod 3, isto 6,5+ 7 =2+ 1 mod 3.

ii) Sea=bmod mec=dmodm, entdo a=b + mte c=d+ mn. Multiplicando-se membro a

membro as duas ultimas igualdades, tem-se:

ac = (b + mt)(d + mn)

ac = bd + bmn + dmt + m’n

ac =hd + (bn + dt + mtn)m.

Portanto,

ac =bd mod m.

Exemplo: 5=2mod3e7=1mod 3, logo 35=2 mod 3, isto é, 5.7 =2.1 mod 3.

iii) Sea =b mod m, entdo a = b + mt. Multipicando a por k, obtém-se:

ak = k(b + mt)

ak = kb + kmt

ak =bk mod m.

Exemplo: 7=1 mod 3, logo 14 =2 mod 3, isto é, 7.2 =1.2 mod 3

iv) Se a =b mod m, entdo m | a — b. Sabe-se que
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Pode-se perceber que (a — b) | a“ - b* e como m | (a — b), pela propriedade transitiva, tem-se
que,

m | a—b¥.
Logo,

a* =b* mod m.

Exemplo: 5= 2 mod 3, logo 3 | (5 - 2). Fazendo 609 = 5% - 2* = (5 - 2).(5° + 522 + 5.2 +
2%, pode-se notar que (5 - 2) | (5* - 2*). Pela propriedade transitiva 3 | (5* - 2%). Logo, pode-

se concluir que 5% =2* mod 3.

Agora, serdo apresentados 0os Lemas (3.1 e 3.2) necessarios para a demonstracéo e

melhor entendimento do teorema de Wilson.

Lema 3.1: Seja p primo. O inteiro positivo é a sua propria inversa modulo p se e somente se
a=1modpoua=-1modp.

Demonstracao:

Sea=1modpoua=-1modp, entdo a’> =1 mod p, de modo que a é o seu
proprio inverso médulo p. Inversamente, se a é o seu proprio inverso, entio a? = a.a =1 mod
p. Assimp | (@ - 1), ousejap| (a+ 1).(a—1). Logop| (a+ 1) oup| (a—- 1) e pode ser
expresso da seguinte forma:

a-1=0modp ou a+1=0modp.

Portanto,

a=1modpoua=-1modp.
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Lema 3.2: Seja p um ndmero primo impar, e seja a; uma solugdo da equacdo a.x =1 mod p,
a=123...(p-1),ondeaa;=1modpe0<a;<p.Entdoa; Zb; modpsea Zbmodp, e

a; =amod p somente quandoa=1oua=p-1.
Demonstracao:

Pode-se observar que mdc(a, p) =1 e que a; pode ser determinado e é (nico, pois
a equacgdo a.x =1 mod p tem exatamente uma Unica solu¢do. Supondo-se que a; =b; mod p,
entdo multiplicando ambos os termos por a, obtém-se:

a.a; =ab; mod p.

Substituindo a.a; por 1, obtém-se

1 =ab; mod p.

Multiplicando ambos os termos por b, obtém-se

b =a.bi b mod p.

Substituindo by b por 1, obtém-se,

b =a mod p.

Supondo-se agora que a =a; mod p. Multiplicando ambos os termos por a, obtém-se:

1 =a.a; =a’mod p,

Portanto do Lema 3.2, pode-se concluirquea=1oua=p-1.

Exemplo: Fazendo p = 11, tem-se:

a = 1 2, 3 4 5 6 7, 8 9 10 mod1ll
, 6, 4 3 9 2, 8 7, 5 10 mod1ll
, 12, 12, 12, 45, 12, 56, 56, 45 100 mod 11

n
H

al

n
H

a.aj
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Observa-se que 0s numeros que se encontram na segunda linha sdo 0s mesmos da primeira,
porém em outra ordem, que a.a; =1 mod 11 em todos os termos e a=a; mod 11 quando a=1
oua=11-1=10.

3.2 TEOREMA DE WILSON.

John Wilson era inglés, matematico. Estudou em Staveley, Cumbria antes de ir
até Peterhouse, Cambridge em 1757, onde foi aluno de Edward Waring. Seu nome est
associado ao teorema na teoria dos numeros, publicado por Edward Waring em sua obra

Meditationes Algebraicae.
Teorema 3.2.1: Se p é primo, entdo (p — 1) ! =— 1 mod p.

Demonstracao:

Observe que (2 - 1)! =—- 1 mod 2. Assim, 0 teorema é verdadeiro para p = 2.
Atribuindo a p, primo, um valor maior que 2, tem-se que, usando o Lema 3.2, para cada
inteiroacom 1 <a <p -1, existe um inverso a;, 1 <a; <p -1, com a.a; =1 mod p. Do
Lema 3.1, os Unicos numeros inteiros positivos menores que p que sdo seus proprios inversos

sdo 1 e p— 1. Retirando os termos 1 e p - 1, fica-se com os p — 3 termos restantes:

Podem-se separar os termos em (p—;fﬂ) pares de tal modo que cada par é constituido por um

namero inteiro a e a ele associado um ndmero inteiro a;, que € diferente de a. O produto

desses dois nimeros inteiros em cada par (a.a;) é congruente a 1 mod p. Dai, tem-se que:
2.34.....p-3).(p-2) =1 mod p.
Multiplicando ambos os membros por 1 e p — 1, obtém-se:

1.234..p-2).(p-1)=1.(p-1) modp
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(p-D!'=1.(p-1)modp

(p-1)!'=-1modp.

Exemplo: Fazendop =7. Tem-se que (7 —1) ' =6 ! = 1.2.3.4.5.6. Reorganizando os fatores
presentes na multiplicacdo e agrupando os pares de inversos mddulo 7, observa-se que 2.4 =1

mod 7 € 3.5 =1 mod 7. Consequentemente 6 ! = 1.(2.4).(3.5).6=1.6=-1 mod 7.

Uma observacdo bastante interessante e que nos fornece um método para
determinar primos é que a reciproca do teorema de Wilson também é verdade, como mostra o

seguinte teorema.

Teorema 3.2.2: Se p é um nUmero inteiro positivo, tal que (p — 1) ! =—1 mod p, entdo p é
primo.
Demonstracao:

Suponha p um nimero inteiro composto e que (p — 1) ! =— 1 mod p. Sendo p um

nimero composto, entdo, pode-se escrevé-lo como sendo p =a.b,ondel<a<pel<b<p.

Como (p—1) ! =—1 mod p, entdo, pode-se afirmar que

pl(p-1)!+1
e como a | p, entéo

all(p-1)!+1].

Mas comoa < p -1, segue-se que um dos fatores de (p— 1) ! é ele mesmo. Assim

al(p-1) L
Como

allp-1!+1leal(Pp-1!,

pode-se concluir que
allp-1)t+1-(p-11]
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all.

Isso é uma contradi¢do, pois a > 1. Assim, 0s Unicos divisores positivos de p sdo 1 e p, e

sendo assim, p é primo.

Exemplo: Fazendo p = 6. Tem-se que (6 —1) ' =5! =120 =0 mod 6. Pelo Teorema 3.2.2

observa-se que 6 ndo é primo.

3.3 PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Fermat era francés, matematico e advogado. Deixou grandes contribui¢des na
matematica nas &reas da geometria analitica, probabilidade entre outras. Foi na teoria dos
nimeros que ocorreu um dos mais importantes legados deixado por Fermat. Foi enquanto
pesquisava nimeros perfeitos (um nimero é dito perfeito se for igual & soma de seus divisores
proprios. Denominam-se divisores proprios de um nimero positivo N todos os divisores
inteiros positivos de N exceto o proprio N. Por exemplo: o nimero 6 possui como divisores
proprios os numeros 1, 2 e 3, cuja soma € igual a 6) que ele descobriu o teorema, denominado

0 pequeno teorema de Fermat.

Teorema 3.3.1: Se p é primo e a € um ndmero inteiro positivo tal que p ndo divide a, entdo,

a”~' =1 mod p.

Demonstracao:

Considere o conjunto {a, 2.a, 3.a, ..., (p — 1).a} com p — 1 nimeros inteiros.
Nenhum desses nimeros inteiros sdo divisiveis por p, pois se p divide j.a, entdo p divide j,
uma vez que por hipdtese p ndo divide a. Isso é incoerente, pois 1 <j < p — 1. Além disso, a,
2a, ..., (p - 1)a sdo incongruentes entre si modulo p. E facil mostrar que, assumindo j.a =k.a
mod p, pode-se obter como conclusdo que j = k mod p, j4 que o mdc(a, p ) = 1. Isso €
impossivel, uma vez que j e k sdo nimeros inteiros menores que p — 1. Sendo 0s nimeros
inteiros a, 2.a, ..., (p — 1).a os elementos do conjunto de p — 1 nimeros inteiros com todos

incongruentes a zero e ndo existindo qualquer dois congruentes entre si mod p, entéo a, 2.a, ...
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, (p — 1).a séo congruentes, em alguma ordem aos 1, 2, ..., p — 1. Assim, o produto de todos
0S numeros inteiros a, 2.a, ..., (p — 1.).a é congruente ao produto dos p — 1 nimeros inteiros

mod p. Pode-se concluir, entéo, que

a.2a3a....(p-1)a=123..(p-1) mod p
aP~1123..(p-1)=123..(p-1)mod p
aP " l(p-1)r=(p-1) modp

Como o mdc(p, (p — 1)) = 1, pode-se cancelar o fator (p — 1)! e obtém-se 0 que se queria

demonstrar,

aP~l=1modp.
3.4 TEOREMA DE THUE

Alex Thue foi um matematico, noruegués, conhecido por seu trabalho original em
aproximacao diofantina e combinatoéria. Thue foi honrado por ter sido eleito para a Academia
Norueguesa de Ciéncias e Letras em 1894 e para o Real da Noruega Sociedade de Ciéncias,

em Trondheim, 1895. Ele serviu como um editor de Acta Mathematica de 1916 a 1922.

Teorema 3.4.1: Seja p um ndmero inteiro positivo. Para qualquer nimero inteiro a tal que p t

a, existex,y €{1,2,3, ..., l\/BJ } tal que a.x =y mod p ou a.x =—y mod p.

Demonstracéo:
Para p = 1, o teorema torna-se verdadeiro, pois, neste caso, tem-se X =y = 1.

Supondo agora que p seja um nimero natural maior que 1. Seja g um ndmero natural menor
ou igual a /p . Entdo

q+1>./p eassim (q+1)°>p.
Consideram-se todas as expressoes da forma a.x —y, para x e y assumindo os valores {0, 1, 2,

.., q}. Pode-se observar que existem (q + 1) > p nlmeros e que existem apenas p restos
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possiveis ao dividir um nimero por p, portanto pelo principio da casa dos pombos, irdo existir
pelo menos dois desses nimeros escritos da forma a.x — y que sdo congruentes modulo p.
Tomando dois pares diferentes, ou seja, (X1, Y1) # (X2, y2) tal que a.x; — y1 =a.xz — y, mod p.
Reorganizando a congruéncia, obtém-se a.(x; — X2) =Yy1 — y> mod p. Fazendo X = |x; — X2| e

Y = |y1 — Y2|. Excluir-se-4 a possibilidade de x = 0 ou y = 0, de modo que x,y €{1, 2, 3, ....,

Vo]

i) supondo-se que X = |x1 — X2| = 0, entdo se pode concluir que X; = Xo. Logo a.(X1—Xz) =0 =
y1— Y2 mod p. Umavez quey;, ¥, €{0,1, 2,3, ..., I.\/BJ } sabe-se que y; < p e que y, < p.
Entdo obtém-se y1 =y, e, consequentemente, chega-se a uma contradi¢do, pois (X1, y1) # (X2,

¥2)-

ii) supondo-se agora que y = |y1 — y2| = 0, entdo y1 = y,. Assim a.(x1 — x2) =0 =y1 — y, mod p.
Como por hipétese p t a, tem-se X3 — X, = 0 mod p. Entdo se obtém x; = X, e,
conseguentemente, chega-se a uma contradigéo, pois (X1, Y1) # (X2, Y2). Assim, X1 — X2 #0 e y1
—y2 #0. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que X; — X2 > 0 e, neste caso, toma-se X =
X1 — X2 ey = |y1 — Yyo|. Logo, conclui-se que a.x =y mod p ou a.x =-Yy mod p, conforme se

queria demonstrar.

Exemplo: Fazendo p = 29 e a = 17, inteiros primos entre si, em que p 1 a, tem-se 17x = y mod 29.

Como 0 < |xg| < /29 e 0 < |yl < v29 entdosetemx, y € {1, 2, 3, 4, 5}. Testando os valores obtém-

sex=2ey=5.
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4 NUMEROS INTEIROS QUE PODEM SER ESCRITOS COMO SOMA DE DOIS
QUADRADOS.

Muitos sdo os que acreditam que os nimeros inteiros foram um dos primeiros
sistemas numéricos desenvolvidos para a contagem, mas isso ndo € verdade, ja que 0s N0SS0S
antepassados usaram seus dedos ou objetos como “pequenas pedras” para contar. A historia
dos Inteiros existe desde os tempos da Babilonia, h& cerca de 4000 anos. A evolucédo dos
nimeros, assim como a dos conjuntos numéricos, surgiu de modo a contribuir com a
necessidade da humanidade em contar. Sabe-se que o conjunto dos numeros inteiros sdo
nimeros ndo fracionarios e que podem ser representados pelos nimeros negativos, zero ou
positivos. Os nimeros inteiros apareceram quando 0s nimeros naturais ndo conseguiam mais
satisfazer todas as necessidades, como, por exemplo, para suprir a inexisténcia de niimeros
negativos no conjunto dos naturais. O conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos tinha
como finalidade contar objetos, animais, enfim, elementos do contexto historico no qual se
encontravam. Sua importancia é indiscutivel. Os nimeros inteiros estdo presentes até hoje em
diversas situagOes do cotidiano da humanidade, como, por exemplo, para medir temperaturas,
contar dinheiro, marcar as horas etc. Diante disso, sera estudado neste capitulo mais uma
situacdo relativa aos nimeros inteiros que é descrever condicdes de expressar alguns nimeros
inteiros como soma de dois quadrados.

Observe as seguintes igualdades:

0=0%+0° 5=2+1°
1=1%+0° 8=2"+2
2=1"+1 9=3"+0
4=2°+2° 10=3%+1?

Examinando as igualdades expostas acima, pode-se observar que ndo séo todos 0s
namero inteiros que podem ser escritos como soma de dois quadrados. Neste capitulo sera
mostrado quais as condi¢des para que um nimero inteiro possa ser escrito como soma de dois

quadrados.

Proposicdo 4.1: Se p pertence a N e é da forma p = 4m + 3, entdo ndo existem nimeros

inteiros x e y tais que p = x* + y2.
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Demonstracao:
Dadoa € Z,a=0,1,20ou3mod 4 ea’=0ou 1 mod 4. Substituindo a por x ey,
tem-se que x* =0 ou 1 mod 4 e y* =0 ou 1 mod 4. Logo x* + y? é congruente a 0,1 ou 2 mod

4. Entdo ndo pode-se ter x* + y* =3 mod 4, isto é x* + y? # 4m + 3 qualquer que seja m.

Exemplo: 203 = 3 mod 4. Como 203 é da forma 4m + 3, entdo, o nimero 203 ndo pode ser

escrito como soma de dois quadrados.

Teorema 4.1. (Teorema de Fermat para dois quadrados): Um nimero primo p é escrito como

soma de dois quadrados se, e somente se, p =2 ou p =1 (mod 4).

Demonstracao:
i) Obviamente que p = 2 pode ser escrito como soma de dois quadrados, pois
2=1°+1%

ii) Suponha que p>2ep=4m + 1, ou seja, p =1 mod 4, também pode-se escrevé-lo como
soma de dois quadrados. De acordo com as igualdades acima, pode-se perceber que para todo
namero primo impar, p é congruente a 1 médulo 4 (p =1 mod 4) ou entdo p é congruente a 3
médulo 4 (p =3 mod 4). Como para qualquer que seja o valor de a inteiro, vale que a*> =0 ou
1 mod 4 , entdo conclui-se: 0> =0 mod 4, 1> =1 mod 4, 2° =4 =0 mod 4, 3 =9 =1 mod 4.
Agora, considere p = x* + y* mod 4. Como x* é congruente a 0 mod 4 ou 1 mod 4 e y* é
congruente a 0 mod 4 ou 1 mod 4, pode-se perceber que p = x* + y* é congruente a 0, 1 ou 2
maédulo 4; no entanto como p é um ndmero primo e maior que 2, conclui-se que p é um

ndmero impar. Logo p =1 mod 4.

iii) Supondo p =1 mod 4. Deve-se mostrar que se a> + 1 =0 mod p tem solucéo para algum
a, entdo p pode ser representado como soma de dois quadrados. Para isso. em primeiro lugar,

deve-se analisar os fatoresem (p— 1) !:

P-D!'=P-1.(0-2). ......... 2.1.
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Como p é um ndmero primo e impar, tem-se um nimero par de termos em que 0s elementos

centrais serao: @ e (p—;rl) Portanto,

2 2
Observe que
(p-1)=-1modp, (p-2)=—2modp,...., (p+1)s—(p_l) mod p.
2 2

Substituindo em (p — 1)! as congruéncias acima, obtém-se:

p-1)
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Mas

logo,

Como p =1 mod 4, ou seja, p=4m + 1, em que m € Z, pode-se escrever

(p+1) _ (4m+1+1) _ (4m +2)

= =2m+ 1.
2 2 2
Assim,
0% = et - Capm - oo
Como
(1 2] (@DZ = —1modp
entao,

.(1. 2 (MDZ +1= 0 mod p.

Substituindo .(1. 2 (@D por a, tem-se que:

a2+150modp.
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Seja a uma solucéo para a equacéo a’ +1 =0 mod p. Entéo pf a, pois se p | a, tem-se a® =0
mod p. Somando 1 a ambos os termos da equago, obtém-se a’ + 1 =1 mod p e dai 0 =1
mod p, 0 que é falso. Pelo teorema de Thue (Teorema 3.4.1): existe X,y € {1, 2, .. ., L\/FJ}
tal que ax = £y mod p.

Multiplicando ambos os termos da equagéo a’ + 1 =0 mod p por x?, obtém-se:
a’>?+x?=0 mod p.
Substituindo a?x? por y?, pois a?x* =y mod p, obtém-se:
a>* +x*=y*+x*=0 mod p.

Assim, conclui-se que x* + y* = m.p paraum m € Z. Lembrando que X, y < L\/FJ entdo X,

2
V< P < (yp) 2 =p, logo x> +y? < 2p. Como p | x? + y? entdo m= 1, e como

consequéncia chega-se a conclusdo de que p pode ser escrito como soma de dois quadrados,

isto &, x* +y* = p.
Exemplos: p=2=1%+1%p=49+1=37=62+17%

Lema 4.2. Se u e w sdo escritos cada um como soma de dois quadrados, entdo o produto u.w

também sera.

Demonstracéo:

Escrevendo u e w como soma de dois quadrados, u = a> + b? e w = ¢ + d?, em que
a, b, c e d pertencem ao conjunto dos numeros inteiros. Deve-se mostrar que u.w também
pode ser representado por uma soma de dois quadrados, isto é, que existem r e s inteiros tais

que u.w = r* + s%. Efetuando o produto u.w, obtém-se:
uw = (a® + b?).(c* + d?)

uw =a2c?+ a%.d? + b%.c® + b2.d?
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u.w = a%c® + b%.d? + a%.d? + b2.c?
Somando ao 2° membro (2abcd) e (- 2abcd), obtém-se:
uw = a%c?+ 2abcd + b%d? + a%.d? - 2abcd + b2.c%
u.w = (ac + bd)? + (ad — bc)2

Portanto, sendo r = ac + bd e s = ad - bc, chega-se a conclusdo de que uw = r* + .

Exemplo: 493 = 17.29 em que 17 = 12 + 4% e 29 = 2% + 5% portanto 493 = (1.2 + 4.5)* + (1.5 —
4.2)2=22%+ 3

Teorema 4.2. Seja n e N, escrito na forma n = 2°.pS" .p52 ...p}" .qfl .qu gl comc>0, a,

... ar,b1,...,bs €N, p1,...,prndmeros primos distintos congruentes a 1 médulo 4 e q;
, . - ., §s nGmeros primos distintos congruentes a 3 modulo 4, r, s > 0. Entdo n é soma de dois

quadrados, se e somente se, todos 0s expoentes by, b, , . . ., bs Sd0 pares.

Demonstracéo:
i) Pelo Teorema 4.1., ja se provou que parap = 2 = 12 + 1% e p um niimero primo

congruente a 1 modulo 4 é uma soma de dois quadrados, consequentemente, 2° e

p?:, p?:, ..., p? também podem ser escritos como soma de dois quadrados. Agora, basta
provar que para todos 0s @i , . . . , §s hiUmeros primos distintos congruentes a 3 médulo 4,
s > 0, todos os expoentes b; , by, . . ., bs s@o pares. Se todo fator gs =3 mod 4 se apresentar

com expoente bs = 23, ou seja, par, tem-se % = (%)? = (q° + 0%)?, portanto g5 pode ser escrito
como soma de dois quadrados e, consequentemente, pelo Lema 4.2, quando

n=2%pit.po...pfr .qfl .qu....qgs , tem-se satisfeita a hipotese de que n pode ser escrito

como soma de dois quadrados.

ii) Sendo g =3 mod 4 um nimero primo. Escrevendo n = a? + b? e supondo que q divida n

com g* a maior poténcia de q que divide tanto a como b, pode-se escrever a e b como sendo



40

a=0%a; e b =g“by. Como n = a? + b’ obtém-se ao substituir a e b pelos seus respectivos
valores,
n = (g“a)’ + (@“bs)’

n=g*a? + q*kb,?

n =g @2 + bs?)

n
— = 312 + b12
q2.k

n

TR entdo g ndo divide a; e nem by. Assim, g é a maior poténcia de g
q2

Como q néo divide

que divide n e ,portanto, bs = 2.k.

Exemplo: 306 = 2.3%.17 = (12 + 1%).(3% + 0%). (1 + 4%) = [(1.3 + 1.0)* + (1.0 — 1.3)?].(1% + 49
=(38%2+3%).(1°+4%) = (381+34)*+(34-3.1)° =15+ 9%
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5 CONCLUSAO

Procurou-se neste trabalho determinar quais 0s nimeros inteiros que podem ser ou
ndo escritos como soma de dois quadrados.

Introduziram-se varias demonstracdes procurando transmitir de maneira simples,
porém sem perder a exigéncia formal das definicBes importantes, tais como: divisibilidade,
nimeros primos, congruéncia e demonstragdes a fim de que qualquer aluno do ensino médio,
que possua o minimo de entendimento sobre matematica, consiga entender e ampliar seus
conhecimentos.

Buscou-se ressaltar, através da simplicidade, a importancia dos conceitos, das
propriedades, das demonstracbes dos encadeamentos l6gicos, do seu aspecto dedutivo,
fundamentando seu carater instrumental, tornando validas suas intui¢des e conjecturas para
que se pudesse comentar no Ensino Médio. Tornando a curiosidade uma forma de motivacéo,
para que o aluno procure despertar o raciocinio 16gico em busca de condigdes para obter
nimeros inteiros ndo negativos 0s quais possam ser escritos como uma soma de dois
quadrados e, além disso, procure determinar uma justificativa.

A apresentacdo das condicdes suficientes que um numero inteiro, ndo negativo,
requer para ser escrito como soma de dois quadrados, pode ser apresentada ao aluno do ensino
médio em paralelo com algumas areas da matematica, como aritmética, geometria,
congruéncia, funcéo e, até mesmo, nimeros complexos, conforme se observa nos exemplos
abaixo.

e Numero que ndo pode ser escrito como soma de dois quadrados € o nimero 7, pois é
escrito da forma 4m + 3 e, ainda mais, que 0s nimeros escritos desta maneira formam
uma funcdo polinomial do 1° grau e sdo representados por uma sequéncia crescente
denominada progresséo aritmética, cuja razdo vale 4.

e Sabe-seque 2=1%+1%eque 17 = 4%+ 1% e que 0 seu produto deve ser expresso como
soma de dois quadrados. Na verdade 34 = 5% + 3% Existe uma maneira prética de
descobrir como isso é possivel. Faz-se necessario incentivar o aluno para que busque o
porqué de tal situagdo e consiga chegar a uma férmula matematica.

e Sabe-se que cada solugo (x, y) da equagdo x* + y* = N pode ser representada por um
ponto no plano cartesiano no qual esse ponto possui coordenadas inteiras ndo
negativas e que essa equacao representa uma circunferéncia, cujo centro encontra-se
na origem do plano cartesiano de raio N, exceto para o ponto (0,0). E que cada circulo

possui uma area obtida pelo produto do = (pi) por N.
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e Marcando todos os pares (x,y) solucdo da equacéo x* + y* = N, pode-se obter a solugéo
de uma questdo relacionada, buscando uma resposta surpreendente para a seguinte
pergunta : Quantas maneiras pode um ndmero inteiro ndo negativo ser escrito como
soma de dois quadrados?

Tendo como pressupostos esses exemplos, fica evidente a possibilidade em
relacionar os assuntos matematicos citados nesta dissertacdo com os contetidos de matematica
estudados no Ensino Médio. Dessa forma, é possivel agucar o interesse pela descoberta, pela
busca do aprendizado, tornando a matematica uma ciéncia investigativa, uma ciéncia
prazerosa.

Assim, espera-se que esta dissertacdo venha a contribuir com os professores e alunos

do Ensino Médio, para que possam usufrui-la como fonte de pesquisa.
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