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RESUMO

A proposta deste trabalho é fazer uma abordagem sobre o minimo multiplo comum,
maximo divisor comum e o uso na resolucao de problemas na educacao bésica, em que
procurou-se expor o tema de maneira simples, objetiva e contextualizada e ver como isto
interfere na aprendizagem dos discentes. Iniciamos fazendo uma abordagem sobre nogoes
de conjuntos visando mostrar que esta linguagem ¢é fundamental. Em seguida apresen-
tamos os conjuntos dos nimeros naturais e dos nimeros inteiros com suas operacoes e
propriedades e também definicoes e teoremas, como divisores e multiplos, nimeros pri-
mos, minimo multiplo comum e maximo divisor comum. Finalmente introduzimos varios
problemas que sao resolvidos utilizando minimo multiplo comum, méaximo divisor comum

e o algoritmo de Euclides.

Palavras-chaves: conjuntos. Multiplos. Divisores. Fuclides. MMC. MDC. Problemas.



ABSTRACT

The purpose of this work is to approach the least common multiple and greatest
common divisor and the use to solve problems in basic education, in which we tried
to expose the theme of simple, objective and context and see how it interferes with
learning of students. We started making a joint approach on notions of order to show
that this language is fundamental. The following are the set of natural numbers with their
operations and property and also definitions and theorems, as dividers and multiple, prime
numbers, least common multiple and greatest common divisor. Finally we introduce
several problems that are solved using least common multiple and greatest common

divisor and the Euclidean algorithm.

Keywords: sets. Multiple. Dividers. Euclid. MMC. MDC. Problems.



Sumario

1 INTRODUCAO 10
2 CONJUNTOS 12
2.1 Nogoes de conjuntos . . . . . . . . ... 12
2.1.1 Representacao de um conjunto . . . . . . . . ... ... ... 12

2.1.2 Relagao de pertinéncia . . . . . . .. ... 13

2.1.3 Subconjunto . . . . ... 13

2.1.4 Uniao de conjuntos . . . . . . . . .. ..o 14

2.1.5 Intersecgao de conjuntos . . . . . . . ... 14

2.2 Conjunto dos nimeros naturais . . . . . . . . . .. ... 14
2.2.1 Igualdade e desigualdade . . . . . . . ... ... 15

2.2.2  Operagoes no conjunto dos nimeros naturais . . . . . . . . . .. .. 16

2.3 Conjunto de nimeros inteiros . . . . . . . ... 18

3 DIVISIBILIDADE 20
3.1 Critérios de divisibilidade . . . . . . . ... ... oo 20
3.2 Multiplos e divisores . . . . . . . ... 21
3.3 Minimo multiplo comum . . . . . . ... oL 21
3.4 Numeros primos . . . . . . . .. 22
3.5 Método pratico para decomposicao de um nimero natural em fatores primos 24
3.6 Miéximo divisor comum . . . . . . ... 25
3.7 Métodos de determinacao do mdcedomme . . . . . ... 25
3.8 Algoritmo de Euclides . . . . .. . .. ..o 29



3.9 Relacao entre mmcemde . . . . . . ...

3.10 Divisdo euclidiana . . . . . . . . ...

4 RESOLUCAO DE PROBLEMAS
4.1 Equagoes diofantinas lineares . . . . . . . . . . . ... ... ... . ....

4.2 Problemas Propostos . . . . . . .. ...
CONSIDERACOES FINAIS
APENDICE

BIBLIOGRAFIA

34

34

41

46

47

49



10

1 INTRODUCAO

Geralmente, os discentes da educagao basica tém o primeiro contato com o estudo de
minimo multiplo comum e maximo divisor comum de ntimeros inteiros a partir do 6° Ano
do ensino fundamental. Mas, é possivel encontrar autores (Exemplo, Dante (2014)) que,
inclusive tem reservado espago para esses assuntos ja no livro indicados ao 5° Ano, o que
prova a percepcao de que o tema é bem acessivel ao publico e pode ser introduzido desde

o 5° ano.

A abordagem e a definicdo de minimo multiplo comum e méaximo divisor comum
de numeros inteiros sao geralmente feitos de modo bem sucinto buscando colocar os
dois topicos de maior interesse, que sao, a determinacao do minimo multiplo comum
(mmc) e maximo divisor comum (mdc) de nimeros inteiros, aos quais docentes e autores
costumam dispensar maior atengao. Ocorre que, além da abordagem se limitar
basicamente a determinacao de minimo multiplo comum e maximo divisor comum de
nimeros inteiros, muitos dedicam-se a procurar as diversas relagdes (algébricas)
existentes entre esses numeros e na exploragdo de casos particulares. Dispensam pouca
atencao aos fatos histéricos e na resolucao de problemas relacionados com a
contextualizacao e a interdiplicinaridade, o que nao estimula o raciocinio, pode
prejudicar o entendimento do discente e nao o encaminha a conhecer a vastidao de
aplicagao em que o assunto pode ser util. Desta maneira, entende-se que o professor
de matematica deve estar atento ao que explorar e como explorar no processo de ensino e

aprendizagem de minimo multiplo comum e maximo divisor comum de ntimeros inteiros.

Observar-se uma intengao em orientar os professores de matematica quanto ao modo
de exploracao do assunto. Assim, nao é possivel concluir que o tema é sempre explorado
da forma apresentada acima, é certo que encontramos na maioria dos textos um ou outo
exemplo relacionado a geometria ou outras de conhecimento, mas é pouco provavel que
existem notas historicas, informagoes relacionadas a origem do problema ou a que outra
area de matematica ou da ciéncia que esta relacionado, ou seja, problemas assim nao esta-
belecem uma ideia de aplicacao de minimo multiplo comum e maximo divisor comum de

nimeros inteiros, parecem que foram criados propositalmente pelo autor ou pelo professor
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somente para ilustrar numericamente o que pedem.

Para o PCN (Parametros Curriculares Nacionais),

Conceitos como os de “miultiplos e divisor” de um ndmero natural ou
o conceito de “nimero primo” podem ser abordados neste ciclo como
uma aplicacdo do campo multiplicativo, que ja vinha sendo construidos
em ciclos anteriores, e nao como assunto novo, desvinculado dos demais.
Além disso, é importante que tal trabalho ndo se resuma & apresentacao
de diferentes técnicas ou de dispositivos praticos que permitem ao aluno
encontrar mecanicamente, minimo multiplo comum e méaximo divisor
comum sem compreender as situacoes - problemas que esses conceitos
permitem resolver.

Isto direciona ao objetivo deste trabalho, que é abordar o estudo de minimo multiplo
comum e maximo divisor comum de nimeros inteiros de forma contextualizada e inter-

disciplinar, explorando o assunto e resolvendo problemas.

Sendo assim, o tema foi organizado da seguinte maneira: Inicia-se com uma aborda-
gem sobre conjuntos falando a notagao, representacao e operagoes com conjuntos, depois
apresentamos os conjuntos dos nimeros naturais e inteiros com suas propriedades de
seus elementos e suas operacgoes estendendo ao conceito de divisibilidade, onde definimos
multiplos e divisores, nimeros primos, minimo multiplo comum e méximo divisor comum
de ntmeros inteiros onde apresentaremos de determinacao e por fim propomos problemas

que sao resolvidos com o uso dos conceitos, teoremas e métodos posto neste trabalho.
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2 CONJUNTOS

2.1 Nocoes de conjuntos

Uma colegao ou classe de objetos e simbolo é um conjunto.

g

&@
wﬁ

Sao exemplos de conjuntos, as letras do alfabeto, um time de futebol, os dias da semana,

etc.
Os objetos ou simbolos que formam o conjunto sao chamados de elementos.

Notagao: os conjuntos sao geralmente indicados por letras maitusculas do alfabeto

(A,B,C,...).

2.1.1 Representacao de um conjunto

Para representar um conjunto, usamos { } (duas chaves), escrevendo entre elas uma

propriedade caracteristica de seus elementos ou escrevendo cada um desses elementos.
Exemplo 1. V = {vogais do alfabeto} ou V' = {a,e,i,0,u}.
Num conjunto é permitido substituir elementos por reticéncias (...), desde que isto
nao prejudique a compreensao.
Exemplo 2. O conjunto de letras do alfabeto
A=A{a,b,c,...,x,y, 2}

Podemos, ainda, representar um conjunto colocando os seus elementos dentro de uma

linha fechada que nao se entrelaca (Diagrama de Venn).
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Conjunto vazio ¢é aquele que nao possui elemento. E representado por @ ou { }.

Exemplo 3. V = {dia da semana que comeca com a letra x} ou V = 0.

2.1.2 Relagao de pertinéncia

Se um objeto qualquer faz parte de um conjunto, isto é, é um elemento de um conjunto,
dizemos entao que o objeto pertence ao conjunto, e usamos o simbolo € para indicar esse

fato, caso contrario usamos o simbolo ¢ (nao pertence).
Exemplo 4.
V

aeV
begV

Conjunto das vogais

2.1.3 Subconjunto

Um conjunto A é um subconjunto de um conjunto B, se todos os elementos de A forem

também elementos de B.

Dizemos, entao, que A é subconjunto de B, ou que A estd contido em B e indicamos

por A C B.

Exemplo 5. Se A = {m,2} e B={2,3,7,4} entdo A C B, pois todos os elementos de A

pertencem a B.
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Indicaremos que um conjunto de A nao esta contido em B por A ¢ B.

Se A esta contido em B, podemos entao dizer que B contém A, e indicamos por B D A,

caso contrario dizemos que B nao contém A e indicamos por B 2 A.

Exemplo 6. Seja A = {a,b,c,...,z,y,z} o alfabeto e V = {a,e,i,0,u}, temos que
ADV.

N

\ x/ o / /

2.1.4 Uniao de conjuntos

Dados os conjuntos A e B, a uniao AU B é o conjunto formado pelos elementos que

pertencem a A ou a B ou a ambos.

O simbolo U indica uniao.
Exemplo 7. Dados os conjuntos A = {2,3,4,5} e B = {1,5}, entao

AUB ={1,2,3,4,5}.

2.1.5 Interseccao de conjuntos

Dados os conjuntos A e B, a interseccao AN B é o conjunto formado pelos elementos

que pertencem a A e também a B.

O simbolo N indica intersecgao.
Exemplo 8. Dados os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B = {2,4,0}, entéao
ANB=1{24}.
Exemplo 9. Se V' = {vogais} e C' = {consoantes}, entao

Vnc=0.
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2.2 Conjunto dos niimeros naturais

Ntumero é uma ideia de quantidade.
Numeral é um simbolo que representa a ideia de quantidade.

Numeros sao entes abstratos, desenvolvidos pelo homem como modelos que permitem

contar e medir.
Notacao: o nimero de elementos de um conjunto A é indicado por n(A).

Observamos o conjunto:

A

Numero de elementos de A: trés

Um simbolo que representar esse nimero: 3

Os ntmeros naturais formam um conjunto que se indica por N = {0,1,2,3,4,...}.

” A esséncia da caracterizagao de N reside na palavra “sucessor”. Intuitivamente quando
n,n’ € N, dizer que n’ é sucessor de n, significa que n’ vem logo depois de, ou melhor
) ) ) b b
que a quantidade que n’ representa tem um elemento a mais que a quantidade que n

representa’ . Referéncia [10]

Essa caracterizacao dos nimero naturais é gragas ao matematico italiano Giuseppe

Peano.

Figura 2.1: Giuseppe Peano
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2.2.1 Igualdade e desigualdade

Observe:

1. Sejam os conjuntos

A B
© 0 n(A) =n
* - n(B)=n
® ]
< Y%

Entao o numero de elementos de A é igual ao numero de elementos de B,

representamos esse fato pelo simbolo =, assim n = n.

2. Sejam os conjuntos

A B
® n(A) =x
a n(B) =y

Entao o numero de elementos de A é diferente do nimero de elementos de B,

representamos esse fato pelo simbolo #, assim x # y.

No caso (2) dizemos que:

e O numero de elementos de A é menor que o nimero de elementos de B, e indicamos

por z < y.

e O nuimero de elementos de B é maior que o ntimero de elementos de A, e indicamos

por y > x.
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Propriedades da igualdade
Se a,b,c € N, entao
e Reflexiva: a = a;
o Simétrica: se a = b, entao b = qa;

o Transitiva: se a = b, e b= ¢, entao a = c.

Propriedades de desigualdades

o Transitiva: se a < beb < c,entao a <c. Sea>beb>c, entao a > ¢;
e Tricotomia: vale uma, e somente uma, das alternativas: a = b,a < bou b < a;

e Boa ordenac¢ao: todo subconjunto nao vazio X C N possui um menor elemento.

2.2.2 Operacgoes no conjunto dos nimeros naturais

1. Adigao

Sejam A e B dois conjuntos disjuntos

A B

Vamos unir esses dois conjuntos

AUB ={a,b,c,z,y}.
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Verifique que
n(A) +n(B) =n(AUB)
entao, 2+ 3 = 5.
Essa operacao chama-se adi¢ao e é indicada pelo sinal "+".

Dizemos que 2 e 3 sao as parcelas e 5 é a soma total.

2. Subtracao

Esta relacionada a ideia de tirar uma quantidade da outra.

Seja o conjunto A abaixo

Vamos tirar 2 elementos de A, entao temos

5—2=3.

Essa operacao chama-se subtracao e é indicada pelo sinal "-".

Na subtracao 5 — 2 = 3, dizemos que:

e 5 ¢é o minuendo;
e 2 ¢ o subtraendo;

e 3 ¢ a diferenca.

3. Multiplicacao

A multiplicacao é uma adicao de parcelas iguais.
Veja
3+3+3+3=12.
Podemos representar a mesma igualdade por
4x3=120u 4-3=12.

Essa operacao chama-se multiplicacao e é indicada pelo sinal “-” ou

Na operacao 4 - 3 = 12, dizemos que

w o on
X
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e 4 e 3 sao os fatores;
e 12 é o produto.
4. Divisao
Esté relacionada a ideia de distribuir os elementos de um conjunto.

Seja o conjunto A abaixo

/’AD/ *\é\
N

- o

Vamos distribuir esses elementos em subconjuntos que contenha dois elementos, por

exemplo {A, O}, {0, x} e {7, ®}, obtemos trés subconjuntos e sobra um elemento
(0)-

Essa operagao chama-se divisao e é indicada pelos sinais :, /, +
Na divisao 7 : 2 = 3 e sobra um elemento, dizemos que

e 7 ¢ o dividendo;

e 2 ¢ o divisor;

e 3 é o quociente;

e 1 é o resto.

Observacao 1. Quando o resto da divisao for zero dizemos que a divisao é exata.

2.3 Conjunto de nuimeros inteiros

O conjunto dos numeros naturais possui a propriedade do fechamento em relacao
a adicao e a multiplicacao, mas nao possui esta propriedade em relacao a subtracao.

Vejamos:

Dado o conjunto abaixo com 3 elementos e desejamos retirar 5 elementos.
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A

n(A) =3

Para realizar essa operacao serd neessario pelo menos mais dois elementos ao
conjunto A, isto é, falta dois elementos. Para representar essa ideia um novo numero
que vem ser a ser indicado por —2. De maneira analoga, podemos introduzir os ntimeros

—1,—-2,—-3,—4,--- que sao chamados de negativos.

Os nuimero naturais juntamente com os nimeros negativos formarao um novo conjunto

que chamaremos de conjuntos dos niimeros inteiros e indicamos por

Z=1{., -3-2-1,01,234,..}



21

3 DIVISIBILIDADE

Dados dois ntimeros inteiros a e b com a # 0, diremos que a divide b ou que b é divisivel

por a, escrevemos a | b, quando existir ¢ € Z tal que b =a - c.

Exemplo 10.

a) 2|10, pois 10 =2 - 5;
b) 3|12 pois 12 =3 - 4;

¢) 4115, pois nao existe ¢ € Z; 15 =4 - c.

3.1 Critérios de divisibilidade

Seja dado um numero a, representado na base 10, isto é, no sistema de numeragao

decimal, por a = a,a,_1 - - - ap; temos que:

1) a é divisivel por 2 quando aq for 0, 2, 4, 6 ou 8.

2) a é divisivel por 5 quando aq for 0 ou 5.
Prova: Pondo a = 10 - (apa,_1--a1) + ag, temos que a é divisivel por 2 quando
ap € {0,2,4,6,8} e divisivel por 5 quando ay € {0,5}.
Exemplo 11. O namero 136 é divisivel po 2, pois o tdltimos algarismo é 6, assim
como 248, 352, 1904 e 50 também sao divisiveis por 2.

O numero 600 e 325 sao divisiveis por 5, pois o tltimo algarismo é 0 e 5.
3) a é divisivel por 3 quando a,, + a,_1 + - - -+ a1 + ao é divisivel por 3.
Prova: Referéncia [6].

Exemplo 12. O ntumero 3480 é divisivel por 3, pois 3+44+8+0=15 que é divisivel
por 3.
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3.2 Miltiplos e divisores
Sendo a, b, ¢ € Z, definimos que a é multiplo de b ou de ¢ se a = b - ¢; nestas condicgoes
os numeros b e ¢ sao chamados de divisores de a.

Exemplo 13.

a) 15 =35, entdo 15 é multiplo de 3 e 5 e estes sdo divisores de 15;

b) 8 =24, entao 2 e 4 sao divisores de 8 e 8 é miiltiplo de 4 e de 2.

O conjunto de todos os miltiplos de um inteiro a # 0 indica-se por M (a), onde M (a) =

{a-q; g€ Z}.
Exemplo 14. M(4) ={4-q; q € Z} = {0,+4,+£8,+12,--- }.

Definicao 1. Sejam a e b dois nimeros inteiros diferentes de zero. Chama-se multiplo

comum de a e b todo numero inteiro x tal que a | x e b | z.

Em outras palavras, multiplo comum de a e b é todo inteiro que pertence

simultaneamente aos conjuntos M (a) e M (b).

O conjunto de todos os multiplos comuns de a e b indica-se por M(a,b). Assim,

M(a,b) ={zx €Z; a|xeb|x}, ouseja, M(a,b) ={x €Z; v € M(a) ex € M(b)} e
portanto, M (a,b) = M(a) N M (D).

Exemplo 15.

M(4) = {4¢; € Z} = {0,44,48,+12,---};
M(5) = {5¢; ¢ € Z} ={0,45,+10,+15,---};

M(4,5) = M(4) N M(5b) = {0,420, +40, - - - }.

3.3 Minimo miultiplo comum

Diremos que um numero natural m # 0 é minimo miltiplo comum (m.m.c) de a,b € Z*

se possuir as seguintes propriedades:
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i) m é um miltiplo comum de a e b;

ii) se ¢ é um miltiplo comum de a e b, entao m | c.

O minimo multiplo comum de a e b indica-se pela notagao mmc(a, b).
Pelo ” Principio da Boa Ordenacao”, o conjunto dos multiplos comuns positivos de a e b

possui o elemento minimo e, portanto, o mmc(a, b) existe sempre e é tnico.

Exemplo 16. Se M(4,5) = {0, £20, £40, ...}, entdo mmc(4,5) = 20.

Diremos que um nimero natural m é um mmec dos inteiros nao nulos aq, as, - - - a,, se m
é um multiplo comum de ay, as, - - - a,, €, se para todo multiplo comum m’ desses nimeros,
tem -se que m | m’.
O conjunto de todos os divisores de um inteiro qualquer a indica-se por D(a), onde
D(a)={x € Z*; z|a}.
Exemplo 17. D(8) = {x € Z*; = | 8} = {£1,+2, £4,£8}
Definicao 2. Chama-se divisor comum de dois inteiros a e b de todo inteiro d # 0 tal

qued|aed]|b.

Em outras palavras, divisor comum de dois inteiros a e b é todo inteiro d # 0 que

pertence simultanéamente aos conjuntos D(a) e D(b).

O conjunto de todos os divisores comuns de dois inteiros a e b indica-se por D(a,b),

simbolicamente, temos
D(a,b) ={x € Z*; x| ae x| b}, ouseja, D(a,b) ={x € Z*; x € D(a) ex € D(b)}, e
portanto D(a,b) = D(a) N D(b).
Exemplo 18.
D) = {zeN% z|8) ={&1,42,+4, 48}
D(12) = {zeN%z|12} = {&1,+2 £3, +4, £6, £12};

D(8,12) = D(8)N D(12) = {£1,+2, +4}.

3.4 Numeros primos

Definicao 3. Um nimero natural maior que 1 que admite apenas como divisores inteiros

positivos o 1 e ele préprio é chamado de niimero primo.
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Exemplo 19. Os nimeros 2, 3, 5, 7 e 11 sdo primos.

Os numeros que tem mais de dois divisores sao chamados niimeros compostos.

Exemplo 20. O niimero 12 é composto, pois D(12) = {1, 2, 3,4, 6, 12}.

Um nimero composto pode ser indicado como um produto de fatores primos. Ou

melhor, um nimero que pode ser fatorado.
Exemplo 21. O nimero 12 =2-2-3.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural maior
que 1 ou é primo ou se escreve de modo tnico (a menos da ordem dos fatores) como um
produto de niimeros primos.

Prova da existéncia: se n for primo, entdo a prova estd feita. Sendo, seja pi(p; > 1)
o menor dos divisores de n. p; é primo. Isso é verdade, pois, caso nao fosse, existiria p,
1 <p<p,comp]|p. Logo, p|n. Isso é um absurdo, pois p; é o menor natural com tal

propriedade.

Sendo assim, n = p;-ny. Se n; for primo, entao a prova estd encerrada. Caso contrario,
seja po 0 menor fator de n;. Usando o mesmo argumento anterior, p, é primo e temos

n = p1 - P2 - na. Repetindo esse processo, obtemos uma sequéncia decrescente de naturais

ni, N, ...,n,.. Como todos eles sao naturais maiores que 1, este processo finaliza. Ja que
0s primos na sequéncia pq, P, . . . , Pr NA0 sa0 necessariamente distintos, n terd, em geral,
a forma

L« « (72
n=p...py°...p.".

Prova da unicidade: sejam  p1, P2, .-y Pnyq1,G2, ¢ s G¢m  Primos tais que
PLP2---Ppn = q1°q2...Gmn. Deve-se ter m = n, pois de outro modo, por exemplo,
se n < m, ter-se-ia P P2...Pn = q1 - G2...Qn...qm. Desde que p; é primo e divide
G1°q2---Qn---Gm, aplicando o fato de p | p; . ..p, entdo p = p; vérias vezes e reordenando
os fatores no produto q; - g2...¢y ... Gm, Se necessario, pode-se supor que p; divide ¢;.
Uma vez que p; divide ¢; e ambos p; e ¢; sao primos, tem-se p; = ¢;. Como p; = ¢
epPL-P2--Pn=0q1"G.-qn---Gm, €020 Po - P3...Pn = G2 q3...qn ... q¢m. Repetindo o

mesmo argumento com po, conclui-se que po =@ € P3 - Pa---Pn =qG3°qQ4---Gn - - - G-
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Executando varias vezes o mesmo processo, conclui-se que p3 = q3,...,Pn = Qn €
1 = @uy1---qm, 0 que nao é verdade, pois ¢,,, sendo primo, nao pode ser divisor de 1.

Assim, de fato, n = m e, apés uma possivel reordenacao dos fatores em ¢;-¢qs . . . q,, tem-se

P1=q1,P2 =42, ,Pn = Qn-

Exemplo 22. Decomponha em fatores primo o ntimero 140, obtemos

140=2-710=2-2-35=2-2-5-T7.

3.5 Meétodo pratico para decomposicao de um nimero
natural em fatores primos

Realizamos o seguinte procedimento.

e Escrevemos o ntimero dado a esquerda de uma barra vertical.

Dividimos o niimero pelo menor niimero primo possivel.

Voltamos a dividir o quociente obtido no item anterior pelo menor primo possivel.

e O processo se repete, até que o quociente seja 1.

A decomposicao serd o produto dos niimeros primos a direita da barra vertical.

Exemplo 23. Decomponha em fatores primo o ntimero 420, temos

420

210

105

35
7
1

N Ot W NN

Logo, 420 =2-2-3-5-7=22.3-5-7
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3.6 Maximo divisor comum

Diremos que um nimero natural d # 0 é um maximo divisor comum (mdc) de a e b dois

inteiros nao conjuntamente nulos (a # 0 ou b # 0) se possuir as seguintes propriedades:

i) d é um divisor comum de a e de b;

ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

A condicao (ii) acima pode ser reenunciado como se segue.

ii") Se ¢ é um divisor comum de a e b, entao ¢ | d.

Portanto, se d é um mdc de a e b e ¢ é um divisor comum desses niimeros, entao
¢ < d. Isto mostra que o maximo divisor comum de dois ntimeros é efetivamente o

maior dentre todos os divisores comuns desses numeros.

Em particular, isto nos mostra que, se d e d' sdo dois mdc de um mesmo par de
numeros, entdao d < d’' e d' < d, e, consequentemente, d = d’. Ou seja, o mdc de

dois ntimeros é inico.

O mdc de a e b serd denotado por mdc(a, b).

Exemplo 24. Como D(8,12) = D(8)ND(12) = {£1,+2, £4}, entdo o mdc(8,12) =
4.

Um nimero natural d sera dito mdc de dados nimeros inteiros a, as, - - - a,,, nao todos

nulos, se possuir as seguintes propriedades:

i) d é um divisor comum de ay, as, - - - ay;

ii) Se ¢ é um divisor comum de ay, ay, - - - a,, entao ¢ | d

3.7 Meétodos de determinacao do mdc e do mmc

Inicialmente apresentamos a versao historica do método de determinar o minimo multiplo

comum de dois ntimeros e do algoritmo de Euclides para determina o méximo divisor co-
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mum conforme registrado na obra Os Elementos de Euclides. Como relata ROQUE (2012).

As técnicas de medida que ocupam um lugar prepoderante nas praticas
euclidianas sobre nuimeros eram realizadas pelo método da antifairese
que no caso dos numeros é conhecido hoje como ”algoritmo de Eucli-
des”.Veremos como este método era utilizado para encontrar a medida
comum de dois nimeros(ou seja, o mdc entre eles).(ROQUE, 2012. p

107)

Proposicao 1 (Proposigao 34 do Livro VII). Encontrar o menor nimero que dois

numeros dados medem.

" Esta proposicao apresenta um método para determinar o minimo multiplo comum entre
dois nimeros a e b, que é o mesmo que encontrar o menor niimero que ambos dividem”.

Referéncia [15]

Proposicao 2 (Proposi¢cao 1 do Livro VII ). Dados dois ntimeros diferentes, se
o menor é continuamente subtraido ao maior e se o niimero que sobra nunca mede o

anterior, até sobrar uma unidade, entao os nimeros originais sao primos entre si.

”Nesta proposicao, Euclides usa um algoritmo (atualmente conhecido como algoritmo

de Euclides) para verificar se dois nimeros diferentes sao primos entre si”. Referéncia [15]

Proposicao 3 (Proposigao 2 do Livro VII ). Encontar a maior medida comum entre

dois niimeros que nao sejam primos entre si.

Corolario 1. Se um nimero mede dois ntimeros, entao também mede a maior medida

comum entre eles.

”Nesta proposicao, Euclides utiliza novamente o seu algoritmo, desta vez para encontrar

o maximo divisor comum entre dois nimeros que nao sao primos entre si”. Referéncia

[15]

Exemplo 25. Encontre, por este método, o mdec de 15 e 24.
Comecamos por retirar 15 de 24 uma vez, obtendo resto 9. Em seguida retira 9 de uma
vez de 15, obtemos resto 6. Agora retiramos 6 de 9, temos resto 3 e por fim retiramos

duas vezes o 3 de 6 e temos o resto zero. Logo o maximo divisor comum de 15 e 24 é 3.
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Para ntimeros pequenos, podemos listar em ordem os primeiros multiplos dos ntimeros
no caso de calculo do mmec e no caso do mdc listar todos seus divisores, identificando os

comuns e dentre estes estard o mmec ou mdec.

Exemplo 26. Determinar o mmec de 3 e 4.

Resolugao: sejam

M(@3) = {0,43,46,+9,+12, +15,+18, +21, +24, +27, +30, £33, +36, £39, .. .};
M(4) = {0,+4, 48,412,416, £20, 24, 428, +32, +36, +40, .. .};

M(3,4) = {0,+12,+24,+36,...}.

Entao, o mme(3,4) = 12.

Exemplo 27. Determinar o mdc de 18 e 24.

Resolucao: sejam
D(18) = {#1,+2,43, 46,49, £18};
D(24) = {£1,42,43,4+4, 46, +8, +12, +24};

D(18,24) = {+1,+2 +3,46}.

Entao, o mdec(18,24) = 6.

Lema 1. Seja n = pi"*. p5*...p%" um nimero natural. Se d é um divisor de n, entdo
d=p;'. p§2...pfr, onde 0 < 5, < qaq; parai=1,2,...,7.

Prova: seja d um divisor de n e seja p? a poténcia de um ntimero primo p que figura na
decomposicao de d em fatores primos. Como p° | n, segue que p? divide algum p{"* por

. . aj
ser primo com os demais p.’, e, consequentemente, p = p; e f < «;.
Vi Y ) Y

Teorema 2. Sejam a = pS'. pd2...pon e b = p'. pi ... pPr nlmeros naturais nas
condigoes do lema anterior. Pondo v; = min{ay, 8;} e §; = max{ay, B;},i = 1,2,...,n,
tem-se que mdc(a,b) = p*. pP ... pln e mme(a,b) = pit. ... pdr.

Prova: pelo lema anterior é claro que pJ*. p3*...pJ é um divisor comum de a e b. Seja

c um divisor comum de a e b; logo ¢ = plfl. pé” ...pkronde k; < minf{ay, Bi} e, portanto,
1 72 v
c|plt py...pln.
Do mesmo modo, pelo lema anterior, p‘fl ) péQ ...pYr é um divisor comum de a e b. Sejam
ha

um multiplo comum de a e b; logo m = pi“ -pu? - -plr onde h; > max{a, B;} e, portanto,

i p%2 ..o | m, o que acarreta pit. p% ... pSn < m, assim pit. pd? ... pir = mmc(a, b).
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Exemplo 28. Calcular o mmc de 120 e 80.

Resolucgao: usando o dispositivo pratico para decomposi¢ao em fatores primos, obtemos

80 | 2 120 | 2
402 60 |2
20 | 2 ) 30 |2 \

80 =25 120 = 2*- 3.5
10 | 2 15 |3
515 5|5
1 1

Logo, mmc(80,120) = 2%-3 -5 =16 - 15 = 240.

Resolugao: Decomposicao simutanea

Neste método iremos decompor simutaneamente os nimeros em fatores primos:

e Colocamos lado a lado e separando por virgula os niimeros e a direita deles tracamos

uma linha vertical.

e Apartir dai dividiremos cada nimero pela sucessao dos niimeros primos, enquanto
pelo menos um deles for divisivel a operagao deve ser continuada, e neste caso
repetiremos o nimero nao divisivel até que nao seja mais possivel também para o

outro, ou nenhum dos outros, a divisao.

e Quando cada coluna a esquerda apresentar a unidade, o produto de todos os fatores

primos a direita da linha sera o mmc.

Exemplo 29. Calcular o mme de 120 e 80.

80, 120
40, 60
20, 30
10,15
5,15
5,5
1,1

Tt W NN NN

Logo, mmc(80,120) =2-2-2-2-3-5 =16 - 15 = 240.
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Exemplo 30. Calcular o mdc de 36 e 90.

Resolucao: decompondo em fatores primos, obtemos

36 | 2 90 | 2
18 |2 4513

9 (3 36 =22 .32 1513 90=2-3%-5
313 515

1 1

Logo, mdc(36,90) =2-32=2-.9 = 18.

Embora pareca ser mais simples, esse método deixa de ser 1til quando os numeros
envolvidos sao grandes. Nesse caso, descobrir quais sao os fatores primos dos mesmos é

trabalhoso e leva muito tempo.

3.8 Algoritmo de Euclides

Lema 2 (Lema de Euclides). Sejam a,b,n € N com a < na < b. Se existe (a,b — na),

entao (a,b) existe e (a,b) = (a,b — na).

Demonstracao: seja d = (a,b —na). Como d | a e d | (b — na), segue que d divide
b =b—na -+ na. Logo, d é um divisor comum de a e b. Suponha agora que ¢ seja um
divisor comum de a e b; logo, ¢ é um divisor comum de a e b—na e, portanto, ¢ | d. Assim,
prova que d = (a,b). O lema de Euclides é efetivo para calcular mdc, e serd fundamental
para estabelecermos o algoritmo de FEuclides, que permitira, com muita eficiéncia, calcular

o mdc de dois niimeros naturais quaisquer.
Algoritmo de Euclides

A seguir, apresentaremos a prova construtiva da existéncia do mdc dada por Euclides
(Os Elementos, livro VII, Proposi¢ao 2). O método chamado de algoritmo de Euclides,
¢ um esplendor do ponto de vista computacional e pouco conseguiu-se aperfeigod-lo em

mais de dois milénios.

Dados a,b € N, podemos supor a < b. Se a =1 ou a = b, ou ainda a | b, j& vimos que

(a,b) = a. Suponhamos, entdao, que 1 < a < b e que a1 b. Logo, pela divisao euclidiana,



3.8 Algoritmo de Euclides 31

NI | g
Figura 3.1: Euclides

podemos escrever

b=aq +ry, comr; <a.

Temos duas possibilidades:

a) 71| a, e, em tal caso, pelo mdc e pelo lema de Euclides
r1 = (a,m) = (a,b— qra) = (a,b)
e termina o algoritmo, ou

b) 71 1 a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de a por ri, obtendo a = r1qy + 72,

com 1o < 17.
Novamente temos duas possibilidades:

a’) 1o | r1, e, em tal caso, novamente, pelo mdc e pelo lema de Euclides
Ty = (r1,72) = (11,0 — gar2) = (11,0) = (b — qra,a) = (b, a) = (a,b)
e paramos, pois termina o algoritimo, ou

b’) 75171, e, em tal caso, podemos efetuar a divisao de r por 9, obtendo r; = roq3+73,

com 73 < 1o.

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma sequéncia
de nimeros naturais a > r; > ro > --- que nao possui menor elemento, o que nao é
possivel pela propriedade da boa ordem. Logo, para algum n, temos que 7, | 7,1, 0 que

implica que (a,b) = r,.
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O algoritmo acima pode ser sintetizado e realizado na pratica que se traduz na seguinte

regra:

Para se achar o mdc de dois naturais, divide-se o maior pelo menor, este pelo primeiro
resto obtido, o segundo resto pelo primeiro, e assim sucessivamente até se encontrar um

resto nulo. O 1ultimo resto nao nulo é o maximo divisor comum procurado.

1492143 |---|4n-1| Gn Gn+1
blal|ri|re|...|Thoo|Tn1|7rm=(ab)
ri (T | T3 |Tga]| ... Tn

Exemplo 31. Calcular o mdc de 153 e 69.
Resolugao: note que

69 ‘ 15
o[

153 ‘ 69

o
15‘2

Logo,

153 169|159 |6 3

1519116 30

Portanto, o mdc(153,69) = 3.

O algoritmo de Euclides nos fornece, portanto, em meio prético de escrever o mdc de
dois ntimeros como soma entre dois miltiplos dos niimeros em questao, para o isso basta

eliminar sucessivamente os restos r,_1,7n_2,...,73, 72, 71.

Exemplo 32. Escrver o mdc(16,10) como soma de um multiplo de 16 com um multiplo
de 10.

Resolugao: apicando o algoritmo de Euclides temos que:

11112

16 |10 | 6 | 4| 2

2 = 6-—-41 2 = 6—-104+6
4 = 10-6.1 2 = 2.(16—10) — 10
6 = 16—10.1 2 = 2.16 — 3.10



3.9 Relacao entre mmc e mdc 33

Portanto, o mdc(16,10) = 2 = 2.16 — 3.10

3.9 Relacao entre mmc e mdc

a.b

Teorema 3. Dados dois nimeros inteiros a e b, temos que mmc(a,b) = ———
mdc(a, b)

Prova: Referéncia [5]

Este teorema é muito importante principalmente para o calculo de mmc(a,b), pois as
vezes devemos listar uma quantidade imensa de multiplos de a ou de b para encontrar o
mmc(a, b), porém o mde(a, b) pode ser calculado facilmente pelo Algoritmo de Euclides e

com isso o mmc(a, b) é encontrado pela divisao do produto de a e b pelo mdec(a, b)

Exemplo 33. Determinar o mmc(963, 657).
Pelo Algoritmo de Euclides, temos que o mdc(963,657) = 9. Sendo assim :

963.657 632691

mmc(963,657) = 5 5

= 70299

3.10 Divisao euclidiana

Mesmo quando um nimero natural a nao divide o nimero natural b, Euclides, nos seus
Elementos, utiliza, sem enuncid-lo explicitamente, o fato de que é sempre possivel efetuar
a divisao de b por a, com resto. Este resultado, cuja demosntracao daremos abaixo, nao

sé é um instrumento na obra de Euclides, como tambem é um resultado central da teoria.

Teorema 4 (Divisao euclidiana). Sejam a e b dois niimeros naturais com 0 < a < b.
Existem dois 1inicos ntimeros naturais ¢ e r tais que b=a - g+ r,com r < a.

Prova: suponha que b > a e considere, enquanto fizer sentido, os niumeros b,b — a,
b—2a,...,b—n-a,.... Pela propriedade da boa ordem, o conjunto S formado pelos
elementos acima tem um menor elemento r = b — ¢ - a. Vamos provar que r tem a

propriedade requerida, ou seja, que r < a.

Se a | b, entdo 7 = 0 e nada temos a provar. Se, por outro lado, a { b, entdo r # a, e
portanto, basta mostrar que nao pode ocorrer r > a. De fato, se isto ocorresse, existiria

um numero natural ¢ < r tal que r = c+a. Consequentemente, sendo r = c+a =b—q-a,
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terfamos ¢ = b — (¢+ 1) - a € S, com ¢ < r, contradicdo com o fato de r ser o menor

elemento de S.

Portanto, temos que b =a - ¢+ r com r < a, o que prova a existéncia de r e q.

Agora vamos provar a unicidade. Note que, dados dois elementos distintos de S, a
diferenca entre o maior e o menor desses elementos, sendo um multiplo de a, é pelo menos
a. Logo,ser=b—a-qer =b—a-q, comr <1 < a, terlamos " —r > a, o que
acarretaria r’ > r +a > a, absurdo. Portanto r = r/, dai segue que b—a-g=b—a-¢, 0

que implica que a - ¢ = a - ¢’ e, portanto, ¢ = ¢ .

Aparentemente, nao havia necessidade de provar a unicidade de ¢ e r no teorema
acima, ja que o resultado da subtracao a cada passo do algoritmo é unico e, portanto, r e
q tém valores bem determinados. O fato é que apresentamos um método para determinar
q e r, satisfazendo as condi¢oes do teorema, mas nada nos garante que, utilizando um
outro método, nao obteriamos outros valores para g e r, dai a necessidade de se provar a

unicidade.

Nas condicoes do teorema acima, os ntimeros ¢ e r sao chamados, respectivamente, de

quociente e de resto da divisao de b por a.

Exemplo 34. Determinar o quociente e o resto da divisao de 20 por 6.

Resolucao: consideremos as diferencas sucessivas

20—1-6 = 14;
20-2-6 = 8

20-3-6 = 2<6.

obtemos, g =3 er = 2.
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4 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

4.1 Equacoes diofantinas lineares

. "Em particular, um simbolo para representar a quantidade desconhecida, que

chamamos hoje de “incognita”.

Ainda no mundo grego, com os trabalhos de Diofanto, pode-se dizer que ha uma
abreviacao simbolica das quantidades desconhecidas. Este matematico, que viveu no
século IIT A.C. introduziu este novo modo de pensar, em um livro chamado Aritmético”.

Referéncia [14]

Figura 4.1: Diofanto

Para resolver varios problemas de aritmética, recaimos na resolucao de equacoes do

tipo ax + by = ¢, onde a,b e c € Z.

Equacoes assim, sao chamadas equacoes diofantinas lineares com duas incégnitas em

homenagem a Diofanto de Alexandria.

Dado um par de inteiros, xg, y9 de modo que axy + byy = ¢, dizemos que zq e yy ¢ uma

solugao inteira ou apenas uma solugao da equacao ax + by = c.

Exemplo 35. A equacao diofantina linear com duas incognitas 3x + 2y = 15, tem como

uma solucao xg =1eyyg=06,pois 3-1+4+2-6 = 15.

Mas a equacgao 4z + 2y = 19, nao tem solugao inteira, pois 4z + 2y é um ntumero par

para quaisquer que sejam x e y inteiros.
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Teorema 5. Sejam a,b e ¢ € Z, a equacao diofantina linear ax + by = ¢ tem solugao se
e somente se d divide ¢, sendo d = mdc(a, b).
Prova: =) Suponhamos que a equacdo ax + by = ¢ tenha uma solugao, isto é, que existe

uma par de inteiros xy e yo tais que axg + byy = c.
Por ser o d = mdc(a,b), existem inteiros r e s tais que a =d-r e b=d - s, e temos

c = azg + byy = drzg + dsyy = d(rzo + syo).

E como rzy + syp € um inteiro, segue-se que d

madc.

<) Reciprocamente, suponhamos que d divide ¢, isto é, ¢ = d - t, onde t € Z. Por
ser o mdc(a,b) = d, existem inteiros xg e yp tais que d = axg + byo o que implica
¢ =d-tlaxyg + byo)t = a(txo) + b(tyo), isto é, o par de inteiros © = t - xg = (c\d)zo €
y = tyo = (¢ | d)yo é uma solugao da equagao ax + by = c.
Teorema 6. Sendo d = mdc(a,b), se d | ¢ e se o par de inteiros xg,yo é uma solugao
particular da equacao diofantina linear ax + by = ¢, entao todas as outras solugoes desta
equacao sao dadas pelas férmulas: © =x9+ (b | d)t e y = yo — (a | d)t, onde t € Z.
Prova: suponhamos que o par de inteiros xy e yo ¢ uma solucao particular da equacao
axr + by = ¢, e sejam x; e y; uma outra solucao qualquer desta equacao. Entao, temos

axg + byg = ¢ = axy + by, e portanto,
a(z1 —x0) = b(yo — Y1)
Por ser mdc(a,b) = d, existem inteiros r e s tais que a =d-reb=d-s,com 71 e s

primos entre si. Substituindo estes valores de a e b na igualdade anterior e cancelando o

fator com d, obtemos
r(xy —x0) = s(yo — y1)-
Sendo assim, 7 | s(yo — y1), € como o mdc(r, s) = 1, segue-se que r | (Yo — y1), isto é

Yo—y1=r-tex; —x9g=s-t, ondet € Z.

Portanto, temos as férmulas
Ty =x0+s-t=ux9+ (b/d)t

y1=yo+r-t=yo— (a/d)t
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Esses valores de x; e y; satisfazem realmente a equacao ax + by = ¢, qualquer que seja

o inteiro ¢, pois, temos

axy + by; = alxo + (b/d)t] + blyo — (a/d)t] = (axe + byo) + (ab/d — ab/d)t =c+0-t = c.

Como se vé, se d = mdc(a,b) divide ¢, entao a equacao diofantina linear ax + by = ¢

admite um ntmero infinito de solugoes, uma para cada valor do inteiro arbitrério ¢.

A seguir apresentamos trés problemas que foram trabalhados em sala de aula.

O problema 1 encontra-se no livro didatico Matematica: Ciéncias e aplica¢oes volume 2 (
referéncia 6) adotado no ano de 2015 na escola da rede estadual Centro de Ensino Cidade
Operaria I, localizada no bairro Cidade Operaria na cidade de Sao Luis estado do Ma-
ranhao. Na resolucao do autor as possiveis solugoes do problema sao encontradas testando
alguns valores. Diante desta situacao realizamos com os alunos da turma 202 vespertino
o estudo do mdc, algoritmo de Euclides e equagoes diofantinas. Com o aprendizado des-
tes conteidos podemos concluir inicialmente que o problema tinha solugao e verificamos
que o nimero 6 nao era possivel ser uma solucao inicial do problema. O passo seguinte
era encontrar uma solucao inicial para a equacao, e isto foi feito usando o algoritmo de
Euclides, mas essa nao satisfazia os requisitos do problema. A partir dessa solucao inicial
veio os questionamentos: quais seriam as outras solugoes? Entao através do teorema 5 en-
contramos as solugoes que satisfaziam o problema. Com essa atividade podemos concluir
que houve aceitagao pelos alunos em saber em que condigoes as equacoes diofantinas tem
solucao e a maneira de como encontrar uma solucao inicial sem fazer testes. Observou-se
ainda que a grande dificuldade em encontrar outras solugoes se devia as dificuldades de
resolver inequacoes.

No problema 2 apds a abordagem do conteiiddo mmc este problema foi proposto e resol-
vido para os alunos da turma da EJA 6°/7° Ano do turno noturno da escola da rede
estadual Centro de Ensino Salustiano Trindade, localizada no bairro da Mata na cidade
de Sao José de Ribamar estado do Maranhao. Com o objetivo de responder questoes como
para que serve Matematica? Onde é usado esse conteido? Abordando esse problema e
durante a resolucao também trabalhamos os temas transversais satide e uso de drogas.
Apresentamos trés maneiras de resolver o problema. Na primeira maneira, percebeu-se
que foi de facil compreensao, mas esta maneira se torna initil quando se trata de ntimeros

muito grandes. Na segunda solugao observou-se que alguns alunos tiveram dificuldades
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possivelmente por se tratando de uma de EJA em que os alunos estavam ha muito tempo
sem contato com a escola, alguns de idade avancada e outros cansados devido o trabalho
durante o dia. Ja na ultima concluimos a importancia da relacao entre mmc e mdc, pois
para numeros muito grande podemos encontrar o mdc usando o algoritmo de Euclides e
com a relagao entre mmec e mdc, calcular mme com apenas uma multiplicagao seguido de
uma divisao.

O problema 3 foi proposto e resolvido para os alunos das turmas do 6° Ano A e B do
turno matutino da escola da rede municipal Escola Municipal Gongalves Dias, localizada
no bairro Jardim Tropical na cidade de Sao José de Ribamar estado do Maranhao onde
foi focalizado a aprendizagem em grupo e vericar que em atividades que aparentemente

dificies se tornam faceis com o uso do maximo divisor comum.

Problema 1. Em um acougue, o quilograma do frango custa R$ 6,00 e, o de filé,
R$ 15,00. Uma dona de casa adquiriu z quilos de frango e y quilos de filé, gastando
R$ 99,00. Sabe-se que x e y sao nimeros naturais.

a) Escreva uma equagcao linear relacionada as incégnitas x e y;

b) E possivel que a dona de casa tenha comprado 6kg de filé?;

¢) Quais sdo as possiveis solugdes desse problema?

Solucgao:
a) Sendo z a quantidade de quilos de frango e y a quantidade de quilos de filé, temos a

equagao 6z + 15y = 99.
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b) De 6x 4+ 15y = 99 e sendo y = 6, teriamos
9
6x+15-6:99:>6x:99—90:>6x:9:>x:6:> x=1,5

que nao é um numero natural.

Logo, nao é possivel que a dona de casa tenha comprado 6kg de filé.

c¢) Vamos encontrar o mdc(6, 15) pelo algoritmo de Euclides

212
1516 3
310

Temos que o mde(6,15) = 3 e a equagao 6z + 15y = 99 tem solugao, pois 3 | 99. Segue

do algoritmo de Euclides que

15-1—-6-2=3=-15-1-33+6-(—2)-33=23-33=>6-(—66) + 15- 33 = 99.

Assim, o = —66 e yo = 33 é uma solugao particular da equacao 6x + 15y = 99, as
15
xr=—606+ —t
outras solucoes sao dadas por 6 3
y:33—§t, tel.
Sabe-se que, x e y sao nimeros naturais, devemos restringir nossa solucao de modo que
escolhamos t satisfazendo as desigualdades x > 0 e y > 0, sendo assim, temos que

66
—66 + 5t > 0 e 33 — 2t > 0, dai segue que t > = 13,2 et < 16,5. Sendo assim,

5
e Parat =14, temos xr =4 ey = 8.

e Parat =15, temos z =9 e y = 18.

e Parat =16, temos z = 14 e y = 28.

que sao as possiveis solucoes do problema.

Problema 2. Marcelo esta fazendo um tratamento médico no qual precisa tomar dois
medicamentos. O médico receitou-lhe um comprimido de 6 em 6 horas e uma colher
de xarope de 4 em 4 horas. Sabendo que Marcelo tomou os dois medicamentos a zero

hora (meia noite). Qual é o primeiro hordrio em que Marcelo voltard a tomar os dois
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medicamentos ao mesmo tempo?
Solucgao 1: uma maneira de resolver este problema é escrever todos os horéarios e apontar

aquele que da a resposta desejada, entao temos

e Horario de tomar o comprimido: M (6) = {0,6,12,18,24,...}.
e Horario de tomar o xarope: M(4) ={0,4,8,12,16,20,24,...}.

o M(6) N M(4) ={0,12,24,---} e mmc(6,4) = 12.

Logo, o horério sera as 12 horas.
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Solucgao 2: decompondo 6 e 4 em fatores primos, temos

6=2-3e4=2-2=2%¢assim, o mmec(6,4) =2-2-3=12.
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Solucao 3: temos que os divisores de 6 e 4 sao
D(6) ={1,2,3,6} e D(4) = {1,2,4}.

4-6 24
Logo, o mdc(4,6) = 2, pela relagdo mme(4,6) = mde(4.6) =5 = 12.
mdc(4,

§

R

>N

Problema 3. Na turma do 6° ano A de uma escola hé 18 meninos e 24 meninas. Para
realizar um trabalho, os alunos serao organizados em grupos, todos com o mesmo numero
de alunos, na maior quantidade possivel e que tenham sé os alunos do mesmo sexo. Qual
é o numero maximo de alunos que pode haver em cada grupo?

Solugao 1: escrevendo as possibilidades de formacao dos grupos, verificamos aqueles que

tem a maior quantidade possivel.

e Grupos de meninos: D(18) = {1,2,3,6,9, 18}.
e Grupo de meninas: D(24) = {1,2,3,4,6,8,12,24}.

e D(18) N D(24) = {1,2,3,6} e mdc(18,24) = 6.

Logo, o nimero méaximo de alunos ¢ 6.

Solugao 2: decompondo 18 e 24 em fatores primos,temos

18=2-3.3=2-32 ¢ 24=2.2.2.3=2%.3,
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Assim, o mdc(18,24) =2-3 = 6.

Solugao 3: usando o algoritmo de Euclides, temos

1 |3
24118 6
6 |0

Entao, o mdc(18,24) = 6.

4.2 Problemas Propostos

1. Um terreno retangular de 108m x 51m vai ser cercado com arame farpado fixado
em estacas igualmente espacadas. Se existe uma estaca em cada vértice, entao o

numero de estacas é7

2. Treés torneiras estao com vazamento. Da primeira cai uma gota de 4 em 4 minutos; da
segunda uma de 6 em 6 minutos e da terceira, uma de 10 em 10 minutos. Exatamente
as 2 horas cai uma gota de cada torneira. A Préxima vez que pingarao juntas

novamente sera as?

3. Um pai e um filho sao pescadores. Cada um tem um barco e vao ao mar no mesmo
dia. O pai volta para casa a cada 20 dias e o filho a cada 15 dias. Em quantos dias

se encontrarao em casa pela primeira vez?

4. O senhor José toma um comprimido de 6 em 6 horas e uma colher de xarope de 8
em 8 horas. As 10 horas da manha ele tomou os dois remédios. A que horas ele

voltard, novamente a tomar os dois remédios juntos?

5. Em certo trecho de uma rodovia, uma concessionaria de pedégio instalou placas
educativas a cada 12km e telefones a cada 16km. Logo no inicio desse trecho da
rodovia ha uma dessas placas e um telefone juntos. A cada quantos quilometros, a

partir desse ponto , estarao instalados uma placa educativa e um telefone juntos?

6. Dois sinais luminosos fecham juntos num determinado instante. Um deles permanece
10 segundos fechado e 40 segundos aberto, enquanto o outro permanece 10 segundos
fechado e 30 segundos aberto. O nimero minimo de segundos necessarios, a partir

daquele instante, para que os dois sinais voltem a fechar juntos outra vez é de?
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

Suponhamos que o Presidente de uma multinacional tenha mandato de trabalho
colocado por forca maior, este tempo é de 4 anos, os assessores deles também tem
este mandato que é de 6 anos e os auxiliares tem o mesmo mandato de 3 anos. Se
em 2001 houve eleicao interna nesta empresa, por voto de todos os colaboradores,
para os 03 cargos, em que ano se realizarao novamente e simultaneamente as eleicoes

para esses cargos?

Os planetas Jupiter, Saturno e Urano tém periodo de translagao em torno do Sol de
aproximadamente 12, 30 e 84 anos, respectivamente. Quanto tempo decorrera,
depois de uma observacao, para que eles voltem a ocupar simultaneamente as

mesmas posig¢oes em que se encontram no momento de observacao?

. De um aeroporto, partem todos os dias, 3 avides que fazem rotas internacionais. O

primeiro aviao faz a rota de ida e volta em 4 dias, o segundo em 5 dias e o terceiro
em 10 dias. Se num certo dia os trés avioes partem simultaneamente, depois de

quantos dias esses avides partirao novamente no mesmo dia?

Nas ultimas eleigoes, trés partidos politicos tiveram direito, por dia, a 90s, 108s
e 144s de tempo gratuito de propaganda na televisao, com diferentes niimeros de
aparicoes. O tempo de cada aparicao, para todos os partidos, foi sempre o mesmo

e o maior possivel. A soma do nimero das aparigoes didrias dos partidos na TV foi

de?

Dois rolos de corda, um de 200 metros e outro de 240 metros de comprimento,
precisam ser cortados em pedagos iguais e no maior comprimento possivel. Quanto

medira cada pedaco? Quantos pedacos serao obtidos?

Em uma mercearia o proprietario deseja estocar 72 garrafas de agua, 48 de suco e
36 de mel em caixas com o maior nimero possivel de garrafas, sem mistura-las e

sem que sobre ou falte garrafa. Qual deve ser a quantidade de garrafas por caixa?

Um terreno retangular mede 75m por 45m e vai ser dividido em lotes quadrados do

maior tamanho possivel. Quantos metros terd cada lado do lote?

Laura tem 28m de fita verde e 20m de fita amarela para decorar pacotes de presente.

Ela quer cortar essas fitas de modo que os pedagos tenham o mesmo tamanho, que
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

sejam o maior possivel e que nao haja sobras de fita. Quantos metros deve ter cada

pedago de fita?

Uma empresa de logistica é composta de trés dreas: administrativa, operacional e
vendedores. A area administrativa é composta de 30 funcionarios, a
operacional de 48 e a de vendedores com 36 pessoas. Ao final do ano, a empresa
realiza uma integracao entre as trés areas, de modo que todos os funcionarios
participem ativamente. As equipes devem conter o mesmo numero de funcionarios
com o maior nimero possivel. Determine quantos funcionarios devem participar de

cada equipe e o nimero possivel de equipes.

Um teatro estd em fase final de construgao. Ele tera trés setores para acomodar o
publico: o setor A, de frente para o palco, com 135 lugares; o setor B, na lateral
direita do palco, com 105 lugares; e o setor C, na lateral esquerda do palco, com
90 lugares. O numero de poltronas por fileiras serd o mesmo nos trés setores e esse
nimero deve ser o maior possivel. Quantas fileiras de quantas poltronas havera em

cada setor?

Um laboratério dispoe de 2 maquinas para examinar amostras de sangue. Uma
delas examina 15 amostras de cada vez, enquanto a outra examina 25. Pergunta-se:

quantas vezes essas maquinas devem ser acionadas para examinar 2.000 amostras?

Se um trabalhador recebe 510 reais em tiquetes de alimentagao, com valores de
20 reais ou 50 reais cada tiquete, de quantas formas pode ser formado o carnée de

tiquetes desse trabalhador?

Se o custo de uma postagem é de 83 centavos e os valores dos selos sao de 6 e 15

centavos, como podemos combinar os selos para fazer essa postagem?

O valor da entrada de um cinema é R$8,00 e da “meia” entrada é de R$5,00. Qual
¢ o menor numero de pessoas que podem assistir a uma sessao de maneira que a

bilheteria seja de R$500, 007?

Uma caixa contém besouros e aranhas. Existem 46 patas na caixa; quantas sao dos

besouros?
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Quando 100 alqueires (medida antiga para cereais) de graos sao distribuidos entre
100 pessoas, de modo que cada homem receba 3 alqueires, cada mulher 2 alqueires
e cada crianca meio alqueire, qual é o nimero de homens, mulheres e criancas que

participou da distribuicao?

Carlos obteve boas notas no bimestre escolar, por isso seu pai resolve gastar R$100, 00
com Carlos como forma de presente. E época de copa do mundo entao Carlos quer
muito figurinhas para seu album. Como estava muito quente, o pai de Carlos o
convenceu a gastar R$4,00 desses R$100,00 em um belo sorvete completo. Do
valor restante, Carlos queria gasté-lo inteiro com pacotes de figurinhas. Na loja,
existiam pacotes de R$15,00 e R$12,00, com muitas figurinhas em cada um. De
quantas formas o pai de Carlos consegue gastar todo o dinheiro que sobrou apés a

compra do sorvete?

Uma loja de conveniéncia trabalha com diversas marcas de café. Num determinado
més, um comprador desta loja comprou 2 tipos de café - tipo A (normal) e tipo
B (descafeinado). Sabendo-se que ele gastou exatamente R$58,00, quais sdo as
diversas maneiras que ele pode adquirir os pacotes do tipo A e do tipo B? O preco

do pacote da marca A é R$2,00 e do pacote da marca B, R$3, 00.

Uma aluna, Bianca, fa de musica, reserva num certo més R$60,00 para a compra
de CDs ou DVDs. Um CD custa R$10,00 e um DVD R$15,00. Quais sao as varias

possibilidades de aquisicao destes dois bens, gastando-se exatamente R$60, 007

Um circo cobra R$6,00 a entrada de criancas e R$11,00 a de adultos. Qual é
o menor niumero de pessoas que pode assistir a um espetaculo de maneira que a

bilheteria seja R$350,007

Subindo uma escada de dois em dois degraus, sobra um degrau. Subindo a mesma
escada de trés em trés degraus, sobram dois degraus. Determine quantos degraus
possui a escada, sabendo que o seu numero é multiplo de 7 e estd compreendido

entre 40 e 100.

Um poliedro convexo s6 tem faces triangulares e quadrangulares. Se ele tem 20

arestas e 10 vértices; entao, o numero de faces triangulares é7
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29.

30.

31.

32.

33.

Anita comprou um ntimero impar de canetas e algumas borrachas, gastando R$37, 40.
Sabendo-se que os precos unitarios das canetas e das borrachas sao, respectivamente,

R$1,70 e R$0,90, determine quantas canetas e quantas borrachas ela comprou.

Um grupo de 30 pessoas entre homens, mulheres e criancas foram a um banquete
e juntos gastaram 30 patacas. Cada homem pagou 2 patacas, cada mulher meia
pataca e cada crianca um décimo de pataca. Quantos homens, quantas mulheres e

quantas criangas havia no grupo?

Numa criagao de galinhas e coelhos, contaram-se 400 pés. Quantas sao as galinhas e
quantos sao os coelhos, sabendo que a diferenca entre esses dois niimeros é a menor

possivel?

A secretaria de educagdao de um certo municipio dispée de 5000 reais para gastar
na compra de livros: o livro Tipo A, que custa 26 reais a unidade, e o livro Tipo
B, que custa 24 reais a unidade. Encontre todas as possibilidades para a compra

desses dois tipos de livros, gastando todo o valor disponivel.

Determine duas fragdes positivas que tenham 17 e 23 como denominadores e cuja

. 234
soma seja igual a —.
391
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CONSIDERACOES FINAIS

O trabalho foi apresentado como uma proposta de abordagem de minimo multiplo comum
e maximo divisor comum de ntimeros inteiros e resolucao de problemas para a educacao
basica, privilegiando as defini¢oes, principais propriedades e aplicacao, ao contrario do
que normalmente é feito em sala de aula quando as professores se limitam exclusivamente
as técnicas de calculo de minimo multiplo comum e maximo divisor comum de nimeros
inteiros de modo geral. Sugerimos a introdugao do teorema fundamental da aritmética, o
algoritmo de Euclides e equagoes diofantinas, assuntos que a grande maioria dos docentes
e autores desse nivel de ensino costuma-se abster-se. Além disso, o trabalho presou por
um enfoque que possibilitou a nocao intuitiva dos elementos matemadticos através de

algoritmos, tabelas e figuras.

Em todos os topicos, os elementos matematicos foram conceituados e definidos visando
a sua aplicabilidade em resolucao de problemas do cotidiano, sendo assim a matemaética
fez-se presente para a quem estuda. Isto foi feito no trabalho todo, em que se utiliza o
conhecimento minimo multiplo comum e maximo divisor comum para resolver problemas
praticos de matematica, sem necessariamente recorrer a varios calculos e extensos. Desta
forma, procurou-se estimar a percepcao de minimo multiplo comum e maximo divisor
comum estao inteiramente relacionados a diversos acontecimentos da vida das pessoas e

que podem ser ferramentas tteis na tomada de decisoes.

Entre outros aspectos importantes ja destacados, as aplicagoes de méaximo divisor
comum e algoritmo de Euclides nas resolucoes de equacoes diofantinas possibilita a
entrada deste contetido no curriculo da educacao bésica. Entretanto, a sua insercao
deve ser feita de acordo com a percepgao do docente, respeitando, as caracteristicas, as

dificuldades e o objetivo do discente.

Concluimos que nao podemos deixar de priorizar os contetidos postos aqui e que este
trabalho venha ser fonte de consulta para discentes e docentes que queiram aprofundar

seu conhecimento sobre o tema.
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APENDICE

Sejam f(z),g(z) € F|x], ndo ambos nulos, onde F' é um corpo. Um elemento d(x) em
F[z] é chamado de um méaximo divisor comum de f(z) e g(x) se possuir as seguintes

propriedades:

i) d(z) é divisor comum de f(x) e de g(z), isto é, d(x) divide cada um desses

polinomios;
ii) Se h(z) € Flz] é um divisor comum de f(z) e g(x), entao h(z) divide d(x).

Como o mdc de dois polinomios diferem por uma constante multiplicativa nao nula,

existe um tnico mdc moénico que serd chamado de mde de f(x) e g(x) e serd denotado
por mde(f(x), g(x)).

Sejam f(z), g(x) € F[z], ambos nao nulos. Um elemento m(z) em F(z) é chamado de

minimo multiplo comum de f(x) e g(x), se possuir as seguintes propriedades:

i) m(x) é um miltiplo comum de f(z) e g(x), isto é, m(x) é multiplo de f(z) e g(x);
ii) Se h(x) € F[x] é um multiplo comum de f(x) e g(x), entao h(z) é miltiplo de m(z).

Teorema 7. Seja F' um corpo e seja f(x) € F[z] com grau maior ou igual a 1. Entdo,
existem polinémios moénicos irredutiveis py(x),- - -, ps(x) distintos, a € F\{0} e nimeros
naturais nq, ng, - -+ , N, tais que f(x) = apy(z)™ - po(x)" - - - ps(x)™ é nica, a menor da

ordem dos fatores.
Prova: REFERENCIA [§]

Para determinar o mdc ou mmec de dois polinémios, suponhamos que f(z) # 0 e
g(x) # 0. Escrevemos f(z) e g(z) como produto de poténcias de polindmios moénicos
irredutiveis. Sejam pi(x),...,p,(x) os polindmios moénicos que ocorrem na fatoragao
de f(z) ou g(z). Entao, f(z) = api(z)™...py(x)™, onde a € F\{0} e r; > 0, para
g =0,1,...,n—1. g(x) = bpi(x)**...pp(x)*, onde b € F\{0} e s; > 0, para
j=0,1,....n—1.
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Para cada j =1, ..., n, sejam l; = min{r;, s;} e k; = max{r;, s;}. Entao,

o mdc(f(z),9(x)) = pi(2)" ... pa(2)™.

o mme(f(x), g(x)) = pr(x)* ... pa(@)™.

Exemplo 36. Determinar o mmc e o mde dos polinomios f(z) = 2(x — 1)*(z — /2)?
(22 +1)% e g(x) = V3(x+2)(z — 1) (z — v2)*(22 + 1) em Rlz].

Solucgao: temos que
F@) =2+ (2 +2)°(x — (0 — V22 (a? +1)? e
g(x) = V3 (x+2)(x —1)%(x — V2322 + 1).
Assim,

mme(f(x),9(z)) = (2 +2)(z = 1)*(x = v2)*(a® +1)* e

mde(f(x), 9(x)) = (z — 1)*(z = V2)*(a* + 1).
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