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RESUMO

Um dos grandes problemas enfrentados pelos professores em sala de aula, ao apresentarem
um assunto novo, ¢ terem que responder a velha pergunta por parte dos alunos: “Para que
serve isso que vamos aprender?”’. Muitas vezes o professor ndo consegue fazer esta ligacdo e
mostrar ao seu aluno o porqué daquilo. Sabe-se que de fato, nem tudo aquilo que o professor
trabalha e que os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) sugerem, sdo aplicaveis 100% no
cotidiano do aluno. Cabe ao professor tentar motiva-los, mostrando com entusiasmo a
importancia da Matematica, procurando sempre que possivel uma situacdo-problema em que
possa aplicar o conteido trabalhado. Para que haja esta motivacdo, a Modelagem Matematica
pode ser um grande trunfo para o professor. Ela € uma alternativa de metodologia para o
ensino de Matematica e tem como objetivo interpretar e compreender os mais diversos
fendmenos do nosso cotidiano. Este trabalho foca um tema que é muito utilizado nas areas de
Economia, Administracdo de Empresas, Engenharia e Financas, que sdo os problemas de
otimizacdo, onde séo informadas varias variaveis para uma determinada situacao e o desafio é
procurar chegar numa soluco 6tima. E um assunto em que o aluno do Ensino Médio pode ser
motivado a refletir e pensar sobre uma situacdo real, que teoricamente s6 poderia ser vista no
Ensino Superior. As “ferramentas” matematicas que deverdo ser usadas para a resolugdo dos
problemas s&do todas trabalhadas por eles no Ensino Médio: Matrizes, Sistemas de Equacdes e
InequacBes Lineares, Funcgbes, representacdo grafica no plano cartesiano entre outras e
também a possibilidade de utilizar recursos tecnolégicos para o auxilio da resolucdo do
problema. A proposta deste trabalho é escolher situacdes-problemas que envolvam problemas
de otimizacdo e procurar resolvé-los através do Método Gréafico e do Método Simplex. Foi
escolhido um problema de maximizacdo do lucro de uma empresa e com base nele foram
modeladas através de equacdes e inequacdes as restricbes como tempo de méo de obra, tempo
de uso das maquinas, custo da matéria prima. Essas equacGes e inequacdes foram
representadas graficamente gerando um poligono onde os Vértices sdo 0s potenciais
candidatos a solucdo 6tima. Apds os devidos testes o aluno verifica qual é esse vértice. Logo
em seguida esse mesmo problema é resolvido através do Método Simplex, cujos passos sdo
apresentados no trabalho, aproveitando os conhecimentos dos alunos em matrizes e sistemas
lineares. E facilmente percebido pelo aluno o trabalho bracal destes métodos o que leva o
aluno a questionar: “E numa empresa, com mais dados, informagdes, como ¢ feito?”. Para
responder essa pergunta é apresentada uma saida computacional utilizando a fungdo Solver,
presente no programa Excel da Microsoft. Fazer nossas aulas ficarem 100% praticas,
aplicaveis no cotidiano, é uma tarefa extremamente dificil, porém devemos ficar sempre
atentos de fazermos o possivel de aproveitar todas as oportunidades e o assunto abordado nos
proporciona uma alternativa de apresentarmos a matematica de uma forma mais pratica.

Palavras-Chave: Modelagem Matematica. Otimizacdo. Método Grafico. Método Simplex.
Matrizes. Sistemas Lineares.



ABSTRACT

One of the major issues faced by teachers in the classroom, when introducing a new subject,
is having to answer the same question from the students: "What's the reason for us to learn
this?". Many times, teachers are not capable of making that kind of connection, and showing
that to the students. It is already known that, in fact, not everything that is taught in school
and not everything suggested on the Brazilian National Curriculum Parameters (PCN) are part
of the students' everyday lives. Teachers have the task of motivating them, enthusiastically
showing them the importance of mathematics; trying, as often as possible, to find a
challenging situation, which teachers can use to support their work. In order for this to
happen, Mathematical Modeling can be a great support system. It is a methodology alternative
for the teaching of mathematics, and aims at interpreting and understanding the most different
phenomena of our everyday lives. This study focuses on widely used topic in the fields of
Economics, Business Administration, Engineering, and Finance, which are the optimization
problems when several variables are shown for a given situation and the challenge is trying to
reach the perfect solution. It is a subject in which high school students can be motivated to
reflect and think about a given real situation, which, theoretically, could only be seen on
higher education degrees. The mathematical "tools" that should be used for solving the
problems are all studied by the students during high school: Matrices, Linear Systems of
Equations and Inequalities, Functions, graphing in the Cartesian Plane, among others, and
also there's the possibility of using technological resources during the process of solving the
problem. The goal of this study is choosing challenging situations which involves the
optimization of the problems, and trying to solve them according to the Graphic Method and
the Simplex Method. A company profit maximization problem was chosen, and, based on
that, restrictions, such as manpower, machines usage and the cost of the raw material were
modeled using equations and inequalities, which were represented graphically, generating a
polygon whose vertices are the potential candidates for the perfect solution. After some
examinations, students analyze the vertex. Soon after that, the same problem is solved by the
students according to the Simplex Method, whose steps are shown on the study, using their
previous knowledge of matrices and linear systems. Students can easily realize the hard-work
effort demanded from these methods, something that gets them wondering: "in a company
with more data and information, how it is done?". To answer that question, we present a
computational output using the Solver function, hosted on Microsoft Excel software. Making
our classes totally practical, possible to be used in the everyday lives, is an extremely hard
task, however, we must always be alert, trying to take every opportunity, and the issue
discussed here provides us with an alternative of presenting mathematics in a more practical
way.

Keywords: Mathematical Modeling. Optimization. Graphic Method. Simplex Method.
Matrices. Linear Systems.
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1 INTRODUCAO

Um dos grandes problemas enfrentados pelos professores em sala de aula, ao
apresentarem um assunto novo, € terem que responder a velha pergunta por parte dos alunos:
“Para que Serve isso que vamos aprender?”. E claro que os alunos tém razio em perguntar,
porém, muitas vezes o professor ndo consegue fazer esta ligacdo e mostrar ao seu aluno o
porqué daquilo.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais:

“Os objetivos do Ensino Médio em cada area do conhecimento devem envolver, de forma
combinada, o desenvolvimento de conhecimentos praticos, contextualizados, que respondam as
necessidades da vida contemporanea, e o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos e
abstratos, que correspondam a uma cultura geral e uma visao de mundo.”

Sabe-se que de fato, nem tudo aquilo que o professor trabalha, que os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) sugerem, sdo aplicaveis 100% no cotidiano do aluno. Cabe ao
professor tentar motiva-los, mostrando com entusiasmo a beleza e importancia da
Matematica, procurando sempre que possivel uma situacdo-problema em que possa aplicar o
conteddo trabalhado. Mesmo que seja para mostrar que dependendo da profissdo que o aluno
seguird, haverd uma possibilidade de uso do contetdo abordado.

“Possivelmente, ndo existe nenhuma atividade da vida contemporanea, da mdsica a
informatica, do comércio a meteorologia, da medicina a cartografia, das engenharias as
comunicagdes, em que a Matematica ndo compareca de maneira insubstituivel para codificar,
ordenar, quantificar e interpretar compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensées, frequéncias e
quantas outras variaveis houver. A Matemética ciéncia, com seus processos de construgdo e
validagdo de conceitos e argumentagdes e os procedimentos de generalizar, relacionar e concluir
que lhe sdo caracteristicos, permite estabelecer relagdes e interpretar fendmenos e informagdes”
(PCN, p.9)

Para que haja esta motivacgdo, para que o aluno possa se envolver com o aprendizado,
a Modelagem Matemaética pode ser um grande trunfo para o professor.

Segundo BASSANEZI (2002), a Modelagem Matematica pode ser utilizada como
estratéegia de ensino e aprendizagem, sendo um caminho para tornar a Matematica, em
qualquer nivel, mais atraente e agradavel.

A Modelagem Matematica ¢ uma alternativa de metodologia para o ensino de
Matematica. A partir de conceitos gerais, procura-se mostrar a importancia da Matematica
para 0 conhecimento e compreensdo da realidade onde se vive. Ela tem como objetivo
interpretar e compreender os mais diversos fendmenos do nosso cotidiano. Podem-se
descrever estes fendmenos, analisa-los e interpreta-los com o proposito de gerar discussdes
reflexivas sobre tais fenémenos.

Cabe ao professor aliar o tema a ser escolhido com a realidade de seus alunos e
aproveitar as experiéncias extraclasse deles aliadas a sua experiéncia em sala de aula.
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Pode-se afirmar que Modelagem Matematica € o processo que envolve a obtencdo de
um modelo que tenta descrever matematicamente um fendmeno da nossa realidade para tentar
compreendé-lo e estuda-lo, criando hipdteses e reflexdes sobre tais fendmenos.

Seguindo esta linha de pensamento, dentre os inimeros assuntos que poderiam ser
abordados, este trabalho ira focar um tema que é muito utilizado nas &reas de Economia,
Administracdo de Empresas, Engenharia e Financas, que sdo os problemas de otimizacéo.

Os problemas de otimizacdo sdo aqueles onde sdo informadas varias variaveis para
uma determinada situacdo e o desafio é procurar chegar a uma solugdo 6tima, ou seja, na
melhor solucédo possivel.

Esta situacdo-problema é amplamente vista e aplicada na pratica em empresas que
desejam, ao fabricarem um determinado produto, obter o lucro maximo daquela producéo,
tendo que decidir a quantidade ideal de mdo de obra, o nimero ideal de maquinas utilizadas, a
quantidade de matéria-prima, de qual fornecedor compensaria fazer a aquisicao desta matéria-
prima, ou entdo em minimizar o custo de producdo de um determinado produto por exemplo.

A escolha deste tema se deu pelos seguintes motivos:

i) E um assunto em que o aluno do Ensino Médio pode ser motivado a refletir e
pensar sobre uma situacéo real, que teoricamente s6 poderia ser vista no Ensino
Superior;

i) As “ferramentas” matematicas que deverdo ser usadas para a resolugdo dos
problemas sdo todas trabalhadas por eles no Ensino Médio: Sistemas de
Equacdes e InequacBes Lineares, FuncOes, representacdo grafica no plano
cartesiano entre outras.

i) A possibilidade de utilizar recursos tecnoldgicos para o auxilio da resolugdo do
problema (A funcéo Solver, presente no programa Excel da Microsoft).

Com este tema, podemos também atender os objetivos basicos do PCN, de levar o
aluno a:

e Aplicar seus conhecimentos matematicos a situagdes diversas, utilizando-
0s na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas.

e Analisar e valorizar informacGes provenientes de diferentes fontes,
utilizando ferramentas matematicas para formar opinido prépria que lhe
permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das
outras areas de conhecimento e da atualidade.

e Utilizar com confianca procedimentos de resolucdo de problemas para
desenvolver a compreensdo dos conceitos matematicos.

E também a atender as seguintes competéncias e habilidades sugeridas no PCN:
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e Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem
simbdlica (equacdes, graficos, diagramas, férmulas, etc.) e vice-versa.

e Utilizar adequadamente os recursos tecnoldgicos como instrumentos de
producdo e de comunicacao.

e Procurar, selecionar e interpretar informacdes relativas ao problema.
e Selecionar estratégias de resolucdo de problemas.

e Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos,
esbocos, fatos conhecidos, relacGes e propriedades.

A proposta deste trabalho € escolher situagdes-problemas que envolvam problemas de
otimizacdo e procurar resolvé-los através do Método Grafico e do Método Simplex. No
ensino superior estes problemas sdo amplamente estudados na disciplina de Programacao
Linear (PL).

No capitulo 2, é apresentado o conceito de Programacdo Linear, suas principais
caracteristicas, sua importancia, os métodos de resolucdo, como o Método Gréafico e 0 Método
Simplex e o problema modelo que seré tratado no decorrer deste trabalho.

Ja no capitulo 3, como fundamentacdo tedrica, sdo apresentados alguns conceitos
tedricos de Matrizes, Sistemas Lineares e Inequacdes Lineares que serdo fundamentais ao
utilizarmos o Método Gréfico e o0 Método Simplex na resolucao dos problemas.

No capitulo 4, o problema sugerido na introducéo serd formulado segundo um modelo
de Programacédo Linear e resolvido pelos dois métodos propostos: 0 Método Gréafico e o
Método Simplex.

No capitulo 5, como muitos problemas de Programacdo Linear podem envolver um
nimero muito grande de variaveis tornando-os assim muito complexos para serem resolvidos,
é apresentada uma alternativa computacional utilizando a funcdo Solver presente no programa
Excel da Microsoft.

No capitulo 6, temos as consideracdes finais do trabalho realizado.

No apéndice € apresentada uma lista de problemas que foram selecionados de alguns
livros presentes na bibliografia como sugestéo para aplicacdo em sala de aula.
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2 PROGRAMACAO LINEAR

Quando se fala em Programacdo Linear, segundo Goldbarg (2000), o termo
programacao ja remete o leitor a pensar em algo computacional, um programa de computador.
Na realidade a expressdo programagao neste caso deve ser entendida como planejamento. E
claro que ndo se deve deixar de pensar que em muitos casos de Programacdo Linear a
utilizacdo do computador, da programacdo computacional, sera indispensavel uma vez que o
namero das variaveis de decisdo é enorme na prética.

Segundo Moreira (2011), “A Programagdo Linear ¢ um modelo matematico
desenvolvido para resolver determinados tipos de problemas onde as relacbes entre as
variaveis relevantes possam ser expressas por equagdes e inequagoes lineares”.

Um modelo de Programacdo Linear, em geral, tem as seguintes caracteristicas:

) Maximizar ou minimizar o resultado de alguma combinacdo de variaveis,
como o lucro na venda de dois ou mais produtos, ou o custo relacionado a sua
produgéo.

i) Existe certa necessidade de recursos, por exemplo, nimero de funcionérios,
horas de maquina ou matéria-prima.

iii) Estes recursos sdo limitados, ou seja, suas quantidades sdo restritas a certos
valores.

A utilizacdo dos sistemas de equacdes e inequacOes lineares em Programacao Linear
sdo de grande valia, pois, deve-se escrever uma expressao matematica que se quer maximizar
ou minimizar e o conjunto de restricdes (expressas por equacdes ou inequagdes matematicas)
que devem ser obedecidas ao mesmo tempo em que se maximiza ou minimiza seu problema.

Apds a modelagem do problema proposto, ou seja, escrever algebricamente a funcéo
objetivo e suas restricdes (em forma de equagdes ou inequacdes lineares) existe duas maneiras
interessantes de resolucdo deste problema a serem apresentadas aos alunos, que sdo o Método
Grafico e o Método Simplex.

O Método Gréfico consiste em representar as restri¢cdes escritas em forma de equagdes
e inequaces lineares geometricamente. No caso do ensino médio, problemas que envolvem
duas variaveis seriam os mais indicados, pois o0 aluno podera utilizar conhecimentos de
Funcdes do 1° grau e de Geometria Analitica nas construcBes de retas e semiplanos no plano
cartesiano.

Ap0s a construgdo grafica gera-se uma regido, que chamaremos de Zona Viavel, que
contém 0s pontos que respeitam simultaneamente as restricdes oferecidas e a partir desta
regido, pode-se localizar aquele ponto que resultard no valor 6timo procurado, quando existir,
é claro.
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O Método Simplex é um algoritmo que foi desenvolvido pelo matematico norte-
americano George Bernard Dantzig (1914 — 2005) na década de 40, considerado uma grande
referéncia na resolucdo de problemas de Programacao Linear.

Ao falar sobre este assunto € interessante contextualiza-lo e mostrar ao aluno que, por
exemplo, na Segunda Grande Guerra, grupos interdisciplinares estudavam a melhor forma de
se otimizar, de se conseguir um uso mais eficiente de seus radares, escoltas navais, canhdes
antiaéreos, alocacdes de materiais bélicos. Para isto, os estudos com equacles e inequacbes
lineares tiveram grande importancia.

2.1 Problema Modelo

A seguir, tem-se um pequeno exemplo de problema de Programacdo Linear
envolvendo maximizacao:

A Industria de Mdveis Kukamonga produz, entre outros artigos, dois tipos de
conjuntos de sofas: o modelo “Arcobaleno” ¢ o modelo “Gioia”. A Kukamonga esta
preparando sua programacdo semanal de producdo para os dois conjuntos. Embora ndo haja
restricbes quanto a demanda do modelo Arcobaleno (dentro das limitacbes de produgédo
atuais), para o0 modelo Gioia dificilmente a demanda semanal ultrapassara 9 unidades. A
fabricagdo dos dois modelos é dividida em dois grandes blocos de operages:

e Preparacdo: Corte da estrutura de madeira e preparacdo para montagem;
e Acabamento: Montagem e colocacdo do revestimento.

Em virtude dos outros produtos que fabrica a Kukamonga ndo podera utilizar mais de
39 horas para a Preparacdo e 91 horas para o Acabamento durante a semana. O modelo
Arcobaleno exige 2 horas para a preparacdo e 7 horas para o acabamento, enquanto que o
modelo Gioia, exige 3 horas para a preparagéo e 4 horas para o acabamento.

A Kukamonga deve decidir quantas unidades de cada modelo devem ser fabricadas,
levando em consideracdo que o modelo Arcobaleno fornece um lucro unitéario de R$ 4.000,00,
enquanto, para 0 modelo Gioia, o lucro unitario é de R$ 5.000,00.

Como foi dito no inicio, este € um modelo de problema de Programagéo Linear, cuja
resolucéo sera feita nos proximos capitulos.

A seguir vamos apresentar alguns conceitos tedricos de Matrizes, Sistemas Lineares e

InequacOes Lineares e posteriormente resolver o problema da empresa Kukamonga utilizando
0 Método Gréafico e 0 Método Simplex.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 Matrizes

Matrizes sao tabelas formadas por linhas e colunas e que em cada posi¢édo originada
pela intersecgdo destas linhas e colunas contém um elemento.

Considerando que a matriz tenha m linhas e n colunas, onde m,neN"pode-se
representa-la da seguinte maneira:

Q; 8, a3 ... &,
a'21 a'22 a‘23 a‘2n

A= 8y 8p Ay ... Ay ou A:(aij)mxn

ml m2 m3 e mn

Onde:

= A éo0nome da matriz (que sera sempre uma letra maiuscula).

" a1, a12, @21,... mn SAO0 aS Posicdes da matriz e que podemos generaliza-las da
seguinte maneira: a;jj, ondei=12,..., mej=12,..,n.

= mxn é a ordem da matriz, onde m é o nimero de linhas e n é o nimero de
colunas.

= Denota-se por M, (R)={A/ A ématrizde ordem mxn}o conjunto de
todas as matrizes mxn com entradas reais.

Além dos parénteses, a matriz pode ser representada por colchetes e, menos
usualmente, por dois segmentos paralelos, como nos exemplos a seguir.

5 9
B= C-=
3

3.1.1 Igualdade de matrizes

3 10 6

—1%0

Sejam duas matrizes A= (;),,, € B=(b;)
se e somente se: m =p, n=(qe a; = bj;

Exemplo: (l 3] = [ 30° \/Q_J

2 4 log100 27

oxq - E18S sdo ditas iguais, ou seja, A = B,
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3.1.2 Tipos de matrizes
As matrizes, dependendo de sua estrutura e dos elementos que fazem parte dela,

podem ser classificadas por termos particulares:

i) Matriz Quadrada: Uma matriz é chamada quadrada quando possuir o nimero de
linhas igual ao nimero de colunas, ou seja, Anxn Sera quadrada

quando m =n.
1 7 4
5 9
Exemplos: 0 -4
5 -1 1

Vale ressaltar que nas matrizes quadradas em especial, existem as diagonais
principal e secundaria. Os elementos aj; para os quais i = j compdem a diagonal principal da
matriz Anxn , € 0S elementos a;j para 0s quais i +j = n + 1 compdem a diagonal secundaria da
matriz Anxn

Diagonal Secundaria Diagonal Principal
(i+j=n+1) (i=))

ii) Matriz Retangular: Uma matriz € chamada retangular quando o ndmero de
linhas for diferente do numero de colunas, ou seja, Amxn
sera retangular quando m # n.

3 0
-2 19 -2
_ C= D=
Exemplos: 13 7 0 9 §5
-1
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iii) Matriz Linha: Uma matriz é chamada matriz linha quando possuir apenas uma
linha, ou seja, Amxn Seré linha quando m = 1.

Exemplo: E=(0 1 9)

iv) Matriz Coluna: Uma matriz é chamada matriz coluna quando possuir apenas uma
coluna, ou seja, Amxn Sera coluna quando n=1.

Exemplo: F=

= 01~ ©

v) Matriz Nula: Uma matriz é chamada nula quando todos os elementos forem iguais a
zero, ou seja, Amxn Sera nula quando a;; = 0 para todo i, j.

00
Exemplo: 0=
o o)

vi) Matriz Oposta: Uma matriz é chamada oposta de outra matriz quando todos 0s
elementos de uma matriz forem opostos aos seus elementos
correspondentes da outra matriz.

-2 1 9 2 -1 -9
Exemplo: C= -C=
13 7 0 -13 -7 0

vii) Matriz Transposta: Uma matriz é chamada transposta de outra matriz quando 0s
elementos de cada linha de uma matriz passam a ser 0S
elementos de cada coluna da outra matriz. Assim, se uma
matriz C é do tipo mxn, na transposta C' sera do tipo nxm.

-2 13
-2 19 .
Exemplo: C= C=1 7
13 7 0
9 0

viii) Matriz Diagonal: Uma matriz quadrada é chamada de Matriz Diagonal, quando
todos os elementos que ndo fazem parte da diagonal principal
sdo iguais a zero, ou seja, Anxn Sera Matriz Diagonal quando
ajj= 0 para todo 1 #J.
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1 0 O

5 0
Exemplos: A= B=|0 10 O
0 0 -1

lsei=j
Osei#j

seja, € uma matriz diagonal onde todos os elementos da diagonal
principal sdo iguais a 1.

ix) Matriz ldentidade: Uma matriz € chamada Identidade quando a; ={

10 100
Exemplos: IZ:(O J l,=(0 1 O
0 01

X) Matriz Triangular: Matrizes triangulares podem ser classificadas como superior ou
inferior. Uma Matriz Triangular Superior é aquela que possui
todos os elementos abaixo da diagonal principal iguais a zero,
ou seja, &= 0 para todo i > j. Ja uma Matriz Triangular Inferior
é aquela que possui todos os elementos acima da diagonal
principal iguais a zero, ou seja, a;;= 0 para todo i <]j.

5 -7 1 5 00
Exemplos: A=10 1 4 B=14 10
0 0 3 -1 9 3

Matriz Triangular Superior Matriz Triangular Inferior

xi) Matriz Simétrica: Uma matriz é chamada de simétrica quando é igual a sua matriz
transposta, A=A", ou seja, é toda matriz quadrada em que a;; = a;.

I 1 7 4
Exemplos: G= (9 4} H=|7 10 -1
4 -1 9

3.1.3 Operacgdes com matrizes

3.1.3.1 Adicao

Sejam duas matrizes A=(a e B=(b;),,- A matrizC = A + B s existira se

ij )mxn pxq *

m=pen=qemais, Cj= a;+ bj.

Exemplo: [1 _3}{7 1}(8 _2]
2 4 -9 2 -7 6
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3.1.3.1.1 Propriedades da adigdo de matrizes
Sejam as matrizes A e B de ordem mxn. Tem-se que vale as propriedades:
i) Comutativa: A+B=B+ A
ii) Associativa: A+ (B+C)=(A+B)+C

iii) Elemento Neutro: A + O = A, onde O é a matriz nula
iv) Elemento Oposto: A+ (—A)=0

3.1.3.2 Multiplicagdo de uma matriz por um escalar

Sejaamatriz A=(g;),,, ¢ kR, tem-se que a matriz K.A= (k.a;),,

-1 2 -5 10
Exemplo: Se A=| 6 -7/, entio 5A=|30 -35
3 0 15 0

3.1.3.2.1 Propriedades da multiplicacdo de uma matriz por um escalar

Sejam as matrizes A e B de ordem mxn e 0s nimeros reais a € . Tem-se que vale as
propriedades:

i) (ap)A = a(pA)

i) (a+p)A = aA + BA
i) a(A+B) = aA + aB
iv) IA=A

3.1.3.3 Multiplicagdo de matrizes

Sejam duas matrizes A=(a. e B=(b)

ij /mxn

oq- A matriz C = AB s0 existira se

n = p, sua ordem sera igual a mxg e mais, c;j; € obtido por meio da soma dos produtos dos
elementos correspondentes da i-ésima linha de A pelos elementos da j-ésima coluna de B.

Exemplos:

a) A(aij)zxz-B(b.j)zxzz[aﬂ aﬂ}(bll ble:(all'bll-’_aiZ'bZl a11-b12+a12-b22J

21 22 b2l b22 a'21'bll + a22 'bZl a21'blZ + a22 'bZZ

2 3
b) 12 3)| o _;|_(12+20+3(-D) 13+2(-1)+35)_(-1 16
32 1) (32+420+1.(-1) 33+2.(-1)+15) (5 12
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3.1.3.3.1 Propriedades da multiplicagdo de matrizes

Sejam as matrizes A, B e C e verificadas as condi¢des de existéncia para a
multiplicacdo de matrizes, tem-se que valem as propriedades:

i) Associativa: (A.B).C = A.(B.C)
ii) Distributiva em relagdo a adi¢cdo: A.(B+C)=AB+A.C
(A+B).C=AC+B.C
iii) Elemento neutro: A.l, = I,.A = A, onde I, é a matriz identidade de ordem ne A
uma matriz quadrada, também de ordem n.

A propriedade comutativa, na maior parte das vezes, nao é valida para a multiplicacéo
de matrizes. Por exemplo, se considerarmos as matrizes A,,, e B,,;, temos que (AB),,; e

(BA),,,, portanto, AB = BA. Mesmo que as matrizes A e B tenham a mesma ordem e que

satisfacam as condicGes de existéncia para a multiplicacdo de matrizes, que neste caso
deveriam ser matrizes quadradas de ordem n, a propriedade comutativa ndo é necessariamente
valida como temos no exemplo a seguir.

. . 3 5 1 2 18 26
Exemplo: Sejam as matrizes A= e B= . Temos que AB= e
-2 1 3 4 1 0

BA:[_l 7j,logo AB = BA.
1 19

O anulamento do produto também néo vale, ou seja, se O € uma matriz nula, A.B =0
ndo implica, necessariamente, que A=0 ou B = 0.

. . 3 0 00 00
Exemplo: Sejam as matrizes A= e B= . Temos que AB = .
-2 0 3 4 00

3.1.3.3.2 Matriz Inversa e Matriz Ortogonal

Seja a matriz A de ordem n. Ela admitira uma matriz, chamada inversa e denotada por
A, se o produto entre elas resultar na matriz identidade, ou seja:

AAT=1 =ALA

. _ 35 . . . (2 -5} .
Exemplo: Sejaamatriz A= L o . A sua matriz inversa serd A™* = L 3 , pois,

H AN EE R R P
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Uma matriz quadrada de ordem n, inversivel, € ortogonal, quando a sua inversa é igual
a sua transposta, ou seja:

-1 t
A=A
1.\ 10\
. |2 2 |4 a2 2 A
Exemplo: A matriz A= é ortogonal, pois, A™ = =A
NER ERNERN
2 2 2

3.2 Sistemas de Equacdes Lineares

3.2.1 Equagdes lineares

Uma equacao linear de n incognitas sobre R é uma equacédo da forma:

aX, +aX, +aX, +...+a X ,+ax =b
Onde:
ay, ay, as,..., an.1, an € R sdo chamados coeficientes.
b € R é o termo independente.
X1, X2, X3,..., Xn-1, Xn S0 chamados incdgnitas, ou variaveis.

3.2.1.1 Solucdo de uma equacéo linear

Uma solugdo de uma equagdo a X +a,X,+aX, +..+a, ,X ,+a X =b é uma
sequéncia ordenada de numeros reais (fB,/f,, BBy fB,) Para o qual a sentenca
apf+a,p,+a,6,+..+a,,0, ,+a,0, =b everdadeira.

Exemplos: a) x3+2x;=10 Solugdes - (6,2); (8,1); (0,5) ...
b) 2x+y-z=5 Solugdes - (3,0,1); (1,7,4) ..
3.2.1.2 Equagéo linear homogénea

Uma equacédo linear é chamada homogénea quando o termo independente é igual a
zero, ou seja, b = 0.

Exemplos : a)3x+6y=0 b) 6w -9t+7p=0
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Em uma equacéo linear homogénea ax +a,X, +aX, +...+a, X, ,+a X =0, dentre

as varias solucbes que ela pode admitir, a trivial € uma delas, onde todos os elementos que
constituem o conjunto ordenado s&o iguais a zero.

3.2.2 Sistemas de equac0es lineares

Um sistema de equacdes lineares é um conjunto de duas ou mais equagdes lineares que
devem ser consideradas simultaneamente.

X ta,X, + 85X ..+ 8, X, :b1

Ay X, 8 Xy + 8y Xy +...+ 8, X, =D,

2nn

a. X +a X, +a X +...+a, X =b

A sequéncia ordenada de numeros reais (4,5, G- B4, 5,)€ uma solucéo do
sistema se for solucdo de todas as equacdes do sistema.

3.2.2.1 Sistemas lineares equivalentes

Dois sistemas lineares, S1 e S2 sdo chamados equivalentes se possuem 0 mesmo
conjunto solucdo.

X+Yy=10 2 =18
Exemplo: (Sl){ J e (Sz){ y

X—y=06 X—-3y=2

(S1) e (S2) sdo equivalentes, pois tém 0 mesmo conjunto solucdo S={(8,2)}

3.2.2.2 Matrizes associadas a um sistema linear

Considere o sistema linear:
A X, +a,X, tapX; +..+a, X, = b1
Ay X + 8y X, + 8y Xy +...+ 8, X, =D,

(5) : : : : ”

., X +a,X, +a X +...+a, X =b
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Nele, podem-se destacar duas matrizes importantes, a Matriz Ampliada (ou completa)
e a Matriz dos Coeficientes (ou incompleta)

Chama-se Matriz Ampliada ou Completa de S a seguinte matriz:

& &, & o, b
Ay Ay By Ay, ih

0

a a a

ml m2 m3 mn | Mm

Chama-se Matriz dos Coeficientes ou Incompleta de S a seguinte matriz:

a, 4, &3 - &,

Ay Ay Ay o Gy,

a a

ml m2 m3 mn

3X, —7X, +2%, =10

Exemplo: Para o sistema 1% +13X, +X; =—=5 temos que:

5X, +9%, =6
3 -7 2 10
13 1 =5 | E sua Matriz Ampliada ou Completa.
5 0 9.6
3 -7 2
1 13 1| E suaMatriz dos Coeficientes ou Incompleta.
5 0 9

3.2.2.3 Classificagdo de um sistema linear

Quanto ao numero de solugbes, um sistema linear pode receber as seguintes
classificages:
= Sistema Possivel
= Sistema Impossivel

Um sistema linear € classificado como Possivel quando possui solucdo. Agora, caso
ndo tenha solugdo ele passa a ser classificado de Impossivel.

26



Um sistema Possivel pode ser chamado como Determinado quando apresenta uma
unica solucgdo e de Indeterminado quando apresenta varias solugdes.

A figura 3.1 resume as possiveis classificagdes de um sistema linear quanto ao nimero
de solucdes:

DETERMINADO

ﬂ (HA APENAS UMA SOLUCAO)

POSSIVEL

2 N

SISTEMA INDETERMINADO

% {HA VARIAS SOLUCOES)

IMPOSSIVEL

(NAD HA SOLUCOES)

Figura 3.1 — Classificacéo de um sistema linear quanto ao nimero de soluges

3.2.3 Meétodos de resolucdo de sistemas de equacdes lineares

Para obter o conjunto solucdo de um sistema linear existem varios métodos de
resolu¢cdo como o método da substituicdo, a Regra de Cramer, 0 método do escalonamento
(método de Gauss), 0 método de Gauss-Jordan, entre outros. O presente trabalho farad
referéncia ao método do escalonamento e ao método de Gauss-Jordan.

3.2.3.1 Método do escalonamento (ou Método de Gauss)

Este método consiste em reescrever o sistema dado em outro, equivalente a ele, sé que
de uma forma que se consiga transformar a matriz dos coeficientes numa matriz triangular
superior, pois assim a resolucdo do sistema fica imediata.

Sabe-se que duas matrizes séo equivalentes quando uma pode ser obtida da outra por
meio de certo nUmero de operacdes elementares sobre as linhas da matriz.

Como ja foi exposto, um sistema linear de equacbes pode ser expresso em forma
matricial (Matriz Ampliada). Se 0 método do escalonamento consiste em obter um sistema
equivalente, dizemos que a matriz ampliada deste novo sistema também é equivalente a
matriz ampliada original.
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Para a aplicacdo deste método, emprega-se uma série de operacOes elementares sobre
as equacdes do sistema. Estas operagdes elementares sdo as seguintes:

a) Multiplicar uma linha (equacgéo) por um escalar ndo nulo k (Li — kLi)
b) Adicionar uma linha (equacao) a outra (L, — L, +L;)

c) Permutar duas linhas (equagdes) (L, <> L;)
d) Substituir a i-ésima linha por k vezes a j-ésima linha mais a i-ésima linha

(L > L +kL)

Concluimos entdo que as matrizes ampliadas associadas a sistemas equivalentes sdo
matrizes equivalentes. Portanto, ao aplicar o método do escalonamento, para facilitar o
procedimento, sera trabalhada apenas a matriz ampliada.

3.2.3.1.1 Aplicagdo do metodo do escalonamento

Abaixo segue um exemplo de resolugdo de um sistema 3x3 (trés equacgdes e trés

incognitas)
X, + X, + Xy =—2 1 1 1i-=2
2X1 +4X2 +5X3 =8 = 2 4 5 8 | (Matriz Ampliada)
—X, +9X, +8%, =50 -1 9 850

Perceba que foi colocada uma linha tracejada separando a matriz dos coeficientes e o
termo independente para didaticamente ficar menos confuso para o aluno.

O objetivo é, através das operacOes elementares ja citadas, transformar a matriz
ampliada original em outra de tal forma que a matriz dos coeficientes passe a ser uma matriz
triangular superior.

1.2 L, > (-2)L, +L 111,
| 10 2 3:112| Lo (5L, +L,
19 gis0) =2hth 0 10 948
11 1712 X +X+X=—2 — Xx=—7
—>|0 2 3:12| = 2%, +3%, =12 — x,=3 =S ={(-7,3,2)}
0 0 —6;12 —6X, =—12 —> X, =2
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3.2.3.1.2 Classificacdo de um sistema linear - Escalonamento

Para poder classificar um sistema linear apos a aplicacdo do método do escalonamento

basta verificar o seguinte:

= Sistema Possivel e Determinado: Ocorre quando se consegue determinar os valores de
todas as variaveis. Geralmente se acha a Ultima variavel na ultima linha, depois, na
linha acima, com a Ultima varidvel se determina a penultima varidvel, e assim
sucessivamente.

= Sistema Possivel e Indeterminado: Ocorre quando os elementos da Gltima linha da
matriz ampliada s&o iguais a zero.

= Sistema Impossivel: Ocorre quando os elementos da Gltima linha da matriz dos
coeficientes (a esquerda da linha pontilhada) sdo iguais a zero e o valor do elemento
que corresponde ao termo independente (a direita da linha pontilhada) é diferente de
zero.

Exemplos:
X+2y+3z=1 1 2 311) Lou+, (1 2
a){2x+5y+82=3 = |2 5 8 i3>t g 4 L (2l |
0 2

AN W
N P

5X+12y+19z =7 5 12 19:7

X+2y+3z=1
y+2z=1— Sistema Possivel e Indeterminado
0=0
2Xx—y+z=-1 (2 -1 1 -1 1 1 -1i4
: : L—>(-2)L+L,
b){x+y-z=4 =|1 1 -1:4 |—52252 -1 1 -1—=Cs,
4x+y-z=10 (4 1 -1:10 4 1 -1:10
1 1 -114 1 1 -1i4 X +y—z=4

—[0 -3 3 :i-9| L2Mib 10 3 3 i-9|=4 —3y+32=-9—> Sistemalmpossivel

0 3 3.-6 0 0 03 0=3
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3.2.3.2 Método de Gauss-Jordan

Enquanto o método do escalonamento (ou método de Gauss) consiste em transformar
a matriz dos coeficientes numa matriz triangular superior, 0 método de Gauss-Jordan consiste
na transformacdo da matriz dos coeficientes em matriz diagonal com todos os coeficientes da
diagonal principal iguais a um, que é equivalente a matriz identidade. Esta transformacéo é
obtida através da aplicacdo sucessiva de operacdes elementares sobre linhas (ou sobre
colunas), buscando a eliminagdo seletiva dos elementos ndo nulos externos a diagonal
principal.

3.2.3.2.1 Aplicacdo do método de Gauss-Jordan

Vamos utilizar o mesmo exemplo do item 2.2.3.1.1.

X, + X, + Xy =—2 1 1 1i-=2
2X1 +4X2 +5X3 =8 = 2 4 5 8 | (Matriz Ampliada)
—X, +9X, +8%, =50 -1 9 850

O objetivo é, através das operacbes elementares ja citadas, transformar a matriz
ampliada original em outra de tal forma que a matriz dos coeficientes passe a ser uma matriz
diagonal cujos elementos sejam iguais a um.

Na primeira coluna da matriz ampliada deveremos fazer o elemento a;; = 1 que sera
chamado de “Piv0” e os demais elementos iguais a zero. Neste caso ajp; ja vale um, (porém, se
ndo fosse, bastaria multiplicar a equacdo toda pelo seu inverso, exceto no caso que ele valha
zero, onde bastaria permutar esta equacdo por outra que ndo seja nula nesta posicédo), entéo,
através de operacdes elementares vamos “zerar” os demais elementos desta coluna:

Pivo
@D 1 11-2 1 1 11-=2
| L, > (-2)L, +L |
2 4 5:8 2()"12023512
; + ;
19 giso) =2hth 0 10 9 48

O préximo passo &, na nova matriz ampliada, fazer o elemento a,; = 1 (novo Piv0) e
os demais elementos da segunda coluna iguais a zero.
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Pivo

11 1i-2 ) Lo 2_2
0 2 3:i12 LZ—{EjLzo@E:ﬁ
010 9:148) =™ |0 10 948
1]

1 1 1;-2 10_5;_8
~L, + |

0 1 3ig| 7 ODLrh g, 30
2 L, —» (-10)L, + L, :

0 10 9 48 00 —6-12

Agora o passo é fazer o elemento azs = 1 e 0s demais elementos da terceira coluna
iguais a zero.

10 -1 g 10 -Lig
2 2!
3 1 3
01 —: 6 A 01 —- .6
2 . (GJLS 2
00 —6i-12 00 @2
. Pivo
10 -2 -8

32: Lle(%jLa+Ll 10 0i-7

01 =:6 010:3
2 H
1

5 Lza(—gjLS+L2 00 1}2

10 0i-7 X, =7 > x=-7
010:3] = x, =3 —x=3=5={(-7,32)}
00 1;2 X, =2 > X =2

A vantagem de se utilizar este método, € que no término do processo, a identificagcao
dos valores das variéveis é imediata.
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Com a préatica, percebe-se que ndo ha a obrigatoriedade de que a matriz dos
coeficientes no final do processo seja necessariamente a matriz identidade. Basta que em cada
coluna, tendo um elemento igual a 1 e os demais iguais a 0, chega-se imediatamente aos
valores das variaveis.

Por exemplo, vamos supor que um determinado sistema linear apos todas as etapas do
processo resulte na seguinte matriz ampliada:

o +— O
O O
o O -
~ o ©

Pode-se concluir diretamente que X3 =9, X; =5 e X, = 4, pois:

0019 X, =9 — X, =9
1005 = 3x =5 — x,=5=5={(5.4.9)}
0 10:4 X, =4 > x,=4

3.2.4 Solucgdes de sistemas lineares: Interpretacdo Gréfica.

Neste topico serdo examinados sistemas de equacdes lineares e suas solugdes sob o
ponto de vista grafico. Para isso a analise sera realizada para sistemas de duas equacdes e duas
incognitas que sdo 0s mais comuns aos estudantes do ensino médio e conhecidos como
sistemas 2x2.

Uma equacao linear com duas incognitas gera no plano cartesiano uma reta. Num
sistema de equagdes lineares 2x2, tem-se duas retas no plano. Algebricamente este sistema
podera ter uma solucdo (sistema possivel e determinado), nenhuma solugdo (sistema
impossivel) ou infinitas solugbes (sistema possivel e indeterminado), conforme ja visto no
item 2.2.3. Geometricamente tem-se que um sistema:

= Possivel e Determinado: representa duas retas concorrentes.
= Possivel e Indeterminado: representa duas retas coincidentes.
= Impossivel: representa duas retas paralelas.

A seguir tém-se alguns exemplos:

=10
2 X+Yy
2X—-y=8

E um sistema possivel e determinado cujo conjunto solugéo é igual S = {(6,4)}
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Graficamente:

y
x+y=10
10
X1y
0 | 10
10| 0
> X
10
Figura 3.2 —Reta x+y =10
Yy 4
2x—y=8 /
4 > X
X1y
0]-8
410
-8
Figura 3.3 —Reta 2x—y =8
AY
X+y=10
{ y 10
2X—y =8
> X

-8

Figura 3.4 — Interseccdo das retas x+y =10 e 2x—y =8

A interseccdo das duas retas gera o ponto (6,4).
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Xx+y=10
b)
X+y=4

E um sistema impossivel cujo conjunto solugéo é vazio.

Graficamente:

y 4
X+y=10
10
X1y
0 |10
10| 0
> X
10
Figura 3.5 —Reta x+Yy =10
X+y=4
¥
X\|y
04
410
4
> X
4
Figura 3.6 —Reta x+y=4
AY
X+y=10
{ y 10
X+y=4
4
> X
4 10

Figura3.7—Retas x+y=10e x+y=4

Como as retas ndo tém pontos em comum, elas sdo paralelas.

34



X+y=10
c)
2X+2y=20

E um sistema possivel e indeterminado ja que uma equagéo é o dobro da outra.

Graficamente:

y A
X+y=10

e 10
2x+2y=20

X1y
0 |10
10| O

v

10 X

Figura 3.8 —Retas x+y=10e 2x+2y =20

As retas sdo coincidentes.

3.3 Inequacdes Lineares

3.3.1 Definicéo

Sabemos que uma equacao linear de n incognitas sobre R é uma equacédo da forma:
axX +a,X, +aX +...+a, X, +a X, =b

Onde:

ai, a, as,..., an.1, A, <€ R sdo chamados coeficientes.
b € R é o termo independente.
X1, X2, X3,..., Xn-1, Xn S0 Chamados incdgnitas, ou variaveis.

Porém, se no lugar do simbolo de igual =, for colocado os simbolos >, <, >, ou < a
expressao deixa de ser uma equacao e passa ser um a inequacao linear.

As inequagdes lineares mais trabalhadas no ensino fundamental e médio séo do tipo:

ax >b, ax <b, ax >b ou ax <b

Onde a;€ R é o coeficiente, b € R é o termo independente e x; é a incdgnita, ou
variavel.
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Para um melhor aproveitamento deste trabalho, é interessante relembrar o
comportamento grafico das inequagdes lineares com duas variaveis.
3.3.2 Representacao grafica

A seguir tém-se alguns exemplos:

Seja a inequagdo x+ y >10. E facil perceber, fazendo testes, que existem muitos pares

ordenados que conseguem satisfazer esta expressdo, mas qual seria a representacdo grafica
desta situacéo?

Primeiramente considere a equagdo x+Yy=10. Sabemos que o grafico que a
representa é a seguinte reta:

x+y=10 AY
X1y

0 |10

10| O 10

10

Figura3.9 —Reta x+y=10

Vemos que esta reta divide o plano cartesiano em dois semiplanos. Fazendo uma
simples verificacdo, 0s pontos que pertencem a reta ao serem substituidos fazem a expressao
resultar em 10 satisfazendo assim a equacdo, 0s que estdo acima da reta resultam em valores
maiores que 10 e consequentemente 0s pontos que estdo abaixo da reta resultam em valores
menores que 10. Portanto, no caso da inequagdo x+ Yy >10 temos o seguinte semiplano:

Figura 3.10 — Semiplano x+y >10
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Da mesma forma a inequacdo 2x—y < 8gerara o seguinte semiplano:

Figura 3.11 — Semiplano 2x—y <8

Vale ressaltar que quando a inequacao apresenta os simbolos > ou < ao invés de > ou
<, a inica diferenga € que 0s pontos que pertencem & reta ndo poderdo participar do semiplano
gerado, devendo-se entdo tracar uma reta tracejada no lugar da reta continua.

3.3.3 Sistema de inequacdes lineares — Representacdo grafica

Um sistema de inequacGes lineares é um conjunto de inequacfes cujo objetivo é
encontrar o conjunto de todos os pontos que satisfacam simultaneamente as inequacfes
apresentadas.

Graficamente, em se tratando de inequacdes com duas variaveis, o conjunto solucao
do sistema é a regido gerada pela interseccdo dos semiplanos determinados por cada
inequacéo.

Por exemplo, considere o sistema a seguir:
x—y<1

X+y<5
y>0
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Esbocando o gréfico de cada inequacdo separadamente temos:

Xx—-y<1

Figura 3.12 — Semiplano x—y <1

X+y<5

Figura 3.13 — Semiplano x+y <5
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v
1

Figura 3.14 — Semiplano y >0

Esbogando os trés semiplanos no mesmo plano cartesiano temos:

Figura 3.15 — Solucdo gréfica do sistema de inequaces

A regido delimitada pelo triangulo ABC, que representa a interseccdo dos trés
semiplanos, é a que corresponde aos pontos que satisfazem as trés inequacGes

simultaneamente.
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4 RESOLVENDO UM PROBLEMA DE OTIMIZACAO

4.1 Formulacao de Modelos do Problema.
Antes de qualquer coisa, precisamos conhecer algumas defini¢fes importantes:

e Parametros: S&o as variaveis fora de controle do analista, valores que ja
estdo fixados.

e Variaveis de decisdo: Sao aquelas cujo valor se quer conhecer.

e Funcdo Objetivo: E uma expressdo matematica onde cada variavel de deciséo
¢ ponderada por algum parametro e que serd otimizada
(maximizada ou minimizada).

Basicamente para se resolver um problema tipico de otimizacao devem ser levantados:

a) Uma expressdo matematica, a Funcdo Objetivo, que se quer maximizar ou
minimizar;

b) Um conjunto de restricdes, expressas por equacdes ou inequacdes matematicas,
que deverdo ser obedecidas simultaneamente em que se maximiza ou minimiza a
Funcdo Objetivo.

Vamos relembrar o problema proposto no capitulo anterior:

A Industria de Moveis Kukamonga produz, entre outros artigos, dois tipos de
conjuntos de sofds: o modelo “Arcobaleno” e o modelo “Gioia”. A Kukamonga esta
preparando sua programacdo semanal de producdo para os dois conjuntos. Embora ndo haja
restricdes quanto a demanda do modelo Arcobaleno (dentro das limitagbes de producéo
atuais), para o modelo Gioia dificilmente a demanda semanal ultrapassara 9 unidades. A
fabricacéo dos dois modelos ¢ dividida em dois grandes blocos de operagdes:

e Preparacdo: Corte da estrutura de madeira e preparacdo para montagem;
e Acabamento: Montagem e colocacao do revestimento.

Em virtude dos outros produtos que fabrica a Kukamonga ndo podera utilizar mais de
39 horas para a Preparacdo e 91 horas para o Acabamento durante a semana. O modelo
Arcobaleno exige 2 horas para a preparagdo e 7 horas para o acabamento, enquanto que o
modelo Gioia, exige 3 horas para a preparagéo e 4 horas para o acabamento.

A Kukamonga deve decidir quantas unidades de cada modelo devem ser fabricadas,

levando em consideracdo que o modelo Arcobaleno fornece um lucro unitario de R$ 4.000,00,
enquanto, para o modelo Gioia, o lucro unitério é de R$ 5.000,00.
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Para um melhor entendimento do problema proposto, vamos destacar os dados
apresentados na seguinte tabela:

[ Problema Proposto: ]

/ Arcobaleno Gioia \
Demanda Semanal: Nao ha Nao ultrapassa 9 unid.
Horas Preparacao: 2 horas 3 horas

Total maximo 39 horas

Horas Acabamento: 7 horas 4 horas

Total maximo 91 horas

Lucro Unitario R$ 4.000,00 R$ 5.000,00

2

_/

Tabela 4.1 — Tabela com os dados apresentados no problema

Para a formulagdo deste problema primeiramente devemos determinar a Funcao
Objetivo. E bom lembrar que se procura descobrir quantas unidades de cada modelo de sofa
deverdo ser produzidas a fim de maximizar o lucro.

Vamos chamar de x a quantidade de sofas do modelo Arcobaleno e y a quantidade de

sofds do modelo Gioia. Como cada um fornece um lucro unitario de R$ 4.000,00 e R$
5.000,00 respectivamente temos a seguinte funcéo objetivo:

Z =4.000x+5.000y

Agora vamos escrever as restrigoes:

i) Horas de Preparagéo: O modelo Arcobaleno exige 2 horas e o Gioia exige 3 horas,
logo o total de horas de preparagéo é dado pela expresséo:

2X+3y

Porém, a Kukamonga nao podera utilizar mais de 39 horas para a Preparacéo, ent&o:

2X+3y <39
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i) Horas de Acabamento: O modelo Arcobaleno exige 7 horas para o acabamento,

enquanto que o modelo Gioia, exige 4 horas, logo o total de horas de acabamento
é dado pela expresséo:

X+4y
Porém, a Kukamonga nao podera utilizar mais de 91 horas para o0 Acabamento, ent&o:
Xx+4y <91

iii) Demanda méxima: Para o modelo Gioia dificilmente a demanda semanal
ultrapassara 9 unidades, logo:

y<9

iv) Condigdes de ndo negatividade: As varidveis de decisdo s6 podem assumir valores
positivos ou nulos, ou seja:

x>0 e y>0

Portanto, o problema da Industria de Mdveis Kukamonga, formulado completamente,
segundo um modelo de Programacao Linear, é o seguinte:

Maximizar: Z = 4.000x +5.000y
2Xx+3y <39 (1)
7x+4y<91 (2)

Restrigbes:qy <9 (3)
x>0 (4)
y>0 (5)

4.2 Resolucéo Grafica.

Uma maneira interessante de ser apresentada aos alunos a solucdo deste problema,
principalmente quando séo envolvidas duas variaveis como em nosso caso, as quantidades x
(do conjunto de sofés Arcobaleno) e y (do conjunto Gioia), é a representacdo gréafica, onde
podemos representar as inequacdes obtidas na formulacdo do problema no plano cartesiano
XY.

A seguir temos as representacdes graficas das restricbes do problema:
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i) 2x+3y <39 (1

| Ndmero de Conjuntos Gioia (y)

D% 7% %4 324 Joo1- 234 5.6 7-8 610 1 1218 44-15 16-17- 18 -19. D 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
1

T T T T Nimero de Conjuntos Arcobaleno (x)

Figura 4.1 — Plano Viavel (1) 2x+3y <39

O Plano Viavel ¢ a regido de pontos que satisfazem a inequacao.

i) 7Xx+4y <91 (2)

Numero de Conjuntos Gioia (y)

PLANO VIAVEL g
(@) g

28 -26 -24 -22 -20 -18 -16 -14 12 -10 -8 6 -4 -2 40 2 4 6 B 10 12 W4 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

Nimero de Conjuntos Arcobaleno (x)

Figura4.2 — Plano Viavel (2) 7x+4y <91



i) y<9 (3)

174 Ntmero de Conjuntos Gioia (y)

i PLANO VIAVEL
] (3)

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 A o 1 2 3 4 & (] 7 8 @ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Numero de Conjuntos Arcobaleno (x)

Figura 4.3 — Plano Viavel (3) y<9

iv) x>0 (4)

Nyfmero eColel v)

Figura 4.4 — Plano Viavel (4) x>0
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v) y=0 (5

121 Niimero de Conjuntos Gioia (y)

re
o PLANO VIAVEL
: (%)
4
3
1
o
v T v v v v v v v v v i v v v v ) " v v v v ) i v
-1 o 1 2 3 4 5 & 7 8 a 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 21 22 23 24

Ntimero de Conjuntos Arcobaleno (x)

Figura 4.5 — Plano Viavel (5) y>0

Representando todas as inequacdes num mesmo plano cartesiano é gerada uma regiao
gue chamaremos de Zona Viavel, que corresponde a regido em que todos seus pontos
respeitam simultaneamente as inequacdes apresentadas (é a intersec¢do de todos os Planos
Viaveis obtidos).

22 Numero de Conjuntos Giola (y)

2x+3y <39

124
114
B C

ZONA
VIAVEL

-14-13-12-11-10-9 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1, |

1 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37

Numero de Conjuntos Arcobaleno (x)

Figura 4.6 — Zona Viavel
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Graficamente o aluno pode enxergar onde estdo as coordendas dos possiveis pontos
que satisfazem o sistema montado inicialmente. O desafio agora € procurar 0 ponto que
consiga maximizar o resultado procurado.

Perceba que apenas uma das equacOes apresentadas no modelo nédo foi utilizada no
grafico, a fungdo objetivo Z = 4000x + 5000y.

Queremos maximizar o lucro da empresa Kukamonga, porém, o primeiro grafico da
reta gerada pela funcéo objetivo que podemos esbocar é aquele em que o lucro € igual a zero.
Temos a seguinte equacao:

Z = 4000x + 5000y
0 = 4000x + 5000y
4000

—X
5000
y =—-0,8X

244 Numero de Conjuntos Gloia (y)

N

ZONA
VIAVEL

’
b

A E

-17-16-15-14-13-12-11-10-9 -8B -7 -6 -5 -4 -3 -2 -

PIE- I RN
PR S S R S

Figura 4.7 — Zona Viavel com a primeira representacédo da funcéo objetivo
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Com base nesta reta, vemos que qualquer outra reta paralela construida acima desta,
interceptard a Zona Viavel, isto quer dizer que todos 0s pontos pertencentes ao segmento
gerado por esta intersecgéo resultam num mesmo lucro.

A equacdo reduzida da funcdo objetivo é a seguinte:

Z =4000x+5000y
Z —4000x = 5000y
4000 Z

- X+
5000 5000

y=-0,8x+ L
5000

Quando Z = 0 a equacéo obtida passa pela origem do sistema e foi retratada no grafico
anterior.

E interessante aproveitar este momento para que o aluno perceba que conforme a reta
vai se distanciando da origem, em sua equacdo, o coeficiente angular se mantém o mesmo
(0,8 em nosso exemplo), e o0 que vai mudando é o coeficiente linear.

Aretay =-0,8x + 4 representada no grafico a sequir, € paralelaa reta de equacédo
y =-0,8x e 0s pontos pertencentes a ela e a Zona Viavel produzem o mesmo lucro.

Por exemplo, para x = 2, temos que y = 2,4 e substituindo na funcédo objetivo temos
um lucro de R$ 20.000,00:
Z =4000x+5000y
Z =4000(2) +5000(2,4)
Z =8000+12000
Z =20000

Para x = 4, temos que y = 0,8, e substituindo na funcdo objetivo também temos um
lucro de R$ 20.000,00:
Z =4000x+5000y
Z =4000(4) +5000(0,8)
Z =16000 + 4000
Z =20000
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Figura 4.8 — Zona Viavel com a segunda representacao da funcdo objetivo

Ao construir mais retas paralelas a inicial e fazendo alguns testes o aluno percebera

que conforme estas retas se afastam da origem, o lucro consequentemente aumentara.

Qual a coordenada que levara a funcdo objetivo assumir seu valor maximo? Como ja
foi falado, basta ir afastando a reta gerada pela funcdo objetivo da origem do sistema e ir
testando as coordenadas. E quase que intuitivo que o aluno tenda a escolher justamente as
coordenadas dos vértices do poligono gerado e que a coordenada que maximiza a funcéo

objetivo corresponda a um desses Vvértices.

244 Numero de Conjuntos Gioia (y)

17-16-15-14-13-12-11-10-9 -8 -7 6 5 4 -3 -2 1

R I

Nimere de Conjuntos
Arcobaleno (x)

Figura 4.9 — Zona Viavel com as representacGes da funcéo objetivo, inclusive com a solucéo 6tima
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Em nosso problema o vértice D (9,7) é o que maximiza o lucro da empresa
Kukamonga, gerando um lucro maximo de R$ 71.000,00, ou seja, para que se maximize o
lucro, a Kukamonga deverd produzir 9 unidades do conjunto Arcobaleno e 7 unidades do
conjunto Gioia.

E importante ressaltar ao aluno que, segundo Lanzer (1982):

a) Nem sempre um problema de Programacdo Linear apresenta um conjunto
ndo vazio de planos viaveis,

b) mesmo que o conjunto de planos viéveis seja ndo vazio, isto ndo garante a
existéncia de uma solucdo étima finita e

c) quando uma solucdo 6tima finita existe, ela certamente serd dada pelas
coordenadas de um dos Vvértices do poligono gque limita a Zona Viavel.

Sobre esta Ultima observacao, Lanzer (1982) afirma que, eventualmente, um problema
podera apresentar uma multiplicidade de solugdes 6timas. Isto pode ocorrer quando a fungéo
objetivo é paralela a uma das restricdes do problema. Nestes casos, o valor 6timo da funcao
objetivo poderéa ser obtido em mais de um dos vértices da Zona Viavel.

4.3 Aplicacdo do Método Simplex

Voltando ao problema da industria Kukamonga vamos aplicar o Método Simplex para
a resolucdo deste caso:

Maximizar: z = 4.000x +5.000y

2Xx+3y <39 (1)
7x+4y<91 (2)

Restricbes:{y <9 (3)
x>0 (4)
y=0 ()

Vamos transformar as inequacdes em equacOes acrescentando a elas variaveis de
folga.

A inequacdo (1) corresponde a restricdo “horas de preparagdo”, que ndao pode

ultrapassar 39 horas. Isto ndo quer dizer que essas 39 horas devam ser utilizadas
exclusivamente e em sua totalidade na preparagdo dos conjuntos Arcobaleno e Gioia. Por isso
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vamos acrescentar a variavel de folga f, que correspondera ao nimero de horas de preparagédo
que ndo foi utilizado na preparacdo dos conjuntos Arcobaleno e Gioia.

A equagdo obtida ficara assim: 2X+3y+ f, =39 (1)

Da mesma forma, na inequagdo (2), que corresponde a restricdo ‘“horas de
acabamento”, vamos acrescentar a variavel de folga f, que correspondera ao niumero de horas
de acabamento que ndo foi utilizado no acabamento dos conjuntos Arcobaleno e Gioia.

A equacéo obtida ficard assim: 7X+4y+ f, =91 (2)

E por fim, na inequacdo (3), que corresponde a demanda maxima do conjunto Gioia,
vamos acrescentar a variavel de folga f; que correspondera ao nimero de unidades do
conjunto Gioia que nao foi demandado.

A equacio obtida ficara assim: Y+ f, =9 (3)

Ao acrescentarmos estas varidveis de folga, a funcdo objetivo passa a ter esta
configuragao:

z = 4.000x+5.000y +0f, +0f,+0f,

Com isso o problema a ser resolvido passa a ser:

Maximizar: z = 4.000x+5.000y+0f, +0f,+0f,

2x+3y+f,=39 (1)
x+4y+£f,=91 (2)

Restricdes:q y+ f, =9 (3)
X>0 (4)
y=0 ®)

Este € um bom momento para resgatar com os alunos o fato de que um sistema linear
pode ser escrito como uma equagao matricial:
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X
2x+3y+ f, =39 2 310 0]|y]|[3
7x+4y  +f, =91 = |7 4 0 1 Of|f [=|91

y +f,=9 0100 1[[f |]|9
| fs

VVamos considerar as seguintes matrizes:

2 3100
A=|7 4 0 1 0 (Matriz dos coeficientes das restricdes)
01 001
39
B=|91 (Matriz dos termos independentes das restri¢cdes)
9
]
y
X=|1 (Matriz das variaveis)
f2
_fs_

C= [4000 5000 0 O O] (Matriz dos coeficientes da funcdo objetivo)

1

F=|1,| (Matriz das variaveis de folga)

— = —p

3

Para se resolver o problema apresentado pelo Método Simplex existem muitas
disposicdes diferentes, mas que se baseiam num mesmo principio. O método consiste em
testar 0s pontos extremos da Zona Viavel, através de um algoritmo pratico de tabelas, ou
também chamado Tableau. Vamos apresentar um algoritmo comecgando com a tabela a seguir:
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/ Estrutura da Tabela Simplex \

Onde:

X' é a matriz transposta de X

Variaveis Xt
Bésicas

F A | B
z |-C| M

—C é a matriz oposta da matriz C
M é o resultado da otimizacdo da funcdo objetivo.

Figura 4.10 — Estrutura da Tabela Simplex

Perceba que a ultima linha da Tabela Simplex corresponde a funcdo objetivo

transformada:

z—4.000x—5.000y—0f, —0f,—0f, =0

Como C=[4000 5000 O O O],entio -C=[-4000 -5000 0 0 O]

A primeira coluna da tabela sdo as Variaveis Basicas, ou seja, sdo aquelas que
correspondem na matriz A as colunas em que aparecem o coeficiente 1(um) e os demais O

(zero) e consequentemente seus valores se encontram na Ultima coluna da tabela.

Para 0 nosso problema, temos a seguinte Tabela Simplex:

e X y fl 1:2 f3
Bésicas

£ | 2 3 1 0 0]39
f, | 7 4 0 1 0]91
f, | 0 1 0 0 119
z |-4000 -5000 0 O O[O

Tabela 4.2 — Tabela inicial do Método Simplex
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Note que esta tabela acima nos apresenta uma solucéo inicial que corresponde a X = 0,
y =0, =39, f,=91ef; =9 (neste caso fy, f, e f3 s&0 as variaveis basicas). E claro que é uma
solucdo, mas ndo é a melhor, afinal isto significa que a Kukamonga ndo deveria produzir
nenhuma unidade do conjunto Arcobaleno e nenhuma unidade do conjunto Gioia. Com isso,
devem-se realizar operacdes com as linhas da tabela a fim de encontrar uma melhor solucéo.

E interessante desafiar o aluno a deduzir qual seria a variavel que mais contribui com
0 lucro procurado. E muito provavel que muitos concluirdo que é a variavel y, jd que na
funcdo objetivo ela € a que tem o maior coeficiente.

A titulo de regra, é s6 procurar na Gltima linha da tabela o maior valor negativo em
maodulo. A variavel sera a que corresponde a coluna em que se encontra esse nUmero.

Para esta coluna daremos o nome de Coluna de Trabalho.

Coluna de Trabalho

!

O
Variaveis X y fl fz f3

f, 2 3 1 0 0139
f, 7 4 0 1 091
f, | 0 1 /0 0 19
z |—-4000 [-5000f O O O

- R

Maior valor negativo em maddulo

Tabela 4.3 — Método Simplex — 12 etapa — passo 1 — Indicacdes
da coluna de trabalho e maior valor negativo em modulo

Caso exista outro nimero de maior valor negativo em modulo igual, escolha um.

O préximo passo entdo é transformar a variavel y em variavel basica, mas para isto,
uma das variaveis basicas existentes tem que sair.

Para isto, divida cada elemento da Ultima coluna (matriz B) pelo seu correspondente
positivo da Coluna de Trabalho:

D13 Ao 2o
4 1

Neste caso a variavel basica que devera sair é f3, uma vez que % =9 é o menor valor

para o crescimento dey.
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Chamaremos de Piv0, o elemento da Coluna de Trabalho que corresponde ao menor
quociente obtido, neste caso serd o 1.

Chamaremos de Linha Piv0 a linha em que se encontra o Pivo0.

Coluna de Trabalho

'

R
Variaveis X y fl f2 f3
Bésicas
f, 2 3 /1 0 0139
f, 7 4 |0 1 0191
f, 0 Dk | 0 0 1 |9«—| LinhaPivo
z | —4000 —5000\\0 0 00

—

Pivo

Tabela 4.4 — Método Simplex — 12 etapa — passo 2 — Determinagédo do Pivé

Caso haja outro elemento da Coluna de Trabalho que corresponda ao menor quociente
obtido, escolha um. Agora, se nenhum elemento da Coluna de Trabalho for positivo, o
problema ndo tera solucéo.

Através de calculos elementares, o préximo passo € transformar o nimero Pivé em 1.
Neste problema o Pivé ja é 1.

Depois é reduzir a zero todos os demais elementos da Coluna de Trabalho.

Lembre-se que as Variaveis Bésicas sdo aquelas que correspondem na matriz A as
colunas em que aparecem o coeficiente 1(um) e os demais 0 (zero). Como y devera ser uma
Variavel Basica, seu coeficiente devera ser 1 e os demais 0.

Variaveis

x oy i f,
Bésicas
f, 2 3 1 0 0 | 39
f, 7 40 1 0 | 91
f, o @o o 1 9
z |-4000 0 O O 5000 |45000

Tabela 4.5 — Método Simplex — 12 etapa — passo 3 — zerando 0s demais elementos da coluna pivo

Reduzir a zero o elemento -5000:

Multiplique por 5000 a linha Pivo e
some esta linha com a linha que
contém o -5000

54



Vari-éveis X y fl f2 f3
f, 2 31 0 0 39
f, 7 0O 0 1 -4 55
f, o Oo o 1 9
z -4000 0 O 0O 5000 | 45000

Reduzir a zero o elemento 4:

Multiplique por -4 a linha Pivd e some
esta linha com a linha que contém o0 4

Tabela 4.6 — Método Simplex — 12 etapa — passo 4 — zerando 0s demais elementos da coluna pivo

Variaveis

X y i f, f
Bésicas
f, 2 01 0 -3 | 12
f, 7 00 1 -4 | 55
f, o o o 1 9
z |-4000 0 O O 5000 |45000

Reduzir a zero o elemento 3:

Multiplique por -3 a linha Pivd e some
esta linha com a linha que contém o 3

Tabela 4.7 — Método Simplex — 12 etapa — passo 5 — zerando os demais elementos da coluna pivé

Com isso y passa a ser a nova variavel basica e entrard na coluna Variaveis Basicas no

lugar da variavel f; (que corresponde a linha pivo).

Vari-éveis X y fl f2 f3
f, 2 0O 1 0 -3 12
f, 7 0O 0 1 -4 55
| 0o 10 0 1 9
z |-4000 0 O O 5000 | 45000

Tabela 4.8 — Método Simplex — 12 etapa — passo 6 — Variaveis Basicas

Essa nova primeira coluna é o conjunto de variaveis basicas:
y=9; f1=12; f,=55 e x=1;=0

Esta € uma solucdo, mas ainda ndo é a 6tima (perceba que na ultima linha ainda
existem numeros negativos).

VVamos repetir todos os passos feitos anteriormente, escolhendo o maior valor negativo

em mddulo da ultima linha do quadro. Temos o nimero -4000:

55



Coluna de Trabalho

|

)
Variaveis X y fl f2 f3
Bésicas
i [ 2 o1 0o -3 12
f, | 7 o 0o 1 -4/| 55
y 0o |10 0 1 9
z ||-4000[ 0 0 0 5000 | 45000

Maior valor negativo em médulo

Tabela 4.9 — Método Simplex — 22 etapa — passo 1 — Indicages
da coluna de trabalho e maior valor negativo em modulo

Agora, divida cada elemento da dltima coluna (matriz B) pelo seu correspondente
positivo da Coluna de Trabalho:

12 6 X_785
2 7

Perceba que 9 teria que ser divido por 0 o que é uma indeterminagdo e por isso nao
iremos considera-la.

Neste caso a varidvel basica que devera sair é f;, uma vez que 1% =6 ¢é o menor

valor para o crescimento de X.

O Pivo0 neste caso sera o 2.

Pivo

)
Variaveis X / y fl f2 f3
f, ||l @ |0 1 0 -3 | 124 LinhaPivd
f, 7 |00 1 -4 | 55
y 0 |10 0 1 9
z |[-4000{ 0 O 0O 5000 | 45000
~—

Tabela 4.10 — Método Simplex — 22 etapa — passo 2 — Determinacao do Pivd
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Variaveis

Atraveés de calculos elementares, 0 proximo passo é transformar o namero Pivé em 1.

Transformar o niumero Pivo em 1:

Basta dividir a linha Pivd por 2

Tabela 4.11 — Método Simplex — 22 etapa — passo 3 — Determinacao do Piv6

Depois é reduzir a zero todos os demais elementos da Coluna de Trabalho:

X y f f,  f
Bésicas
Ll @ o ¥ o 3| 6
f, 7 0 0 1 -4 | 55
y o 1 0 0 1 9
z |-4000 0 O O 5000 | 45000
Variaveis
x y f f fs
Bésicas
F o ¥ o 3| 6
f, |70 0 1 -4 | 55
y |01 0o o0 1 9
z |0 O 2000 0O -1000 | 69000

Reduzir a zero o elemento -4000:

Multiplique por 4000 a linha Pivd
e some esta linha com a linha que
contém o -4000

Tabela 4.12 — Método Simplex — 2% etapa — passo 4 — zerando os demais elementos da coluna pivd

Variaveis

Xy f, f, f,
Basicas Reduzir a zero o elemento 7:
-3

fl @ 0 % 0 A 6 Multiplique por -7 a linha Pivo e
f o0 -7 1 13 13 some esta linha com a linha que
2 A A contémo 7
y lo1 0o o 1 9
Z 0O O 2000 0O -1000 | 69000

Tabela 4.13 — Método Simplex — 22 etapa — passo 5 — zerando 0s demais elementos da coluna pivé

lugar da variavel f; (que corresponde a linha pivd).

Com isso x passa a ser a nova variavel basica e entrard na coluna Variaveis Basicas no
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Variaveis X y fl f2 f3

Bésicas

® |10 Y o 3| 6
fpb (00 =74 1 18| 13
y |01 0o o0 1 9
z |0 0 2000 0 —1000 | 69000

Tabela 4.14 — Método Simplex — 22 etapa — passo 6 — Variaveis Basicas

Essa nova primeira coluna € o conjunto de variaveis basicas:
x=6;, y=9; f,=13; e fi=f;=0

Esta € uma solugdo, mas ainda ndo é a 6tima (perceba que na dltima linha ainda
existem nimeros negativos).

VVamos repetir todos os passos feitos anteriormente, escolhendo o maior valor negativo
em mddulo da Gltima linha do quadro. Temos o nimero -1000:

Coluna de Trabalho

Variaveis ( \

Bésicas

3

x |1 0 % 0 A 6
_7 13

f, (00 =70 1|13 | 13

y |01 0 0] 1 9

z |0 0 2000 0 |—1000] 69000

R

Maior valor negativo em maddulo

Tabela 4.15 — Método Simplex — 32 etapa — passo 1 — IndicacOes da
coluna de trabalho e maior valor negativo em modulo

Agora, divida cada elemento da ultima coluna (matriz B) pelo seu correspondente
positivo da Coluna de Trabalho:

6
%

=—4 (ndo convém) —=2 -=9
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13
Neste caso a varidvel basica que devera sair é f, uma vez que @ =2 é 0 menor
2

valor para o crescimento de fs.

O Piv0 neste caso sera o 1%.

Variaveis ( N\ PiVﬁ

Xy f. L] f /

x |10 Y% o —32// 6

f, |00 -7 1 @ 13« Linha Pive
y o1 0 o] 1 9

2 [0 0 2000 0 |—1000]| 69000

—

Tabela 4.16 — Método Simplex — 32 etapa — passo 2 — Determinacao do Pivd

Através de calculos elementares, o proximo passo é transformar o nimero Pivd em 1:

Variaveis

x y f f, f

Transformar o niumero Pivo

3
% 0 _% 6 em 1:

Bésicas

x |1 0
7 2 Basta multiplicar a linha
oo -7y 3, (1)] 2 o por 2/
6 por %4
y 0 1 0 0 1 9
Z 0O 0O 2000 O -1000 | 69000

Tabela 4.17 — Método Simplex — 32 etapa — passo 3 — Determinacao do Pivd

Depois é reduzir a zero todos os demais elementos da Coluna de Trabalho:
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Tl e

x |10 Y 0 | 6
Ljoo Uy Xy (D] 2
y |01 0 0 1 9
z |0 0 19000/, 2000/ o | 71000

Reduzir a zero o
elemento -1000:

Multiplique por 1000
a linha Pivo e some
esta linha com a linha
gue contém o -1000

Tabela 4.18 — Método Simplex — 32 etapa — passo 4 — zerando os demais elementos da coluna pivd

Variaveis

Xy f, f, f,
Bésicas
x |1 0 % 0 —% 6
f {00 ~Us 2, @ 2
y [0 1 %3 - 43 0 7
z |0 0 1900%3 200%3 0 |71000

Reduzir a zero o
elemento 1:

Multiplique por -1 a
linha Pivo e some esta
linha com a linha que
contémo 1

Tabela 4.19 — Método Simplex — 32 etapa — passo 5 — zerando os demais elementos da coluna pivd

Variaveis

Xy f, f, f
Basicas
x |1 0 —%3 %3 0] 9
f, |0 0 —%3 %, D] 2
y |0 1 %3 —%3 o 7
z |0 0 19000/ 2000/ ¢ | 71000

Reduzir a zero o

elemento —% :

Multiplique por %

a linha Pivo e some
esta linha com a linha

que contém o —%

Tabela 4.20 — Método Simplex — 32 etapa — passo 6 — zerando 0s demais elementos da coluna pivé

Com isso f3 passa a ser a nova variavel basica e entrara na coluna Variaveis Bésicas no
lugar da variavel f, (que corresponde a linha pivo).
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Variaveis X y fl f2 f3

Baésicas
4 3

X |1 0 43 43 o| 9
7 2

@ 00 -, 2, 1| 2
7 2

y |0 1 43 3 0| 7

z |0 0 1900%3 200%3 0 | 71000

Tabela 4.21 — Método Simplex — 32 etapa — passo 7 — Variaveis Basicas

Essa nova primeira coluna € o conjunto de variaveis basicas:
x=9; y=7;, f3=2; e fi=1,=0

Finalmente chegamos a solucdo 6tima! (perceba que na Gltima linha todos os nimeros
s&0 ndo negativos).

Temos que a quantidade ideal de sofas do modelo Arcobaleno (x), para que maximize
o lucro total devera ser igual a 9 unidades e a quantidade do modelo Gioia (y) igual a 7
unidades.

Com estas quantias o lucro maximo que sera obtido pela Kukamonga é igual a
R$ 71.000,00.

4.4 Relacdo Entre o Método Gréfico e 0 Método Simplex

E recomendado que o Método Simplex fosse apresentado aos alunos somente apds o
contato com o Método Grafico. O Método Grafico, como ja foi falado, € mais intuitivo e
possibilita o aluno a identificar com mais facilidade os “candidatos” a possiveis resultados. E
os principais “candidatos”, quando uma solucdo 6tima finita existe, sdo as coordenadas de um
dos vértices do poligono que limita a Zona Viavel.

No exemplo da Kukamonga, os vértices do poligono que representa a Zona Viavel
estdo representados na figura 4.11 a sequir.
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Nimero te Conjuntos Gioia (y)

| (0,9)

ZONA
4 VIAVEL

Niumero de Conjuntos Arcobaleno (x)

Figura 4.11 — Vértices do poligono da Zona Viavel
Através do Método Simplex, o aluno tem a possibilidade, através do algoritmo, de
encontrar estas coordenadas.
No item anterior, quando aplicamos esse método ao problema proposto, note que a
primeira solucdo obtida foi x =0,y =0, f; =39, f, = 91 e f; = 9 (neste caso f;, f, e f3 sdo as

variaveis basicas), ou seja, o vértice A (0,0) do poligono que representa a Zona Viavel.

Ap0s a primeira aplicacdo do algoritmo, chegamos a solugdoy =9, f; =12, f,=55¢€
x =f3 =0, ou seja, o vértice B (0,9).

Na aplicagdo seguinte, chegamos a solugdo x =6,y =9,f, =13 ef; =f; =0, ou seja, 0
vertice C(6,9).

E finalmente, na proxima aplicacdo do método, chegamos a solucéo 6timax =9,y =7,
fs=2ef, =1, =0, que corresponde ao vertice D(9,7).
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5 ALTERNATIVA COMPUTACIONAL

Depois de serem realizados todos os célculos com as equacdes lineares e sua
representacdo grafica, apresentamos o seguinte problema: E se aparecesse um problema com
muito mais variaveis e uma grande quantidade de restricdes? E claro que seria um trabalho
insano para se resolver algebricamente.

Este capitulo é dedicado a uma ferramenta que facilitara muito este arduo trabalho. E a
funcdo Solver que se encontra no programa Excel da Microsoft.

Apesar de ser um software comercial, 0 Excel é o de mais facil acesso aos alunos, ja
que o pacote Office da Microsoft estd instalado nos computadores dos laboratérios de
informatica dos colégios da Rede Publica e Privada.

Como uma alternativa, existe o LibreOffice, que € um software livre que faz 0 mesmo
papel do Office da Microsoft, porém seu desempenho é melhor quando executado no sistema
operacional Linux.

Existem também outros softwares especificos da area de matematica, como o Matlab,
por exemplo, porém também é comercial.

Para exemplificar sua aplicacdo vamos resolver o problema introdutério da Inddstria
de mdveis Kukamonga.

Antes, porém, deve-se se certificar se a funcdo Solver esta habilitada. Vale lembrar
que este tutorial foi realizado com o Excel versdo 2007 (para as outras versdes muda-se 0
visual um pouco, mas a esséncia € a mesma).

Abra o programa Excel e clique na aba Dados:

N
=N R ) g Pastal - Microsoft Excel ' [E=RE ™
| —%} Inicio Inserir Layout da Pagina Fér;ulas Dados Revisdo Exibicdo @ - = x
3 % =T = e o e ) = Geral . jﬁ Formatacio Condicional ~ | 53 Inserir — - 1}7 }}
EE] — g5 Formatar como Tabela - % Excluir ~ i =
Covlar 7 Ll |2l e A ||| = == | = h:‘g T % 000 Tﬁg ';?g =] Estilos de Célula ~ '_:_'l Formatar ~ | 4~ ?T:T\sti,f;:a.r ;T:if::-
AreadeTr. [ Fonte ] Alinhamento ] Nimero £} Estilo Células Edicio
~ w0 & B
A B C D E F G H I J K L M N o] ?
1

G~ W e W | e

Figura 5.1 — Planilha inicial — Excel — Dados

Caso a funcéo esteja habilitada, um icone aparecerd no canto superior direito da tela.
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,‘"tq;.-,\\"\ (=N RN Vs Pastal - Microsoft Excel =
=) =
J Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo - B X
4z Do Actess & B Iﬂ Lﬂj Conexdes 4] \? i Limpar == = =4 validacdo de Dados = | % Agrupar - 7=
j Da Web S1 St = 21" Propriedades "{., Reaplicar E.- [ Consolidar ~A Desagrupar ~ ‘E
N De Outras | Conexdes || Atualizar Zl Classificar | Filtro Texto para Remover \ . -
iPDeTexto Fontes- | Existentes || tudo- 52 Editarlinks || & 7 mvsncado | colunas  Duplicatas o Teste de Hipéteses - || ] subtotal
Obter Dados Externos Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Topicos ™
\ A1 - A 2
A B c D E F G H I J K L M N 0]

1

G~ W W R e

Figura 5.2 — Planilha inicial — Excel — N&o habilitada para o Solver

Perceba que ndo aparece o icone do Solver. Neste caso siga 0s seguintes passos para
habilita-lo.

Clique no canto superior esquerdo sobre o icone do Office e em seguida clique em
Opcodes do Excel:

%”E_i\a‘. = 4 Pastal - Microsoft Excel
Documentos Recentes
MNowo
1 Solver - 1° contato = -
~u Tg
.; Abrir 2 Cronograma EMADE = o
o 3 Julio2000 =
4 CATALOGO - CDS = |
Salvar
5 Motas - 17 semestre 2014 & || =—
1
=] & Motas - ATO - 2014 = [ F
H Salvar como  *
Imprimir ]
5% Preparar 4
_Q Enviar ]
/' Publicar »
&
Eechar %
| 2] Opcdes do Excel | Sair do Excel
157
16

Figura 5.3 — Instalac&o do Solver (1)

Aparecera a seguinte tela, e nela, clique em Suplementos:
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Revisdo de Texto
Salvar
Avancado
@! Personalizar
Suplementos l

Central de Confiabilidade

Recursos

Opgdes principais para o trabalho com o Excel

Habilitar Visualizagdo Dinamica

Opgdes do Excel
’T PR J E& Altere as opgdes mais populares no Excel.
Formulas

Mostrar Minibarra de Ferramentas apos selegdo

D Maostrar guia Desenvolvedor na Faixa de Opgoes

Esquema de cores: Azul E

Estilo de dica de tela:

Ao criar novas pastas de trabalho

Usar esta fonte:

Tamanho da fonte:

Modo de exibicio padrdo de novas planilhas:

Incluir este numero de planilhas:
Personalizar a cdpia do Microsoft Office

Nome de usudrio: |User

Mostrar descricdes de recursos em dicas de tela E|

Crie listas para uso em classificagdes e sequéncias de preenchimento: itar Listas Personalizada:

Fonte do Corpo El
n[z]
Exibicio Mormal |z|

3 =

Escolha os idiomas a serem usados com o Microsoft Office: Configu de [dioma

Figura 5.4 — Instalacéo do Solver (2)

Agora clique em Ir....

=
Opgdes do Excel

Mais Usados
Farmulas
Revisdo de Texto
Salvar
Avancado
Personalizar
- Suplementos .
Central de Confiabilidade

Recursos

Lﬂ% Exiba e gerencie suplementos do Microsoft Office.

Suplementos de Aplicativo Desabilitados

Suplementos

Mome Local Tipo ol
Suplementos de Aplicativo Ativos

Sem ementos de A,

Suplementos de Aplicativo Inativos
Agsistente de Pesquisa C flice\Officel 2\LibranA\LOOKUPXLAM  Suplemento do Excel
Assistente de Soma Condicional L Office’Officel 2'Libran\SUMIF XLAM  Suplemento do Excel
Cabecalhos e Rodapés G crosoft Office\Officel 2\0FFRHD.DLL  Inspetor de Documento
Conteddo Invisivel C\..crosoft Office\Officel \OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento
Dados XML Personalizados rosoft Office\Officel 2\OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento
Data [Listas de marcas inteligentes) : rosoft shared\Smart Tag\MOFLDLL  Marca Inteligente
Ferramentas de Analise A ficel2\Libran/\Analysis'\ AMALYSS2.XLL  Suplemento do Excel £
Ferramentas de Andlise - VBA Ch L2 LibrantAnalysis\ATPVBAEN.XLAM  Suplemento do Excel
Ferramentas para o Euro C Officel2\Libran\EUROTOOLXLAM  Suplemento do Excel
Linhas & Colunas Ccultas C: rosoft Office\Officel 2WOFFRHD.DLL  Inspetor de Documento
MNome [Destinatarios de email do Qutlook]  C..0soft shared\Smart Tag\FMAME.DLL ~ Marca Inteligente
Planilhas Ocultas C rosoft Office\Officel12\OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento
Solver Cicel2\Libran SOLVER\SOLVER.XLAM  Suplemento do Excel
VBA do Assistente para Internet Ct Office\Officel 2\Libran\HTMLXLAM  Suplemento do Excel
Suplementos Relacionados a Documento

Sem ementos Rel | 4

Suplementao:
Editor:
Local:

Assistente de Pesquisa

Descrigdo:

Ch\Program Files (x36)\Microsoft Office’\Officel 2\Librang\LOOKUP. XLAM

Ajuda a criar formulas para localizar dados em listas

!

eencn suptmertozdoticn X

Figura 5.5 — Instalacéo do Solver (3)
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Aparecera a tela:

Suplementos

Suplementos disponiveis:

- o
Assistente de Soma Condicional

|| Ferramentas de Andlise

[ | Ferramentas de Andlise - VBA

:| Ferramentas para o Euro

[ solver

:| VEBA do Assistente para Internet

Cancelar

Procurar. ..

1

Automacdo. ..

4

Assistente de Pesquisa

Ajuda a criar formulas para localizar dados em listas

Figura 5.6 — Instalacéo do Solver (4)

Cligue em Solver, assim vocé estara habilitando esta funcéo:

Suplementos

Suplementos disponiveis:
|| Assistent de Pesguisa - QK

Assistente de Soma Condicional

Ferramentas de Andlise
Procurar...

Ferramentas de Andlise - VBA
| [Ferramentas para 0 Euro

Automacdo... |

I

Solver

Ferramenta para otimizac3o e solugdo de equacfes

Figura 5.7 — Instalacéo do Solver (5)

Agora € so clicar Ok.

Perceba que o icone ja aparece na barra de ferramentas:

Microsoft Excel

R

{/

Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulas Dados Revisdo Exibicdo @
B @ |_@ Conexdes al & Limpar E B [=f Validacio de Dados - |~ & Agrupar - o ?ﬁ Solver
E = A ﬁ]i o
L 1 Propriedades AR -2; Reaplicar [Fi Consolidar -4 Desagrupar ~
Obter Dados || Atualizar Z¢ Classificar | Filtro Texto para Remover _, .
Externos~ || tudo~ ©% Editarlinks || & W5 avancado || colunas  Duplicatas L Teste de Hipéteses ~ Subtotal

Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Tépicos Analise
\ F17 - £ | =]
ﬂ:] Pastal =]
i B E D F G H 1 1 L M N 9]
1
2
3
a

Figura 5.8 — Planilha inicial — Excel — Habilitada para o Solver
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Pois bem, agora com o Solver habilitado, vamos resolver o problema de maximizacéao
da Industria de Moveis Kukamonga cujo enunciado se encontra na pégina 40.

Abrindo o Excel temos:

Vamos colocar as informac@es na tela para facilitar a montagem da planilha:

(a9 O T - kamongs - 25222000~ ez S M
S wnico |incei i ieyent dapapee FE ados o Edbigio @ - = x
= icional ~ || 5= Inserir ~ = -
ela v || 3% Excluir - 8] %7
£ Fomatar - | 2= G Fiar seledonan
Are Células Edicdo
\
A B c D E F G H I ) §

1

2

3

4

5

6

7

8

9 =|
10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

H 4+ W] KUKAMONGA %1 [ m

/(0] sexta-feira, 26 de dezembro de 2014

Pronto

1740 |

26/12/2014

e rooo

JET A -

Figura 5.9 — Planilha inicial — Excel

W~ | s W N

e e
N = O

[y
w

A B e D E F G H

z=4.000x + 5.000y
Restrigoes:
2x+3y<=39 (1)
Tx+4y<=91 (2)
y<=9 (3)

x>=0(4) y>=0 (5

MAXIMIZAR A FUNGAO OBJETIVO:

(Condigoes de nao negatividade)

Figura 5.10 — Informac@es sobre o problema

Inicialmente, colocaremos 0 nome da empresa, e a tabela que representara a funcao

objetivo.
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A B C D E
INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA

F G H | J

FUNGCAO Coeficientes de variaveis
OBJETIVO X y

Variavel ideal
Z=

W00~ W N

= e
NP O

[y
(S5}

MAXIMIZAR A FUNGAO OBJETIVO:
z=4.000x + 5.000y
Restrigoes:
2x+3y<=39 (1)
Tx+4y<=91 (2)
y<=9 (3)

x>=0(4) y>=0 (5
(Condigoes de nao negatividade)

Figura 5.11 — Construgéo da Tabela com a Fungéo Objetivo

Perceba que nesta tabela iremos representar a fungao objetivo Z = 4.000x + 5.000y.

Na célula B5 colocaremos o coeficiente da variavel x, que € igual a 4.000 e na célula

C5 o coeficiente de y, 0 5.000.

As células B6 e C6 correspondem as varidveis X e y que queremos descobrir. Vamos

chamar de variavel ideal.

Na célula B7 escreveremos a férmula da funcdo objetivo em funcdo das células

descritas acima.
Em B7 digitaremos: =(B5*B6)+(C5*C6)

A planilha ficara assim:

F G H | 1

A B C D E
INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA
FUNGAOQ Coeficientes de variaveis
OBJETIVO X y
4000 5000

Variavel ideal
Z= 0,00

W00~ h (kW N

PR e e
W= o

MAXIMIZAR A FUNGAO OBJETIVO:
z=4.000x + 5.000y
Restrigoes:
2x + 3y <=39 (1)
Tx+4y<=91 (2)
y<=9 (3

x>=0(4) y>=0(5)
(Condigoes de nao negatividade)

Figura 5.12 — Introducdo dos coeficientes da Funcéo Objetivo

A célula B7 esta indicando zero, pois por enquanto as células B6 e C6 também séo

iguais a zero.

Agora vamos montar a tabela das restrigdes:
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1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13

F G H |

A B C D E
INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA
FUNQF\O Coeficientes de variaveis
OBJETIVO X y
4000 5000
Variavel ideal
Z= 0,00
RESTRICOES X y Esq Dir
1
2
3

MAXIMIZAR A FUNGAO OBJETIVO:
z=4.000x + 5.000y
Restrigoes:
2x+ 3y <=39 (1)
Tx+4y<=91 (2)
y<=9 (3)

x>=0 (4) y>=0 (5)
(Condigoes de nao negatividade)

desigualdades das restri¢des e na coluna “Dir”, o que estiver a direita das desigualdades.

Figura 5.13 — Construcéo da Tabela com as Restri¢es

Nesta tabela das restricdes temos a coluna Restri¢fes, indicando o ndmero de
restricdes do problema, neste caso, 1, 2 e 3. A condicdo 4, de ndo negatividade sera informada
depois. Logo apos aparecem as colunas x e y para serem inseridos os valores dos coeficientes
destas variaveis.

Na coluna “Esq” iremos representar as formulas de tudo o que estd a esquerda das

Em nosso problema temos:

12 restricdo: 2x+3y <39 P Na célula B10 digitamos 2, na célula C10
digitamos 3 e na célula E10 digitamos 39

2% restricdo: 7x+4y <91 P Nacelula B11 digitamos 7, na célula C11
digitamos 4 e na célula E11 digitamos 91

32 restricéo:

planilha ficara assim:

y<9

» Na célula B12 digitamos 0, na célula C12
digitamos 1 e na célula E11 digitamos 9

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13

F G H |

A B C D E
INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA
FUNGAO Coeficientes de variaveis
OBJETIVO X y
4000 5000
Varidvel ideal
Z= 0,00
RESTRICOES X y Esq Dir
1 2 3 39
2 7 4 91
3 0 1 9

MAXIMIZAR A FUNGAQ OBJETIVO:
2=4.000x + 5.000y
Restrigoes:
2x+3y<=39 (1)
Tx+4y<=91 (2)
y<=9 (3)

x>=0 (4 y>=0 (5
(Condigdesde nao negatividade)

Figura 5.14 — Introducgéo dos coeficientes das Restri¢fes (1)
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Agora precisamos completar as células da coluna Esq.
12 restricdo: 2x+3y » Na célula D10 digitamos a formula:

=(B10*B6)+(C10*C6)

Lembre-se que X e y sdo as varidveis ideais (¢ 0 que queremos descobrir) e estdo nas
celulas B6 e C6

2% restricdo: 7x+4y » Na célula D11 digitamos a formula:
=(B11*B6)+(C11*C6)

3?restricdo: y » Na célula D12 digitamos a formula:
=(B12*B6)+(C12*C6)

Perceba que nas trés férmulas as células B6 e C6 sempre aparecem. Para economizar
tempo, ao digitar a 12 restricdo, ao invés de digitar B6, digite $B$6 e da mesma forma para
C6, digite $C$6, assim vocé pode copiar e arrastar esta formula para as duas células abaixo
(serdo geradas automaticamente as férmulas da 22 e 32 restri¢des).

A planilha ficara assim:

D10 - fe | =(B10%5BS6)+(C10°5CS6)
A B C D E F G H | J

1 INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA |
2 MAXIMIZAR A FUNCAO OBJETIVO:
5 FUNGAQ Coeficientes de variaveis
4 OBJETIVO X y z=4.,000x + 5.000y
< 4000 5000 Restrigoes:
6 | Varidvel ideal
7 Z= 0,00 2x+3y<=39 (1)
3 Tx+4y <=91 (2)
9 RESTRICOES X y Esq Dir y<=9 (3)
10 1 2 3 0 39 x>=0 (4) y>=0 (5)
11 2 7 4 0 o1 (Condigoes de nao negatividade)
12 3 0 1 0 9
13

Figura 5.15 — Introducgéo dos coeficientes das Restrigcdes (2)

Agora temos nossa tabela pronta para podermos aplicar o Solver.

Clique na aba Dados e a direita na barra de ferramentas aparecera a fungéo Solver.

70



Inicio Inserir Layout da Pagina Farmulal Dados Revfdo Exibicdo @ - =
B & L5] Conexdes s G mpal 1 = E [2fvelidacio de Dados - % Agrupar Ty Salver
= Q 21" Prop ades il z'_A_ o Reaplical L =i _EchonsoI\dar -4 Desagrupar ~
O;:teer"?:?si Attﬁ'zngr == Edita Al Classificar [ Fitro ¥ avancado Tzﬁzﬁ:;a Drt,ep""i‘é;f;s i‘j Teste de Hipdteses ~ :U Subtotal
Conexdes Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Estrutura de Tapicos Analise
L1s - £ | \ J
A B C D E F G H | J

1 INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA

2 MAXIMIZAR A FUNGCAO OBJETIVO:

3 FUNCAO Coeficientes de variaveis

a OBJETIVO x y z=4.000x + 5.000y

: 4000 5000 Restrigoes:

6 | Variavel ideal

7 z=| 0,00 2x+ 3y <=39 (1)

8 Tx+4y <=91 (2)

9 [RESTRICOES X v Esq Dir y<=9 (3)

10 1 2 3 0 39 x>=0 (4) y>=0 (5)

11 2 7 4 0 o1 (Condigdesde nao negatividade)

12 3 0 1 0 9

13

Figura 5.16 — Aplicando o Solver

Ao clicar em Solver aparecera a seguinte janela de Parametros do Solver:

Submeter as restrigies:

Pardmetros do Solver @
Definir célula de destino:
Igual a: @ Ma =) Mi ) :

Célulaz varigveis:
| 55 Estimar

]

Adicionar

Alterar
Redefinir tudo

N

Ecluir

II !g

Ajuda

Figura 5.17 — Introdugdo dos Parémetros do Solver

A primeira informacdo que daremos é Definir célula de destino. E a célula em que
aparecera a resposta procurada. Em nosso problema a célula € a B7. Clique na célula que a
coordenada aparecera automaticamente no campo desejado.

A B C D E F G H | 1
1 INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA |
2 i il l-.n..—\l . - A &J
3 FUNGAO Coeficientes de varidveisV] Definir célula de destino: 7]
4 OBJETIVO X y : == pr—— |0
5 4000 5000 Células variaveis: .
6 | Varidvel ide=t S =

=3 Submeter &s restricdes: Opcdes

7 I‘ z= e 0’00 J P Adicionar
8
9 RESTRICOES X y
0 2 3 '
11 2 7 4 L ——
12 3 0 1 o [ 9 Tl
13

Figura 5.18 — Definindo célula de destino
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Como nosso problema procura maximizar o resultado, selecione o item Max
(geralmente vem selecionado)

Em Células variaveis, devem-se indicar as coordenadas das células que chamamos de
Variavel Ideal, no caso, B6 e C6. Clique em Células variaveis e selecione estas células e suas
coordenadas aparecerdo automaticamente neste campo.

A B C D E F G H | J
1 INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA
2 Parametros do Solver Bas @ ud . L &J
3 FUNCAO Coeficientes de varidveis Definir célula de destino: 857 [m
4 OBJETIVO X y I\\lj L |‘| ; e
Células varidveis: 1
5 4000 5000 -
P e e e i : | S stimar
6 | Varidvel ideal | ; — . =] ) enar ]
S T TR s UDMETEr a5 5 TIC0Es: Opgiies
7 Z= ” 0,00 - Adicionar
8
= Alterar
9 RESTRIGGES X y -_‘:
0 1 2 3 ' ,
11 2 7 4 L —_—
12 3 0 1 o | 9 1
13

Figura 5.19 — Definindo células variaveis

Agora vamos informar as restricbes no campo Submeter as restri¢oes.

Clicando em Adicionar, aparecera a seguinte janela:

Ferramentas de Dados Estrutura de Topicos Analise
D Adicionar restrigdo [&J I
|0 NGA Referéncia de célula: Restrico:
<= E| 3 E
[ oK ] ’ Cancelar ] [ Adicionar ] [ Ajuda ]
Restrigoes:

Figura 5.20 — Adicionando restricéo

Veja que aparecem os campos Referéncia de célula, uma desigualdade a ser escolhida
e Restricdo.

Lembre-se que anteriormente ja& montamos as formulas das desigualdades que estdo
localizadas na coluna “Esq” da tabela e na coluna “Dir” as constantes de cada inequacdo. O
que falta agora é relacionar as informagdes da coluna “Esq” com os da coluna “Dir”. Para isto
basta informar nesta nova janela as células em que aparecem as formulas da coluna “Esq” e as
células em que aparecem as constantes da coluna “Dir”. Nao se esqueca de escolher a
desigualdade necessaria.
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Para informarmos a 12 restricdo, cliqgue em Referéncia de célula e selecione a
coordenada D10. Agora escolha a desigualdade, que neste caso € menor ou igual. E por fim,
clique em Restricéo e selecione a coordenada E10.

Temos que informar agora as restricdes 2 e 3. O processo é andlogo ao anterior: clique
em Adicionar e ird aparecer novamente a janela para informar os campos Referéncia de
célula, uma desigualdade a ser escolhida e Restricao.

Ao informarmos a 3?2 restricdo, a tela ficara assim:

Pardmetros do Solver

[t

Definir célula de destino:

Células variaveis:
sBsh: sCs0

Submeter &s restricdes:

Igual a: @ Max () Min

[ Ty

(7 Valor de:

Estimar

sDs10 == SES10
sDs11 == SE511
sDs12 <= 5E512

- Adicionar

Alterar

e

il Excluir

Resolver

]

Fechar

)

Redefinir tudo ]

Ajuda

)

Figura 5.21 — RestricGes (1)

Informamos assim as trés restricGes sugeridas no problema, porém ainda falta indicar
ao Solver, as condicdes de ndo negatividade, ou seja, as varidveis ideais x e y devem ser
maiores ou iguais a zero. Para isto, clique novamente em adicionar e aparecerd novamente a
janela para informar os campos Referéncia de célula, uma desigualdade a ser escolhida e

Restricéo.

Em Referéncia de célula, selecione as células B6 e C6, escolha a desigualdade maior

ou igual e em Restricéo digite 0.

Adicionar restricio

- 28—

Referénda de célula: Restricio:
$B$5:5CE6 >= [»| 0 Ea
QK ] [ Cancelar ] [ Adicionar ] [ Ajuda

Figura 5.22 — Adicionando restrigéo de ndo negatividade

Cligue em Ok.
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Pardmetros do Solver

|28

Definir celula de destino:
Igual a: @ Max
Celulas variaveis:
[BRE:EE L

Submeter &s restriches:

() Yalor de:

[ Resolver ]

[ Fechar ]

Estimar

[~

2
]

SB56:8C55 ==10
sDs10 == SES10
sDs11 == 5E511
sDs12 <= 5E5812

Adicionar

Alterar

Redefinir tudo ]

Excluir

iy

Ajuda ]

Figura 5.23 — Restricoes (2)

Falta informar ao Solver mais dois pardmetros para realizar o célculo. Clique em

Opcdes e aparecera a janela:

Dprdes do Solver

|25

Tempo maximao: | 100
Iteragoes: 100
Precis3o: 0,00000
|| Tolerdnda: 5
Convergénda: 0,0001

[] Presumir modelo linear

[ |iPresumir ndo negativos:

segundos

1

o

Ok

Cancelar

Salvar modelo...

I R N L S U R

[
[
| Carregar modelo...
[
[

Ajuda

[ Usar escala automética

[] Mostrar resultade de iteracio

Estimativas Derivadas Pesquisar
(@ Tangente @ Adiante @ Mewton
(7 Quadratica i) Cenfral (") Comjugado

Figura 5.24 — Opgdes do Solver

Ative o comando Presumir modelo linear (afinal de contas estamos fazendo um
problema de Programacdo Linear), e Presumir ndo negativo e clique Ok.
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gﬂ Presumir modela linear

Opcoes do Solver ﬁ

Tempo maximo: | 100 segundos [ (84 J
[teracies: 100 [ Cancelar ]
Predsdo: 0,000001 [ Carregar modelo. .. ]
|| Toleréndia: 5 o [ Salvar modelo. .. ]
Convergéncia: Q,0001 [ Ajuda ]

["] Usar escala automatica
[] Mostrar resultado de iteracio

[]iPresumir ndo negativos:

Estimativas Derivadas Pesquisar
@ Tangente @ Adiante @ MNewton
() Quadratica () Central () Conjugado

Figura 5.25 — Opgdes do Solver — Presumir: Modelo Linear e ndo negativos

Agora é s0 clicar Resolver.

-

Parametros do Salver

=)

Definir célula de destino:

[ Resalver

TIgual a: @ Max () Min ) Valor de:

. L [ Fechar
Celulas varigveis:

SRE5: 5055 ez Estimar

Submeter as restrigbes:

£BS6:8CE ==10 - Adicionar
80510 <= SES10
ghsll == 5E&11 Alterar

80512 <= 5E512

Redefinir tuda ]

i

Al Excluir

Ajuda

Figura 5.26 — Parametros do Solver - Resolver

Aparecera a seguinte tela perguntando para Manter solucéo do Solver:
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7

Resultados do Solver

0 Solver encontrou uma solucdo. Todas as restricies e

condigfes otimizadas foram atendidas. Relatdrioz
Resposta "
(@ iManter solucdo do Solveri S_E|'_|5|I:||I||:Iade
] Limites
() Restaurar valores originais S
Ik, ] [ Cancelar ] [ Salvar cenaria. .. ] [ Ajuda

Figura 5.27 — Resultados do Solver

Cligue em Ok e finalmente a tabela esta completa: A quantidade ideal de producédo do
modelo Arcobaleno é igual a 9 unidades e do modelo Gioia é igual a 7 unidades, obtendo
assim um lucro maximo de R$ 71.000,00.

E G H |

A B C D E
1 INDUSTRIA DE MOVEIS KUKAMONGA
2
3 FUNGAO Coeficientes de variaveis
4 OBJETIVO X y
5 4000 5000
C\‘\ Variavel ideal 9,00 7,00
31’ Z=| 71.000,00
8
9 RESTRICOES X y Esq Dir
10 1 2 3 39 39
11 2 7 4 91 91
12 3 0 1 7 9

MAXIMIZAR A FUNGAO OBJETIVO:
2=4.000x + 5.000y
Restrigoes:
2x + 3y <= 39 (1)
Tx+4y <=91 (2)
y<=9 (3)

x>=0(4) y>=0 ()
(Condigoes de nao negatividade)

13

Figura 5.28 — Planilha Final — Solugdo Otima
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O grande desafio do professor de matematica € conquistar seus alunos e mostrar quao
bela e importante a matematica é. Para isto, o aluno tem que perceber onde ela pode ser
aplicada e que ele consiga ter sua famosa pergunta respondida: “Para que serve isso que
vamos aprender?”.

Dos vérios temas que poderiam ser abordados, foi escolhido a resolucéo de problemas
de otimizacdo para mostrar ao aluno uma aplicacdo da matematica numa situacao real.

Com esse tema, o aluno pode trabalhar com representacbes gréficas no plano
cartesiano, funcdes, sistemas de equacgdes e inequacdes lineares, assuntos estes que sdo
amplamente abordados em sala de aula.

A proposta de se resolver problemas de otimizagdo através do Método Gréfico e pelo
Método Simplex possibilita o aluno a perceber que problemas que ocorrem na pratica, em
empresas, por exemplo, podem ser resolvidos muitas vezes com conhecimentos adquiridos no
Ensino Médio.

Ao ser apresentado o Método Gréfico ao aluno, ele pode realizar uma interpretacdo
mais intuitiva. Ja com o Método Simplex o aluno, entra em contato com a realidade dos
algoritmos e pode perceber também que os passos envolvidos na resolucdo dos problemas
podem ser implementados num programa computacional principalmente quando estéo
envolvidas varias variaveis.

Depois de realizar varios problemas aplicando o Método Simplex, o professor deve
oferecer ao aluno uma alternativa mais pratica utilizando a tecnologia.

A alternativa computacional oferecida neste trabalho, a utilizacdo da funcéo Solver,
encontrada no programa Excel da Microsoft, apesar de ndo ser um software livre ele foi
escolhido por ser de facil acesso e manuseio.

Sabemos que fazer nossas aulas ficarem 100% praticas, aplicaveis no cotidiano, é uma
tarefa extremamente dificil, porém devemos ficar sempre atentos de fazermos o possivel de
aproveitar todas as oportunidades para melhorarmos cada vez mais nosso trabalho.
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APENDICE

A LISTA DE EXERCICIOS - PROBLEMAS DE OTIMIZAQAO
1) Resolva graficamente:

a) Maximizar z =4x+3y
3x+4y <48

x<18

y <15

x>0,y>0

Sujeito a

b) Minimizar z=8x+5y
3x+6y>18
Sujeito a {6x+2y>24
Xx>0,y>0

2) Resolver pelo método Simplex:

Maximizar z=x+15y
2X+4y <12
Sujeito a {6x+2y <16
x>0,y>0

3) Resolva pelo método Simplex o seguinte problema de programacéo linear:

Maximizar z = 4x, +5x, +9x%; +11x,

X, +X, + X3+ X, <15

7%, 45X, +3%; +2x, <120

3%, +5X, +10x, +15x, <100
X 20,X,20,%X2>0,%x,>0

Sujeito a

4) Um agricultor pode produzir bois para abate e ovelhas para 1&. A produgdo de um boi
por ano requer a existéncia de um rebanho bovino que ocupa 11 ha de pastagens e que
exige uma hora de trabalho por dia. A produgdo de uma tonelada de 1& por ano requer a
existéncia de um rebanho ovino que ocupa 60 ha de pastagens e que exige duas horas de
trabalho por dia. O produtor prevé lucros de R$ 700,00 e R$ 1.500,00 por boi e por
tonelada de I1a produzidos, respectivamente. Seus recursos produtivos sdo limitados a 500
ha de pastagens e, dado que seus dois filhos o auxiliam no trabalho, dispde de 24 horas de
trabalho diarias. O produtor desejaria seguir um plano que maximizasse seus lucros totais.
Determine qual é esse lucro maximo.
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Uma metallUrgica deseja maximizar sua receita bruta. Ela produz dois tipos de ligas
especiais: Uma de Alta resisténcia e outra de Baixa resisténcia. A tabela abaixo ilustra a
proporcéo de cada material na mistura para obtencdo das ligas passiveis de fabricacdo. O
preco esta cotado em Reais por tonelada da liga fabricada. Também em toneladas estdo
expressas as restricoes de disponibilidade de matéria-prima. Calcule o total de cada liga

deve ser produzida para que a metallrgica atinja seu objetivo.

Liga Especial de Liga Especial de Disponibilidade
Baixa Resisténcia Alta Resisténcia de Matéria-Prima
Cobre 0,5 0,2 16 Ton
Zinco 0,25 0,3 11 Ton
Chumbo 0,25 0,5 15 Ton
Preco de
Venda R$ 3.000,00 R$ 5.000,00
(R$/Ton)

Uma refinaria produz gasolina e éleo combustivel. Sua matéria-prima é petréleo, que
pode ser adquirido em trés paises diferentes: Um, Dois e Trés. A partir de um barril de
petroleo do pais Um, que custa $30,00, a refinaria obtém 20 litros de gasolina e 40 kg de
6leo combustivel. A partir de um barril de petréleo do pais Dois, que custa $28,00, a
refinaria obtém 17 litros de gasolina e 43 kg de 6leo combustivel.

A partir de um barril de petr6leo do pais Trés, que custa $ 34,00, a refinaria obtém 25
litros de gasolina e 35 kg de 6leo combustivel. A geréncia da refinaria assinou contratos
para a entrega de pelo menos 200.000 litros de gasolina e de pelo menos 380.000 kg de
6leo combustivel por semana, nos proximos 2 meses. Que quantidade de barris deve ser
adquirida de cada pais de modo que a refinaria possa cumprir seus contratos ao menor
custo de matéria prima possivel?

Uma grande fabrica de mdveis dispGe em estoque de 250 metros de tbuas, 600 metros
de pranchas e 500 metros de painéis de conglomerado. A fabrica normalmente oferece uma
linha de moveis composta por um modelo de escrivaninha, uma mesa de reunido, um
armario e uma prateleira. Cada tipo de movel consome certa quantidade de matéria prima,
conforme a tabela a seguir. A escrivaninha é vendida por R$ 100,00, a mesa por R$ 80,00,
0 armario por R$ 120,00 e a prateleira por R$ 20,00. A fabrica pretende maximizar sua
receita. Determine qual devera ser essa receita maxima.

Quantidade de material em metros consumidos por unidade | Disponibilidade
de produto do Recurso (m)
Escrivaninha Mesa Armario Prateleira
Tabua 1 1 1 4 250
Prancha 0 1 1 2 600
Paineis 3 2 4 0 500
Valor de
Revenda R$ 100,00 R$ 80,00 R$ 120,00 R$ 20,00
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8) A Companhia Lotus fabrica um silenciador de automével marca “Silence” de um
tamanho apenas. Contudo, ela produz dois modelos: o “Lux” e o “Economic”. O “Lux” ¢
de metal mais pesado e recebe um banho de liga especial antes de ser pintado.

Tendo em vista que a companhia é nova e opera com uma margem de lucros
relativamente pequena, os proprietarios estdo desejosos de encontrar a exata combinacao
de producdo que dard a maxima receita. No momento, ambos os tipos de silenciadores
estdo vendendo muito bem e nenhum dos dois modelos parece ter o melhor potencial de
mercado.

Pode-se trabalhar até 37,5 horas por semana nas operagdes de pintura. Sdo pintadas
duas unidades de cada vez. A operacdo de banho das pecas pode ser executada durante 8
horas por dia (5 dias por semana). Podem ser banhadas duas unidade de cada vez. Como 0s
dois tipos de silenciadores s&o do mesmo tamanho, o departamento de expedi¢do pode
processar até 800 unidades por semana, independentemente do modelo. Dispde-se de 900
homens-hora semanais no departamento de fabricacao.

Modelo Total de homens- | Tempo necessario Tempo Contribuigéo por
hora exigidos paraa | (por par) para o exigido unidade (Reais)
fabricacéo por banho (horas) (por par)
unidade para pintura
(horas)
“Lux” 15 0,2 0,1 0,90
“ECOIIOI’IllC” 110 T O’l 0180

Determine essa melhor combinacéo de producdo que dard a méaxima receita.

9) A Companhia “Courex” produz dois tipos de carteiras masculinas em couro. A linha
de carteiras “Gold”, mais caras, usa material de primeira qualidade e sdo feitas quase que
inteiramente a mao. A do tipo mais barato, “Silver” ¢ quase inteiramente feita a maquina e
usa uma percentagem maior de materiais Standart, que sdo de qualidade um pouco inferior.
Cada carteira do primeiro tipo e do segundo tipo contribui, respectivamente, com 15 e 9
reais para o lucro.

A firma produz 600 unidades do primeiro tipo e 300 do segundo, semanalmente. As
mais recentes previsdes de vendas indicam que essas quantidades representam as vendas
maximas possiveis durante a proxima semana. A mdo de obra direta de 10 empregados é
de 36 horas semanais/funcionario.

Os fornecedores da companhia acabaram de comunicar que devido a uma escassez
temporaria de materiais deixara de entregar matéria-prima durante, pelo menos, uma
semana. Isto significa que os materiais agora disponiveis, a previsdo de vendas, e a méo de
obra disponivel devem ser consideradas no desenvolvimento da programacdo da semana
seguinte.
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As necessidades de material e a disponibilidade de méo de obra séo as seguintes:

“Gold” “Silver” Disponivel
Materiais de 12
qualidade 4 dm?/unidade 2 dm?/unidade 2.560 dm?
Materiais
Standart 3 dm?/unidade 5 dm?/unidade 2.760 dm?
Trabalho 0,5 horas/unidade 0,2 horas/unidade | 360 h/semana

Determine a quantidade de cada modelo de carteira que deve ser produzida para que a
companhia “Courex” maximize seu lucro.

10) O proprietario de uma pequena padaria, que € especializada em biscoitos, esta
interessado nos tipos e quantidades de biscoitos a serem preparados para a venda no dia
seguinte. Os biscoitos sdo de dois tipos: o de Polvilho e o de Nata, dos quais ele pode
escolher o que ofertar ao publico consumidor.

A padaria tem recursos limitados para criar produtos finais. Desde que estamos
interessados com o que produzir para o dia seguinte, os recursos da padaria sdo
relativamente fixos. Ha pouca oportunidade, por exemplo, de aumentar o trabalho noturno,
quer a quantidade da forca de trabalho, que o equipamento disponivel. Em consequéncia,
em curto prazo, a capacidade de producdo do padeiro € limitada pelo montante do material,
trabalho, equipamento e outros recursos a seu dispor, durante o periodo de tempo em que a
decisédo estiver em vigor. Qualquer decisédo sobre a combinacéo de produtos tomada pelo
dono da padaria deve, portanto, ser técnica ou fisicamente possivel, no sentido de que seja
possivel realizar o trabalho com seus recursos disponiveis.

A padaria tem disponiveis 0s seguintes recursos:

Mistura de biscoito — 120 kg

Mistura de nata — 32 kg

Equipamento de panificagdo — Forno continuo com capacidade de 120
duzias por dia

Trabalho de panificacdo — 15 horas

Sabe-se que uma duzia de biscoitos de nata necessita de 1 kg de mistura de biscoitos e
0,4 kg de mistura de nata. J& uma dizia de biscoito de polvilho consome 0,6 kg de mistura
de biscoito e nada de mistura de nata.

O Padeiro sabe que 0,10 da hora de trabalho de panificacdo sdo necessarios para cada
duzia de biscoitos de polvilho. Para os biscoitos de nata sdo necessarios 0,15 da hora por
duzia.
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O preco de venda dos biscoitos de nata € igual a R$ 0,70 a duzia e que o material
direto e os custos do trabalho necessario a sua producdo sejam de R$ 0,50 a dlzia.

Os dados correspondentes para os biscoitos de polvilho sdo de R$ 0,60 e R$ 0,45,
respectivamente. Cada duzia de biscoito de nata vendida “contribui” com R$ 0,20 para os
custos fixos (para todas as quantidades abaixo do ponto de equilibrio de custo). Da mesma
forma, a “contribui¢ao” dos biscoitos de polvilho é de R$ 0,15 por duzia.

Determine a quantidade de biscoitos de polvilho e de nata que deverao ser produzidos
para que o lucro da padaria seja maximo.
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RESPOSTAS E SUGESTOES PARA RESOLUCAO DOS PROBLEMAS

1) a)z=64 ondex=16ey=0
b)z=34,80ondex=36ey=1,2

2) z=5ondex=2ey=2

3) z=695/7 onde x;=50/7; x,=0; X3=55/7 € x4=0

4) R$ 17.421,05 por ano
Sugestdo de modelo:

Maximizar z =700x+1500y
11x+60y <500
Sujeito a {x+2y<24
Xx>0,y>0

5) 20 toneladas de cada liga
Sugestdo de modelo:

Maximizar z =3000x + 5000y
0,5x+0,2y <16
0,25x+0,3y <11
0,25x+0,5y <15

x>0,y>0

Sujeito a

6) 8.837,21 barris aproximadamente do pais Dois
Sugestdo de modelo:

Minimizar z =30x+ 28y + 34z
20x+17y+ 25z > 200.000

Sujeito a {40x+43y+35z >380.000
Xx>0,y>0,2>0



7) R$20.000,00
Sugestdo de modelo:

Maximizar z =100x, +80x, +120x, + 20x,
X, + X, + X +4X, <250
X, + X, +2X, <600
3%, +2X, +4x, <500
X, >20,%x,20,%,20,%x, >0

Sujeito a

8) 300 unidades do modelo Lux e 450 unidades do modelo Economic

Sugestdo de modelo:

Maximizar z=0,9x+0,8y
1,5x+y <900
0,2x <80
Sujeito a {0,1x+0,1y <75
X+Yy <800
x>0,y>0

9) Gold: 520 unidades Silver: 240 unidades

Sugestdo de modelo:

Maximizar z =15x+9y

4x+2y <2560

3x+5y <2760

0,5x+0,2y <360

X <600

y <300
Xx>0,y>0

Sujeito a

10) 30 duizias de biscoito de polvilho e 80 duzias de biscoito de nata

Sugestdo de modelo:

Maximizar z=0,15x+0,20y
0,6x+1y <120
X+Yy <120
Sujeitoa 0,4y <32
0,10x+0,15y <15
Xx>0,y>0
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