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Resumo

As equacoes de diferengas tém aplicagoes na Matemética (Geometria Fractal, por
exemplo), na Economia, na Farmacologia, entre outras areas. Elas sao usadas para
modelar sistemas dindmicos que evoluem em intervalos de tempo discretos. As equagoes
de diferencas também sao chamadas de recorréncias e podem ser resolvidas através de
iteracoes. O principal objetivo deste trabalho é fazer um estudo sobre as equacoes
de diferencas de 1* e 2* ordem. Apresentam-se os principais resultados teoéricos bem
como os métodos de resolugao. Destaca-se o uso dos operadores diferenca e antidife-
renca para resolver equacoes de diferencas de 1% ordem e, do operador deslocamento,
para resolver equacoes de diferencas de 2* ordem, em particular, as de coeficientes
cons-tantes. Faz-se também um estudo do comportamento das solucoes das equagoes
de diferencas. Apresenta-se como exemplos de aplicacoes em sala de aula, situagoes
problema contextualizadas, como o Triangulo de Sierpinski, a Torre de Hanoi e a
Sequéncia de Fibonacci, que servem de base para o material didatico voltado para
o Ensino Médio, que propoe atividades que favorecem o uso da tecnologia, através do

software GeoGebra, de materiais concretos e da modelagem matematica.

Palavras-chave: Sequéncia, Operadores, Equacao de diferencas, Material didatico,
GeoGebra.






Abstract

The equations of differences have aplications in Mathmatics (Fractal geometry, for
example), in Economy, in Pharmacology, among other subjects. They are used to
modeliny dynamical systems that evolute in discrete time intervals. The equations of
differences also are called recurrences and can be resolved through iterations. The main
objective of this work is to have a study about equations of differences of 1st and 2nd
degree. The main theoretical results and the resolution methods are showed. The use of
difference operators and anti difference operators to resolve the equations of differences
of 1st order and the displacement operator are highlighted, to resolve the equations
of differences of 2nd order, in particular, the constant coefficients. Also a behavior
study of the equations of differences solutions is made examples of applications in the
classroom are presented such as contextualized problem situations like the Sierpinski
Triangle, the Hanoi Tower and the Fibonacci Sequence, serving as a basis for teaching
materials developed to high school, with activities that are for the use of technology

through the GeoGebra Software, of concrete materials and mathematical modeling.

Keywords: Sequence, Operators, Equation of differences, Teaching material, GeoGe-

bra.
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1 Introducao

Desde a antiguidade, observa-se que a matematica surge da necessidade de um
processo de organizacao e controle de fendmenos que ocorrem segundo um padrao. O
encontro de uma regularidade ou de um padrao, leva & compreensao, previsao e controle
desses fenomenos.

Pode-se tomar como exemplo, um problema curioso, apresentado pelo matematico
Leonardo de Pisa ( 1170 - 1250), mais conhecido como Fibonacci, em sua obra mais
famosa, o livro Liber Abaci, no ano de 1202. Trata-se do problema dos coelhos.

Eis o problema:

Quantos pares de coelhos vao existir ap6s um ano, segundo as condicgoes:

1. No primeiro més existe apenas um casal de coelhos.

2. Casais de coelhos amadurecem sexualmente, somente depois do segundo més de

vida e a partir dai, a fémea da a luz todos os meses.
3. Nao ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo.
4. Todos os meses cada casal fértil da a luz a um novo casal.
5. Os coelhos nunca morrem.

Ao fim de um ano, isto é, 12 meses, Fibonacci concluiu que: no primeiro més nao
houve alteracao no nimero de casais de coelhos, em dois meses ja eram dois casais, em
trés meses, trés casais, em quatro meses, eram cinco casais. Observando-os més a més,
verificou que apos 12 meses haviam 233 casais de coelhos. No século XIX, o matemaético
francés Edouard Lucas (1842 - 1891) deu o nome de Sequéncia de Fibonacci para a
sequéncia F,, = 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ..., cujos termos sao chamados de nimeros
de Fibonacci. Conclui-se entao que o nimero de pares de coelhos em determinado més
n € a soma dos pares de coelhos existentes nos dois meses anteriores a n. Formalizando
o que foi dito, tem-se que F,, = F,,_o + F,,_1, onde F,, é o nimero de pares de coelhos
no n - ésimo més, para n > 2 com Fy =1 e F; = 1. A equacao descrita no problema
de Fibonacci ¢ uma equacao de diferencas.

Usa-se equagoes de diferencas para modelar fendmenos onde o tempo varia discre-

tamente, ou seja, onde o tempo assume valores inteiros, por exemplo ¢t =0,1,2,3, ..., n.

21



22 Introducao

Observa-se aplicacoes das equacgoes de diferencas:

e na Economia: sistema de capitalizagao simples e sistema de capitalizagao com-

posto;

e na Farmacologia: administracao de uma determinada dose de drogas num indi-

viduo;
e na Geometria fractal;
e 1o jogo Torre de Hanor.

O matematico Edouard Lucas também criou o jogo Torre de Handi que foi vendido
como brinquedo no ano de 1883. Neste jogo, o nimero de transferéncias de discos
de um pino para outro é dado pela equacao de diferencas x,,.; = 2z, + 1, onde z,
¢ o numero de movimentos necessarios para a transferéncia de n discos. A expressao
T, = 2" — 1 é uma solucao particular dessa equacao.

Para determinar uma solucao particular de uma equacao de diferencas é necessario
conhecer as condigoes iniciais. No exemplo dos coelhos de Fibonacci sao duas as
condicoes iniciais, sao elas, Fy = F} = 1, ou seja, o nimero de casais de coelhos,
no inicio e ap6s um més de estudo. No exemplo da Torre de Hanoi, é necessario co-
nhecer apenas uma condicao inicial, esta condi¢ao é o ntiimero de transferéncias quando
nao se tém discos no primeiro pino, ou seja, xy = 0.

Encontra-se equacoes de diferencas na Geometria Fractal. O estudo do comporta-
mento da sequéncia x, que é solucao dessas equagoes, mostra o que acontece com o
fractal quando o nimero de iteragoes é suficientemente grande.

A solucao geral de uma equacao de diferencas apresenta tantas constantes arbi-
trarias quanto for a ordem dessa equacao.

Este trabalho apresenta os contetidos necessarios para a determinacao das solucoes
das equacoes de diferencas lineares de 1* ordem, de 2* ordem com coeficientes constantes
e o estudo do comportamento dessas solucoes.

Destaca-se o uso dos operadores diferenca A e antidiferenca A~! para encontrar as
solucoes das equacoes de diferencas lineares de 1* ordem e dos operadores deslocamento
E e polinomial P(FE) para encontrar as solucoes das equagoes de diferencas lineares de
2% ordem com coeficientes constantes. Destaca-se também o uso do software GeoGebra
nas construcoes graficas que mostram o comportamento das solucoes das equagoes de
diferencas em algumas situagoes problema.

O trabalho é finalizado com uma proposta de atividades para o Ensino Médio
que envolvem equacoes de diferencas. Nestas atividades propoe-se o uso de jogos e
de recursos tecnologicos, como video aula e o software GeoGebra, com o objetivo de
tornar o processo de ensino aprendizagem da matematica mais interessante e atrativo

para os alunos e atender aos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio
(PCNEM).
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Aprender Matematica de uma forma contextualizada, integrada e
relacionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento
de competéncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras,
4 medida que instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno,
capacitando-o para compreender e interpretar situacoes, para se apro-
priar de linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar
conclusoes proprias, tomar decisdes, generalizar e para muitas outras
acOes necessarias a sua formacao. [5]

Optou-se pelo uso do GeoGebra (ver [10]) pois este ¢ um software gratuito de
matematica dinamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matematica que
reline os recursos de geometria e dlgebra em um tnico ambiente, o que permite ma-
nipular os graficos associando-os com suas respectivas representacoes algébricas. Este
software é um 6timo recurso para a construcao do jogo do Caos e do triangulo de
Sierpinski pois permite fazer alteragoes dinamicas nas construgoes geométricas.

A metodologia adotada nas atividades propostas para o Ensino Médio baseou-se na
experiéncia da autora em sala de aula, nas concepc¢oes do Curriculo do Estado de Sao
Paulo (ver [22], [23] e [24]) e em algumas sugestoes de atividades (ver [1], [8], [16], [17],
[19], [20] e [21]).

1.1 Objetivos do Trabalho

e Oferecer um material para que professores do Ensino Médio e estudantes de
licenciatura em Mateméatica possam aprofundar seus conhecimentos em equagcoes

de diferencas.
e Estudar as equacoes de diferencas de 12 e 2% ordem.

e Apresentar os principais resultados bem como os métodos de resolucao e estudar

o comportamento das solucoes das equacoes de diferencas de 12 e 22 ordem.
e Usar os operadores para resolver as equacoes de diferencas de 1* e 2% ordem.
e Mostrar algumas aplicacoes das equagoes de diferencas de 1 e 2* ordem.

e Atender as inovagoes pretendidas no curriculo da Escola Publica de Sao Paulo,
através de atividades voltadas para o Ensino Médio que evidenciam a contex-
tualizacao dos contetidos, as competéncias pessoais envolvidas, especialmente as

relacionadas com a leitura e a escrita matematica.

Os objetivos do trabalho estao de acordo com o objetivo do Mestrado Profissional
em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT).

Artigo 1- O Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) tem como objetivo proporcionar formagao matematica
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aprofundada, relevante e articulada com o exercicio da docéncia no
Ensino Bésico, visando fornecer ao egresso qualificagdo certificada
para o exercicio da profissdo de professor de Matematica. [26]

1.2 Organizacao do Trabalho

O Capitulo 2 apresenta o conceito de sequéncias, seus limites e as propriedades dos
limites de sequéncias.

O Capitulo 3 destina-se ao conceito dos operadores, suas propriedades e ao célculo
de algumas diferencas.

O Capitulo 4 apresenta o conceito de equagao de diferencas e a classificacao dessas
equacoes. Discute-se sobre a solucao geral das equacoes de 1* ordem, dando destaque
ao uso dos operadores diferenca e antidiferenca. Faz-se também um estudo do compor-
tamento das solucoes dessas equacoes.

O Capitulo 5 discute sobre as solucoes das equacoes de diferencas de 2* ordem
com coeficientes constantes através do uso do operador deslocamento e do polinémio
caracteristico associado ao polinomio desse operador. Faz-se também um estudo do
comportamento das solucoes.

O Capitulo 6 traz trés propostas de atividades voltadas para o Ensino Médio, sao
elas: o jogo do Caos e o Triangulo de Sierpinski, a Torre de Handi e a Sequéncia de
Fibonacci. Apresenta-se para cada atividade os objetivos, os contetidos abordados, o
material utilizado, um passo a passo das tarefas que deverao ser realizadas pelos alunos
e um roteiro para as construcoes no GeoGebra. Por fim, este capitulo apresenta uma
sintese dos resultados alcancados, dificuldades e facilidades encontradas pelos alunos
em cada uma das atividades.

O Capitulo 7 destina-se as consideracoes finais.

No apéndice encontra-se todo o material didatico utilizado em cada uma das ativi-
dades. Este material estd pronto e organizado para ser imprimido e aplicado na sala

de aula. Encontra-se também as folhas com as respostas de alguns alunos.



2 Sequéncias de Ntimeros Reais e

seus Limites

Neste capitulo apresenta-se as defini¢coes, teoremas, propriedades e exemplos de
sequéncias de nimeros reais e seus limites (ver [13] e [14]). Inicia-se o estudo de
sequéncias com uma situacao problema contextualizada que serd concluida nas segoes
que compoem o capitulo.

A situacao problema a seguir foi retirada do Material de Apoio ao Curriculo do
Estado de Sao Paulo (ver [23]) e é uma adaptagdo do Paradoxo de Zendo (ver [27]).
Uma corrida sera disputada entre Aquiles, grande atleta grego e uma tartaruga. Como
Aquiles é dez vezes mais rapido que a tartaruga, esta partird 10m a frente de Aquiles.
Quando Aquiles chegou ao ponto em que a tartaruga estava inicialmente, depois de
percorrer 10m, a tartaruga, dez vezes mais lenta, estava 1m a frente. Aquiles entao,
correu 1m, até o ponto em que a tartaruga estava, mas ela nao estava mais la: estava
10cm (décima parte de 1m) a frente, pois correu, no mesmo intervalo de tempo, dez
vezes menos que Aquiles.

Repetindo esse raciocinio para os intervalos de tempo seguintes, obtém-se a seguinte

sequéncia de distancias em metros, percorridos por Aquiles:

1 1 1 1

10,1, — ) —— ) oy — ..
771071027 1037 77 107

. - . 10
que sdo pontos da imagem da funcdo z : Ny — R definida por z(n) = Ton = 101",
tem-se entao o conceito fundamental de sequéncia.

2.1 Sequéncias de Numeros Reais

Definicao 2.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcdo x : Ng — R que a cada
ndmero natural n associa um nimero real x, = x(n), chamado o n-ésimo termo da

sequéncia.

Denota-se a sequéncia = : Ny — R por (g, 1, T2, T3, ..., Tp, ...) Ou por (x,). Isto

significa que a sequéncia (z,,) é a fungao 0 = zp, 1 — 27,2 = 22,3 = Z3, ..., — Tp,...

25



26 Sequéncias de Nimeros Reais e seus Limites

Exemplo 2.1. A sequéncia (0,2,4,6,8,...) é a fungao definida por z,, = 2n para todo
n e NQ.
Exemplo 2.2. A sequéncia (1,1,1,...) é uma fun¢do constante definida por z, = 1

para todo n € Ny. Diz-se que esta sequéncia é constante, pois todos os seus termos sao

iguais.

Exemplo 2.3. O triangulo ABC representado na Figura 2.1 é equilatero de lado 1u.
Unindo os pontos médios dos lados desse tridangulo obtemos um segundo tridngulo
DEF. Unindo os pontos médios do triangulo DEF, um terceiro triangulo GHI, e assim

sucessivamente.

Figura 2.1: Triangulo equilatero ABC

A sequéncia numérica cujos termos sao os perimetros dos infinitos triangulos cons-

truidos por esse processo €

3,

ol w

3
4

DN o

Y Y

g oo

. - ) 3
ou seja, trata-se da funcao definida por x,, = on para todo n € Nj.

2.2 Sequéncias Moné6tonas

Observa-se que os termos da sequéncia do Exemplo 2.1 sao crescentes, isto é, xo <
) < Xy < 23 < ... < Ty < Tpap < ..., enquanto que os termos da sequéncia do

Exemplo 2.3 sao decrescentes, isto é, xg > x1 > 9 > T3 > ... > Ty > Tpyq > ..
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Definicao 2.2. Uma sequéncia (x,) € mondtona crescente se x, < T,y para todo

n € Nyg. Se x,, < x,11 diz-se que a sequéncia é mondtona nao decrescente.

Defini¢ao 2.3. Uma sequéncia (x,) € mondtona decrescente se x,, > x,11 para todo
n € Nyg. Se x, > x,.1 diz-se que a sequéncia € mondtona nao crescente.
Exemplo 2.4. De acordo com as Defini¢oes 2.2 e 2.3 a sequéncia (z,,) definida por

nm
T, = COS (7> para todo n € Ny, isto &, (1,0,—1,0,1,0,—1,...), ndo é mondtona.

2.3 Sequéncias Limitadas

Observa-se que nas sequéncias dos Exemplos 2.2 e 2.4, z,, € [—1,1] para todo
n € Ny, ja no Exemplo 2.3, x,, € [0, 3] para todo n € Ny, isto ndo ocorre no Exemplo 2.1,
pois para qualquer intervalo limitado considerado sempre é possivel encontrar um termo

da sequéncia fora desse intervalo.

Definicao 2.4. Uma sequéncia (x,) € dita limitada se existe um nimero real M > 0

tal que |z,| < M para todo n € Ny.
Definicao 2.5. Uma sequéncia (x,) € dita ilimitada, quando ndo é limitada.

Pelas Defini¢oes 2.4 e 2.5 vé-se que os Exemplos 2.2, 2.3 e 2.4 apresentam sequéncias

limitadas enquanto que a sequéncia do Exemplo 2.1 é ilimitada.

Exemplo 2.5. A sequéncia (z,) definida por z, = n € Ny é limitada pois

n+1’
z, € [0, 1] para todo n € Ny.

Na situacao adaptada do paradoxo de Zenao que inicia este capitulo vé-se que a
distancia que separa o atleta da tartaruga fica cada vez mais préoximo de zero, o que

esta de acordo com a Definigao 2.6 a seguir.

Definicao 2.6. Sejam (x,) uma sequéncia de mimeros reais e | um nidmero real. Diz-
se que (x,) converge para | ou é convergente, denota-se x, — | ou ainda, lim x, =,
n—oo

se para cada numero real positivo € existe um ng € Ny tal que se n > ng, entao,

|z, — | <€, ou seja, | —e < x, <l+e.

1
Exemplo 2.6. Seja a sequéncia (x,) definida por z, = — para todo n € N. Tem-se

que z,, — 0, pois para cada ntimero real € > 0 arbitrario considera-se o nlimero natural
1

1 -
ng > —, ou seja, — < g, entao,
€

no
1 1
|z, — 0| =|——0|=—.
n
1 1 - 1
Logo, para todo n > ngy tem-se — < — < e. Portanto, pela Definicao 2.6, lim — = 0.

n ng n—oo 1
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1
Exemplo 2.7. Seja a sequéncia (x,,) definida por z,, = ntl para todo n € N. Tem

n
-se que x,, — 1, pois para cada ntimero real ¢ > 0 arbitrario, considera-se o ntimero

. n—+1 1
natural ng > —, ouseja, — < € e como para todo n € N pode-se escrever = 14—,
€ ng n n

entao, tem-se que
1

1
|xn—1|:’1+——1‘:—.
n n

1 1
Logo, para todo n > ngy tem-se — < — < ¢. Portanto, pela Defini¢ao 2.6,

n Mo
lim z,, = 1.
n—oo
. N . n+1
Exemplo 2.8. Seja a sequéncia (x,,) definida por x,, = — para todo n € N. Tem

n
-se que xz, — —1, pois para cada nimero real ¢ > 0 arbtrario considera-se o ntimero

natural ng > —, ou seja, — < € e como para todo n € N pode-se escrever
S N
n+1 1
— =— 11 + — ,
n n
entao, tem-se que
1 1
|z, + 1] =]-1——+1 = —.
n n

1 1
Logo, para todo n > ny tem-se — < — < e. Portanto, pela Defini¢ao 2.6,
n N

lim x, = —1.
n—oo

Teorema 2.1. (Unicidade do Limite)

Se lim z, =, e lim z, = ly, entao, l; = [y
n—oo n—o0

Prova.

Prova-se por absurdo.
Supoe-se que [y # [o. Por hipotese, dado um ntimero real € > 0, existe um ng € Ny

tal que |z, — l;| < € para todo n > ng. Tem-se também que dado € > 0, existe um
|l — b
4

np € Ny tal que |z, — ls| < € para todo n > 7. Toma-se € = e considera-se

n > max {ng, Ty}, entdo, tem-se que
=Ll =l —zp+ o —lo| <z, — U]+ |z, — o] <e+e=2e

P [l — Iy

isto é, |l — Iy . Absurdo!Portanto, I; = ls.
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Defini¢ao 2.7. Dada uma sequéncia (x,) de nimeros reais para todo n € Nyo. Uma
subsequéncia de (x,) € a restrigao da fun¢do x a um subconjunto infinito dos naturais,
S = {ng<ny <ng<..<mng<..}. Denota-se a subsequéncia por (x,,) para todo
i € No 0U (Trgs Tnyy Trgs coes Ty ---)-

Exemplo 2.9. Considera-se o conjunto {2n;n € No} C Ny a restrigao da sequéncia
cujo n-ésimo termo é x,, = 3" ao subconjunto dado é a subsequéncia (1,3%,3*,35...).

Teorema 2.2. Seja (x,) uma sequéncia tal que lim z, = [ e seja (z,,) uma subse-
n—oo

quéncia qualquer de (x,), entao, lim x,, = I.
n—oo
Prova.

Seja € > 0 um ntmero real, entao, por hipotese, existe um ny € Ny tal que [ — e <
T, < |+ ¢ para todo n > ny. Por outro lado, existe ¢y tal que se ¢ > ig, entao, n; > ng.

Portanto, se i > iy, temos que [ — e < z,,, <l + ¢, ou seja, lim z,, =I[.
n—ro0

Corolario 2.1. (Teste da subsequéncia) Qualquer sequéncia que possua duas subse-

quéncias com limites diferentes serd divergente.

Exemplo 2.10. A sequéncia (z,) definida por z,, = (—1)" para todo n € Ny diverge,
pois a subsequéncia (z3,) definida por x,, = (—1)?" converge para 1, mas a subsequéncia

2n+1

(9n+1) definida por z,, = (—1) converge para —1, entao, pelo Corolario 2.1 tem-se

que a sequéncia (x,,) diverge.

Poucas vezes faz-se necessario o uso da definicao para o calculo do limite de uma
sequéncia, pois basta utilizar as propriedades operatorias dos limites.
Considera-se (z,,) e (y,) duas sequéncias convergentes tais que

lim 2z, =10le lim y, =k
n—oo n—o0

e tem-se as seguintes propriedades.

Proposicao 2.1. Limite da Soma
lim (z, +y,) =1 + k.
n—oo

Prova.

o . : €
Por hipotese, dado um nimero real € > 0, existe um nj, € Ny tal que |z, — | < =

para todo n > nj. Tem-se também que dado ¢ > 0, existe um my € Ny tal que
£

lyn — k| < 5 para todo n > 7. Logo, dado € > 0, toma-se ng = max {ny,ny} e tem-se

£

@+ 90) = L+ R < fan =1 + g — K| < 5+

:&"7

isto é, lim (z,, + yn) = [ + k para todo n > ny.
n—oo
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Proposicao 2.2. Limite do Produto

lim x,y, = lk.
n—oo

Prova.

Por hipotese, (x,) é convergente, entdo, existe um nimero real M > 0 tal que
|z,| < M para todo n € Ny e dado um ntimero real € > 0, existe um nj, € Ny tal que

€ :
|z, — 1] < m para todo n > n{. Tem-se também que dado ¢ > 0, existe um 7y € Ny

tal que |y, — k| < ﬁ para todo n > Ty. Logo, dado € > 0 toma-se ny = max {n{, 7o}
e tem-se |x,y, — lk| = | yn — xuk + 20k — k| = |2, (y, — k) + k(z, — [)]. Portanto,
£ £

(@0 = k| = |2 (yn = k) + k(20 = D] < |wallyn — K[+ |kllzn = 1] < Mos

para todo n > ny.

Considera-se o caso particular da Proposicao 2.2 em que vy, = ¢ para todo n € Ny,
onde c é uma constante real. Logo, lim cx, = cl tal que ¢ ¢ um ntimero real arbitrario.
n——oo
Para ¢ = —1 obtém-se lim (—z,) = lim (-1)z, = — lim z,, = —L.
n—oo n—oo

n—oo
Pela Proposicao 2.1 pode-se afirmar também que

lim (z, —y,) = lim (x, + (—y,)) = lim z,, + lim (—y,) = lim z, — lim y, = — k.

Proposicao 2.3. Limite do Inverso

Seja (y,) uma sequéncia de nimeros reais nao nulos tal que lim y, =k, k # 0,
n—oo

L 1 1
entao, lim | — | = —.
n—oo \ Yy, k
Prova.

Dado &, um namero real, tal que ¢ € (0,k?), entdo, e > 0 ¢ k* — ¢ > 0. Por

hipétese, lim v, = k, entdo, pela Proposicao 2.2 tem-se que lim ky, = k% Logo,
n—0o0o n—o0
existem ny,ny € Ny tais que para n > ny tem-se que |y, — k| < €2 e para n > ny tem-se
que |ky, — k*| < k* — e. Toma-se entdo, ny = max {ny,ns}. Logo, para todo n > ny,
como |ky, — k?| < k* — ¢, entao, k* + ¢ — k? < ky,, < 2k* — . Portanto, ky, > ¢ > 0,
ou seja, 0 < ﬁ < —, para todo n > ny. Logo,
n €

g2

< — =€
9

1 Ll |k—Yn
Yo k|| kyn

para todo n > ny.

Corolario 2.2. Limite do Quociente
w1
Se yn, # 0 para todo n € Ny e k # 0, entao, lim In _ T

n—oo yn
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Prova.
n 1 1 1 )
limx—zlimxn—:hmxnlim— = l-—=—.
n—oco Yy, n—oo 1Y, n—o00 n—00 1Y, N~~~ k k

lim. do inverso
Proposicao 2.4. Propriedade do Anulamento

Se (x,) € limitada e lim y, =0, entdo, lim z,y, = 0.
n—oo n—oo
Prova.

Seja um ndamero real M > 0 tal que |z,| < M para todo n € Ny. Dado um

. €
nimero real ¢ > 0, existe um ng € Ny tal que para todo n > ng, |y,| < U Logo,

£
|Tnyn| < MM = ¢ para todo n > ny.

Proposicao 2.5. Limite de Polindomio
Seja o polinémio P(x) = a,z™ + Q1™ V4 a1z +ag. Se lim z, = [, entao,
n—oo
lim P(z,) = P lim (z,,) = P(l).
n—o0

n—oo

Prova.

Da Proposigao 2.2 e do principio de inducao Matemaética tem-se que para um natural

k>1,se lim z, =, entdo, lim x¥ = [*. Portanto,

n—oo n— o0
. . 1
lim P(z,) = lm (anx) + amorz, + ...+ a12, + ag)

= ap, lim 2" 4+ a,,—1 lim xnm_l + ...+ ay lim x, + ag
n—oo n—oo n—0o0
= anl™+ ap_ "+ all + a
= P(l).
Exemplo 2.11. Encontre os limites das sequéncias (x,,) abaixo, tal que:
n
a) x, = ——, para todo n € Nj.
(a) nt1 p 0
Solucao.

lim

1
D fim (1- =1.

3
(b) z, = o para todo n € Ny.

Solugao.
.3 o1
TIPS T
2
3
(c) z, = J_—;:_Q, para todo n € Ny.
Solucao.
n?+3 . 3
2 —
Como z, = — 3 = n? = n? entao
"on2—n+2 n? -n+2 1_l+3’ ’

n2 n n2
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, n®+3 nlggo (1 + _2>
lim 5 ) 5 1.
n—o00 —n
" lim (1 ——+ —2)
n—o00 n n

No préximo exemplo tem-se a conclusao da adaptacao do Paradoxo de Zenao.

Exemplo 2.12. Considera-se a sequéncia z,, = 10" para todo n € Ny que representa
as distancias percorridas por Aquiles na adaptacao do Paradoxo de Zendo. Tem-se que
lim 101" = 10 lim — = 0, isto significa que na argumentacdo de Zenao o atleta
n—00 n—00 n . o . .

nunca alcancard a tartaruga, pois sempre existird uma distancia entre eles embora
Aquiles fique proximo da tartaruga quanto quiser, ou seja, a distancia que o separa da

tartaruga se torna tao proxima de zero quanto ele quiser.

Exemplo 2.13. Se lim z, = [, entao,
n—o0

lim 22 = lim (z,2,) = <lim xn> (lim xn> =1=1[°

n—oo n—oo n—o0 n—oo

Exemplo 2.14. A sequéncia definida por vy,, = cosmn para todo n € Ny ndo é conver-
0
gente, pois para n par, tem-se cosmn = 1 e se n ¢ impar, entao, cosmn = —1. Mas, por

outro lado, —1 < cosmn < 1 para todo n € Ny, ou seja, cosn é limitada. Considera-se

a sequéncia definida por z,, = — para todo n € N, entao, da Proposicao 2.4 segue que
n

o1
lim —cosmn = 0.
n—oo N

Teorema 2.3. Os termos x, de uma sequéncia mondtona limitada v1 < 9 < 13 <
L 2y < Tpaq < ... formam um conjunto de valores aproximados de um nidmero real

Q.
Prova.

Considera-se o caso de nlimeros reais maiores ou iguais a zero, sem perda de ge-
neralidade.

Sejam

Ir1 = Qip,011012...A1%---
To9 = Q9p, 21029...A9...

I3 = Q3p,0310A32...A3E---

Tp = Qpo, Ap1aAp2...Apk.---

as expressoes decimais dos termos da sequéncia dada onde a1 < a9 < asp < ... <
i < ..., k € Ny é uma sequéncia nao decrescente limitada de niimeros naturais com

0 < ape < 9se k> 1. Logo, para todo £ > 0, a sequéncia ayy, Aok, A3k, ---, Ak, ---
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torna-se constante a partir de um certo valor do indice n . Chamando-se esse valor de
ny tem-se que a,; = an, para todo ny > ni_;, entao, para a,; = a,, ) verifica-se que
no real a = ag, ajasas...a..., 0s k primeiros algarismos decimais coincidem com os de
Tp, S€ N > ng, entao, « — x, = 0,000...0d;..., ouseja, 0 < a—x, < # para n = ng.
Portanto, dado um ntmero real ¢ > 0 basta tomar 10¥ > ! para ter-se 0 < o —x, < ¢
para todo n > ny. ©

O Teorema 2.3 é chamado Teorema Fundamental da Convergéncia de Sequéncias e

pode ser enunciado por "Toda sequéncia monétona e limitada é convergente."”

n—1
Exemplo 2.15. A sequéncia monotona crescente (z,,) definida por x, = —— , n € N
n

-1
é limitada, pois z,, € [0, 1] para todon € N e lim <n > = 1.

n—oo n

n

Exemplo 2.16. A sequéncia mondtona decrescente (z,) definida por z,, = — 1 é
n

Quando n cresce indefinidamente a ideia intuitiva de que todos os termos da se-

limitada, pois z,, € [—1,0] para todo n € Ny e lim (— " ) =—1.

quéncia (z,) tal que x, = n para todo n € Ny crescem sem limitagao é formalizada na

definicao a seguir.

Definicao 2.8. Diz-se que uma sequéncia de nimeros reais (r,) tende para +o0o0 e
escreve-se lim x, = 400, se dado um numero real M > 0, arbitrdrio, existe um

n—oo
ng € Ny tal que para todo n > ng, n € Ny, tem-se que x, > M.

Analogamente, formaliza-se a ideia de que uma sequéncia tende para —oo na

defini¢do a seguir.

Defini¢ao 2.9. Diz-se que uma sequéncia de nimeros reais (x,) tende para —oo e
escreve-se lim x, = —oo, se dado um nimero real M > 0, arbitrdrio, existe um

n—oo
ng € Ny tal que para todo n > ng, n € Ny, tem-se que x,, < —M.

As observagoes a seguir, decorrem das Definigoes 2.8 e 2.9.

(a) lim x, = 400, se, e somente se, lim (—z,) = —oc.
n—oo n—oo

(b) Se lim z, = lim y, = 400, entdao, lim (z, + y,) = +oc.

(c¢) Se lim z, = lim y, = +ocoek > 0, entdo, lim (z,y,) = +ooe lim (kz,) = +o0.
n—oo n—oo n—oo n—o0

(d) Se para todo n € Ny, z,, > y, e lim y, = +o00, entdo, lim x, = +o0.
n—oo n—oo

Consequentemente, tem-se:

(e) Se lim z, = lim y, = —o0, entdo, lim (z, + y,) = —oc.
n—00 n—00 n—00

(g) Se lim z,, = lim y, = —occ ek > 0, entdo, lim (z,y,) = +ooe lim (kz,) = —oc.
n—00 n—00 n—0o0 n—o0
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(h) Se para todo n € Ny, z,, > y, e lim z, = —o0, entdo, lim y, = —o0.
n—oo n—oo

(i) Se para todo n € Ny, x,, > 0, ento,

. . 1
lim z, =0« lim — = +o0.
n—oo n—oo Ty,

tem-se também que hm r, =0« lim — = —o0, se para todo n € Ny, z, < 0.

n—oo ¥n

1
Exemplo 2.17. Sabe-se que para todo n € Ny tem-se lim — =0 e que lim n = +oc.
n—oo M, n—00

Proposicao 2.6. Se lim x, =1 e lim y, = +o0, entao, para | > 0 tem-se
n—oo n—oo

lim z,y, = 400
n—oo

e para | < 0 tem-se

lim x,y, = —oc.
n—oo
Se lim z, =1 e lim y, = —o0, entao, para |l > 0 tem-se
n—oo n—oo
lim x,y, = —oc
n—o0

e para | < 0 tem-se
lim z,y, = +oo.
n—o0

Exemplo 2.18. Encontre os limites das sequéncias (x,) abaixo, tal que:

4 n
5) para todo n € Nj.

RS

Solucao.

(
Jgr;o[ (
2 1 (

O v~

3) para todo n € Ng.
Solucao.
-0
1. z, = 2" — 1 para todo n € Nj,.
Solucao.

lim (2" — 1) = +oo.

n—oo



3 Calculo de Diferencas

Neste capitulo, apresenta-se o conceito de diferencas e de equacgoes de diferencas,
alem das propriedades dos operadores diferenca, deslocamento e antidiferenca (ver [12],
[15] e [25]), com o objetivo de fornecer mais uma ferramenta para a busca das solu¢oes
das equacgoes de diferencas. Destaca-se as propriedades desses operadores e o calculo

de algumas diferencas.

3.1 Operadores Diferenca e Deslocamento

Considera-se a sequéncia (x,), com n € Nj.

Definicao 3.1. A sequéncia (A x,) chamada de primeira diferenca da sequéncia (xy,)
¢ dada por
A Xy = Tpy1 — Ty, (3.1)

para todo n € Ny.

A segunda diferenga (A? z,) é a primeira diferenga da sequéncia (A x,), isto &,

A? 2y =A (A Ty) =0 Tyi1— A Ty = Tygo — Tni1 — (Tpy1 — T,), 10gO,
A? Xy = Tpio — 2Tpi1 + Tn. (3.2)
Generaliza-se a diferenga de ordem k para qualquer k& € N por

ARz, =A (AL x,) =AY 2,0 — AP 2, noe N,

entao,
A3 xr, = A? Tpt1— A? Ty
= Tp43 — 2Tpq2 + Ty — (l’n+2 —2Tpq + xn)
= Tny3 — 3xn+2 + 3$n+1 — Tn
e

4
A Ty = Tpyq — 3xn+3 + 3$n+2 — Tn41 — (xn+3 - 3xn+2 + 3xn+1 - xn)

= Tpy4a — 4xn+3 + 6wn+2 - 4xn+1 + Zp.

35
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De maneira geral tem-se

k
(K
L - Z(—U (i)xn%i, (3.3)
para todo k£ € N, onde os (f) comt=0,1,2,...,k sao os resultados da k-ésima linha

do Triangulo de Pascal.

Definicao 3.2. Toda equacio que envolve o termo x,, e suas diferencas A T, A? x,,, ...

¢ chamada de equacao de diferencas.

Exemplo 3.1. A equacao
A x, + T Az, + 122, =0 (3.4)
é uma equacao de diferencas. Substitui-se 3.1 e 3.2 na equacao 3.4 e tem-se
Tpto — 2Tpy1 + xp + T(Tp1 — ) + 122, = 0,
ou seja, Tpio + drpi1 + 62, = 0 para todo n € N.

Definigao 3.3. A primeira diferenca da sequéncia (x,,), A ©, = Tp11 — T, € chamada

de operador diferenca da sequéncia para todo n € Ny.

Definigao 3.4. Para todo n € Ny o operador deslocamento da sequéncia (z,) €

dado por

Exy = Tpyiy. (3.5)

Definicao 3.5. O operador identidade I € aquele que quando operado sobre uma se-

quéncia (x,) tem como resultado a prdpria sequéncia, ou seja,
Iz, = x,. (3.6)

Por convencao tem-se que AY x, = E%2,, = Iz, = x,, para todo n € Nj.

Teorema 3.1. Se E ¢é o operador deslocamento da sequéncia (x,), ent do, para todo
n € Ny

Efz, = zpi. (3.7)
Prova.

Faz-se inducao sobre k.

Para k = 1 é trivial. Supde-se que E*x, = x,,, entdo, para k + 1 tem-se que

k1, _ ko ) _
E*tle, = E(E'x,) = ETpyk = Tpikt1-
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Logo, vale para k + 1. Portanto, pelo principio de inducdo, E*z,, = x,, para todo k

natural.

Definicao 3.6. Diz-se que dois operadores O1 e Oy sao equivalentes, denota-se
01 = 09,
se para qualquer sequéncia (x,) € vdlida a igualdade Oz, = Osx,, para todo n € Ny.
Exemplo 3.2. Tem-se a equivaléncia funcional £ =A +1 ou A= E — I, pois
ATy = Tpyl — Tp — Tpoy = Tyt A 2, = Fr, = lo,+ Az, = (I+ A)xy,.
Apresenta-se a seguir algumas propriedades dos operadores.

Propriedade 3.1. Os operadores comutam entre si uma vez.
Prova.

Para todo n € Ny tem-se que
A Ex, =A (Ex,) =A (Tpe1) = Tpio — T = E(xp1 —x,) = E A x,.

Propriedade 3.2. Sendo k£ e m naturais tem-se AFA™M=AmAF=A" 0 mesmo &

valido para o operador E.

Prova.

AFAT g, = AT
= A (aF )
— Ak—i—m 1 Tpi1 Ak—&-m—l T,
NG AR

= A (Am—‘rk’—l :L‘n) :Am-l—k T

= A"AM 1,
e para o operador deslocamento aplica-se o Teorema 3.1. Logo,

k _ k _ _ _ _ k
E°E"x, = E¥Tpim = Tingm)+k = Tntk)4m = B Tpyp = BT E ),

k
Propriedade 3.3. EFz, = 5 (f) A x,, para todon € Ny e k € N.

Prova.

k
Efz, = (A +1)kz, = ; (’f) A .
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1
Exemplo 3.3. Calcule A® (—), n e N.
n

Solucao.

De acordo com a equacao 3.3 tem-se que

#(2) = () (=)

1 3 . 3 1

n+3 n+2 n+l n
—6 _ —6(n —1)!
n+3)(n+2)(n+n  (n+3)!

Teorema 3.2. Os operadores A e E sao lineares, ou seja,

Alax, +byn] =a Az, +b Ay

Elax,, + by, = aEx, + bEy,,

onde a e b sao constantes quaisquer e (x,), (Ym) duas sequéncias quaisquer.

Prova.

A lax, + byy] = (axpi1 + byme1) — (azy + bym)
= a(Tpy1 — Tn) + 0(Yms+1 — Ym)
= alAx,+bAyny

e

Elax,, + byn| = axpi1 + bymir = aEx, + bEy,,.

Teorema 3.3. Sejam (x,) e (y,) duas sequéncias quaisquer com n € Ny, entdo,

A [zpyn]) = Exy Ay + yn A x4

’

|:xn:| ynAxn_anyn
A |—| =
Yn YnEyn

quando y, # 0.

Prova.
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ATaYn] = Tup1Ynir — Taln
= Tpri¥Yntl — Tpri¥Yn + Tnp1Yn — Tnln
= xn—&—l(yn—i-l - yn) + yn(xn-‘rl - $n)

= EInAyn+ynAxn

e
A {ﬁ] _ Tnp1 T
Yn Yn+1 Yn
. Tn+1Yn — Tn¥Yn+1
Yn+1Yn
o Tn+1Yn — Tnln + TnYn — TnYn+1
Yn+1Yn
_ ynAxn_anyn
YnEyn
n—1
Lema 3.1. Tem-se que Y A xp =, — xp, seng <mn € N.
k=ng
Prova.
n—1 n—1
D bae = ) (e —m)
k=ng k=ng

Tno+1 — Tng + Tno4+2 — Tng+1 + Tno4+3 — Tng+2 + . Ty = Tp

= Ty — Tp,-

Teorema 3.4. (Teorema Fundamental da Somagao)

n
> Az =1xp —x1, n € Np.
k=1

Prova.

Basta aplicar o Lema 3.1.

Exemplo 3.4. Calcule Y 3.
k=1

Solucao.

A 3F
Como A 3% = 3k —3F =3.3F —3F = 2. 3% tem-se que 3" = 5 Logo, pelo

Teorema 3.3 tem-se que

n 1 3
k=1
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Definicao 3.7. A expressao

n® =nn—-1)(n—-2)...(n —k+1) :ﬁ(n—i), (3.8)

i=0

onde n e k sdo naturais nao nulos é chamada de poténcia fatorial descendente de n,

de grau k e

®n=nn+1)(n+2)..(n+k-1) :ﬁ(n+z'), (3.9)

onde n e k sdo naturais nao nulos é a poténcia fatorial ascendente de n, de grau k.

|
k) — ﬁ —®) (n—k+1), logo, n™ = n! =™ 1

Pela Definicao 3.7 tem-se que n!

en® =1=0p,
Teorema 3.5. Sejam n, p, q e k, naturais nao nulos, entao,
1. An®) = kntk-1),
9. plotd — @) (n —p) (@) = p@ (n — q)(p).
8. AP n®) = k(k —1)...(k —p+ 1)ntP),
4. AR ) =kl
Prova.

1. Sabe-se que A n®) = (n + 1)*) —nk. Logo, pela Defini¢io 3.7 tem-se que

k=1 k—1
An® =T[n+1—-d) = J[(n—i)=n+1—n+k—1)n* = gpk-1
i=0 i=0

2. nP*9 = n(n—1)...(n—p)[(n—p)—1]..[(n—p) —q+2][(n—p) —q+1] = n®) (n—p)?.
Analogamente, prova-se que nP*9 = n(@(n — q)®).

3. Faz-se inducao sobre p.

Para p = 1 basta aplicar o item 1. Supoe-se que
AP ) = k(k —1)...(k —p+ Dnk—P),

entao, para p + 1 tem-se que
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APFLE) =A (AP ) = k(k —1)...(k —p+ 1) A nF—P),
Logo, pelo item 1,
AP ) = k(k —1)...(k — p+ 1)[(k — p)ntk—p=D],

ou seja, vale para p 4+ 1. Portanto, pelo principio de inducao

AP n®) = k(k —1)...(k — p+ 1)nk—P)
para todo p natural.

4. Basta usar o item & para p = k. Assim,

AP ) =Kk —1)...(k — k + 1)n(®.

Logo, como n(®) = 1 tem-se que

AP ) = E(k—1)..1.1 = k.

1
Exemplo 3.5. Mostre que n(~9 = ara todo ¢ € Nj.
P L nt+q)ntq—1..(n+1) " & o
De fato, basta usar o item 2 para p = —q. Logo,
n-atd)  — (9 (n+ q)(q) =
1 = p9 (n+ q)(q) =
n(*Q) — 1 =
(n+q)@
1
(— _—
n = =
m+q)(n+q—1)...(n+qg—q+1)
n—9 — 1

n+q)(n+q—1)..(n+1)

Definicao 3.8. Seja P(n) = agn® + ayn*~! + ... + a, um polinomio de grau k com

ag, a1, ..., a reais e k um natural nao nulo. O operador diferenca de P(n) é dado por

A P(n) = P(n+1)—P(n) = (ap(n+1)*+ay(n+1)* 1+, +ap)— (agn*+an* 1 +.. . +ay).

Aplica-se o Binémio de Newton e tem-se A P(n) = agn® + agkn*~! + ag (g)nk_2 +
ap+an*t+a(k—1)n*2. . +a+...+ap+..—agn® —an*t — ... —a,. Portanto,
A P(n) = aghn™™ + Q1 (n) (3.10)

onde QQ1(n) € um polindmio de grau k — 2 com coeficientes reais.
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Tem-se também que

A* P(n) = A (A P(n))
= A (agkn* ™' + Q1(n))
= laok(n +1)"" + Qi(n +1)] — [agkn" ™" + Q1 (n)]
= aok[(n+ 1" ="+ [Qi(n +1) — Qi(n)]

e faz-se Qa(n) = Q1(n +1) — Q1(n).
Pelo Binoémio de Newton

M+t —prt=nr (k-1 2+ +(k—1)n+1—-nFt=
(k—1nF2+ . +(k—1n+1.

Logo,
A% P(n) = agk(k — 1)n*=2 + .. + agk(k — 1)n + agk + Q2(n).

Portanto,

A% P(n) = agk(k — 1)n*2 + Qs(n). (3.11)
onde @3(n) é um polindémio de grau k — 3 com coeficientes reais.

Teorema 3.6. Seja P(n) = agn® + ayn*' + ... + ax um polinémio de grau k com

coeficientes reais e k um natural nao nulo, entao,

A P(n) = agk(k — 1)...1n 7% = aok! (3.12)
€
AP P(n) =0 (3.13)
para 1 = 1.
Prova.

Basta aplicar k£ vezes o procedimento usado para obter 3.11.

Teorema 3.7. Seja P(n) um polinomio de grau k com coeficientes reais e k um natural

nao nulo, entao,

P(n) = i (N P (0)) n®, (3.14)
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Esta é a Formula de Maclaurin discreta.
Prova.

Seja P(n) = ag+ayn+aon® +asn® + .. +a;n® um polinémio de grau k. Tem-se
que P(0) = ag. Pelo Teorema 3.6

AR P(n) = apk!,
logo, para n = 0 tem-se que
A™ P(0) = a,ml,

1 <m < k, k um natural nao nulo, entao,

A™ P
o = A" PO
m)!
Portanto,
P(n) = ap+an+ aon® + azn® + .+ ajn®
A P(0 A2 P(0 AR PO
1! 2! k!
k .
A P .
- Z ( : (O)) n®.
7!
i=0

Definicao 3.9. Sejam a; € R,i = 0,1,....k e k um natural ndo nulo e como E° = I
tem-se que
P(E) = agE" + a1 B* ' + .. + ay 1 (3.15)

€ outro operador polinomial.

Nota-se que para todo b € R tem-se
P(E)" = (apE* + a1 E* Y + ... + ap. 1)V™ = ag E*b" + a1 E*10" + ... + a IV,
entao, pelas Defini¢oes 3.4 e 3.5 e pelo Teorema 3.1 tem-se que
P(E)™ = agh™™ + a 0" =1 .+ apb™ = b (agh® + a1bF 1 + ...+ ay,).
Portanto,
P(E)" =0b0"P(b) (3.16)

Teorema 3.8. Seja g(n) uma fungdo de argumento discreto, entao,
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P(E)(b"g(n)) = b"P(bE)g(n).
Prova.

Da Defini¢ao 3.9 tem-se que P(E)(b"g(n)) = (agE* + a1 E¥1 + ... + apI)b"g(n).

Portanto,

P(E)(V'g(n)) = aph"*EFg(n) + a b" T EFg(n) + .+ apb™g(n)
= b"(agh*E¥ + a 0" TEF £ L+ ag)g(n)
= 0"P(bE)g(n).

3.2 Operador Antidiferenca

Definicao 3.10. O operador antidiferenca de A X,, = x,, € dado por

Az, =X, Fe, (3.17)
onde ¢ € uma constante real.
Aplica-se a Defini¢do 3.10 e o Teorema 3.2 em
ANV x, =0 (X, + ) =A Xyt A c=x,.
Logo, AA~'= I. Porém note que
AN X, =A" e, =X, +c,

ou seja, ATPA# I e dessa forma, A~ e A ndo comutam. Nota-se que A™! também é

linear pois sejam

A Vax, =aX, +a

AL by, = bY,, + co,
com a,b € R e ¢y, cy constantes arbitririas tem-se que
AV az,+ AT by, = aX, + ¢ +bY, + co,
faz-se ¢ = ¢1 + 3 e tem-se que
ATV azp+ AT by, = (X, + DY) + ¢ =71 (ax, + by,).

Exemplo 3.6. Determine o operador A e A™! das sequéncias abaixo:
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a. (z,), com z, = 1 para todo n € Ny.
Solugao.

Tem-se que para todo n € Ny, x,, = 1, entao,A 1 = 0. Tem-se também que
An=(n+1)—n=1
Aplica-se A~! nos dois membros dessa igualdade e tem-se
AT'A R =ATT1
Portanto, da Definicao 3.10 segue que
A l'l=n+c,
onde ¢ é uma constante real.

b. (x,), com z, = an , a € R, para todo n € Nj.
Solucao.

Tem-se que
Aan=a(n+1) —an = a.
Tem-se também que
Aan? =a(n+1)? —an? = a(2n + 1) = 2an + a.
Aplica-se A~! nos dois membros da igualdade e tem-se
an*+c =201 an+ant1=2a" Y an=an?+c; —aln + ).

Portanto,

onde ¢ é uma constante real.

Exemplo 3.7. Determine o operador A e A~! das sequéncias abaixo:

a. (x,), com x, = (—1)" para todo n € Ny.
Solucao.

Tem-se que
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B (=) = (—1)™1 = (21" = =21 = 21
Logo,
A (=1)"
—1) = —
(-1) 5

Aplica-se A™! nos dois membros da igualdade e tem-se

1 1

ATH(=1)"=—= ATIA (1) = == [(-1)" + 1.
2 2
Portanto,
_1 n+1
a7t (-1 = | 2> +o,

onde ¢ é uma constante real.

. (z,), com z,, = (—1)"n para todo n € Nj.

Solucao.
Tem-se que
A" = ()" n+1) - (1)
= (=D)""(n+1)+(=1)(=1)"n
= (=" (2n +1).
Logo,

(—)(=1)"2n+1) =A (-1)"n = (=2)(-1)"n =A (—=1)"n+ (—1)".

Portanto,

(—1)"n = —% (A (1) + (—1)7].

Aplica-se A~! nos dois membros da igualdade e tem-se

ATH(=1)"n = —% [A7'A (=1)"n+ A7 (=1)").

Pelo resultado do item a,
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Portanto,

onde ¢ é uma constante real.

c. (z,), com x, = a", a € R, para todo n € Nj.

Solugao.
Tem-se que
Aa"=a" —a"=a"(a—1).
Logo,
o — Aa”
a—1

Aplica-se A~! nos dois membros da igualdade e tem-se

1 a™
ATIA @™ =
a—1 a—1

ATt = +c,

onde ¢ é uma constante real.

Denota-se por A~ z; [} =7 @, — A7 @y

Teorema 3.9. (Teorema Fundamental)
SeNX,=uz, ek <n comk,néeNy entao,

n—1
-1 n
i=k
Prova.

Por hipotese,

7
—
3
|

—

I
B
~
Il
B

i
L

I
(]

(Xip1 — Xi)
i—k
= Xpp1 — Xp+ Xpyo — X1 + Xpys — Xpo + ..+ X, — Xy

= X, — X%
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Aplica-se A™! em ambos os membros da igualdade A X,, = z,, e tem-se que
AN X, =A" 2, = X, +c=A"" 2,. Portanto,

Xp— X =0 z,— A7V ap =n"1 a2
Nota-se entao que quando k£ = 0 tem-se que

n—1
A (Z xl> =A (X, — Xo) =0 X,,— A Xog =2,

=0

n—

1 n—1
A, =AT0A (Z xl> = sz +c, (3.18)
i=0

i=0
onde ¢ é uma constante real.

Exemplo 3.8. Calcule a soma dos n primeiros termos das sequéncias (x,) a seguir
onde:

a. x,, = 2n, para todo n € N,
Solugao.
Pelo Teorema 3.9 e pelo item b do Exemplo 3.6 tem-se que

§ vili 1
S22 =1 2i ’;*1——@(@2 ) (4 1) (n+1—1)—0=n+n.
=1

Trata-se da soma dos n termos da progressao aritmética (P.A.) de razao 2 cujo

primeiro termo é x; = 2.

b. z, = 3", para todo n € N.
Solugao.

Pelo Teorema 3.9 e pelo item ¢ do Exemplo 3.7 tem-se que

n . 3 1 3(3" —1)
g = -1 ¢ ?’L+1 = —_— ’I’L+1 = - n+1 —_— = -
;:1:3 AT 3] 51 h 2(3 3) 5

Trata-se da soma dos n termos da progressao geométrica (P.G.) de razao 3 cujo

primeiro termo é r; = 3.

Teorema 3.10. (Férmula da Soma das Partes)

Sejam () e (y,) duas sequéncias quaisquer, com n € Ny, entdo,

n—1 n—1

Yi AT =2y | — Y0 Tiva A Y
=0 =0

7=

7



Operador Antidiferenca 49

Prova.

Pelo Teorema 3.3 tem-se que A [T,y,] = Ex, A Yy +Yn A Ty = Yp A T, =A

1 em ambos os membros da igualdade e tem-se que

[Znyn] — Tt A yn. Aplica-se A~
Ay, A, =20y, + 01— AT 2, y,. Logo, pela equacao 3.18 dado uma constante

real ¢ tem-se que

n—1 n—1
Zyi AT = TplYy — Z%‘H Ay +c

1=0 =0
Seja n = 0, entao, yop A xo = ToYo — T1 A Yo + ¢ = ¢ = —xoyo. Portanto,
n—1 n—1 n n—1
DY AT = Tl — ToYo — D Tig1 A Yi = Tili |g — D Tig1 A Yi
i=0 i=0 i=0

Tem-se também que para todo k € Ne k < n,
n—1 n n—1
Yi & 3 =T |, — D0 Tigy1 Ay
i=k i=k
Exemplo 3.9. Calcule a soma dos n primeiros termos da sequéncia (z,) definida por

n2
Zn = on para todo n € Nj.

Solucao.

1
Faz-se xj, = 5% ¢ Yk = k2, entdo,

1 1
A$k22k+1—?:—§—k:>§:—2AiCk
e
Ayp=(k+1)2—k*=2k+1.
Logo,
n—1 1.2 n—1 )
k=0 k=0

entao, do Teorema 3.10 segue que
n—1 k2 k2> n=1 1
—=-2(= |5 - — 2k +1).
Cr-2(5) k- E gy
Como

nl o] 1 3 5 7 2n—-3 2n-1
Z:2””1( +1) 2+4+8+16+ * 2n—1 + 2n

entao,
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3 5 7 2n —1
28 =1+ -+ -+ =+ ... )
ot Tg et o

Assim, faz-se 25 — S e obtém-se

1 1 1 1 2n —1
S = 1+14+-4+-+-4.. -
+ +2+4+8+ —1-2”_2 o
n—2
2+1U9 -1 2
- 2 ~1 2n
1 2n — 1 (4+2n—-1)
= 241-— — =3-—-
+ 2n—2 on 3 omn
(2n + 3)
= 3
2n
Portanto,
”ilk?_ 5 n? 3+2n+3 i (n* +2n + 3)
— 2 - on on o on—1

é a soma dos n primeiros termos da sequéncia (z,) definida por z, =

nGNO

2
n
on para todo



4 Equacoes de diferencas lineares de

primeira ordem

A definicao e a classificacao das equagoes de diferencas de k-ésima ordem encontram-
se na primeira secao desse capitulo, nas demais secoes faz-se um estudo das equagoes
de diferencas lineares de primeira ordem, discute-se sobre suas solugoes particulares e
geral, apresenta-se métodos de resolucao dando destaque ao uso dos operadores dife-
renca e antidiferenca, discute-se também o comportamento dessas solugdes (ver [4],
[15] e [25]). Nas situa-¢oes problema apresentadas, o destaque sdo os problemas com
fractais. Os graficos que mostram o comportamento das solugoes foram elaborados no
GeoGebra pela autora.

4.1 Equacoes de diferencas lineares

As equagoes de diferencas para uma variavel independente n, tal que n € Ny e

x, € R, sao relacoes funcionais da forma
F(n, Toaky Togk—1s -y Tn) = 0. (4.1)
Definicao 4.1. Diz-se que a equacdo 4.1 € linear se f € linear nas varidveis
Tnyeoos Tptk—1s Ttk

logo, tem-se

fO(n)$N+k + fl (n>xn+k¢—1 + ...+ fk(n)xn = g(n)a (4'2)
tal que fi,g :No:— R, com 0 <1 <k, fo(n) #0 e fr(n) #0.

A equagao 4.2 é homogénea quando g(n) = 0, caso contrario, ¢ nado homogénea
ou completa.

A ordem de uma equacao de diferencas é dada pela diferenca entre o maior e o
menor indice da sequéncia (x,) a qual se refere, logo, a equacao 4.2 é de k-ésima ordem
quando fo(n) # 0 e fi(n) # 0, pois (n+ k) —n = k.

51
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Exemplo 4.1. A equacao de diferencas:

(1) xp41 — x, = 0 é linear, homogénea e de 1* ordem.

(2) Zpy2 — Tpy1 — x, = 0 € linear, homogénea e de 2% ordem.

(3) Tpy1 + n*z, = 2" é linear, nao homogénea e de 1* ordem.

(4) 22,4+ TnTpp1 +n = 3 é ndo linear, ndo homogénea e de 4* ordem.

Toda equacao de diferencas também pode ser chamada de equacao funcional discre-
ta, pois as solugoes de uma equacao de diferencas sao sequéncias de niimeros reais, ou
seja, sao funcoes de dominio discreto.

A solucao geral de uma equacao de diferencas de k-ésima ordem apresenta k cons-
tantes reias arbitrarias e quando sao dadas k condicOes iniciais aos valores de x,,

obtém-se uma solucao particular dessa equacao.

Exemplo 4.2. A equacgio z,,; = 2x, tem como solucao x, = C - 271, tal que C é
uma constante real arbitraria.
De fato, sabe-se que se z, = C -2""!, entdo, o préoximo termo da sequéncia é

Tper = C - 2™ . Quando x, é substituido na equacao de diferencas tem-se que
Tpyy =20 -2 =(C . 2",
Logo, x, = C - 2" ! satisfaz a equacao.

O teorema de existéncia e unicidade, relativo as solucoes de uma equacgao de dife-
rencas linear diz que uma equagao de diferencas linear tem pelo menos uma solucao e,
sob certas condigoes, somente uma solugao.

A equacao de diferencas linear 4.2 de k-ésima ordem, tem uma e somente uma
solucao que é determinada quando sao dadas k£ condicoes iniciais.

De fato, como fo(n) # 0 tem-se que

Ttk = fo}n) [g(n) = (fi(n)Tnyr + ... + fr(n)zn)].

Logo, se forem atribuidos os valores de x;, n < ¢ < n + k — 1, obtém-se univocamente

o valor de x,, ..

Analogamente, obtém-se os valores de x5 1, ...

Exemplo 4.3. Seja z,.0 — 22,11 + 52, = n + 2", onde zp = —2 e 1 = 0 sdo as

condicoes iniciais, entao, T,i0 =n + 2" + 22,41 — dx,. Logo,
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eparan=0=1,=0+2"+2-0—5(-2) = 11;
eparan=1=13=1+2'+2-11 - 5(0) = 25;
eparan=2=x,=2+2+2-25-5(11) =1

e ¢ assim sucessivamente.

O proximo exemplo mostra que as condi¢oes dadas nao precisam ser necessaria-

mente consecutivas.

Exemplo 4.4. Para a equacao de diferencas x40 + xp11 — 32, = 0, com x5 = 10 e

x4y = 37 tem-se que Tpi0 = —Tpy1 + 3T,. Logo,

eparan=2=x4=—23+31y =>23=3-10—-37T= 12, = -7,

eparan=1=x3=—w3+ 321 = 311 = -7+ 10= 21 =1;

Oparan:0:>$2:—x1+3xoz>3x0:1()+1:>x0:1_31‘

4.2 Solucao geral

Definicao 4.2. Dada as fungoes f : Ng — R e g : Ny — R, com f(n) # 0. A

equacao de diferencas de primeira ordem € dada por

Tnr = f(n)en + g(n) (4.3)

Para todo n > ng > 0 tal que ng € Ny.

Teorema 4.1. Dada uma condi¢ao inicial T,,, existe uma unica solugao x,, que satisfaz
a equacao 4.3. Fsta solucao pode ser construida através de iteracoes considerando-se
primeiramente a equacao homogénea associada & equagao 4.3, ou seja,

Tpt1 = f(n)x,. (4.4)

Tng+1 = [ (10)Zn,

Tngr2 = f(no+ 1)@pyt1

= f(no+ 1) f(no)an,

Tngts = f(n0 +2)Tng12

= f(no +2)f(no +1)f(no)wn,

zn = f(n—1)f(n—2)..f(nog + 1) f(n9)Tn,-

Portanto,

Ty = <H f(z)) Ty - (4.5)

Pela equacgao 4.3, tem-se que



54 Equacoes de diferencas lineares de primeira ordem

Tng+1 = f(n0)Tn, + 9(no)

Tngt2 = f(no+ 1)zpgr1 + g(no + 1)

= f(no+ 1) [f(no)xn, + g(no)] + g(no + 1)

= f(no+ 1) f(no)xn, + f(no + 1)g(no) + g(no +1)

Tngas = f(no+ 2)Tpga2 + g(no + 2)

= f(no+2) [f(no + 1) f(no)zn, + f(no + 1)g(no) + g(ne + 1)] + g(no + 2)

= f(no+2)f(no+1)f(no)xn, + f(no+2)f(no+1)g(no) + f(no+2)g(no+1) +g(no+2)

Logo,

_ (H f(i)) b+ 3 (H f(i)> o(r). (46)

i=ng r=ng \i=r+1
Prova-se a validade da solucao 4.6 pela inducao sobre n.

De fato, considera-se primeiramente as notagoes

I fi)=1e 3 f(i)=

1=n-+1 i=n-+1

Agora supde-se que para n a solugdo 4.6 seja valida, entao, para n + 1 tem-se que

Losr = f(n), + g(n).

Logo, pela hipotese de indugao,

P [(H f<z‘>) xno+2 (H f(i)> o) + 9n)
= (T0) e S (TL 50 oo+ (TT 569 a0
= (Hf(’i)>xno+z (H £l )

Logo, vale para n + 1.

Portanto, pelo principio de inducao matematica a solucao 4.6 é valida para todo
n e Fﬁo.

n—1 n—1 n—1

Nota-se que z,, = ( IT f(z)) Tng + D ( I f(z)) g(r) é a solucdo particular da
1=ng r=ng \i=r+1

equacao 4.3 quando é dado o valor inicial x,,. Quando nao se conhece o valor inicial,

toma-se uma constante arbitraria para representa-lo e neste caso tem-se a solugao geral

dessa equacao.
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Exemplo 4.5. Determine a solu¢ao da equagao =,y = (n + 1)z, + 2"(n + 1)! onde
neNyez =1.

Solucao.

Faz-se f(n) =n+1eg(n)=2"(n+1)!, entdo, por 4.6 tem-se que
n—1 n—1 n—1
T, = (H(i—l— 1)) Y ( I G+ 1)) 2 (r 4 1)!
i=1

r=1 i=r+1
n—1

= 2:3.(n—1)-1+) (r+2)..(n—1Ln-2"(r +1)!
r=1

= nl+3-4.(n—1n-2"-214+4.5..(n—1)n-2*- 3+ ... +nl2"!
= nl+nl(2+2°+2°+ ... 42"

= nl4+nl202"1 —1)

= nl+4+2"n! —2n! =n!l(2" - 1).

Portanto, x, = n!(2" — 1) é a solugdo da equacgao, quando x; = 1.

O Teorema a seguir mostra que qualquer equacao de diferencas de primeira ordem

nao homogénea pode ser transformada em uma equacao da forma z,,1 = =, + g(n).

Teorema 4.2. Se a,, é uma solu¢ao nao nula de x,1 = f(n)x,, entao, a substitui¢ao

Tn = Apin transforma o equacio 4.3 em Yni1 = yn + g(n) [f(n)an] .
Prova

Substitui-se x,, = a,y, na equacao 4.3 e tem-se

Unt1Yns1 = f(N)anyn + g(n). (4'7)

Como por hipoétese a,, é solucao de x,,1 = f(n)z,, entdo, a,+1 = f(n)a,. Substitui-se

este resultado em 4.7 e tem-se
f()anynir = f(n)anyn + g(n).
Dividi-se esta equagio por f(n)a, e obtém-se
Yt = Yo + 9(n) [f(n)an] .
Exemplo 4.6. Resolva o exemplo 4.5, através do Teorema 4.2.
Solucao.

Como z,11 = (n+ 1)z, entdo, para
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n=1= xy, =21,
n=2=x3=3Ts
n=3= x4 =4x3

n—1=ux, =nr,_1.

Multiplica-se e obtém-se x,, = 2 - 3...n = n!, dado que x; = 1. Portanto, uma solucao

nao nula de z,,4y = (n + 1)z, é nl.

Faz-se a substituicdo x,, = nly, e obtém-se (n + 1)ly,11 = (n + 1)nly, +2"(n + 1)/,
dividi-se por (n + 1)!, logo, yn+1 = ¥, + 2", entao, para

n=1=y =y +2
n:2:>y3:y2+22
n=3= 1y, =ys3+23

n—1=y, =1y, +2"L

Soma-se e obtém-se y, = y; + 2+ 22+ 23+ ... + 2", Como z; = a,yi, entdo,
1 =1y, logo, y1 =1e

Yn=1+24+22 4284 4201 =201
¢ a soma dos n termos da P.G. de razdo 2. Portanto, z, = n!(2" — 1).

Quando uma das funcgoes f e g ou ambas sao constantes pode-se resolver a equacao

de diferencas linear de primeira ordem de um modo mais simples.

4.3 Equacoes com coeficientes constantes

Neste caso f é constante. Seja g também uma funcao constante, entao, a equacao 4.3

pode ser escrita na forma

Tpy1 = ax, +0b (4.8)

onde a e b sao constantes com a # 0, logo, da solu¢ao 4.6 para um dado valor inicial

xo tem-se

n—1 n—1 n—1
T, = (Ha) x0+z < H a) b
i=0 r=0 \i=r+1

n—1
= zoa" +ba" 4+ ba" 2+ ... 4D (H a>

=n

= zoa” + b +a" 4.+ 1)

n—1
= :Ega”erE av L
r=0
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n—1

Portanto, z,, = zoa™ + ba"* > a™".
r=0
n—1
Desse modo tem-se que para a =1, z,, =29+ b Y, 1 = x¢ + bn e para a # 1,
r=0
n-l (I1—a™") a” —1
Tn = Toa" + ba™ ! a” " = zoa” + ba" ! =a"rg+b )
0 zjo 0 1—at 0 a—1
Portanto, a solucao da equacao 4.8 é
Ty = T + bn, (4.9)
paraa=1¢e¢
a®—1
Tp=a"rg+b , 4.10
0o+ a_1 ( )

para a # 1.

Se b = 0 entao a solucao da equacao é apenas x, = a™xg.

4.4 Comportamento das solucoes das equacoes com

coeficientes constantes

Nesta secao, faz-se uma anéalise da convergéncia, da monotonia e da limitacao das

solucoes das equacoes de diferencas lineares de primeira ordem, com coeficientes cons-

tantes. ; ;
Sejam a e b nao nulos e a solucao 4.10 na forma z,, = a" (xo — 1 ) + 1 )
—a —a
Faz-se =1 e tem-se

Ty =a" (rg —t) +t.

Sabe-se que se a = 1 entao x, = xg + bn e que se b = 0 entao x, = a"xy.
As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3, mostram o comportamento das solucdes das equacoes de
diferencas lineares com coeficientes constantes quando n — oo bem como sua sensibi-

lidade as condigoes iniciais e aos valores das constantes a e b.

Exemplo 4.7. Uma certa droga é aplicada em um corpo uma vez a cada 4 horas. Seja
x, a soma da droga no sistema sanguineo no n-ésimo intervalo. O corpo elimina certa
fracao ¢ da droga durante cada intervalo de tempo. Se a quantidade aplicada for x,
tem-se as conclusoes apresentadas na Tabela 4.4.

Assim, para n+1 horas tem-se

Tptl = (1 — q)l‘n + Zg.



58 Equacoes de diferencas lineares de primeira ordem

a x Tp Comportamento da solugao
a# —1 t Tp = Xo constante
a>1 To>t| x>t crescente, divergente para +oo
a>1 To<t| x, <t decrescente, divergente para —oo
O<a<l |xzg>t]| x,>1 decrescente, convergente para t
O<a<l |xg<t]| z, <1 crescente, convergente para t
—l<a<0|xz#t oscilante, convergente para t
a=—1 To=1 constante
a=— To F£ t divergente, oscilante entre zg, se n par e 2t — xy, se n impar
a<—1 To £t divergente, pois oscila entre limites infinitos

Tabela 4.1: Comportamento das solugoes para a e b nao nulos

b Tn Comportamento da solugao

b>0 |z, >z | crescente,divergente para +oo

b<0 |z, <xg | decrescente,divergente para —oo

Tabela 4.2: Comportamento das solucoes para a = 1

Logo, pela equacgao 4.8 e a solucao 4.10 tem-se que a =1 — ¢ , b = xy. Portanto,

_ — "z x[(l_Q)n_l]_ — "z _1 @
b= (1= 0 g 0[1 q}+q.

¢ a quantidade da droga no sistema sanguineo, no n-ésimo intervalo.

. Zo .
Como0<1—¢g<1, lim z, =—, ou seja, com o passar do tempo, o valor de x,
n—-~oQ0 q

.. Zo
tende a se estabilizar em —.
q

Exemplo 4.8. Resolva as seguintes equacoes e faca a interpretacao grafica das respec-

tivas solucoes.
1

a) Tpi1— 5t = 1,29 = 1.

Solugao.

1
Tem-se que a = 5 e b = 1. Logo, pela solugao 4.10,

e O O

2
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a Z Comportamento da solugao

a>1 zg >0 crescente,divergente para +oo

a>1 ro < 0 decrescescente,divergente para —oo

a= constante
—-1<a<0 oscilatoria, convergente para 0
O<ax<l1 decrescente, convergente para 0

a=-—1 oscilatoria, entre zg, se n é par e —xy se n é impar

a<—1 divergente, pois oscila entre limites infinitos

Tabela 4.3: Comportamento das solugoes para b = 0

Intervalo de tempo em horas | Quantidade da droga no sistema sanguineo
0 Zo
4 xo + (zo — qxo)
8 xo + (21 — qxq)
12 xo + (29 — qx2)
n—+1 xo + (Tn — qxy)

Tabela 4.4: Soma da droga no sistema sanguineo

b 1
Nota—sequet:1 = 1:2,O<a<1,x0:1<2:texn:
—a
1- =
2

1 n
2 — (5 < t = 2, para todo n natural. Logo, pela Tabela 4.1, z,, é crescente,

convergente para t = 2.

b) A equagdo dada no item anterior, mas agora com xy = 3.
Solucao.

e o By ey

2

n

: 1
Nota-se agora que o = 3 > 2 =t, e x, = 2+ 3 > 2 = t. Logo, pela
Tabela 4.1, tem-se que x,, ¢ decrescente, convergente pata t = 2.

O grafico da Figura 4.1 mostra o comportamento das solucoes das equagoes dos
itens a e b.

A equacao de diferengas 4.3 em que a funcao f é constante e a fungao g nao é

escreve-se na forma
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3 b

e

T~
-~ __
PR LR EEE PR Re = EELEL TR TEREES
,"'._d—>'>

/’.)
147 a
0

0 1 2 3 4 5 6 n

Figura 4.1: Comportamento das solugoes

Tpy1 = ATy + g(n),

coma€ceR a#0eg:Ny— R.

Para determinada condicao inicial xy a solucao 4.6 é dada por

n—1

T, = a"xg +a" ! Z a"g(r).
r=0

(4.11)

(4.12)

Todo fractal ¢ gerado pela repeticdo de um processo de recorréncia (ver [3] e [11]).

O Exemplo 4.9 mostra como o comportamento da area do fractal Floco de Neve de

Koch pode ser modelado por uma sequéncia (z,) que é solucdo de uma equacao de

diferencas linear de primeira ordem.

Exemplo 4.9. (Geometria Fractal - Floco de Neve de Koch)

4 da construcao desse fractal.

ATIEIEIER

Figura 4.2: Floco de neve ou ilhas de Koch
Fonte: [11]

Supoe-se que a area do triangulo inicial seja igual a 1.

Qual a area da figura no passo 17

Considera-se o floco de neve de Koch. A Figura 4.2, apresenta os passos 0,1,2, 3 e
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Qual a area da figura no passo 27
Qual a area da figura no passo 107

Estabeleca uma féormula para a area em um passo n qualquer.
Solucao.
Tem-se que Ay = 1, entao,
1 1 4
1 0o+ 9410 + g~ 3

é a area da figura no passo 1.

4440

Ay=1+43-=+3-4 S —

1 1 LA
9 9 3 21 27

Nel i

é a area da figura no passo 2.

1 1\2 1\? 1\
Apg=1+3-21+3.41.(= 3.42. (=2 349 (=
p=tes s (g) s (5) v ()

é a area da figura no passo 10.Assim, tem-se que a area da figura no passon + 1 é

dada pela equacao de diferencas

n

1 n+1 4
App1 = A, +3-4". (_> - Ag, ou seja, A, 1 = A, + Ag=———, com Ay = 1.

9 32n+1’
Nota-se que na equacao 4.11, a =1 e g(n) = AOW’ entao,
. n—1 B 4r
A, =1"+1 rgol il

Portanto,

é a area da figura no passo n.
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Assim, no passo 10 tem-se

3
A10:1+g

4 10
1— (=) | =1,5998.
ONE

4 n
Quando n — oo, (5) — 0. Logo,

lim A, = lim 1+§{1—<§>]:1+§:8

n—>o0 n—>o0 9 ) 57

ou seja, para n suficientemente grande a area da figura tende a se estabilizar em

8
Portanto, A,, é crescente, convergente para 5

O grafico da Figura 4.3 mostra o comportamento da area do floco de neve em funcao

do ntmero de passos.

6 AH

5.

4.

3.

2.

1.6

————————————————————— N e & o
,""—’-_—.
14- 3 4\"
Roeadaes o =

-5

0 T

0 1 2 3 4 5 6 n

Figura 4.3: Comportamento da area do floco de neve em fun¢ao do nimero de passos

4.5 Aplicacao dos operadores A e A~}

Destaca-se agora, o uso dos operadores diferenca e antidiferenca como método de
resolucao de equacoes de diferencas lineares de primeira ordem.

Nas equagoes da forma
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Tpt1 = Tn + g(n)7
tem-se que
Tpi1 — T = g(n).

Logo, da Definicao 3.3 segue que

Aplica-se o operador antidiferenca A™!, em ambos os membros da igualdade acima e

tem-se
T, +c1 =071 g(n).

Portanto,

r, =A"' g(n) + ¢, (4.13)
onde ¢ é uma constante real arbitraria.

Exemplo 4.10. (Geometria Fractal - O Triangulo de Sierpinski)
Parte-se de um triangulo equilatero no plano e aplica-se repetidamente as seguintes
operacoes:

(1°) marca-se os pontos médios dos trés lados do triangulo;

(2°) define-se quatro novos tridngulos iguais a partir dos trés pontos médios, junta-

mente com o0s os vértices do triangulo inicial e elimina-se o triangulo central.

Assim, ap6s o primeiro passo, temos trés tridngulos iguais com lados iguais a metade
do lado do triangulo inicial; apds o segundo passo temos nove triangulos iguais cujo
1 . - . . .
lado é 1 do lado do triangulo original. Este processo continua indefinidamente.

A Figura 4.4 mostra quatro passos do processo descrito acima.

AL LS L

Figura 4.4: Triangulo de Sierpinski
Fonte: [11]

Observa-se que o conjunto total de um n-ésimo tridngulo qualquer é constituido
por pequenas copias do proprio conjunto, o que caracteriza sua auto-semelhanca.
Supoe-se que a area do tridngulo inicial seja igual a 1 e seja x,, a area da parte

branca no n-ésimo passo. L.ogo, a area da parte branca no primeiro passo é
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no segundo passo é

LIPS (L IS 12—7—04375
2= i\g) T ™ 1) 16

no terceiro passo é

1 /1) , (1?37
pu— . - —_ pum _ = -— 12

Logo, no (n + 1)-ésimo passo, tem-se a equacao de diferencas

n

Tpt1 = Tn + An+1’

com xg = 0, pois o triangulo inicial ndao possui parte branca. Assim, pela solugao 4.13
tem-se

4, 1/3 " r /(3 " .
Ty =A Z Z +c = Z A Z + c1, onde ¢; é uma constante real.

n

Como A~ @ =

1 + co, tal que ¢y € uma constante real, ja demonstrado no
a —
Capitulo 3, entao,

3 n
+c=c— <Z> , tal que ¢ é uma constante real.
-—1

0
Como zg = 0, entao x¢g = ¢ — (Z_l) = c—1=0= c=1. Portanto, a area da parte

branca no n-ésimo passo é
3 n

3
No décimo passo a area da parte branca é z,, =1 — 1 =0, 943686.

Quando o numero de passos é suficientemente grande, isto é, quando n — oo,
3)”
— 0. Logo,

10

1 lim z, = 1. Portanto, z, é crescente e convergente para 1, ou
n—-—ao0
seja, a area da parte branca tende a area do tridangulo inicial.

O grafico da Figura 4.5 mostra o comportamento da area branca em funcao do
niimero de passos.
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Figura 4.5: Comportamento da area branca do Triangulo de Sierpinski em funcao do

numero de passos

Exemplo 4.11. Pode-se resolver o exemplo 4.9 através dos operadores diferenca e
antidiferenca.

Tem-se que a area da figura no passo n + 1 é dada pela equacao de diferencas

1 n+1
An-‘rl :An+34n (_) 'A0>

9
ou seja,
An+1 = An + AOW’ com AO = 1.
Logo,
4TL
Anir = Ao+ 5507

entao, pela solucao 4.13 tem-se que

onde ¢y é uma constante real. Pelo Teorema 3.3 tem-se que
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9n9n+1
gn <4n+1 _ 4n> —4n (9n+1 _ 9n)

9. 92
On. 3. 4n — 4" . 8. 9"

9. g2n
3.4 —4n.8

9.9n
5 [4\"
9\9/) ~

Aplica-se o operador diferenca em ambos 0os membros e tem-se

(4)” 9 A 4™ — 4™ A QP
A — —

Portanto,
1 9 /4\"
A, = §<—g (5) +Cg>+61:>
3 [4\"
A, = ——|= .
5(9) +c
3 3 8
Como Ag=1,tem-se que l = ——+c=>c=14+-= .
5 5 5
Portanto,
4\" 4\"
A S (AL 8] (4
5 51\9 5 9

é a area do floco de neve no passo n.

Exemplo 4.12. (Problema das varetas) (ver [6])
Tome muitas varetas, tais quais as representadas na Figura 4.6, e comece a construir
algumas estruturas quadriculadas tais quais as representadas na Figura 4.7.

Observa-se que
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Figura 4.6: Vareta

Figura 4.7: Quadrados quadriculados

e na primeira construcao utiliza-se uma vareta como base do quadrado quadriculado;
e na segunda construgao utiliza-se duas varetas como base do quadrado quadriculado;

e na terceira construcao utiliza-se trés varetas como base do quadrado quadriculado.

Supoe-se a continuacao da construcao de quadrados quadriculados, indefinidamente,
conforme o padrao sugerido pela Figura 4.7. Pergunta-se:

Quantas varetas serao necessarias para construir o n-ésimo quadrado quadriculado?
Solucao
Tem-se que

e 11 = 4 varetas com 1 vareta de base,
e 15, = 12 varetas com 2 varetas de base,

e 13 = 24 varetas com 3 varetas de base,
ou seja,

o1y, =12=4+4-2
013 =24=12+4-3

e ¢ assim sucessivamente.

Logo, o niimero de varetas satisfaz a equagao de diferencas
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Tpi1 = Tp +4(n+1), com g(n) = 4(n+ 1).
Assim, da solucao 4.13 segue que
T, =A"14(n+1)+c =4(A " nt A7) + o (D).

Viu-se no Capitulo 3 que

AV T =n+c3(I11),

onde ¢, ¢y € ¢3 a0 constantes arbitrarias reais. Logo, substitui-se (/1) e (I1]) em (/)

e tem-se

-1 249 —
xn:4<%+n)+c:>xn:4<n+#>+c:>xn:2n(n+1)+c.

Como z7 = 4, entdo, v1 =2 1(1 + 1) + ¢. Logo, 4 =4 + ¢, ou seja, ¢ = 0. Portanto,
para construir-se o n-ésimo quadrado quadriculado, serdo necessérios x, = 2n(n + 1)

varetas.

Exemplo 4.13. Considere um capital inicial Cyy aplicado a uma taxa mensal (juros)
r. Encontre o valor do resgate depois de passados k meses, supondo que o regime de

juros seja simples, ou seja, C, 1 = C,, + rCj.
Solucgao.

Como C,1; = C, + rCy, entdo, da solucao 4.13 segue que C, =A"1 rCy + ¢;.

Observa-se que 7Cy é uma constante, entao,
Cpn=1Co A 1+ ¢, =rCo(n+ ) + 1,
onde ¢y e ¢y sao constantes reais. Logo,
C, =rCon +c,
onde ¢ é uma constante real.

Para n = 0, tem-se que Cy = rCy.0 + ¢ = ¢ = Cy. Portanto o valor do resgate
passados k meses, sera de Cy, = rCok + Cy = Co(1 + rk).
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Exemplo 4.14. Seja x,, o nimero méaximo de regioes em que n circulos podem dividir

o plano. Caracterize x,, recursivamente e encontre a solucao da recorréncia.
Solucao.
Tem-se que n é um natural nao nulo e que

eparan =1, r; =2,
e paran = 2, o = 4,

e paran = 3, r3 = §,
ou seja,

o, =x1+ 2.1,
ox3:x2—|—2.2

e ¢ assim sucessivamente.

Assim, para n + 1 circulos, tem-se que a equacao de diferencas linear de primeira

ordem
Tptl = T + 20.

Logo, da solugao 4.13 segue que

n(n—1)

Tn=2A"n+c = 5

+c,
onde ¢; e ¢ sdo constantes reais arbitrarias.

Como paran =1, r; = 2, tem-se x1 = 1 — 1 + ¢, logo, ¢ = 2. Portanto, o ntimero

méaximo de regioes determinadas por n circulos é

—1
xn:%:ﬁ—n—i—z

Para equacoes de diferencas lineares de primeira ordem da forma

Tnr = f(n)zn + g(n),

n—1
viu-se que x, = x,, [[ f(i) é a solugdo geral da equagdo homogénea
i=ng

Tp41 = f(n)xrw

para algum valor inicial z,,, com n > n, > 0.

Faz-se P(n) = n]:f f (i), entao,

1=ng
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Tn
Ty = TpyP(n) = x,, = W
e
L, Tn+1 L,
A = — =A 2, = 0.
(Hm) Pln+1)  P() =~
. . 1
Multiplica-se ambos os membros da equagao homogénea por m e tem-se
n
Tpt1 f(n)z, _ f(n) = f(n) o Tn
n no n—1 n ’
Pn+1) P(n+1) H £(i) f(n) £0) P(n)
1=ng i=ng
ou seja,
Tni1 . T -0

P(n+1) P(n)

1
Multiplica-se agora, ambos os membros da equacao nao homogénea por ——— e
P(n+1)
tem-se
Pn+1) Pn+1) Pn+1) P(n) Ph+1)
Logo,
A Ln _ g(n)
P(n) P(n+1)
Aplica-se o operador A~ em ambos os membros da igualdade e tem-se
Tn _ g(n)
_n_ A1 =
Pl " (Pm+n>’
onde c; é constante real arbitraria. Portanto, tem-se que
z, = P(n) A™" _9m) + cP(n) (4.13)
P(n+1) ’
onde ¢ € R ¢ a solucao geral da equacao nao homogénea.
Tem-se ainda que para a equacao homogénea associada, g(n) = 0. Logo,
xn, = cP(n) (4.14)

é a sua solugao geral e quando ¢ = 0, tem-se que

z, = P(n) A" (%) (4.15)
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¢ uma solucao particular da equagao nao homogénea.

Exemplo 4.15. (A Torre de Handi)

Diz a lenda que havia em um templo 3 pinos de diamante e n discos de ouro, de
diametros diferentes. Inicialmente os discos estavam enfiados no primeiro pino, em
ordem crescente de diametros, de cima para baixo. Ocupavam-se os sacerdotes em
transferi-los para o terceiro pino, usando o segundo como pino auxiliar. No processo
de transferéncia, de cada vez, movia-se apenas um disco, de um pino para outro, e
jamais um disco poderia ser colocado sobre um disco menor. Quando todos estivessem
enfiados no terceiro pino, o mundo acabaria. Quantas transferéncias de discos, de um
pino para outro, devem ser feitas para coloca-los no terceiro pino?

A Figura 4.8 , apresenta um modelo da Torre de Hanoi.

Figura 4.8: Torre de Hanoi

Fonte: Acervo pessoal da autora

Solucao

Seja x,, o nimero de movimentos necessarios para mover n discos, logo para mover

n + 1 discos, sao necessarios:

e r, movimentos para mover os n discos para o segundo pino;
e 1 movimento para mover o (n + 1)-ésimo disco para o terceiro pino e

e r, movimentos para mover os n discos do segundo pino, para o terceiro pino.
Logo, tem-se a equacao de diferencas lineares de primeira ordem

Tpa1 = 2, + 1.

n—1

Como g =0, f(n) =2, g(n) =1e P(n) = [] 2= 2", entdo, pela solu¢io 4.13,
i=0

tem-se que

1 A 1\"
T, =2" A1 (2n+1) +c2" =, = 5 ATt (5) + 12" (1)
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(l)n

1" \2 \"

Ha) =i e () e
2

onde ¢y e ¢y sao constantes reais. Logo,

2n \"
J"n:? |:_2 (5) +02:| +012n:>xn:_1_|_2n(cl_|_03):02n_1‘

Como z¢ = 0, entdao 0 = ¢.2° — 1, entdo, ¢ = 1. Portanto, o niimero de movimentos
necessarios para mover n discos para o terceiro pino é z,, = 2" — 1.
Nota-se que quando n — oo, 2" — oo. Logo, x, ¢é crescente, divergente para

+00.
O gréfico da Figura 4.9 mostra o comportamento do niimero de movimentos em

funcao do nimero de discos.

Ty 1
®

1

[

60 1
I
50 1
1
401
1
301 p

204
,

Figura 4.9: Comportamento do ntimero de movimentos em funcao do nimero de discos

Exemplo 4.16. Considere um capital inicial Cyy aplicado a uma taxa mensal (juros) r
.Encontreovalordoresgatedepoisdepassados k meses, supondoqueoregimedejurossejacomposto, ousej

Cn+1 B Cn + TOn.

Solucao.

Tem-se que C 11 = (1 4+ 1r)C,, entdo, f(n) =141 e g(n) =0. Como

n—1

P(n) = 7;];[0(1 +7r)=(1+r)",
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entao, da solugao 4.14 segue que
Cp=c(l+r)"

e como Cy = c(1 +7)° = ¢, entdo, o valor do resgate depois de passados k meses é
Cp = 00(1 + T’)k.






5 Equacoes de diferencas lineares de

segunda ordem

Neste capitulo faz-se um estudo das equacoes de diferencas lineares de segunda or-
dem. Destaca-se o uso do operador deslocamento e do polinémio caracteristico associ-
ado ao polinomio do operador deslocamento na resolugao dessas equagoes (ver [25]).
Faz-se também a revisdio de alguns conceitos de Algebra Linear para a discussio das
solugoes das equagoes de diferencas lineares de segunda ordem. Discute-se o com-
portamento dessas solugoes e apresenta-se situacoes problema contextualizadas. Os
graficos que mostram o comportamento das solucoes foram elaborados no GeoGebra

pela autora.

Definigcao 5.1. Sejam ag, ay e ay constantes reais com ay # 0 e a funcio g : Ng —
R. Uma equacao de diferencas linear de sequnda ordem com coeficientes constantes é

escrita na forma

ATnt2 + A1Tp41 + 2Ty = g(n)v (51)

para todo n € Ny.

Neste capitulo considera-se os casos onde ay = 1, entao, a equacao 5.2 é escrita na

forma

Tpio + PTny1 + qrn = g(n), (5.2)

onde a1 =peay=q.

5.1 Uso dos operadores E e P(E)

Pelas consideracoes feitas no Capitulo 3 sabe-se que E%x,, = z,,5. Logo, a equacao 5.2

pode ser escrita na forma
E?z, + pExy + quy = g(n) = (B + pE + q) 2, = g(n)
ou ainda

75
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P(E)z, = g(n), (53)
tal que P(F) = E* + pE +q.

Sabe-se também que pelo Teorema 3.2 do Capitulo 3, £/ é um operador linear. Logo,
E? e P(F) sao lineares, o que justifica o nome atribuido para este tipo de equagao. O
polinomio P(F) pode ser escrito na forma fatorada P(E) = (E —ro)(E — r1), onde g

e r1 sdo as raizes do polindmio caracteristico ou auxiliar P(r) = r? 4+ pr +¢q, r € C.

5.2 Equacoes lineares homogéneas
Diz-se que a equagao 5.2 é homogénea quando g(n) = 0, entao, tem-se

Tnt2 + PTpt1 + PTp = 0

P(E)z, =0, (5.4)
para todo n natural.

Exemplo 5.1. A equagao z,.2 + 5xpi1 + 62, = 0 com n € Ny pode ser reescrita na
forma P(E)z, = 0.

De fato, tem-se (E? + 5E + 6) 2, = 0. Resolve-se entdo a equagao auxiliar
r24+5r+6=0
e obtém-se rg = —2 e r; = —3, que sdo as raizes do polindmio caracteristico P(r) = 0.

Portanto, P(E) = (E + 2)(F + 3) ¢ a forma fatorada de P(F). Logo, pode-se
escrever a equacao dada na forma (E + 2)(F + 3)x,, = 0.

Faz-se agora uma revisio de alguns conceitos da Algebra Linear (ver [2], [7], [18] e
[25]) para a compreensao da resolucao das equagoes de diferengas lineares de segunda
ordem associadas a equacgao 5.2.

Seja A uma matriz m X n, isto ¢, A € R™*" e X,Y vetores coluna n x 1. Seja

também o € R. Sabe-se que A é um operador linear, pois

e A(X+Y)=AX + AY;
o A(aX) = aAX.

Definicao 5.2. Se A € R"™*", entao, o nicleo de A € o subespago

Ker(A) ={X € R™! : AX =0},
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onde 0 € o vetor nulo m x 1.

Qualquer combinacao linear de vetores de Ker(A) pertence a Ker(A).
De fato, se X, Y € Ker(A), entdo, AX =0e AY = 0. Logo,

AlaX +Y)=aAX +PAY =a-0+F-0=0¢€ Ker(A).

Definigao 5.3. Seja k € Ny e 1 < k < n. Um conjunto de k vetores de Ker(A) gera

este espago se cada vetor de Ker(A) for escrito como combinagdo linear desses vetores.

Defini¢ao 5.4. Se um k-uplo ordenado formado pelos k vetores de Ker(A) for li-

nearmente independente, entao, tem-se uma base desse subespaco.

Defini¢ao 5.5. A dimensdao do subespago Ker(A) é o nimero de vetores de qualquer

base desse subespaco e representa-se por dim [Ker(A)].

Se a dim[Ker(A)] = k, entdo, qualquer k-uplo de vetores linearmente indepen-
dentes de Ker(A) forma uma base desse subespago.

Para as equagoes lineares de segunda ordem, tem-se que k£ = 2.

No espaco formado pelas solucoes das equagoes de diferencas a ordem dos vetores
da base nao importa. Logo, cada base sera escrita sob a forma de um conjunto com
dois elementos em vez de um par ordenado.

Denota-se por S o conjunto das solugoes da equacao linear homogénea de segunda
ordem P(E)z, = 0, entdo,

Ker(P(E)) ={x, € S : P(E)x, = 0}.

Sendo { f1, fo} uma base de Ker(P(FE)) cada solu¢do da equagao 5.4 pode ser escrita
de modo tnico, como combinacao linear das sequéncias desta base. Tem-se também
dim [Ker(P(FE))] = 2 que é o grau do polinémio caracteristico.

De fato, P(E)z, =0 < z,19 + prpi1 + qr, = 0, entao,

Tnt2 = _(pxn—&-l + qxn)' (55)

Dadas as condicoes iniciais xg € x; 0 uso repetido da equacao 5.5 permite obter os
demais termos da sequéncia (x,), solugao dessa equacao. Tem-se também que zq e x4
podem ser constantes arbitrarias.

Cada vetor (:Uo,xl)T determina uma solugao da equacao 5.5 e vice-versa. Logo,
existe uma correspondéncia bitinivoca entre o conjunto das solugoes dessa equacgao
e o conjunto de vetores de dim 2. Como este conjunto é um subespaco de dim 2
¢ possivel construir vetores x' = (x((f),xgi))T, i € {1,2}, solugoes da equagao 5.5,
que sdo linearmente independentes. Logo, {z(),2®} ¢ uma base de Ker(P(E)) e
dimKer(P(E)) = 2.
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Definicao 5.6. Qualquer base de Ker(P(FE)) =0 é chamada de sistema fundamental
de solugoes (SFS), basta verificar que

(1) 2)
Lo (()
xgl) ng)

£0.

Este determinante é chamado casoratiano.
Exemplo 5.2. Calcule o SFS da equacao x,.2 + 5xp11 + 62, = 0, n € N.
Solucao.

Do Exemplo 5.5 tem-se que P(E) = (E + 2)(E + 3). Como

(=2)"2 4 5(=2)"" 4 6(—2)" =4(=2)" —10(=2)"+6(=2)" =0

(=3)"2 4+ 5(=3)"" +6(=3)" =9(=3)" — 15(=3)" + 6 (=2)" = 0,
tem-se que (—2)" e (—3)" sdo solugoes da equagao dada e

W L |2 (=3)°
—3)!

Ty~ Lo

Jfgl) ng)

=-34+2=-1+#£0.

Portanto, o) = (—2)" e 7 (—3)" ¢ um SFS de x,, 12 + 5211 + 62, = 0.

Teorema 5.1. Se as raizes da equacdao auziliar r*> +pr+q =0, vy e 11, 560 ndo nulas
e distintas, entao, x, = Cory + Cir] € solugao da equagao w49 + pTpi1 + qry, = 0,

quaisquer que sejam os valores das constantes Cy e (.
Prova.

Sejam C e C'; constantes reais quaisquer. Substitui-se x,, = Cyrg+C17] na equagao

Tpt2 + PTpt1 + qTpn = 0. LOgO,
Corg™ + O™ + p (Cory ™ + Cirf ™) + ¢ (Cor§ + Cir}) = 0.
entao, faz-se os agrupamentos dos termos e obtém-se

Corgy (rg +pro+q) + Cury (r; +pri+q) =_Corg -0+ Cyrp - 0= 0.
hip.

Teorema 5.2. Se as raizes da equacdo auziliar v*>+pr+q =0, ry e r1, sGo nao nulas
e distintas, entao, todas as solugoes da equacao T,i9 + proi1 + qx, = 0 sao da forma

x, = Corg + CirY, tal que Cy e C sao constantes reais.
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Prova.
Seja x,, uma solucao qualquer de x,, 9 + prpi1 + qr, = 0.

e Para n = 0 tem-se que Cy + C} = xq , entdo, C; = xq — Cy. (I)
e Para n = 1 tem-se que Cyrg + Cyry = xq (11).

Substitui-se (I) em (1I), e tem-se

C()T(]"i‘ (Io —CQ)T’l = C() (TO—T1)+JI07’1 = T1.

Logo,
T1 — ToT
Co= ———
To—T1
e
Ty —xor1 To(ro—7T1) — X1+ Tor1  Toro — 1
Clzl’o— = = .
To—T1 To—T To—T
Seja

Yn = Tn — 007”8 - 017"?,

quer-se mostrar que ¥, = 0 para todo natural n. Logo, substitui-se a equagao y, na

equagao Yni2 + PYni1 + qyn = 0 e tem-se
Tpio — C’or(’)”r2 —CrtPr (xn+1 — C'OT6‘+1 — C’lrf“) +q(x, — Cory — Cyr}) =0,
entao, faz-se os agrupamentos dos termos e obtém-se

(Tpao + DTruir + qry) — Cord (r3 + pro + q) + Cirl (12 + pry + q) \Z/O.
hip.

i

Logo,

e para n = 0 tem-se que Cy + C} = x¢, entao, yg=Co+C; — Cy—C; =0¢e

e para n = 1 tem-se que Cyrg + Cir; = x1, entdo, y; = Cyrg + Ciry — Corg — Cyrp = 0.

Exemplo 5.3. (Nimeros de Fibonacci)
De acordo com o que foi apresentado no Capitulo 1, conclui-se que cada termo da
Sequéncia de Fibonacci (1,1,2,3,5,8,...) resulta da soma dos dois termos anteriores.

Formaliza-se o que foi dito com a equacao de diferencas linear de segunda ordem
Fn+2 :Fn+1+Fn7

onde F,, ¢ o nimero de pares de coelhos no n - ésimo més, com Fy = F} = 1.

Aplica-se o operador deslocamento e tem-se
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(E2—E—-1)F, =0,

ou seja,

e a equacao caracteristica

cujas raizes sao

Logo, pelo Teorema 5.2 a solucao geral é

EF,=Cy <1+2\/3) + 4 (1 _2\/g> 5

para todo n natural. Tem-se também que

1-+5 14++5

0_1‘1—1'07"1_ =1 2 . 2 . 1 1+\/5
b = = = - [ V“
o= 145 [1-5 Vi VB 2
2 2
e
1++/5
C,_$07”()—$1_1 9 _1__L 1-+/5
! o —T1 \/5 \/5 2 ’
Portanto,
1 (1+v5) [1+v5) 1 (1-v5) [1-v5\"
F,=— . - . ,
V5 2 2 V5 2 2
ou seja,

¢ o namero de Fibonacci.

Apesar da aparéncia, observa-se que F;, é sempre um ntumero natural. Ao considerar-
se a razao dos termos sucessivos da sequéncia de Fibonacci tem-se uma nova sequéncia

Fn+1

X, = .
£,
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Logo,
n+2 n+2
1 (14+5 1 [1-+5
G\ 2 VASRE
lim X, = lim ] —
n—s00 n—so0 1 1+ \/g - 1 1— \/5
V5 2 V5 2

Considera-se a fracao

e multiplica-se o numerador e denominador por

n+1
1-V5
14+5 ’
entao, tem-se

1evE (1-vB)" (1B (1B (1-vB) "
2 2 - 2 2 1++5
1_\/3 n+1_ 1_\/3 n+1 1_\/5 n+1 .
2 2 1++/5

1+vE (1-v5) (1-v5\"
2 1++5

. 1_\/5 n+1
1++/5

n+1

1—+5

e como 0 < —\/_ < 1, entao,
1++5

Logo,

11V (1B (1-vB\"
2 2 1++5 1+5

lim X, = lim = >~ 1,618.

n+1
n—00 n—»00 , 1— \/g 2
1++5
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Portanto,

Fn—l—l

n

lim

n——:oo

= 6.

é a propor¢cao durea ou numero de ouro.

A Figura 5.1 mostra o grafico que descreve o comportamento de X,,.

T fahy T St et o @ ® @ -

Figura 5.1: Comportamento de X,

Se as raizes da equagdo caracteristica 72 4+ pr + ¢ = 0 forem complexas, isto &,
se 7o = a+ bi e ry = a — bi, entdo, escreve-se ry e r; na forma trigonométrica, ou
seja, ro = p(cosf +isend) e r; = p(cosf —isenh), onde p = va?+ b é o modulo

b
do complexo r = a 4+ bi com a e b reais. Sabe-se que cosf = % e senf = —, tal que
p
0 € [0, 27| é chamado de argumento minimo de r. Sabe-se também que
ri = p" (cos(nf) + i sen(nf))
e que

ri = p" (cos(nf) — isen(nd)).

Logo, a solugao z,, = Cor{f + C1r}, onde Cy e C) sao constantes reais pode ser escrita

na forma
Ty = p"[(Co + C1) cos(nb) + i(Cy — Cy) sen(nb)].

Faz-se Cé =Cy+Cie Ci = (Cy — (] e tem-se
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T, = p" | Cy cos(nf) + iC, SGH(TL@)] : (5.6)
para todo natural n.
Exemplo 5.4. Resolva a equacao z,2 + 22,41 + 22, = 0.
Solucao.

Tem-se (E? +2F +2)z,, = 0, entao, r*> +2r +2 = 0 é a equagao caracteristica cujas

V2

raizes s3o os complexos 7o = —1 +i e r; = —1 —i. Logo, p = /2, cosf = 5 e

2 .. . N 3w
senf) = —. Como # é o argumento positivo minimo, entao, 6§ = B Portanto, da

solugao 5.6 segue que
n ! 3 ! 3
T, = (\/5) {CO cos (nzﬂ) +iC| sen (n%)},

/ ! ~ .
onde () e C] sao constantes reais.

O Teorema a seguir mostra a solucao de uma equacao de diferencas homogénea de
segunda ordem quando as raizes do polindmio caracteristico sao iguais, ou seja, quando

o =Ty =T.

Teorema 5.3. Um SFS da equacdo
(E—r)*r,=0,neN

¢ dado por {r",nr"} e a sua solugao geral é

z, = Cor™ + Cinr™.

Prova.

Pelas consideracoes anteriores sabe-se que r ¢ raiz dupla da equacao caracteristica
r? 4+ pr+q =0 associada a P(F) = (E —r)?> = E?> — 2rE + ¢, entdo, p = —2r, ou seja,
r= —g. Substitui-se x,, = Cor"™ + Cinr"™ na equacao T, o + prni1 + qr, = 0 e tem-se

que
Cor™2 + Cy(n + 2)r" ™2 4 p (Cor™™ + Cy(n + 1)r™™) + q (Cor™ + Cynr™) = 0.
Faz-se os agrupamentos dos termos e obtém-se

Cor™ (r* + pr + q) + Cinr™ (r* + pr + q) + C1r"™ (2r + p)

— n+1 __p —
= 0+0+Chr (2( 2)+p) 0.

hip.
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Teorema 5.4. Se as raizes vy e 11, da equacdo caracteristica r>+pr+q = 0 associada a
P(E) = (E—r)? sao iguais, isto é, 1o = ry = r e ndo nulas, entdo, todas as solugoes da
equagdo (E —r)%x, = 0 sdo da forma x,, = Cor™+ Cinr™, onde Cy e C sdo constantes

Teas.
Prova.
Seja x,, uma soluc¢ao qualquer de (E — r)2x, = 0.

e Para n = 0 tem-se que Cy = x. (1)
e Para n = 1 tem-se que Cor + Cyr = x; (1I).

Substitui-se (I) em (II) e tem-se
xor + Cir = xy.
Logo,
O _ LT
r
Seja

Yn = Tn — C’Orn - Clnrnv

quer-se mostrar que ¥y, = 0 para todo natural n, entao, substitui-se ¥, na equacao

Ynt2 + PYns1 + qyn = 0 e tem-se

Tpyo — Cor™? — C(n 4 2)r" " + p (2,41 — Cor™™ — Ci(n + 1)r"+) +
q (v, — Cor™ — Cinr™) = 0,

Faz-se os agrupamentos dos termos e obtém-se

(Tpy2 + PTpy1 + qryn) — Cor™ (r? + pr+ q) — Cinr? (r? + pr+ q) — Cir"™ (2r + p)

_ —_N_0N_ n+1 __p —
\'—/0 0—0—Chir (2(2>+p> 0.

hip.

Logo, para n = 0 tem-se que Cy = xq , entao, yg = v — Cy = Cy — Cy = 0 e para

n = 1 tem-se que Cyor + Cir = 1. Portanto,
yp =1 — Cor — Cyr = Cyr + Cyr — Cor — Cyr = 0.
Mas, se Yni2 + PYnti1 + qyn = 0, yo = y1 = 0, entao, y, = 0, para todo n natural.

Exemplo 5.5. Dé a solugao geral e a solucao particular da equagao

Tn4+2 — 4xn+1 + 4dx, = 07
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dados xg =3 e x1 = 5.
Solucao.
Tem-se que
(E? —4E + 4)z, = 0= (E — 2)%x, = 0,
pois rg = r1 = 2 sao as raizes da equacao caracteristica
r? —4r +4 =0,
entao, pelo Teorema 5.4 tem-se que {2",n2"} é um SFS da equacao e
xn = C2" + Cn2"
é a solucao geral, onde Cj e C] sdo constantes reais. Tem-se também que Cy = 3 e
_xp—xer D —3-2 1

Gr= r 2 2

Portanto.
T, =3-2" =201

¢ uma solugao particular de z, o — 4w, 1 + 4z, = 0.

5.3 Equacoes lineares completas

Sabe-se que a equagdo 5.3 é completa quando g(n) # 0, para todo n natural.
De acordo com o que ja foi discutido anteriormente, pode-se afirmar que qualquer
solucao da equacao de diferencas linear completa é dada pela soma de uma solucao
da equagao homogénea associada com uma solugao particular da equacao completa e
escreve-se T, = ¥, + 2., onde y, é a solugao geral da equacao homogénea associada
e z, ¢ uma solucao particular da equacao completa. Para determinar z, usa-se a
técnica do polindmio anulador Q(F) que anula o segundo membro da equagdo, isto é,
Q(F)g(n) =0, para todo natural n.

O teorema a seguir ¢ usado para determinar Q(FE).

Teorema 5.5. Seja r € R*entdo, o operador (E — r)2 anula r™ e nr™.

Prova.
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De fato,

(E—r)?r" = (E?=2rE+r)r"
= FE?r, —2rEr" 4+ %"
— rn+2 _ 2rn+2 + rn+2

— 27,n+2 _ 2Tn+2

= 0

(E —r)?nr™ = (E? — 2rE + r2)nr" = (2r"t2 — 2r"+2)p = On = 0.
Exemplo 5.6. Dé a solucao geral da equacao de diferencas linear
Tpio — Tpyp — 6x, = (—2)™
Solucao.

As raizes da equacdo caracteristica associada 7> — 7 —6 = 0sdo r; = —2 e 1y = 3.

Logo,
P(E)x, = (E+2)(E —3)x, = (—2)",
tem como solugao geral,
Yn = Co(=2)" + C13",

onde Cy e C} sdo constantes reais. Pelo Teorema 5.5 o polinoémio anulador de (—2)" é
Q(FE) = (E +2)2. Aplica-se Q(E) em ambos os membros da equa¢ao e tem-se

Q(E)P(E)x, = Q(E)(-2)" =0,
para todo n natural, entao, a solugao geral da equagao homogénea associada
(E+2)*(-2"=0¢
zn = Co(=2)" 4+ Csn(—2)",
onde Cy e (3 sao constantes reais, entao,

st = C(—2)" 4 Cy(n + 1)(=2)" = —205(—2)" — 2nCy(—2)" — 2C5(—2)"

Zn42 = 02(_2>n+2 + Og(n + 2)(_2)n+2 = 402(-2)" + 4nC'3(—2)” + 803(-2)”
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Substitui-se estes resultados na equacao dada e obtém-se

1
Logo, 10C3 =1 = (C3 = 0 entao,

Tp = yn+zn

1
= Cy(—2)" + C13" + Cy(—2)" +

1—0n(—2)
1
Faz-se Cy + Cy = C4 e tem-se

1
Ty = Cy(=2)"+ C13" + —n

10
que é a solugdo geral da equagio x, 12 — Tp11 — 62, = (—2)™.

O préximo teorema mostra como encontrar uma solucao da equagao de diferencas
completa desde que se conheca solucoes particulares de duas equacoes de diferencas
completas com a mesma equacao homogénea associada e cujo segundo membro seja a

soma dos segundos membros das equacoes completas dadas.

Teorema 5.6.

(a) Se Q1(F) anula g(n) e Q2(E) anula h(n), entio, Q1(E)Q2(E) anula g(n) + h(n),
15to €,

[Q1(E)Q2(E)][g(n) + h(n)] = 0.
(b) Se P(E)z, = g(n) e P(E)z;: = h(n), entao,
P(E)(zn+ 25) = g(n) + h(n).
Exemplo 5.7. Dé a solucao geral da equacao de diferencas linear
Tpio — Tpyq — 62, = (—2)" 4 5™
Solucao.

As raizes da equacao caracteristica associada P —r—6=0s301r, = —2ery,=3.

Logo,
P(E)x, = (E+2)(E —3)x, = (—=2)" + 5",

entao, a solucao geral da equacao de diferencas linear ho-mogénea associada é
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Yn = Cg(—2>n + 013717
onde Cj e (' sao constantes reais.

Considera-se inicialmente a equagao de diferengas linear x,, .o — , 11 —6x, = (=2)".

Logo, do Exemplo 5.6 segue que

¢ uma solugao particular desta equagcao.

Considera-se agora a equagao T,is — T,y1 — 6, = 5", cuja equacao homogénea
associada é a mesma de x5 — T, — 62, = (—2)". Seja Q*(E) o polindmio anulador

de 5", entdao do Teorema 5.5 segue que

Q*(E) = (E —5)? e (FE —5)%" =0.

Logo,
zr = C4h" 4+ C5nd”
e
Zpp1 = C5" ™ + Cs(n + 1)5" T = 5C45" + 5nCs5"™ + 5C55"
e

Znao = Cy5" 2 + Cs(n + 2)5"2 = 25C,5" + 25nC55™ + 50C55".
Substitui-se estes resultados na equacao =12 — 11 — 62, = 5" e obtém-se
(25C, + 25nC5 + 50C5) 5™ — (5Cy + 5nCs + 5C5) 5™ — (6Cy + 6nC5)5" = 5™.
Logo,
14Cy + 14nC5 +45Cs =1 = C5 =0 e 14Cy = 1 = Cy = 1,
Do Teorema 5.6 segue que

1 1
Ty = Co(—2)" + C13" 4+ Cy(—2) —|—1—On(—2) +ﬁ5'

Portanto,

1 1
x, = Ce(—2)" + C13" + " + 145 ,

onde (] e Cg sao constantes reais é a solucao geral de equacao
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Tpio — Tpyq — 62, = (—2)" 4 5™

Exemplo 5.8. (Um problema de racionamento de dgua)

Por motivo de racionamento de dgua o dono de um jardim s6 pode regé-lo apds as
21h e antes das 9h do dia seguinte. Suponha-se que durante este periodo ele consegue
adicionar ao solo um volume v de dgua mas que, por evaporacao ou absorcao, metade
deste volume se perde no periodo seguinte antes de rega-lo novamente (das 9h s 21h).

Suponha-se que as 21h do primeiro dia de racionamento o solo contenha uma quan-
tidade I de 4gua. Qual o volume x,, de 4gua no solo no fim do n-ésimo periodo de doze
horas, a partir de entao?

Solucao.

De acordo com os dados fornecidos pelo problema tem-se que

eparan=0, xy=1I;
e para n = 1, 1 = I + v; (primeira regada);

e paran = 2, Iy = 5951;
1

e paran =3, x3 = 571 + v ( segunda regada);

1 1/1 1 1
Oparan:4,z4:§x3:§ §ZU1—|-"U :§$2+§US

e paran =5, x5 = 573 + v (terceira regada);

1 1/1 1 1
oparan:6,m6:§x5:§ §x3+v :§$4+§v;

e ¢ assim sussecivamente.

Logo,
1 .
§xn +wv, sen éimpar.
Tp42 =
+ = ¢
—ZTp, + =v, sen é par.
2™ T P
ou seja,
1 1
Tn42 — §xn = ZU [3 - (_1)71}7

para todo n natural. A equacao caracteristica associada

tem raizes



90 Equacoes de diferencas lineares de segunda ordem

Logo, a solucao geral da equacao homogénea associada é
Yo = Co(V2) ™" + C1(—V2) ™,

onde Cy e (] sao constantes reais. Considera-se a equacao

1 3
Tntz = 500 = Zv(l)"

tem-se que Q(F) = (E — 1)? é o polinomio anulador do segundo membro desta

equagao.
53
(E—=1)*-v(1)"=0
4
¢ a equagao homogénea associada cuja solugao é
Zn = Cg(l)n + an(l)n = CQ + 7103,
onde (5 e C3 sao constantes reais. Tem-se também que

Znia = Co + (n+2)C5 = Cy + nCs + 2C5,

entao, substitui-se z, e z,,2 na equacao

1 B 3
Tp42 21'71 — 4U
e tem-se
1 3
Cz + ’fLCg + 203 - 5 (Cz + TLC?,) = ZIU’
entao,
1 1 3
502 + 5”03 + 203 = Z—I’U.
Logo,
1 3 3
Cs 06202—1— Cs 4v:>C'2 221

Considera-se agora a equacao
1 1
Tn+z = 500 = ——v(=1)",
cujo polindémio anulador do segundo membro é Q*(E) = (E + 1)%. Logo,

(E+ 1) (‘Zi“) (—1)" =0

¢ a equagao homogénea associada cuja solugao é
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zk = 04(_1)71 + C'5n(—1)”,
onde Cy e C5 sao constantes reais. Tem-se também que

2o = Cy(=1)""2 + C5(n + 2)(=1)"*2 = Cy(—1)" + nCs(—1)" + 2C5(—1)",
1

< o . x < B
entao substitui-se z; e 2y, na equagao T, o — 5%n = —ZU(—l)” e tem-se

1
Logo,

1 1 1
504 + 57105 + 205 = —ZU,

1 1 1
entao, Cs =0 e 504 +2C5 = _ZU =Cy = —51). Portanto,

3 1
T = GV + (V)T + Jv = Su(-1)”
1
= Go(V2) "+ i (=V2) "+ Fv[3—(=1)"]
é a solucao geral da equacao linear nao homogénea
1 1
Tn+z = 50n = U B —(—=1)"].

Assim, como xg = I e x1 = I + v, entao,

1
I’OICO+01+§'U(3—1):I:>CO+01+'U:I:>CO+01:I—'U

beginflushleft e

1 1 1
.leECO—E01+§U(3+1>:]+U:>CO—01:\/§(I—U).
Logo,
Co+C1:[—U
00—01:\/5(]—1})
entao,

I—v)

200 = (L VA~ (14 VEo = Gy = (14 vD)
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I—v)
2

(1 -v)
=]

¢ = (1)~ (v = ) (222) = (- va)

Logo, do Teorema 5.6 segue que

v = v v - v D v s Lo -
entao,
(=), 51 . 1 .
= =5 (V2T (14 V2) + (1) (1= V2)] + Gu 3 = (-1)"]
Portanto,
(I —v), ~n 1
r = L2 (a7 VAL~ (~1)7) 4 (14 (1)) + 303 (1),

2

¢ o volume de dgua no solo no fim do n-ésimo periodo de doze horas.

5.4 Comportamento das solucoes

Estuda-se agora o comportamento das solugoes da equacao 5.2. Sabe-se que a sua
solucao é dada por z,, = Cou£?> + C’lug) + z,, onde Cy e ] sao constantes reais, z, é
uma solugao particular da equacao completa 5.2 e Oou;‘” + wa}) é a solucao geral da
equagao homogénea associada.

O comportamento de cada solucao da equacao completa 5.2, depende do compor-
tamento de u%o), ug)7 z, € das condicoes iniciais xg e x; dadas, pois os valores de Cy e
de (' sao determinados pelas condigoes iniciais.

O sistema diz-se estdvel quando pequenas alteragoes nos valores de zg e x1; nao
influenciam no comportamento de x, quando n — oco. Quando pequenas alteragoes
nos valores de zy e z; produzem diferencas significativas no comportamento de x,
tem-se um sistema é instdvel.

Diz-se que a equagao 5.2 é globalmente assintoticamente estavel se

lim Cou;(” + Clugll) =0,

n—aoo

quaisquer que sejam as constantes reais Cy e (', ou seja, quaisquer que sejam as

condicoes iniciais xg e x7.

Teorema 5.7. Seja M = mdzx {|rol|,|r1]}, onde ro e r1 sdo as raizes da equacdo ca-
racteristica da equacao homogénea associada a equacio 5.2. A equacao € globalmente

assintoticamente estavel se ,e so se, M < 1.
Prova.

Nota-se que



Comportamento das solugoes 93
lim = Co’lh(qo) + Clu,(ll) = O,Co, Cl € R,
n—aoo
entao
lim u%o) = lim ug) = 0.
n—-aoo n—m—o0
(=)
E obvia.
(=)
Resulta dos casos particulares Co =1, C; =0e Cy=0,e C; = 1.
Mostra-se agora que
lim @ = lim ) =0+ M < 1. (5.7)

n—oo n—aoo
Caso 1 : ro,r1 € R, e rg #ry.
0) _ 1)

Seja uy” =1f e up’ =1} Sabe-se que lim (r)" = lim (r))" =0 <= |ro| < 1
—00

n—:oo n
e |r1| < 1, logo a equivaléncia 5.7, se verifica.

caso 2 : rg,r1 €R, e rg =1,

Seja u? = Ty e ul = nri. Sabe-se que lim uly
n—:oo

também que

lim ug)) = lim u,(ll)
n—oo n—oo

=0<=Irol <le|r| <1
e equivaléncia 5.7, se verifica.

caso 3 : rg = pcos(f), r = psen(d), ro e r; complexos.

Como |ro| = || = p, u) = pr cos(nf) e ull) = pmsen(nb), entio,
lim u%o) = lim ug) =0 p< Ll
n——ao0 n——~oo

Logo, vale a equivaléncia 5.7.

Exemplo 5.9. Do Exemplo 5.3 tem-se que o Numero de Fibonacci é

oo L (1445 o 1w\
" 2 V5 2

S

S

o1 (148 (148 1 [(1-vB\ [(1-V5
- 2 2 5 2 2

)

=0 <= |r| <1, é verdade
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para todo n € Ny. Logo,

oSN (57)

Portanto, pelo Teorema 5.7 tem-se que a equacao Fj,,o = F,, 1 + F},, nao é

globalmente assintoticamente estavel.

Observa-se que

1—+5
pois —1 < ( 2\/_> < 0, entao, como
()
5 > 1,

lim F,, = 4o0.

n—-oo

tem-se que

Obseva-se também que, como

1 (148 (1+vB) 1, (V1) [V5-1)"
() () e () ()

- _L<1+\/3> <1+¢5>n+i<\/3—1> <\/5—1>n
"5 2 2 NG 2 2 ’

para todo natural par

oo L (14VE) (14vB) 1 (Bt (VE-1)]
"5 2 2 5 2 2 ’

para todo natural impar.

entao,

A Figura 5.2 mostra o grafico que descreve o comportamento de F,.

Exemplo 5.10. No Exemplo 5.7 tem-se que

(1)
2

Ty =

(VE™) V3L~ (1)) + (14 (1)) + g3~ (1),
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¢ o volume de dgua no solo no fim do n-ésimo periodo de doze horas, n € Nj.

Figura 5.2: Comportamento de F},

Observa-se que na primeira parcela de x,,,

1 n
lm (— ) =0,

1 1
pois 0 < —= < 1,e —v[3—(=1)"] > 0, poisv >0 e 3 — (—1)" > 0, para todo natural

NG >

n, entao, quando n — oo, x, oscila entre dois valores:

v
e vsen épar, pois -(3—1)=ve

2

e 2v se n é impar, pois 5(3 +1)=2v






6 Aplicacoes de Equacoes de

Diferencas no Ensino Médio

Neste capitulo sao apresentadas atividades para o Ensino Médio que envolvem
equacoes de diferencas, sao elas o jogo do Caos e o Triangulo de Sierpinski, a Torre
de Hanoi e a Sequéncia de Fibonacci. Para cada atividade sao apresentados materi-
ais de referéncia para professores com os objetivos pretendidos, contetidos abordados,
materiais, procedimentos metodologicos e o fechamento. Os jogos e o preenchimento
das folhas foram realizados em duplas de alunos. Cada aluno realizou as construcoes
no GeoGebra seguindo as instrucoes que se encontram na Subsecoes 6.1.6 e 6.3.6,
construiu também o grafico que mostra o comportamento da solucao da equacao de
diferengas relacionada em cada atividade. As atividades no GeoGebra foram realizadas
em notebooks, pois os computadores da sala de informatica da escola nao permitiram
a instalagao do GeoGebra.

Na Secao 6.4 encontra-se os resultados das atividades, nesta Secao sao reportadas
as dificuldades encontradas pelos alunos que servem como guia para professores que
pretendem utilizar esse materail didatico. Na Secdo 6.4 encontra-se o Gabarito das
atividades. O capitulo ¢ finalizado com o depoimento dos de alguns alunos que partici-
param das atividades.

As atividades foram desenvolvidas com 10 alunos da 3* série do Ensino Médio da
E.E Coronel Joao Gomes Martins, da Cidade de Martinépolis - SP, da Diretoria de

Ensino Regiao de Presidente Prudente.

6.1 Atividade 1 - O Jogo do Caos e o Triangulo de

Sierpinski

6.1.1 Objetivos

e Ser capaz de resolver problemas, formular hipoteses, prever resultados e selecionar
estratégias de resolucao e criticar os resultados obtidos.

e Procurar e encontrar padroes e regularidades nos elementos do Triangulo de Sier-

97
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pinski, conforme as iteracoes sucessivas.

e Utilizar a linguagem matematica para expressar a regularidade dos padroes de
sequéncias numeéricas ou geométricas.

e Conhecer as caracteristicas e comportamento do grafico da funcao exponencial.

e Compreender a nogao intuitiva de limite de uma funcao e considerar a pertinéncia
da noc¢ao de infinito no calculo de quantidades determinadas.

e Saber usar os recursos do aplicativo GeoGebra nas construcoes geométricas.

6.1.2 Contetudos

e Geometria plana
e Geometria Fractal
e Sequéncias. Soma dos n termos de uma P.G.

e Funcao Exponencial

6.1.3 Materiais

e Folha 1, 2, 3, 4, 5 e 6 do Apéndice A
e Dado
e Régua

e Software GeoGebra.

6.1.4 Procedimentos Metodolégicos

e Pesquisa: "A Geometria Fractal"Na pesquisa, observa-se os seguintes pontos:

e Apresenta-se o Jogo do Caos.

O Jogo do Caos foi criado pelo mateméatico Michael Fielding Barnsley, em 1988,
uma de suas versoes estd relacionada com o triangulo de Sierpinski.

e Cada dupla de alunos recebe um triangulo de Sierpinski com trés iteracoes, como
o indicado na Figura 6.1, um dado e uma régua.

Como jogar?

1. Escolhe-se o vértice B como ponto de partida (pode-se também partir de qualquer

vértice do triangulo ou de qualquer ponto interno ou externo ao triangulo).

2. O primeiro jogador lanca o dado e marca o ponto médio do segmento que une
o vértice B ao vértice indicado pelo ntumero obtido, este ponto médio deve ser o

novo ponto de partida.

3. O segundo jogador lanca o dado e marca o ponto médio do segmento que une
o novo ponto de partida com o vértice indicado pelo nimero no dado e assim

sucessivamente.
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Folha 1

Componentes:

3‘4 B - - - . . - . c 5.6

Figura 6.1: Folha 1 - Jogo do Caos

Fonte: Elaborada no GeoGebra pela autora

4. Vence o jogo aquele que atingir primeiro o triangulo destacado no interior do

triangulo de Sierpinski.

e Usa-se 0 mesmo procedimento, parte-se agora do ponto D, interno ao triangulo e
obtém-se 50 pontos na Folha 2 .

e Transfere-se os pontos obtidos para uma transparéncia que contenha o triangulo
da Folha 2 indicada na Figura 6.2, deve-se sobrepor corretamente a transparéncia na
Folha 2. No Apéndice A encontram-se a Folha 2 e a transparéncia.

e Sobrepoe-se as transparéncias na Folha 2 e apresenta-se as seguintes questoes:

Existe um padrao na distribuicao dos pontos obtidos?

E possivel usar outro recurso para tentar visualizar a existéncia ou ndo de um
padrao?

e Constroi-se no GeoGebra ( ver Subse¢ao 6.1.6) o Jogo do Caos, o Triangulo de
Sierpinski, com trés iteracoes (passos) e o Triangulo de Sierpinski animado.

e Apresenta-se a seguinte questao:

Com o recurso do computador é possivel observar um padrao na distribuicao dos
pontos?

e Estuda-se as caracteristicas do Triangulo de Sierpinski, através da seguinte situa-
cao problema:

Parte-se de um triangulo equilatero no plano e aplica-se repetidamente as seguintes

operacoes:
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Folha 2

Componentes:

Figura 6.2: Folha 2 - Jogo do Caos

Fonte: Elaborada no GeoGebra pela autora

(1°) marca-se os pontos médios dos trés lados do triangulo;

(2°) define-se quatro novos triangulos iguais a partir dos trés pontos meédios, junta-

mente com os vértices do tridngulo inicial e elimina-se o tridngulo central.

A Figura 6.3 mostra quatro passos do processo descrito acima.

AL LS L

Figura 6.3: Triangulo de Sierpinski
Fonte:[11]

Supoe-se que a area do triangulo inicial seja igual a 1 e que a area da parte branca
seja T, N0 N-ésimo passo.

Propoe-se para cada dupla o preenchimento da Tabela 6.1 :

6.1.5 Fechamento

Apos a conclusdao da Tabela 6.1, promove-se uma discussao com a turma, por meio

das seguintes questoes:

1. Qual serd o valor da proxima area branca?
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Passo n | N° de triangulos brancos | Area de cada triangulo | Area branca (total) z,,

=W N

Tabela 6.1: Area branca do Triangulo de Sierpisnki em funcio do ntimero de passos

2. Qual a relacao entre a 4rea branca no passo anterior e a area branca no passo

atual?

3. Qual a relagdo entre o numero de passos (n) e a area branca (z,)? Propoe-se a
verificacao do resultado através da substituicao de x, na equacao de diferencas
obtida em 2.

4. Qual o valor da area branca no passo 107

5. Construa o grafico que represente a area branca x, em funcao do nimero de

passos n.

6. O que acontece com a area branca ( z, ) quando o numero de passos (n) é

suficientemente grande?

6.1.6 Passo a Passo no GeoGebra

1. O jogo do Caos

e Na janela Exibir, oculta-se os eixos do espaco Janela de Visualizagao.

e (Cria-se um triangulo selecionando a ferramenta Poligono Regular, que de-
termina a partir de dois vértices e da quantidade de vértices (digita-se 3),

um triangulo equilatero.

Obs: seleciona-se cada vértice com o botao direito do mouse, opcao Fuxi-
bir Rotulo, caso o nome dos vértices nao apareca. Seleciona-se a opcao
Cor vermelha. Se necessario usa-se a ferramenta Mover para posicionar os

vértices e o triangulo de maneira adequada.

e Seleciona-se a ferramenta Ponto e marca-se os pontos D e E no interior do

triangulo.

e Seleciona-se poll com o botao direito do mouse, opcao FEzibir Rotulo e

Propriedades, seleciona-se a Cor preta e deixa-se zero, a Transparéncia.
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Cria-se uma lista com os vértices A, B e C'. Com a opcao NimeroAleatdrio
para inteiros de 1 a 6, desse modo simula-se o lancamento de um dado tal
que se o numero aleatorio for 1 ou 2, seleciona-se o vértice A, se for 2 ou 3,
o vértice B e se for 5 ou 6, o vértice C', desse modo, digita-se na FEntrada:
vértices = {A, A, B, B,C,C}, preciona-se a tecla Enter.

Seleciona-se a ferramenta Controle Deslizante, clica-se na Janela de Visu-
alizagao, seleciona-se a opcao Numero e digita-se niimero na opcao Nome,

na opcao Intervalo, indica-se min: 1, max: 6 e incremento: 1 e Aplicar.

Para indicar o nimero de iteragoes (passos), seleciona-se novamente a fer-
ramenta Controle Deslizante, clica-se na janela de visualizacao, na nova

janela, opcao Ndmero e digita-se iteracoes na opcao Nome, Aplicar.

Seleciona-se a ferramenta Mover e com o botao direito do mouse, clica-se

no ponto E. Na janela que se abre, seleciona-se a opcao Habilitar Rastro.

Na Janela Algebra, clica-se com o botao direito do mouse na variavel ite-
racoes, em seguida na opcao Propriedades , seleciona-se a opcao Progra-

mag¢ao e no espaco Ao Atualizar escreve-se:
— DefinirValor| D, E];
Obs: D é o ponto de partida e £ um ponto médio qualquer.

— DefinirValor[ntimero, NumeroAleatorio|1,6]];

Obs: a cada atualizacao, a varidvel niimero assume um valor de 1 a 6,

para que se possa sortear o vértice que definird o novo ponto médio.

— DefinirValor|E, 0.5( E+Elemento|vértices, ntimerol)|.

Obs: a cada atualizacao o ponto E assume a posicao do novo ponto médio

determinado por ele e o vértice sorteado.
Clica-se no botao Ok e fecha-se a janela.

Move-se o seletor iteragoes para obter pontos no triangulo.

2. Triangulo de Sierpinski

e Na Janela de Visualizacao, com o botao direito do mouse, seleciona-se a

op¢ao eixos, para oculta-los.
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e Seleciona-se a ferramenta Poligono Regular, que determina dois vértices e

a quantidade de vértices (digita-se 3) e obtém-se um triangulo equilatero.

Obs: com o botao direito do mouse, clica-se em poll, seleciona-se a opc¢ao
Ezxibir Rotulo e em Propriedades, opcao Cor, escolhe-se a cor, na opc¢ao

Transparéncia, indica-se 100.

e Seleciona-se a ferramenta Ponto Médio e clica-se em cada lado do trian-
gulo para obter os pontos D, E e F, médios dos lados AB, BC e CA,

respectivamente.

e Seleciona-se a ferramenta Poligono, e constroi-se o triangulo DEF'.

e Na Janela de Algebra, com o botdo direito do mouse, seleciona-se o ponto
D, opcao Fxibir Rotulo, para oculta-lo, usa-se o mesmo procedimento para
os pontos /' e F' e para pol2, seleciona-se Propriedades, opcao Cor, branca,

e na opcao Transparéncia, indica-se 100.

e Seleciona-se Criar uma Nova Ferramenta, em Objetos Finais, indica-se os
segmentos d, e, f e o pol2, nessa ordem, em Objetos Iniciais, os pontos A
e B, na opcao Nome e Icone, digita-se Tridgngulo de Sierpinski, clica-se em

Concluido.

e Seleciona-se a ferramenta criada no item anterior e aplica-se no triangulo.
3. Triangulo de Sierpinski Animado

e Na Janela de Visualizacao, com o botao direito do mouse, seleciona-se a

opcao Firos, para oculta-los.

e Seleciona-se a ferramenta Poligono Regular, que determina dois vértices e

a quantidade de vértices (digita-se 3) e obtém-se um triangulo equilatero.

e Seleciona-se poll com o botao direito do mouse, opcao Ezxibir Rotulo e

Propriedades, escolhe-se a cor e zero para Transparéncia.

e Seleciona-se a ferramenta Ponto Médio e clica-se em cada lado do tridn-
gulo para obter os pontos D, E e F, médios dos lados AB, BC e CA,

respectivamente.

e Seleciona-se a ferramenta Poligono, e constroi-se o triangulo DEF'.

e Seleciona-se pol2, com o botao direito do mouse, opcao Exibir Rotulo e

Propriedades, escolhe-se a Cor e zero para Transparéncia.
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Com o botao direito do mouse, na Janela de Algebra, seleciona-se Objetos

Auziliares e os pontos A, B e C' nessa mesma janela, para oculta-los.

Seleciona-se a ferramenta Reflezao, clica-se no segmento DFE e no ponto F,

no segmento EF e no ponto D, no segmento FD e no ponto E.

Seleciona-se a ferramenta Controle Deslizante, clica-se na Janela de Vi-
sualizacao, na nova janela, seleciona-se a opcao Numero e digita-se n na
opcao Nome, na opcao Intervalo, indica-se min: 1, max: 8 e incremento:
1, seleciona-se a ferramenta Controle Deslizante, Larqura 120 e Aplicar,
clica-se com o botao direito do mouse sobre n, seleciona-se Propriedades,

opcao Cor, escolhe-se a cor.

Seleciona-se a ferramenta Homotetia, clica-se na Janela de Algebra, no pol2,
no pouto D' na janela de visualizacdo e digita-se em Fator, o valor 0.5.

Repete-se o processo para os pontos E e F.

Seleciona-se na Janela de Algebra, todos os pontos, de D até F:;, para oculta-

los.

No menu em Ferramenta, seleciona-se a opcao Criar uma Nova Ferramenta,
. . . . . ’ . .. .
em Objetos Finais, indica-se pol2 , em Objetos Iniciais, pol2 e em Nome,

digitar-se S;. Clica-se em Concluir.

No menu em Ferramenta, seleciona-se a opcao Criar uma Nova Ferramenta,
. . . . . ! . e
em Objetos Finais, indica-se pol2,, em Objetos Iniciais, pol2 e em Nome,

digita-se Sy. Clica-se em Concluir.

No menu em Ferramenta, seleciona-se a opcao Criar uma Nova Ferramenta,
. . . . . / . o . .
em Objetos Finais, indica-se pol2,, em Objetos Iniciais, pol2 e em Nome,

digita-se S3. Clica-se em Concluir.

Na Janela de Algebra, seleciona-se todos os poligonos exceto poll e pol2,

para oculta-los.

No Campo de Entrada digita-se as seguintes listas:

Obs: clica-se em FEnter ao final de cada lista.

— Ly = {pol2}
— Ly=Concatenar[{ sequéncia|S;|Elemento|Ly,i]],i,1,Comprimento|L]|,
sequéncialSe|Elemento|Ly,i|],i,1,Comprimento| L],

sequéncialSsElemento| Ly ,i]],i,1,Comprimento|[ L ]| }]
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— Ls=Concatenar[{ sequéncia|S;|Elemento|Ls,i]|,i,1,Comprimento|Ls||,
sequéncialSa|Elemento| L,i|],i,1,Comprimento| Ly,

sequéncialSs|Elemento| L,i|],i,1,Comprimento| L] }]

— Lg=Concatenar[{ sequéncia|S;|Elemento|Lz,i]|,i,1,Comprimento|L7||,
sequéncia|Sa|Elemento|L7,i|],i,1,Comprimento| L;||,

sequéncialSs|Elemento|L7,i|],i,1,Comprimento| L] }]

e Na Janela de Algebra, clica-se em L; com o botdo direito do mouse,
seleciona-se Propriedades, Avancado e digita-se n > 1, repete-se 0 processo

para Lo, digita-se n > 2, e assim por diante, até Lg, n > 8.

e Com o botao direito do mouse, clica-se em n, na Janela de Visualizagao e

seleciona-se Animar.

6.2 Atividade 2 - Torre de Hano6i

6.2.1 Objetivos

e Utilizar o jogo de estratégia para explorar o raciocinio légico e a resolucao de
problemas.

e Saber reconhecer padroes e regularidades em sequéncias numeéricas.

e Utilizar a linguagem matematica para expressar a regularidade dos padroes de
sequéncias numeéricas.

e Conhecer as caracteristicas e comportamento do grafico da funcao exponencial.

e Compreender a noc¢ao intuitiva de limite de uma funcao e considerar a pertinéncia
da noc¢ao de infinito no calculo de quantidades determinadas.

e Saber usar os recursos do aplicativo GeoGebra nas construcoes geométricas.

6.2.2 Contetdos

e Sequéncias

e Funcao Exponencial

6.2.3 Materiais

e 5 Torres de Hanoi
e Iolha 1, 2 e 3 do Apéndice B

e Software GeoGebra
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6.2.4 Procedimentos Metodolégicos

e Apresenta-se a lenda da Torre de Handi.

O jogo Torre de Hanéi foi inventado pelo matematico francés Edouard Lucas em
1883. O jogo foi inspirado em uma lenda sobre a Torre de Brahma. Esta torre esta
localizada na cidade de Hanéi, no Vietna, dai o nome do jogo.

Uma das lendas sobre a Torre de Brahma conta que, no comeco dos tempos, o
Senhor do Universo a teria criado com trés pinos de diamante alinhados. Ele colocou,
no primeiro pino, 64 discos de ouro maci¢co em ordem decrescente de tamanho. O
Senhor ordenou aos seus sacerdotes que transferissem todos os discos para o terceiro
pino movendo apenas um disco de cada vez, sem jamais colocar um disco maior sobre
um menor. Os sacerdotes, entao, obedeceram e comecaram a trabalhar, dia e noite.
Diz a lenda que, quando eles terminassem, a Torre de Brahma iria ruir e o mundo
acabaria.

e Apresenta-se as regras do jogo Torre de Hanoi.

Regras do Jogo:

O jogo Torre de Hanoi é composto por uma base contendo trés pinos, sendo que,
em um deles estao colocados discos concéntricos em ordem decrescente de diametros,

isto é, os menores sobre os maiores. Deve-se:

1. transferir os discos para o terceiro pino de modo que fiquem dispostos como

originalmente, usando o segundo pino como auxiliar.

2. obedecer as seguintes regras béasicas:

e Distribui-se uma Torre de Hanoi por dupla de alunos. Cada dupla deve jogar
livremente.

e Organiza-se o jogo. Cada grupo deve marcar os resultados obtidos na Tabela 6.2.

Inicio do jogo Fim do jogo Fim do jogo
n (N° de discos no primeiro pino) | N° de movimentos | x, (N° minimo de movimentos)
1
2
3
4
d
6

Tabela 6.2: Jogo Torre de Hanoi

e [xpoe-se na lousa a Tabela 6.3 com os resultados de cada grupo, do ntmero

minimo de movimentos z,, para finalizar o jogo, onde n é o niimero de discos.
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n | Gl| G2 | G3 | G4 | G5 | N° minimo de movimentos - z,,

| O | W[ N~

Tabela 6.3: Resultados, por grupo, do niimero minimo de movimentos

6.2.5 Fechamento

e Depois da conclusao da Tabela 6.3, promove-se uma discussao com a turma,

propondo as seguintes questoes:

1. Qual serd o proximo ntimero minimo de movimentos?

2. Qual a relacao entre o nimero minimo de movimentos na jogada anterior e o

ntimero minimo de movimentos da jogada atual?

3. Qual a relagao entre o ntimero de discos e 0 nimero minimo x,, de movimentos
necessarios para se transferir todos os n discos do primeiro pino, para o terceiro
pino? Propde-se a verificacao do resultado através da substituicao de z, na

equacao de diferencas obtida em 2.

4. Construa o grafico que representa o nimero minimo de movimentos x,, em funcao

do numero de discos n do primeiro pino.

5. Sendo os pinos suficientemente grandes, o que acontece com 0 o ntimero minimo
de movimentos x,, quando o nimero de discos n do primeiro pino fica suficien-

temente grande?
6. Qual o nimero minimo de movimentos realizados pelos monges da lenda?

7. Contrua o grafico no GeoGebra.

6.3 Atividade 3 - A Sequéncia de Fibonacci

6.3.1 Objetivos

e Saber reconhecer padroes e regularidades em sequéncias numeéricas.
e Utilizar a linguagem matematica para expressar a regularidade dos padroes de

sequéncias numeéricas.
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e Relacionar a sequéncia de Fibonacci com o nimero de ouro.

e Saber usar os recursos do aplicativo GeoGebra nas construcoes geométricas.

6.3.2 Contetdos

e Sequéncias
e Numero de Ouro

e Geometria plana

6.3.3 Materiais

e Video "Os Cacadores de Sons de Fibonacci"
e Folha 1, 2 e 3 do ApéndiceC

e Software GeoGebra

6.3.4 Procedimentos Metodolégicos

e Apresenta-se o video Os cagadores de sons de Fibonacci (ver [15]). Este video
apresenta a sequéncia de Fibonacci através de uma misica e do problema dos coelhos.

e Destaca-se os seguintes assuntos abordados no video:

e Enuncia-se o problema dos coelhos. Eis o problema:

Quantos pares de coelhos vao existir daqui a um ano, segundo as condicoes:

1. No primeiro més existe apenas um casal de coelhos.

2. Casais de coelhos amadurecem sexualmente, somente depois do segundo més de

vida e a partir dai, a fémea da a luz todos os meses.
3. Nao ha problemas genéticos no cruzamento consanguineo.
4. Todos os meses cada casal fértil da a luz a um novo casal.

5. Os coelhos nunca morrem.

6.3.5 Fechamento

e Apos o preenchimento da Tabela 6.4 propde-se as questoes a seguir.

1. Qual a expressdo matemética que relaciona o nimero de coelhos F,, 5 do (n+2)-

ésimo més com o nimero de coelhos dos dois meses anteriores?

n+1 n+1
1 (1 5 1 (1—=+/5
2. Calcular Fy, Fy e Fy, onde F,, = — V5 - — V5 7 O que
VB 2 v\ 2

é possive concluir?
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n(nimero de meses) | nimero de pares de coelhos z,

e
Dlo|lo|®|No|o|k|lw o~ o

—_
[\

Tabela 6.4: Sequéncia de Fibonacci.

1
3. Verificar que F,, = —

2 V5 2

1+\/5>n+1 . <1—\/5

n+1

) é solucao da expressao
obtida no item 2.

e Constroi-se no GeoGebra o grafico que indica os valores de F), em func¢ao dos

valores de n.

e Pesquisa-se sobre o niimero de ouro $em

http://curiosidadenamatematica.blogspot.com.br/2010/04/curiosidades-sobre-o-

numero-de-ouro.html

e Calcula-se o quociente entre um termo e o seu anterior na Sequéncia de Fibonacci,
Fy
+1

isto é, o valor de para n > 0 e verifica-se 0 que acontece com esses resultados.

e Mostra-se o caminho dos pontos obtidos pela relacao do item anterior, através do
grafico construido pelo professor, no GeoGebra.

e Constroi-se no GeoGebra (ver Subsecdo 6.3.6) o Retangulo Aureo e a Espiral de

Fibonacci.

6.3.6 Passo a Passo no GeoGebra

1. Retangulo Aureo

e Na Janela de Visualizacao, com o botao direito do mouse, seleciona-se a

opcao Firos, para oculta-los.
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Seleciona-se a ferramenta Poligono Regular, que determina dois vértices e

a quantidade de vértices (digita-se 4) e obtém-se um quadrado.
Seleciona-se a ferramenta Ponto Médio e clica-se no lado BC.
Seleciona-se a ferramenta Segmento e clica-se nos pontos D e E.

seleciona-se a ferramenta Circulo dados centro e um de seus pontos, clica-se

nos pontos F e D ( centro E e raio DFE);
Seleciona-se a ferramenta Semirreta, clica-se nos pontos B e C.

Seleciona-se a ferramenta Ponto e marca-se o ponto F, que é o ponto de

encontro da semirreta B(E com o circulo.

Seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se no ponto F' e na
semirreta B(E

Seleciona-se a ferramenta Reta Perpendicular, clica-se no ponto D e na
semirreta D(2

Seleciona-se a ferramenta Ponto e marca-se o ponto GG, intersecao das retas

perpendi-culares obtidas nos itens.

Seleciona-se a ferramenta Segmento e clica-se nos pontos C' e F', com o
botao direito do mouse seleciona-se o segmento C'F, opcao Renomear e

digitar-se b.
Seleciona-se a ferramenta Poligono e clica-se nos pontos A, B, F, G e A.

Clica-se com o botao direito do mouse na Janela de Algebra, sobre os pontos

E, C e D, poll e seleciona-se Ezibir Rotulo.

Seleciona-se a ferramenta Ezibir, opcao Janela Cas, seleciona-se a opc¢ao
Calcular Valor Numérico e digita-se (a + b)/a, seleciona-se a ferramenta

Caiza de Texto, opcao Editar, seleciona-se Formula Later e digita-se

(a+0b)

~ 1 62.

Obs: para digitar =, seleciona-se Simbolos.

2. A Espiral de Fibonacci

e Nao ocultar os eixos.
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e Seleciona-se a ferramenta Poligono Regular, que determina um quadrado,
a partir de dois vértices e da quantidade de vértices (digita-se 4), de modo

que AB seja a base.

e Seleciona-se a ferramenta Arco Clircular, clica-se no ponto A, no ponto B

e no ponto D (sentido anti - horério).

e No menu em Ferramenta, seleciona-se a opcao Criar uma Nova Ferramenta,
em Objetos Finais, indica-se Arco e: Arco Circular[A,B,D], ponto C, ponto
D, Quadrilatero poll, segmento a, segmento b e segmento c¢. Em Objetos
Iniciazs, ponto A, ponto B e em Nome, digita-se Quadrilatero, clica-se em

Concluir.
e Com a a ferramenta Mowver, seleciona-se e deleta-se o quadrado.

e Com Campo de Entrada digita-se os pontos (0,0) e (1,0).

e Aplica-se a ferramenta Quadrildtero, para obter-se a FEspiral de Fibonacci.

Obs: clica-se em A e B; Ae D, B e F' e assim por diante.

( — para cima,<— para baizo, ] para direita e T para esquerda).

o Em FEuxibir, opcao Janela Cas, seleciona-se Calcular Valor Numérico e digita-
se (m + s)/s Enter, (s + b1)/b1, Enter e (by + ¢1)/ 1.

e Copia-se na Caiza de Texto os calculos do item anterior.

6.4 Resultados das atividades

Nesta se¢ao o comportamento dos alunos é descrito para cada uma das atividades
propostas. Diferentes etapas dessas atividades sao ilustradas por meio de fotos tiradas
pela autora.

e textbfO Jogo do Caos e o Triangulo de Sierpinski

Esta atividade foi desenvolvida ao longo de 5 aulas para o jogo do Caos e as ativi-
dades no GeoGebra, e 3 aulas com o preenchimento da Folha 6 (ver Apéndice A). Apos
a realizagao de cada tarefa (ver Secao 6.1) os resultados eram socializados.

Apo6s o jogo, as duplas de alunos observaram que todos os pontos encontrados
ficaram demarcados na regiao azul. A Figura 6.4 mostra o aluno jogando o Jogo do
Caos.

Os alunos seguiram os procedimentos para marcar os 50 pontos obtidos na Folha
2 e na transparéncia (ver Apéndice A), como mostra a Figura 6.5. Quando todas as

transparéncias foram sobrepostas, observaram que os pontos obtidos se espalhavam pelo
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Figura 6.4: Jogo do Caos - Folha 1

Fonte: Acervo pessoal da autora

triangulo mas nao ocupavam o centro do mesmo, disseram que a regiao central formava
um triangulo e concluiram que os poucos pontos que se encontravam no triangulo
central foram devidos a imprecisao das medi¢oes. Alguns alunos arriscaram em dizer
que se fossem marcados mais pontos o resultado seria o triangulo de Sierpinski. A
Figura 6.6 mostra a sobreposicao de treze transparéncias.

Cada aluno construiu o Jogo do Caos seguindo as orientacoes da Folha 3 (ver
Apéndice A) como mostra a Figura 6.7. A Figura 6.8 ilustra o resultado da construgao
o Jogo do Caos no GeoGebra.

Os alunos ficaram impressionados com o resultado dessa construcao e concluiram
que s6 conseguiram comprovar o que haviam arriscado em afirmar, gracas ao uso do
computador, que é veloz e preciso na marcagao dos pontos. Assim, o resultado final foi
exatamente o Triangulo de Sierpinski. Cada aluno construiu no GeoGebra, o Triangulo
de Sierpinski seguindo as orientacoes da Folha 4 (ver Apéndice A). A Figura 6.9 ilustra
o resultado da construgao do Triangulo de Sierpinski.

Seguindo as orientacoes da Folha 5 (ver Apéndice A), eles construiram no Geo-
Gebra, o Tridngulo de Sierpinski animado. Nessa construcao, os alunos tiveram um
pouco de dificuldade, pois ela é mais elaborada e exige bastante atencao para digitacao
das listas no campo de entrada. A Figura 6.10 ilustra o resultado da construgdo do
Triangulo de Sierpinski animado.

Para o preenchimento da Folha 6 do Apéndice A discutiu-se as conclusdes de todos
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Figura 6.5: Jogo do Caos - Folha 2 e Transparéncia

Fonte: Acervo pessoal da autora

Figura 6.6: Sobreposicao de transparéncias

Fonte: Acervo pessoal da autora
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Figura 6.7: Construcao do Jogo do Caos no GeoGebra

Fonte: Acervo pessoal da autora

& Jogo do Caos.ggh = O -

Entrar.

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

Bl @l O 4o red) 2]

b Janela de Algebra ] | ¥ Janela de Visualizagio

Lista

@ vértices = {(0.24, 4.66), (0.2
Nimero

@ iteragbes = 4.7
® nimero=5
Poligono

@ pol1=411
Ponto

® A=(0.24,4.66)
@ B=(9.98,-4.46)
® D=(6.854.41)
@ E=(5.89,-0.27)
Segmento

® a=974

ndmero= 5§

iteragdes =47

Lucas Almeida
3B

< > B

Entrada

Figura 6.8: Jogo do Caos no Geogebra

Fonte: Elaborado no GeoGebra pelo aluno Lucas Almeida Barcelos
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

AANOID, :

» Janela de Algebra b Janela deVlsuaIlza;an X
Poligono '\
@ pol1=123.74
Ponta
A= (6.29, 3.36)
B={22 1129
D={2.05, 3.94
E=(6.25,11.2)
F={10.5,-3.97) . Ty— :
ey Triangulo de Sierpinski
H={-0.07, 7.59
I={4.15, 7.64)
J=(2.01, 11.21)

K=1(8.32,-7.6)

L=(8.41,.0.32] Amanda n®02 3B

M= (f.33, 3.79

N={12.67,-7.T})
- 0=(10.62,-1113) N
Segmento
-@ a=16.9

BC

@

Figura 6.9: Triangulo de Sierpinski no GeoGebra

Fonte: Elaborado no GeoGebra pela aluna Amanda Cristina de Oliveira Lopes

Arquivo Editar Exibir Opcles Femamentas Janela Ajuda Entrar...

] A~ P, |® Ny = 1=

» Janela de Algebra A | » Janela de X
| Lista A

.=z
|~—

L, ={11.33)

@ L,={283,283,283}
@ L,={0.71,071,071,0.
L
L

1,={0.18,0.18,0.18,0.
L;={0.04,0.04,0.04,0.
@ L;={0.01,001,001,0,
L,={0,0,0,0,0,0,0,0
) L5={0,0,0,0,0.0,0,0
— Numero
@® n=6
Poligono
l..@ polt=453
Ponto
0 A=(43,4.8)

) B=(-0.88,4.02)

) D=(1.71,039)

O D'=(9.35,-4.1)
-¢) D,~(553,-1.85)
o D,=(301,28)

o D,=(042,132)
) E={4.23,4.06)
() E'=(43,4.8)
W) By = (679, 4.08)
L) Ey=(427,037)
£, =(1.68, 4.04)
F = (6.82,0.35)
F'= (0.8, -4.02)
F', = (8.09, -1.87) s

Maria Luiza
3B

Figura 6.10: Triangulo de Sierpinski animado

Fonte: Elaborado no GeoGebra pela aluna Maria Luiza Alves Adao
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os grupos através da mediacao do professor que conduziu as deducgoes e o raciocinio
logico dos alunos com questionamentos que levaram o grupo de alunos a fazer as abs-
tracoes necessarias. O interesse dos alunos era notavel e além de nao apresentarem
dificuldade em preencher a Tabela 6.5 (ver Secdo 6.5) com os quatro passos descrito
na situacao problema, eles proporam a construcao do passo n e do passo n + 1. Para
encontrar a equacao de dierencas linear de primeira ordem que formaliza esta atividade

eles compararam as areas r; com Ts, To COM T3, T3 COM T4 € X, COM Ty 41 € concluiram

que xo = 0, pois no passo 0 a area branca é nula.

O grafico que mostra o comportamento da Area branca do Triangulo de Sierpinski
foi construido manulmente (ver Apéndice A) e depois no GeoGebra. A Figura 6.11

mostra o grafico construido no GeoGebra.

o Grafico - Tridngulo de Sierpinski.ggb = =
Arquivo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
2 ..A. ..\- - : '.. 2.. — =
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Para chegar ao limite da funcdo que modela a area branca os alunos analisaram

as caracteristicas da funcao exponencial f : R — R, definida por f(n)

Figura 6.11: Area branca no Triangulo de Sierpinski

Fonte: Elaborado no GeoGebra pela aluna Ana Laura Gianello dos Santos

3

4

n

bl

cujo gréfico esta representado na Figura 6.12. Assim, concluiram que a fungao f é

decrescente, pois a base ¢ 0 < 1 < 1eque

lim =z, =lim,__,

n—aoo

1 —

3

4

n

—1-0=1,

ou seja, que para um n suficientemente grande, a area branca tende a 1.
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Pelas observagoes feitas no grafico da Figura 6.11, pode-se concluir que os alunos
foram além dos resultados esperados, pois analisaram dominio e o limite da funcao x,,.

Disseram também que a area branca nunca sera exatamente 1 pois 3 ne Ny tal que
3\" _
(3)" =0

n

Figura 6.12: Comportamento da funcao f

Fonte: Elaborado no Geogebra pela autora

e Torre de Handi

Esta atividade foi desenvolvida pelos alunos ao longo de 3 aulas para o jogo Torre
de Hanoi em duplas, 2 aulas com o preenchimento das Folhas 2 e 3 (ver Apéndice B) e
uma aula para construcao do grafico no GeoGebra . Apods a realizagao de cada tarefa
(ver Se¢ao 6.2) os resultados eram socializados.

Os grupos fizeram a leitura da Folha 1 (ver Apéndice B) e jogaram de acordo
com as regras informadas. Preencheram a Tabela 1 da Folha 2 (ver Apéndice B).
A Figura 6.13 mostra os alunos jogando Torre de Hano6i e preenchendo a Tabela 1 da
Folha 2. A socializacao dos resultados, foi feita através do preenchimento da Tabela 6.6
(ver Segao 6.5).

Os alunos concluiram que quando se tem um ntmero de discos maior do que 3 no
primeiro pino é mais facil pensar em movimenta-los separando-os em grupos de 3 discos.
Por exemplo, para 5 discos, deslocar os trés primeiros de cima para baixo, fazendo 7
movimentos para coloca-los no terceiro pino, mais 1 movimento para colocar o quarto
disco no pino central, mais 7 movimentos para colocar os trés discos do terceiro pino,
sobre o quarto disco que se encontra no pino central, mais 1 movimento para colocar o
quinto disco no terceiro pino, mais 7 movimentos para colocar o trés primeiros discos
de cima para baixo, do pino central, no primeiro pino, mais 1 movimento para colocar

o quarto disco no terceiro pino sobre o quinto disco e finalmente, mais 7 movimentos



118 Aplicagoes de Equagoes de Diferengas no Ensino Médio

Figura 6.13: Jogo Torre de Hanoi

Fonte: Acervo pessoal da autora

para colocar o trés discos do primeiro pino sobre os discos do terceiro pino. Logo, sao
necessarios 7+1+7+1+4+7+ 147 = 31 movimentos para deslocar 5 discos do primeiro
pino para o terceiro pino. Concluiram ainda que a logica do jogo é que para achar
o proximo nimero de movimentos, basta fazer duas vezes o ntmero de movimentos
anterior mais 1 movimento. Tal conclusao foi usada para responder a primeira questao
da Folha 2 do Apéndice B.

Para o preenchimento da Folha 2 do Apéndice B discutiu-se as conclusoes de todos
os grupos através da mediacao do professor que conduziu as dedugoes e o raciocinio
logico dos alunos com questionamentos que levaram o grupo de alunos a fazer as abs-
tracoes necessarias. Os alunos estavam bastante entusiasmados com as suas obser-
vacoes e nao tiveram dificuldade em abstrair a equacao de diferencas linear de primeira
ordem que formaliza esta atividade. Concluiram também que zy = 0, pois se nao
h& discos no primeiro pino, nao ha movimento. Tiveram um pouco de dificuldade
para encontrar um padrao na sequéncia formada pelos ntimeros de movimentos mini-
mos, (1,3,7,15,31,63,...). Entao foi perguntado a eles, como poderiam escrever cada
nimero desta sequéncia usando um nimero par. Apos algumas trocas de idéias, con-
cluiram que:

rn=1=2-1=2-1

To=3=4—-1=2%2-1

r3=T=8~-1=23-1

Ty =15=16—-1=2*—-1

r5=31=32—-1=2°-1

16 =63=64—1=2°—-1lequex,=2"—1

Os grupos construiram o grafico da fungao que é solugao da equacao de diferencas
que modela o jogo Torre de Hanéi manulamente e depois cada aluno construiu este
grafico no GeoGebra. A Figura 6.14, mostra o gréafico construido no GeoGebra.

Para chegar ao limite da funcao que modela o jogo Torre de Hanoi, os alunos
analisaram as caracteristicas da fungdo exponencial g : R — R, definida por g(n) =

2™, cujo grafico esté representado na Figura 6.15. Assim, concluiram que g é crescente,
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Figura 6.14: Numero minimo de movimentos na Torre de Han6i em fung¢ao do niimero

de discos
Fonte: Elaborado no GeoGebra pela aluna Jennifer Carolina Figueiredo Morales

pois a base 2 é maior do que 1 e que
lim z, = lim (2" — 1) = 400,
n—o0 n—oo

ou seja, que para um n suficientemente grande, o nimero x, de movimentos é

suficientemente grande.
e A Sequéncia de Fibonacci

Esta atividade foi desenvolvida ao longo de 3 aulas com o preenchimento da Folha 1
do Apéndice refappendixC e 3 aulas para as atividades no GeoGebra. Apés a realizacao
de cada tarefa (ver Secao 6.3) os resultados eram socializados.

Os alunos assistiram ao video Os cacadores de sons de Fibonacci. Foram feitas
interrupgoes durante a apresentacao do video para que os pontos a destacar (ver Sub-
se¢ao 6.3.4) fossem discutidos e para que eles descobrissem o padrao da Sequéncia de

Fibonacci antes que a resposta fosse apresentada no video.
O preenchimento da Folha 1 do Apéndice C foi feito como nas atividades anteri-

ores e apds a apresentacao do video. Os grupos nao tiveram dificuldade em abstrair

a equacao de diferencas linear de segunda ordem que formaliza esta atividade. Con-
1 e que mesmo que a expressao que determina F), possua

cluiram que Fy, = F}
numeros irracionais, os resultados sao ntimeros naturais que sao termos da Sequéncia
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g(n) =2"

n

Figura 6.15: Comportamento da funcao g

Fonte: Elaborado no GeoGebra pela autora

de Fibonacci. As dificuldades apareceram nos os caculos necessarios para responder as
questoes 3 e 4 da Folha 1 do Apéndice C pois tratam-se de operacoes com niimeros
irracionais fracionarios, mas foi um bom momento para fazer a revisao de algumas
propriedades dessas operacoes, pois os alunos estavam bem participativos.

A expressao que determina os nimeros de Fibonacci foi dividida em outras duas

expressoes, para a construcao do grafico no GeoGebra. Sao elas:

1+\/g)n+1 1 (\/5_1>n+1

1

F_L 1+\/5 n+1_i \/5_1 n+1

A Figura 6.16 mostra o grafico construido no GeoGebra.

5 2

VG

para n par e

para n impar.

n+1

Depois de calcularem alguns valores de , os alunos verificaram que os resultados

n
se estabilezeram em 1,618, entao pesquisaram no site

http://curiosidadenamatematica.blogspot.com.br/2010/04/

curiosidades-sobre-o-numero-de-ouro.html.

Logo, chegaram a conclusao de que para um n suficientemente grande,

Fn—i—l
Fy
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o Grafico Nimeros de Fibonacci.ggb = =
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Figura 6.16: Ntumeros de Fibonacci
Fonte: Elaborado no GeoGebra pelo aluno Kaue Rocha Oliveira

tende para o numero de ouro, ou seja, para

145

=1,618
2 ) Y

¢

e reafirmaram as suas conclusoes através da observacao do grafico representado na

Figura 6.17, construido no GeoGebra pela autora.

Seguindo as orientacoes da Folha 2 do Apéndice C eles construiram no GeoGebra, o
Retangulo Aureo e verificaram que os lados desse retangulo estdo na proporcao aurea.
A Figura 6.18 ilustra o resultado dessa construgao.

Seguindo as orientagoes da Folha 2 do Apéndice C eles construiram no GeoGebra,
a Espiral de Fibonacci, verificando também a presenca da proporcao durea é o que

ilustram as A Figuras 6.19 e 6.20.
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& limite aureo 2.ggb - O
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Figura 6.17: Limite Aureo

6.5 Gabarito

Nesta secao encontram-se as respostas das questoes das Subsecoes 6.1.5, 6.2.5
e 6.3.5.
e Respostas da Subsecao 6.1.5

Tabela 6.5:

Passo n | N° de triangulos brancos | Area de cada triangulo Area branca (total) z,
1 1 1 I
2 1+3 (1) 1+3-(1)
3 14349 (H)? Ly (1) 432 (4’
1 1+3+9+27 (H? Lig (02432 ()7 +38. (1)

Tabela 6.5: Area branca do Triangulo de Sierpisnki em funcio do niimero de passos

1 NS R L (1\"

é a area branca no passo n e

1 1\* _, /1\* (N 1\
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Figura 6.18: Retangulo Aureo

Fonte: Elaborado no GeoGebra pela aluna Daiana Vagula

.'

Figura 6.19: Construcao da Espiral de Fibonacci no GeoGebra

Fonte: Acervo pessoal da autora
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Figura 6.20: Espiral de Fibonacci

Fonte: Elaborada no GeoGebra pela aluna Maria Luiza Alves Adao

é a area branca no passo n + 1.

1.
1 1 Nt o,
oAty @ ( ) #-(3) + (3)
= 0,762695312... = 0, 76,
2. Tpy1 =Ty + —— JEESE para todo n € Ny, com xg = 0, pois no passo 0 a area branca
é nula.
3. Tem-se

1 1 2 1 3 1 n
— O . — _'_ . —_— + 2 . —_— _|_ _|— n—l . —_—

416 64 4n

. . 3
Assim, z,, é a soma dos n termos de uma P.G. de razao q = T Como

(1—=q")
l—gq

)
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entao,

n _ 3 n 3n
$”+W - - \4 +4n+1
3\" 1 3\"
= 1= = _ —
() () ()
3 3\"
= 1—1| = —
() ()
n+1
_ 1_(§)
4
= Tnpt1-

3 10
4. 33‘10:1— (Z_l) 20794

5. Como f é decrescente, pois a base ¢ 0 < % < 1, entao,

lim z, = lim (1—(§> )—1—0—17
n—>00 n—>00 4

ou seja, para um n suficientemente grande, a area branca tende a 1.

e Respostas da Subsegao 6.2.5
Tabela 6.6

1. 2, =2-63+1=126+ 1 = 127 movimentos.

2. Tpi1 = 2x,+ 1, para todo n € Ny, com xy = 0, pois se nao ha discos no primeiro

pino, nao ha movimento.

3. x, = 2" — 1, para todo n natural. Verificacao:

Tng1 = 20,41 == 277121 = 2.(2" — 1)1 = 27F1 241 = 27+ ] = 27+l 1,
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n | Gl| G2 | G3 | G4 | G5 | N° minimo de movimentos - z,,
1 1

2 3 3 3 3 3

3 13 (11| 7 7

4 115 | 15 | 21 | 15 | 15 15

5166 | 31 | 35 | 39 | 63 31

6| 87 | 152 | 63 | 73 | 66 63

Tabela 6.6: Resultados, por grupo, do niimero minimo de movimentos.

n(nimero de meses) | nimero de pares de coelhos z,
0 1
1 1
2 2
3 3
4 D
> 8
6 13
7 21
8 34
9 95
10 89
11 144
12 233

Tabela 6.7: Resultado das observacoes feitas pelos alunos




Gabarito 127

4. lim z, = lim (2" —1) =1

n—oo n—oo

e Sequéncia de Fibonacci
1. Tabela 6.7
2. Fhyo=Fyi1 + F,, com Fy = F; =1, para todo n € Nj.

3. Paran=0

o L(H\/E)l_i(l—\/g)l
N AU V5 2
1+v5-14++5
2v5

25
5

= 1

paran =1

- a4
2 5 2

paran = 2

F_i1+\/§3_i 1- 5\
N AU V5 2

- L) 6w

V5 V5
C2+V6-2+45
- V5
_ 2%

V5

= 2.
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6.6 Depoimentos

A seguir sao apresentados os depoimentos de alguns alunos que participaram das
atividades. Nesses depoimentos é possivel perceber que os objetivos foram plenamenta
atingidos.

e Depoimento de Ana Laura Gianello:

"O Projeto desenvolvido pela professora Elcie foi de grande importancia. Nele
melhoramos nossa capacidade de 'pensar matematicamente’.

Relembramos contetidos do primeiro e segundo colegial, como as progressoes geo-
métricas. Aprendemos até coisas além, como Limite (quando tendia ao infinito ou
quando tendia a um valor).

Observamos que, em um simples brinquedo pedagogico, a Torre de Hanoi, podemos
obter uma férmula, um padrao, utilizando a matematica.

Para essas aulas, utilizamos recursos tecnologicos, como o software GeoGebra, usa-
do para desenvolver os graficos e desenhos (Triangulo de Sierpinski, Retangulo Aureo),
no qual facilita a construcao dos graficos, dando os valores exatos.

Houve algumas dificuldades na parte de provar o que fizemos, mas a professora

Elecie esclareceu todas as nossas duvidas."

e Depoimento de Amanda Cristina de Oliveira Lopes:

"As atividades apresentadas pela professora Elcie, da disciplina de Matemética ,
foram muito esclarecedoras, transmitindo um conhecimento a mais .

Houve uma explicacao esclarecendo todas as partes do trabalho, desde o comeco
onde ocorre a leitura até a formacao dos calculos, que acaba se tornando interessante,
nao de forma chata e tediosa, apresentando dados e instrucées que poderemos utilizar
futuramente.

Em poucas atividades, obtivemos um vasto conhecimento. Decifrando enigmas dos
calculos, descobrimos formulas como LIMITE que é um assunto desconhecido por mim
e parte da turma.

Foi interessante, pois realizamos recursos tecnologicos que ajudam na compreensao
dos célculos e na formacao dos resultados finais.

Obtive um conhecimento & mais, além de compreender assuntos que antes definiria
como complexo demais, contudo pude obter uma nocao do que encontrarei em minha

futura profissao."

e Depoimento de Daiana Vagula:

"Demos inicio ao projeto na semana do dia 18 de Abril, utilizamos cerca de 20 aulas
nesta experiéncia com a professora Elcie Sanches Eller, sobre os assuntos: Fibonacci,
Torre de Hanoi, Sierpinski, Jogo do Caos e Retangulo Aureo.

Tivemos a oportunidade de relembrar alguns contetidos, como Progressao Geo-

métrica e Funcao Exponencial. Também aprendemos a utilizar o programa software
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Geogebra, que facilita a producao de gréficos.

A matematica utilizada nos mostrou e provou que em um simples jogo Pedagogico
temos a presenca dela.

Tivemos algumas dificuldades durante o projeto, como introduzir a funcao no Geo-
gebra, mas com a ajuda da Professora Elcie, conseguimos concluir com sucesso.

Para a professora Elcie, o nosso muito obrigado! Por acreditar em nossa competén-

cia, e confiar em nos neste Trabalho tao importante.”

e Depoimento de Lucas Almeida Portilho Barcelos:

"No projeto de mestrado da professora Elcie aprendemos sobre Jogo do caos, trian-
gulo de Sierpinski , Fibonacci e sobre o jogo torre de Hanoi.

A matemaética nos ajudou a interpretar, a chegar a uma férmula para cada um deles
mostrando assim que a matematica esta presente em até um simples jogo.

Relembramos alguns contetidos como progressao geométrica e fungao exponencial
e aprendemos sobre limite.

Tivemos facilidade para criar os graficos pois utilizamos a tecnologia com o software
GeoGebra".

e Depoimento de Kaue Rocha Oliveira:

"Bom as atividades que a professora Elcie passou foram muito divertidas, pois
aprendi sobre o triangulo de Sierpinski, o jogo do Caos, Fibonacci e também sobre a
torre de Hanoi.

Gostei de tirar a equacao de cada experimento e ver como a matematica ajuda a
entender o experimento.

Apesar de ser complexo eu consegui entender gracas a ajuda do software conhecido
como GeoGebra, pois gracas a ajuda da tecnologia tive uma maior compreensao sobre

o assunto."

e Depoimento de Maria Luiza Alves Adao:

O trabalho realizado em sala pela professora Elcie, foi muito importante, aprende-
mos sobre o uso dos fractais, o triangulo de Sierpinski, o Jogo do Caos, a Sequéncia de
Fibonaci, além da Torre de Hanéi, um exercicio que foi muito divertido, onde aprende-
mos brincando. Este trabalho foi muito importante, pois aprendemos diversas coisas.
S6 tenho a agradecer.

Obrigado Professora Elcie."



7 Consideracoes Finais

O material apresentado nesta dissertacao ¢ mais uma contribuicao para a formacao
de professores e alunos da graduacao em Matemética que tenham o interesse no con-
teido de Equcoes de Diferencas . Por este motivo, a abordagem do tema foi feita com
muitas situacoes problema, envolvendo vérias técnicas para resolucao de equacoes de
diferencas dando destaque ao uso dos operadores e ao estudo do comportamento das
solucoes dessas equagoes. Através dos exemplos que envolveram a Geometria Fractal
foi possivel comprovar como as equacoes de diferencas estao presentes neste contexto e
como as solugoes dessas equagoes servem para modelar o comportamento de um fractal.
Este é um campo muito rico e que gera interesse para novos trabalhos.

Todas as disciplinas desse curso de mestrado contribuiram para o desevolvi-
mento do tema, isto comprovou o quanto é importante o comprometimento do professor
com sua formagao académica. Convém realcar que o desenvolvimento do projeto pro-
porcionou um contato com a ferramenta LaTeX (processador de textos cientifico) para
a edicao do presente documento e servird para o desenvolvimento de producoes futuras.

As trés atividades propostas proporcionaram a discussao sobre o dominio de
uma funcao através de uma abordagem contextualizada. Foi possivel comprovar o
grande interesse dos alunos em formular hipoteses, discutir estratégias, prever resulta-
dos e chegar a resolucao do problema de forma prazerosa. Testemunhar a confirmacao
por parte dos alunos da importancia do uso da matematica na modelagem do compor-
tamento de Fractais e de como a Geometria Fractal ordenou o Caos foi muito gratifi-
cante. Sao momentos assim que despertam a vontade de ser um Matematico, basta
ler o depoimento da aluna Amanda (ver Se¢ao 6.6). Logo, foi possivel comprovar que
a abordagem metodologica adotada nas atividades contribuiu para o desenvolvimento
das competéncias, leitora e escritora em Matematica, destacando ainda a contribuicao

para o desenvolvimento das competéncias.

capacidade de contertualizar, de estabelecer relacdes entre os conceitos
e teorias estudados e as situagoes que lhes dao vida e consisténcia;
capacidade de abstrair, de imaginar situagoes ainda nao existentes.

[22]

O uso de midias e do aplicativo Geogebra veio mostrar mais uma vez que

é fundamental que o professor esteja sempre aberto as inovacoes, pois nossos alunos
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tém grande conhecimento na &area de informética e podem muito contribuir para o
enriquecimento da aula.

As atividades propostas neste trabalho servem como exemplos para a criacao
de novos projetos, tais como video aulas envolvendo as construgoes geométricas do
GeoGebra relacionando algebra e geometria, direcionadas aos alunos da OBMEP, quem
sabe, futuros Matematicos.

Encerro com uma citacao do Matematico Edward Frenkel:

Tenho clareza de minha missdo: ajudar as pessoas a se conectar
com a matematica e a desmistificar a nogdo de que ela seja algo in-
transponivel. Se conseguir avancar nesse caminho, terei alcancado o
prémio maximo. [9]
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