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Deus € o0 Gedmetra Onipotente para
guem o mundo é imenso problema

matematico.

(LEIBNIZ)



Resumo

Este livro texto foi elaborado na intenc¢do de contribuir com a aprendizagem dos alunos,
subsidiando o professor do Ensino Médio no ensino da Geometria Espacial. Para isso,
buscou-se enfatizar a importancia da Geometria para além do contexto da sala de aula
uma vez que o conhecimento deve garantir a insercdo do individuo socialmente de
forma que ele possa localizar-se espacialmente, exercer sua profissdo, desenvolver sua
percepc¢do, construir representacdes, resolver problemas, etc. Além disso, ndo se deve
ignorar 0 uso das novas tecnologias no processo de ensino-aprendizagem aplicado a
Matematica, pois, 0os computadores oferecem manipulacdo e criacdo de objetos
matematicos tornando a assimilacdo dos contetdos mais significativa. Outra estratégia
incluiu 0 uso de materiais manipulaveis para despertar no educando o interesse pelo

conhecimento geométrico.

Palavras—chave: Geometria; Aprendizagem; Tecnologias; Materiais manipulaveis.



ABSTRACT

This textbook has been prepared in order to ensure student learning and support high
school teacher in the teaching of spatial geometry. However, we tried to emphasize the
importance of Geometry beyond the classroom context as knowledge must ensure the
individual's social inclusion so that it can be located spatially, to exercise their
profession, develop your awareness, build representations, solve problems, etc. In
addition, one should not ignore the use of new technologies in the teaching-learning
process applied mathematics because, computers offer manipulation and creation of
mathematical objects making the assimilation of the most significant contents. Another
strategy included the use of manipulatives to awaken in student interest in geometrical

knowledge.

Keywords: Geometry; learning; technologies; Manipulatives.
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1 Introducéo

Ao observamos as Orientacbes Curriculares Nacionais, percebemos uma
discussdo ampliada sobre as diversas formas de se conceber o conteldo de Matematica
no ensino basico. Temos observado em nossa experiéncia como professor que por
diversos motivos o docente utiliza com bastante frequéncia o livro didatico como seu
maior aliado. Entretanto, ao observamos tais materiais temos a compreensdo das
limitacbes do mesmo, e uma delas é a apresentacdo de forma bastante sucinta dos temas
abordados, sem contar a falta de aspectos regionais, tendo em vista que tais livros sdo
concebidos para serem distribuidos em todo o pais. Neste sentido, limitamos nossa agédo
para apenas um contetdo do ensino basico: Geometria Espacial. Os conceitos abordados
neste tema séo diversos e com vasta aplicagdo em problemas reais, principalmente no
tocante a questdo de areas e volumes de alguns sélidos geométricos. Apresentamos um
livro texto de Geometria Espacial para os alunos do Ensino Médio abordando um estudo
sobre os prismas, piramides, cilindros, cones e esferas elaborados de acordo com as
Orientagdes Curriculares Nacionais. Abordamos definicGes matematicas, exemplos e
exercicios de aplicacdo, incluindo figuras do cotidiano dos alunos de Rio Branco e
Cruzeiro do Sul com a pretensédo de auxiliar na compreensédo destes conteddos. Também
estamos sugerindo propostas de atividades para serem realizadas pelos alunos, sempre
orientadas pelo professor, tentando desvincular o ensino do aspecto meramente formal
do uso de formulas para céalculo de areas e volumes. Temos a compreensdo que um

aspecto complementa outro sem a exclusdo de nenhum deles.

As orientacdes nacionais destacam varios topicos que devem ser considerados
nas questoes de espago e forma. Dentre elas podemos destacar o cotidiano dos alunos,
as questdes interdisciplinares, o uso das tecnologias sempre que possivel, bem como a

atencdo a formalidade e a abstracdo que € inerente a matematica.

No que se refere a interdisciplinaridade mostraremos outras areas do
conhecimento que poderiamos trabalhar estes s6lidos geométricos como por exemplo:
Quimica, Fisica, Historia e Geografia. Apresentaremos dois meétodos alternativos para
realizar as atividades de Geometria Espacial do ponto de vista ludico: o uso do

GeoGebra e a utilizacdo de materiais manipuldveis. Quanto ao primeiro, temos um



23

software matematico dindmico onde mostramos ser uma poderosa ferramenta
Matematica na construcdo e resolucdo de problemas geométricos envolvendo areas e
volumes dos solidos citados. No que diz respeito ao segundo método, mostraremos

detalhadamente como fazer algumas construgdes dos sélidos estudados.

Para facilitar a compreensdo, trabalharemos com o uso de hiperlinks
disponibilizados no texto que estardo interligando o leitor a videos produzidos sobre o
uso do GeoGebra e a construcdo de figuras espaciais com o0 uso de materiais
manipulaveis em algumas agdes. Desta maneira, caso 0 leitor esteja conectado a
internet, ele podera acessar o video das explicacdes apenas clicando em algum local
indicado no proprio texto. Com isso, temos uma proposta de uma espécie de livro
interativo, com possibilidade de explicagdes de alguns problemas. Antes da exposi¢do
tedrica, apresentamos uma justificativa da maneira como exploramos o tema, com base
em leitura de alguns textos que tratam do ensino de Geometria Espacial no Ensino
Médio.
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2 Justificativa

Percebe-se que o ensino da Matematica perpassa o ambito da sala de aula e
quando o assunto € Geometria, as Orientacdes Curriculares Nacionais para 0 Ensino

Médio enfatizam que essa area do conhecimento deve:

Possibilitar aos alunos o desenvolvimento da capacidade de resolver
problemas praticos do quotidiano, como, por exemplo, orientar-se no espago,
ler mapas, estimar e comparar distdncias percorridas, reconhecer
propriedades de formas geométricas basicas, saber usar diferentes unidades
de medida (ORIENTACOES CURRICULARES NACIONAIS PARA O
ENSINO MEDIO, 2006, p.75).

No que diz respeito ao trabalho com areas de solidos, garante ser preciso fazer
uma recapitulacdo dos conceitos de Geometria Plana efetuando calculos da superficie de
alguns poligonos como também sempre que possivel, trabalhar planificacdo onde cita

que:

No trabalho com as areas das superficies de solidos, é importante recuperar
os procedimentos para determinar a medida da area de alguns poligonos,
facilitando a compreenséo das areas das superficies de prismas e piramides.
As expressdes que permitem determinar a medida da area das superficies do
cilindro e do cone podem ser estabelecidas facilmente a partir de suas planifi
cagdes (ORIENTACOES CURRICULARES NACIONAIS PARA O
ENSINO MEDIO, 2006, p.76).

Quando o assunto é volume de sélidos as Orientacfes Curriculares Nacionais

enfatiza que:

O Principio de Cavalieri deve ser tomado como ponto de partida para o
estudo de volumes de sélidos (cilindro, prisma, pirdmide, cone e esfera),
permitindo ao aluno compreender o significado das férmulas
(ORIENTACOES CURRICULARES NACIONAIS PARA O ENSINO
MEDIO, 20086, p.76).

Para o curriculo as Orientagbes Curriculares Nacionais (2006, p.90) destacam
que “deve-se buscar a integracdo dos conhecimentos, especialmente pelo trabalho
interdisciplinar” fato que na realidade deixa a desejar. J& o0 uso das tecnologias para o
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ensino da Matematica avaliza que os discentes podem explorar e construir diferentes
conceitos matematicos criando estratégias para resolver problemas.

A partir destas orientacdes que veio a ideia da elaboragdo de um livro texto com
definicdes matematicas incluindo problemas de aplica¢fes resolvidos paralelamente
com algumas metodologias usando o GeoGebra e materiais manipulaveis que
subsidiardo os alunos no desenvolvimento destes contetdos. A ideia é contribuir com
um material mais abrangente do que o livro didatico, propiciando ao professor algumas

possibilidades de atividades a serem realizadas com seus alunos.
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3 Objetivos

3.1 Objetivo Geral

Escrever um livro texto de Geometria Espacial para o Ensino Médio seguindo as

Orientacbes Curriculares Nacionais.

3.2 Objetivos Especificos

» Apresentar no texto situagtes do cotidiano escolar dos alunos, utilizando-se
sempre que possivel de figuras geométricas que aparecam no ambiente escolar,
na cidade de Rio Branco e etc;

» Apresentar no texto situagdes interdisciplinares;

» Apresentar no texto um tutorial para o uso do GeoGebra como ferramenta a ser
utilizada no ensino de Geometria Espacial no Ensino Médio.

» Apresentar no texto o uso de materiais manipulaveis na construcdo de figuras
geomeétricas espaciais para facilitar o aprendizado dos discentes.

> Elaborar videos que possam ser disponibilizados para professores e estudantes,
apresentando principalmente nestes o uso de recursos computacionais no ensino

de Geometria Espacial.
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4 Livro texto sobre Geometria Espacial para o Ensino Medio

4.1 Prismas

Quando observarmos o mundo em nossa volta, verificamos a presenca de
diversos sélidos geométricos presentes em nosso meio. Dentre as mais diversas formas
que aparecem na natureza, nas construcdes, na arte e em outras situacGes, estaremos
destacando agora aquelas que denominaremos de Prismas. As Figuras 4.1.1, 4.1.2, 4.1.3
e 4.1.4 s8o exemplos de tais solidos que aparecem na cidade de Rio Branco, capital do
Estado do Acre.

Figura 4.1.1: Biblioteca publica de Cruzeiro do Figura 4.1.2: Palacio do Comércio em Rio
Sul. Branco, Acre.

e

Fonte: Disponivel em: Fonte: Disponivel em:
<http://www:.tribunadojurua.com.br/wp- <http://g1.globo.com/ac/acre/noticia/2013/02/p
content/uploads/2013/08/biblioteca-estadual- alacio-do-comercio-e-inaugurado-no-
cruzeiro-do-sul.jpg> Acessado em: 12/07/2015. acre.ntml> Acessado em: 12/07/2015.

Figura 4.1.3: Hotel Ibis em Rio Branco, Acre. Figura 4.1.4: Torre da Catedral de Rio.

Fonte: Disponivel: Fonte: Disponivel:
<http://www.accorhotels.com/pt-br/hotel-8645- <http://mw2.google.com/mw-
ibis-rio-branco/index.shtml> Acessado em:

panoramio/photos/medium/19219057.jpg>

12/07/2015. Acessado em: 12/07/2015.
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Para o estudo do solido em questdo, é necessaria uma definigdo matematica mais
precisa que serd apresentada a seguir onde alguns conceitos serdo utilizados sem a
preocupacdo de apresenta-los, pois devem ser de conhecimento prévio, como por
exemplo: segmento de reta, plano, planos paralelos, regido poligonal, area de figuras

planas e etc.

4.1.1 Definic¢éo de prisma

Sejam a e B dois planos paralelos distintos. Consideremos uma regido poligonal
com n lados contida em a e uma reta r que intercepta os planos a e p nos pontos A e B
respectivamente. Chama-se prisma a unido de todos os segmentos paralelos ao
segmento de reta AB, com uma extremidade na regido poligonal situada em a e a outra

extremidade em f.

Figura 4.1.5: Modelo matematico para sélido geométrico denominado Prisma.

Fonte: Disponivel em:
http://www.objetivo.br/ConteudoOnline/mp/Conteudo.aspx?codigo=4177 &token=5
%2F2Yd2%2Bzzv%2F29umT Apxi0Q%3D%3D Acessado em; 02/02/2015.


http://www.objetivo.br/ConteudoOnline/mp/Conteudo.aspx?codigo=4177&token=5%2F2Yd2%2Bzzv%2F29umTApxi0Q%3D%3D
http://www.objetivo.br/ConteudoOnline/mp/Conteudo.aspx?codigo=4177&token=5%2F2Yd2%2Bzzv%2F29umTApxi0Q%3D%3D
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4.1.2 Elementos do prisma

» Veértices: sdo os pontos A; , Az, Az ..., A e By, By, Bs, ..., Bn.
> A1AA;z ... A, e B1B;yBs ... B, sdo poligonos congruentes e paralelos chamados
de bases.

» AiB:,A;B,,..,A,B, sdo segmentos congruentes e paralelos chamados
arestas laterais.

» Os segmentos
A1A5,A5A5,...,Ay_1Ay, AA1, B1B2, BoB3,...,B,_1B,, B,B; sd0 chamados

arestas das bases. A;A;B,B1,A2A3B3B; , ... sdo paralelogramos chamados faces
laterais.

» A distancia h, entre os planos que contém as bases do prisma, é chamada altura
do prisma.

» Diagonal: qualquer segmento que une dois Vvértices ndo pertencentes a uma

mesma face.

4.1.3 Classificacéo

Prisma reto: € todo prisma cujas arestas laterais sao perpendiculares aos planos que

contém as bases.

Realidade Modelo matematico

Figura 4.1.6: Torre da Catedral de Rio Branco Acre. Figura 4.1.7: Modelo matemético
de um Prisma reto.

Fonte: Disponivel: <http://mw2.google.com/mw- Fonte: Autor, 2015.
panoramio/photos/medium/19219057.jpg> Acessado
em: 12/07/2015.
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Prisma obliquo: é todo prisma cujas arestas laterais sdo obliquas aos planos que
contém as bases. Um modelo real é visto na figura 4.1.8 e um modelo matematico na

figura 4.1.9.

Realidade Modelo Matemético
Figura 4.1.8: Pilar de sustentagdo da ponte Figura 4.1.9: Modelo matematico de um
moderna para pedestres e ciclistas, sendo Prisma obliquo.

construido em frente ao prédio do antigo
Mercado Velho em Rio Branco Acre no ano de
2006.

Fonte: Autor, 2015.

Fonte: Disponivel em:
<http://www.altinomachado.com.br/2006/03/a
mor-pelo-acre.html> Acessado em:
12/07/2015.

4.1.4 Natureza de um prisma

Um prisma sera triangular, quadrangular, pentagonal, hexagonal, etc, conforme
sua base seja um tridngulo, um quadrado, etc. A nomenclatura dos prismas é dada

conforme o poligono formado pela sua base. Por exemplo:

» Um prisma é triangular quando suas bases sdo triangulos. No cotidiano,
podemos encontrar exemplos deles em formatos de chocolates, calendarios, etc.

» Um prisma € quadrangular quando suas bases sdo quadrilateros. Para um
exemplo real podemos citar a torre da torre da Catedral de Rio Branco conforme

visto acima.



31

» Um prisma é pentagonal quando suas bases sdo pentagonais. Como exemplo
podemos citar a chave pentagonal para parafusos de ajustes utilizadas em
oficinas de carros e motos.

» Um prisma é hexagonal quando suas bases sdo hexagonais. No cotidiano é visto
inimeros objetos neste formato. Entre eles destacamos: parafusos, recipientes de

mantimentos e etc.

Figura 4.1.10: Nomenclatura dos prismas.

= ==dl—=
|
|
|
I
I
|

Triangular Quadrangular Pentagonal

Fonte: Autor, 2015.

4.1.5 Paralelepipedo reto-retangulo

O que hd em comum entre um dado, um bau de um caminhdo e uma parede de

tijolos macigos ?

Figura 4.1.11: Dado, caminhdo e parede de tijolos.

Fonte: Autor, 2015.
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Todos os objetos acima possuem a forma de um prisma reto de base retangular.
Esse tipo de prisma é chamado de paralelepipedo reto-retangulo ou bloco retangular.

Por definigdo, temos que:

» Um paralelepipedo ¢ um prisma cujas bases sdo paralelogramos. A superficie
total de um paralelepipedo é a reunido de seis paralelogramos. Para melhor

compreenséo observe a figura 4.1.12.

Figura 4.1.12: Paralelepipedo.

Fonte: Autor, 2015.

» Um paralelepipedo reto-retangulo ou paralelepipedo retangulo é um prisma reto
cujas bases sao retangulos. A superficie total de um paralelepipedo retangulo é a
reunido de seis retangulos. A figura 4.1.12 apresenta um exemplo simples do
cotidiano da maioria das pessoas: Um tijolo, juntamente com a sua

representagdo matematica.

Realidade Modelo mateméatico

Figura 4.1.13: Tijolo macigo fabricado em Figura 4.1.14: Paralelepipedo Retangulo.
diversas cerdmicas em Rio Branco, Acre é
um bom exemplo de um paralelepipedo
retangulo.

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.
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» Um cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas sdo congruentes. Ora, se
todas as arestas de um cubo sdo iguais, implica que todas as suas faces sdo
quadradas. Um exemplo simples de um cubo é o dado, comumente usado em
jogos que mostraremos na figura 4.1.15 incluindo seu modelo matemaético na

figura 4.1.16 para facilitar a compreenséo.

Exemplo de um cubo Modelo matematico

Figura 4.1.15: Dado

utilizado para jogos. Figura 4.1.16: Cubo.

Fonte: Autor, 2015.
Fonte: Autor, 2015.

4.1.6 Medida da diagonal de um paralelepipedo reto-retéangulo

No paralelepipedo da figura abaixo, a, b e ¢, sdo suas dimensdes, ou seja,
comprimento, largura e altura. Sejam d; e d, as diagonais da face ABCD e do

paralelepipedo, respectivamente.

Figura 4.1.17: Paralelepipedo reto-retangulo.

L F
A D
d
C .d‘] e
& b
B a C

Fonte: Autor, 2015.

O tridngulo ABC é retangulo em B. Portanto, pelo Teorema de Pitagoras,

temos:
AC? = BC? + AB? ou ainda d? = a? + ¢ (1). Por outro lado, o triangulo ACG

também é retangulo em C. Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos:
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AG? = AC? + CG? ou entéio, d% = d? + b2(I1). Substituindo (1) em (I1), resulta:

d>=di+b*=a*+b*+c* =2d=VJa®+b*+¢?
Exemplos de aplicacéo

Exemplo 4.1.1
A Figura 4.1.18, mostra uma mosca que esta localizada no ponto A que

representa exatamente um dos vértices de um cubo cuja aresta mede 4 cm. Supondo
que ela ira voar em linha reta até o ponto B, qual a menor distancia aproximada, em

centimetros, percorrida pela mosca?

Figura 4.1.18: O Cubo e a mosca.

B

Fonte: Autor 2015.
Solugéo

Observe que a distancia procurada é exatamente a diagonal do cubo de aresta 4
cm. Por definicdo, sabemos que um cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas

sdo congruentes. Entdo podemos usar a mesma relacdo do exemplo anterior. Isto é:

d=Va?+b*>+c?>==\4*°+4>+4*>=16 + 16 + 16 = /48 = 6,93 cm

Portanto, a menor distancia aproximadamente, em centimetros, percorrida pela

mosca é de 6 ,93 cm.

4.1.7 Area total de um paralelepipedo reto-retangulo
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Consideremos um paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensdes sejam a, b e

Figura 4.1.19: Paralelepipedo reto-retangular
para encontrarmos sua area total.

T

?
[

Fonte: Autor, 2015.

Nas faces do paralelepipedo, temos dois retangulos de area ab, dois de area ac e
dois de area bc. A area total (A;) desse paralelepipedo é dada pela soma das areas de

suas seis faces. Logo, temos:
A; = 2ab + 2ac + 2bc
Ou ainda:
A, = 2(ab + ac + bc)
Exemplo 4.1.2

Uma indastria precisa fabricar 20000 caixas de sabdo na forma de um
paralelepipedo reto-retangulo cujas dimensdes sao 10 cm, 20 cm e 40 cm. Desprezando
as abas, calcule, aproximadamente, quantos metros quadrados de papeldo serdo

necessarios.
Solucéo

Comentario: observamos que as dimens@es do paralelepipedo retangulo estdo em
centimetros. A resposta do problema devera estd obrigatoriamente em metros
quadrados. Uma possibilidade para resolucdo é transformar todas as dimensbes em
metros e aplicar na relacdo da area total. Uma outra possibilidade é resolver com todos

os valores das dimens@es em centimetros e so no final, considerar o fato que:
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Se 1m = 100 cm (um metro equivale a cem centimetros), entdo 1m2 = 10 000cm?2 (um

metro quadrado equivale a 10 000 centimetros quadrados).

Considerando as dimensbes a = 10 cm, b = 20 cm e ¢ = 40 cm e aplicando na
férmula da area total do paralelepipedo reto-retangulo, encontraremos a area total em

centimetros de papeldo necessario para fabricar uma Gnica caixa de sabdo que sera:

A; = 2(ab + ac + bc)=2(10.20 + 10.40 + 20.40) = 2(200 + 400 + 800) = 2(1400) =
2800 cm?

Como sdo 20 000 caixas, temos:
A =2800.20 000 =56 000 000 cm?

Ora, queremos a resposta em metros quadrados. Logo, basta considerar que: 1m?
=10 000 cmz2. Finalmente, serdo necessarios pelo menos 5 600 m2 de papeldo.

Exemplo 4.1.3

Fernanda confeccionou um cubo de cartolina para apresentacdo de um trabalho
de matematica em seu colégio. Desprezando as abas e sabendo que a aresta da caixa
mede 4 cm, quantos centimetros quadrados no minimo de cartolina foram utilizados

para confeccionar a caixa?

Solucéo
Realidade Modelo Matematico
Figura 4.1.20: Cubo de cartolina. Figura 4.1.21: Cubo de aresta 4 cm.

Pl 7

4 cm

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.
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Por defini¢do, sabemos que um cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas
sdo congruentes. Entdo podemos utilizar a mesma formula da éarea total de um

paralelepipedo retangulo. Assim, temos:
A;=2(ab+ac+bc)=2(4.4+4.4+4.4)=2(16+16+16) = 2(48) = 96 cm?

Portanto, foram usados, no minimo, 96 cm2 de cartolina para confeccionar a

caixa cubica de Fernanda.
4.1.8 Volume de um paralelepipedo reto-retangulo

Consideremos um paralelepipedo reto-retangulo de dimensdes a, b e ¢ conforme
a figura 4.1.22.

Figura 4.1.22: Paralelepipedo reto-retangulo
para deduzirmos seu volume.

4
,
5
%
5

I
LY
- =

d

Fonte: Autor, 2015.

O volume de um paralelepipedo é obtido multiplicando a area da base por sua
altura. Ou seja, V = Ap.h onde A, é a area da base e h é a altura do paralelepipedo
retdngulo. Mas a base é um retangulo de area ab e a altura é igual a c. Portanto, o
volume de um paralelepipedo reto-retangulo de dimensdes a, b e ¢ é o produto das trés
dimensdes, ou seja:

V=Aph=ab.c
Exemplo 4.1.4

As medidas internas de uma piscina em forma de paralelepipedo retangulo sdo: 3

m, 1 m e 2 m. Qual a capacidade da caixa em litros?
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Solucéo

Para facilitar a compreenséo ilustraremos a situagdo acima com um exemplo da

piscina do cotidiano incluindo seu modelo matematico.

Realidade Modelo Matematico
Figura 4.1.23: Piscina. Figura 4.1.24: Modelo matematico da piscina.
o~
1m
m
3m
Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

Desta forma, o volume da piscina é igual a V = Ay.h = a.b.c = 3x1x2 = 6 m3.
Mas queremos uma resposta em litros, para isso, basta lembrarmos que 1m?3 equivale
exatamente a 1000 litros. Portanto, 6 m?3 equivale a 6 x 1000 litros = 6 000 litros.

Exemplo 4.1.5

Quantos m3 de agua sdo necessarios para enchermos um reservatorio de vidro na

forma de um cubo cuja aresta mede 0,3 m?

Solucgéo
Realidade Modelo Matematico
Figura 4.1.25: Reservatdrio de .
Vidro. Figura 4.1.26: Cubo de

aresta igual a 0,3 metros.

Pl 5

0.3m

Fonte: Autor, 2015.

Fonte: Autor, 2015.

Sabemos que todo cubo é um paralelepipedo retangulo. Ent&o:
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V = Aph =ab.c = (0,3). (0,3). (0,3) = 0,027 m?

Portanto sdo necessarios 0,027 m3 de agua para enchermos o reservatorio de

vidro.

Exemplo 4.1.6

Uma pessoa deseja enviar via SEDEX algumas varas bem finas de
comprimento £ que tem formato igual a de um prisma reto-retangular com dimensdes
2cm, 2cm e 60cm. Para fazer o envio dessas varas, a caixa usada em encomendas para
SEDEX ¢ de papeldo e tem o formato de um paralelelipedo reto retangulo com
dimens@es 30 cm, 30 cm e 60 cm. Quantas varas esta pessoa podera enviar em cada
caixa, respeitando as especificacdes?

Solucéo

Realidade Modelo matematico

Figura 4.1.27: Caixa de
papeldo.

Figura 4.1.28: modelo
matematico da caixa.

60 cm
30 cm -
cimn
Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

Podemos observar que o retangulo da base da caixa tem 30x30=900cm? que
comportam 225 quadrados com érea igual a 4cm?(area da base de cada vara). Desta
forma, a caixa comportard 225 varas, considerando que a altura das varas € igual a
altura da caixa. Uma outra maneira de resolver este problema (que pode nao servir
exatamente para situacbes similares) € dividir o volume total da caixa
(30x30x60=54000cm®) pelo volume de cada vara (2x2x60=240cm®).

4.1.9 Exercicios resolvidos abordados no ENEM
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(ENEM 2012) Alguns objetos, durante a sua fabricacdo, necessitam passar por um
processo de resfriamento. Para que isso ocorra, uma fabrica utiliza um tanque de

resfriamento, como mostrado na figura.

_—
ScmT 25 cm
-
- 30 cm
L |
' 40 cm

O que aconteceria com o nivel da agua se colocassemos no tanque um objeto

cujo volume fosse de 2.400 cm*?

A) O nivel subiria 0,2 cm, fazendo a agua ficar com 20,2 cm de altura.
B) O nivel subiria 1 cm, fazendo a agua ficar com 21 cm de altura.

C) O nivel subiria 2 cm, fazendo a agua ficar com 22 cm de altura.

D) O nivel subiria 8 cm, fazendo a &4gua transbordar.

E) O nivel subiria 20 cm, fazendo a adgua transbordar.
Solucgéo

Chamaremos de h cm o quanto o nivel da agua sobe. colocando-se o0 objeto no

tanque, temos que: 30 - 40 - h = 2400 = h = % = h =2cm . De acordo com a

figura, o reservatorio estd com altura (25 cm — 5 cm) de agua que corresponde a 20 cm
de altura. Logo, se colocassemos o0 objeto no tanque, o nivel da agua subiria 2 cm de
altura, fazendo a &gua ficar com altura (20 cm + 2 cm) de &gua que corresponde a 22cm

de altura.
Resposta: C

(ENEM 2010) Uma fabrica produz barras de chocolates no formato de paralelepipedos

e de cubos, com 0 mesmo volume. As arestas da barra de chocolate no formato de
paralelepipedo medem 3 cm de largura, 18 cm de comprimento e 4 cm de espessura.
Analisando as caracteristicas das figuras geométricas descritas, a medida das arestas dos
chocolates que tém o formato de cubo ¢ igual a:

A) 5cm.



41

B) 6 cm.

C) 12 cm.
D) 24 cm.
E) 25cm

Solucéo

Por definicdo, sabemos que um cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas
sao congruentes. Entdo, chamando de “a” a aresta do cubo, em centimetros, pelo

enunciado, temos que Volume do cubo = Volume do paralelepipedo. Portanto:

V=aaa=abhc=3184=a3=216=>a=6¢cm

Resposta: B

(ENEM 2010) A siderargica “Metal Nobre” produz diversos objetos macicos
utilizando o ferro. Um tipo especial de pega feita nessa companhia tem o formato de um

paralelepipedo retangular, de acordo com as dimensdes indicadas na figura que segue:

Metal Nobre

e
A
7’
o ’
i
=
e

25m !

O produto das trés dimens@es indicadas na peca resultaria na medida da grandeza
A) massa.

B) volume.

C) superficie.

D) capacidade.

E) comprimento.

Solucéo

Vimos que o volume de um paralelepipedo reto-retangulo de dimensdes a, b e ¢

é o produto das trés dimensdes, ou seja:
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V=A,h=ab.c

Logo, o produto das trés dimenses ¢ 25 m - 0,5 m - 1,3 m = 1,625 m3,
representa a medida da grandeza volume do paralelepipedo retangular em questao.

Resposta: B

(ENEM 2010) Um porta-lapis de madeira foi construido no formato cubico, seguindo o
modelo ilustrado a seguir. O cubo de dentro ¢ vazio. A aresta do cubo maior mede 12

cm ¢ a do cubo menor, que ¢ interno, mede 8§ cm.

O volume de madeira utilizado na confeccéo desse objeto foi de:
A) 12 cms.
B) 64 cm3.
C) 96 cm3.
D) 1216 cm3.
E) 1728 cms.

Solucéo

Do enunciado da questdo, o volume do cubo maior = 12.12.12 = 1728 cm3 e
volume do cubo menor = 8.8.8 = 512 cm3. Portanto o volume de madeira utilizado na
confeccdo desse objeto é dado pela diferenca entre os volumes do cubo maior e do

menor, isto €, (1728 —512) cm3, ou seja, 1216 cm3.
Resposta: D

(ENEM 2009) Uma empresa que fabrica esferas de ago, de 6 cm de raio, utiliza caixas
de madeira, na forma de um cubo, para transporta-las. Sabendo que a capacidade da
caixa ¢ de 13.824 cm3, entdo o nimero maximo de esferas que podem ser transportadas
em uma caixa ¢ igual a:

A) 4.

B) 8.
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C) 16.
D) 24.
E) 32.

Solucéo

Sabe-se que a capacidade do cubo ¢ de 13 824 cm?. Chamando sua aresta de “a”,
temos que a.a.a = 13 824 = a3 = 13 824 = a = 24 cm. Pelo enunciado, o raio das esferas
€ 6 cm, seu didametro sera 2.6 = 12 cm. Logo, o maximo de esferas que podem ser

3
transportadas em uma Unica caixa sera de (g) = 23 = 8. Outra maneira de resolucdo é

conseguir imaginar a seguinte figura:

Resposta: B

4.1.10 Area da superficie de um prisma qualquer

Em todo prisma, consideramos que:

> Area de uma face lateral ¢ a area de um dos poligonos que constitui uma face
lateral do prisma.

Se o prisma for regular, todas as faces laterais terdo mesma area.

Area da base é a 4rea de um poligono que constitui uma base do prisma.

Area lateral é a soma das areas de todas as faces laterais de um prisma.

YV V V V

Area total é a soma das areas de todas as faces do prisma.

Assim, sendo A a area lateral de um prisma, Ay a area de uma das bases e A; a

area total, temos a seguinte relacéo:
A= 2.A0tA;

EXEMPLOS DE APLICACAO
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Exemplo 4.1.7

Deseja-se inserir adesivo em toda superficie lateral do recipiente de plastico
abaixo. Considerando o recipiente um prisma pentagonal regular que tem 20 cm de
altura e aresta da base medindo 4 cm conforme a figura abaixo, quantos cm?2 de adesivo

no minimo, serdo necessarios para concluir o servi¢o?

Figura 4.1.29: Prisma pentagonal regular.

20 cm

T
4 cm ! 7

Fonte: Autor, 2015.

Solucéo:

A éarea de toda superficie lateral em questdo, € a soma das cinco areas dos
retangulos que séo as faces laterais. Como a base é regular, todas as arestas possuem a
mesma medida. Logo, temos:

) Area de uma face: 4 x 20 = 80cm?

1) Area lateral: 5 x (80cm?) = 400cm?.

Portanto, serdo necessarios no minimo 400 cm? de adesivos para cobrir toda

superficie lateral do recipiente.
Exemplo 4.1.8

Um calendario de papel cartdo tem a forma de um prisma triangular regular reto
conforme a figura abaixo. Quantos cm2 de madeira foram usados para confeccionar o

calendario?
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Figura 4.1.30: Calendario de papel

Fonte: Autor, 2015.
Solucéo

Verifica-se que o calendario ndo possui papeldo em suas bases. Assim, a area
lateral é exatamente a area procurada na questdo. Portanto, queremos a soma das trés
areas dos retangulos que sdo as faces laterais. Como a base é regular, todas as arestas

possuem a mesma medida. Logo, temos:
) Area de uma face: 6 x 12 = 72 cm?

1) Area lateral: 3 x (72 cm?) = 216 cm”®.
Logo foi necessario 216 cm? de papel cartdo para confeccionar o calendario.
Exemplo 4.1.9

Em um prisma hexagonal regular reto, a aresta da base mede 3 cm e a aresta da
face lateral mede 6 cm. Calcule a area total.

Solugéo:

Na figura, temos:
h = medida da aresta lateral = 6 cm
a = medida da aresta da base =3 cm

Para facilitar a resolucdo serd conveniente construirmos o prisma hexagonal

regular reto juntamente com sua planificacdo que veremos a seguir:
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Figura 4.1.31: prisma hexagonal regular reto com sua planificacéo.

\
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{ base N
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Prisma 4 base
\
\
\
A

Fonte: Autor, 2015.

A priori, calcularemos a area lateral que é a soma das seis areas dos retangulos
que sdo as faces laterais. Como a base é regular, todas as arestas possuem a mesma

medida. Logo, temos:
) Area de uma face: 3 x 6 = 18 cm?
1) Area lateral: 6 x (18 cm?) = 108 cm?

Agora precisamos calcular a &rea da base que é a area da regido limitada pelo
hexagono regular. Mas a area da regido hexagonal é constituida por exatamente 6

regides triangulares equilateras. Considerando um triangulo equilatero de lado £, sua

p p 1%/3 . L 2 p
area € dada por A = %_ Assim, & area da base sera:

Ay = 6.a2\/§ = 6. 33 _ 273 cm?
4 4 2

Temos duas bases, logo:

2A, = 23 27+/3 cm?

2

Vimos que A; = 2.Ax+A, logo:

A= (27+/3 +108) cm2 = 27.(v3 + 4) cm?
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Portanto, a area total do prisma hexagonal regular sera de 27.(v/3 + 4) cm?

4.1.11 Principio de Cavalieri

Quem Foi Bonaventura Francesco Cavalieri?

Figura: 4.1.32: Bonaventura Francesco Cavalieri.

Fonte: Disponivel em:

http://ecalculo.if.usp.br/historia/cavaliere.htm.

Acessado em: 03 de Fevereiro de 2015.

Em 1598, nasceu o italiano Bonaventura Francesco Cavalieri na cidade de
Mildo. ApoOs quase duas décadas de seu nascimento, conheceu os trabalhos do

matematico grego Euclides que estimulou seu interesse pela Matematica.

No ano de 1632 Cavalieri publicou o livro: Directorium Universale
Uranometricum. Neste trabalho foram divulgados tabelas de senos, tangentes, secantes,
cossenos e logaritmos. Vale salientar que apos publicar esse trabalho, a Italia viabilizou
a introducdo dos logaritmos como uma grande ferramenta no ramo da computacdo. Trés
anos depois, publicou sua obra mais conhecida, Geometria indivisibilibus continuorum
nova, onde foi desenvolvido a ideia de Kepler sobre quantidades infinitas pequenas. Foi
através dessa teoria que facilitaram os calculos de éareas e volumes de figuras
geométricas. Vale salientar que na época, seu método sobre os indivisiveis por ndo

apresentar desejavel rigor matematico, foi motivo de grandes criticas. Bonaventura
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inconformado com as criticas precisou deixar sua teoria mais clara. Fato que ocorreu em
1647 quando publicou a obra: Exercitationes geometricae sex. Este livro transformou-se
em importantes referéncias para grandes matematicos do século XVII. Cavalieri trouxe
grandes contribuices nas éareas da Astronomia e Optica. Varios matematicos
conceituados da época trocavam ideias com o mesmo. Entres eles, destacam-se
Torricelli e Galileo. Depois de quase cinco décadas de contribuicdo para humanidade,
morre o italiano Cavalieri na cidade de Bolonha, no dia 30 de novembro de 1647. Esta

resenha foi feita do site http://ecalculo.if.usp.br/historia/cavaliere.htm.

A priori, antes de enunciarmos o Principio de Cavalieri, é importante fazermos a

seguinte experiéncia:

Coloque em cima de uma mesa uma resma de papel. Considerando o bloco de
papel perfeitamente bem arrumado mostrado na figura (a), sabemos que a resma tem a
forma de um paralelepipedo retangulo que sabemos calcular seu volume. Em seguida,
encostando uma régua nas faces laterais, podemos transformar o prisma reto em um
prisma obliqguo mostrado na figura (b) ou ainda usando as méos, podemos moldar um

solido bem diferente mostrado na figura (c).

Figura 4.1.33: Bloco de papel.

a b ¢

Fonte: Secchin (2008, p.3)

Os trés sélidos possuem volumes iguais pelo fato que nenhuma folha de papel
foi adicionada ou muito menos tirada. Este experimento exemplifica o que conhecemos
como o Principio de Cavalieri aplicado ao calculo de volumes que pode ser enunciado

na seguinte forma:

""Sejam dois solidos A e B, de mesma altura e seja um plano paralelo as

bases que 0s secciona na mesma altura em relacéo a base, se as areas dessas regies
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seccionadas forem as mesmas em todo o solido, entdo eles possuem o mesmo

volume"'.

Figura 4.1.34: Principio de Cavalieri.

Fonte: Secchin (2008, p.3)

4.1.12 Volume de um Prisma

Considere um prisma de altura h cuja base seja um poligono de area A situado
em um plano horizontal. Ao lado desse prisma, construimos um paralelepipedo
retdngulo com mesma altura h de tal forma que sua base, seja um retdngulo também de
area A. Sabemos que o paralelepipedo é também um prisma, porém, se cortarmos por
um mesmo plano horizontal esses dois prismas, teremos secdes de area A; e A, em cada
prisma. Ora, mas num prisma, essas se¢es sdo congruentes a base. Logo, A; = A, = A.
Portanto, pelo Principio de Cavalieri, esses dois prismas ttm o mesmo volume. Mas

sabemos que o volume de paralelepipedo retangulo é A.h, assim:

Volume do prisma = (&rea da base) x (altura).

Figura 4.1.35: Prisma e paralelepipedo retangulo.

Fonte: Secchin (2008, p.4)
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Exemplo 4.1.10

Pretende-se encher de areia uma caixa em formato de um prisma triangular

regular no qual a aresta da base mede 8 cm e a altura mede 20+/3 cm. Qual o volume de

areia necessario para encher essa caixa?
Solucgéo

A priori, calcularemos a area da base do prisma que é um triangulo regular. Ora,
se na base do prisma temos um tridngulo regular, entdo o tridngulo é equilatero onde sua

. . >v3 , A . :
area pode ser encontrada pela formula: A = %F onde £ ¢ o lado do tridangulo. Assim, a

area da base sera:

A, = a3 _ BZT\E = 163 cm?

Mas, o volume de um prisma € dado por:
V = A,.h = 16v/3 cm2. 20v/3 cm = 320.3 = 960 cm?
Exemplo 4.1.11

Um depdsito para mantimentos tem a forma de um prisma reto conforme a
figura abaixo. Sabendo que o mesmo tem 10 cm de altura e cuja base € um hexagono

regular de 6cm de lado, qual o volume do depésito?

Figura 4.1.36: Prisma hexagonal regular reto.

h=10cm

/

Fonte: Autor, 2015.

6 cm
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Solucéo

Precisamos inicialmente calcular a area da base que € a area da regido limitada
pelo hexagono regular. Mas a area da regido hexagonal é constituida por exatamente 6

regides triangulares equildteras. Considerando um tridngulo equilatero de lado €, sua

. . 1%/3 . .
area é dada por A = %—. Assim, 4 area da base sera:

a2\/§:6

4 4 4

. 63 _ 216¥3 _ 54+/3 cm?

Ab = 6.
Aplicando na formula do volume de um prisma, temos:

V = Ap.h = 54+/3 cm2. 10 cm = 540+/3 cm3
Portanto, o volume do depdsito é de 540+/3 cms.
4.1.13 Construindo Prisma com o GeoGebra

Considere um prisma hexagonal regular reto cuja aresta da base mede 3 cme a
aresta da face lateral mede 6 cm. Usando o GeoGebra, construa esse prisma, encontre a

area da base e o volume do mesmao.
Solucéo

(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta explicacdo

clicando aqui).

Caso tenha dificuldade em manipular o software, disponibilizamos no apéndice
um tutorial de facil compreensdo do GeoGebra, onde 0 mesmo auxiliard possiveis

duvidas do leitor ao manusear o aplicativo.

.
| "?.
Primeiramente iremos a Barra de Ferramentas do Geogebra em ¥ Em
'--"-\. -
. . + ® Poligono Regular .. .
seguida, clicaremos em ~# . Em sequéncia clicaremos em algum

lugar plano cartesiano da Janela de Visualizacdo para colocarmos dois pontos A e B.
Para que a aresta seja igual a 3, escolhemos esses pontos sendo um na origem dos eixos

e outro no 3 do eixo X, conforme a Figura 4.1.37.


https://www.youtube.com/watch?v=Yn4ezcGFsbg
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Figura 4.1.37: Pontos A e B na Janela de Visualizacdo no GeoGebra 3D.
. = -

Arquivo Editar Exibir Opgles F Janela Ajuda
1 = =]
G B R CERNEE
[a] A R OO N o 22 r e
} Janela de Algebra ¥ | b Janela de " =
Ponto 5
® A=(0,0)
® B=(30)
L
4
3
2
1
4
ol B
4 3 2 1 o 1 2 a a 5 [ 7 8 2 0 " 12 13 14 15 15 7 18
1
2
-3
-
5
Entrada: @

Fonte: Autor, 2015.

Apobs colocarmos o segundo ponto, abrird uma janela pedindo o numero de
vértices do poligono regular. Queremos um prisma hexagonal, portanto o nimero de

vértice que colocaremos sera 6.

Figura 4.1.38: Caixa para inserirmos o nimero de vértices do poligono regular que formaremos na Janela
de Visualizacéo 3D.

(4] GeoGebra -a
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
1 pa] (a4
A ) @ .{;v & ABC || 272

%v.v/“v/(JI:}I ©, 0, . N2 ) P
» Janela de Algebra ¥ | » Janela de 3 B

Ponto o

@ A=(0,0)

® B=(3,0)

OK Cancelar

Entrada: =

Fonte: Autor, 2015.
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Ao clicarmos em ok serd mostrado o poligono da base do prisma (poll) na
Janela de Visualizacdo conforme o print abaixo:

Figura 4.1.39: Poligono da base do prisma em construgao.

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

3 5 | e
LA @] 4 N =
L Col Pl 71 % (O RN Sl * e
}_Janela de Algebra X |» Janelade a X
Poligono o
L4 pol1=23.38
- Ponto E o
L@ A=(0,0)
L@ B=(3,0)
Segmente
® a-=3
4
3
polt C
4
A
4 3 2 1 a 1 2 H 1 [ [ 7 [ [ 0 k] 2 i3 ) 15 & 7 18
-1
4
=
Enfrada: 9]

Fonte: Autor, 2015.

Agora abriremos a Janela de Visualizagdo 3D e em seguida, fecharemos a Janela

de visualizacdo que foi vista na figura acima ficando apenas a seguinte imagem:

Figura 4.1.40: Base do prisma em construgéo.

Arquivo Editar Exibir Opches Janela Ajuda

[2] A2 DD e el @) 4] N e 4, .

b Janela de Algebra X | » Janela de Vi 5
Poligono
@ poi1=23.38

Ponto o —
® A=(0,0)
@ B=(3,0) g
® G=(0.89,1.54,0)
Segmento

a=3

Entrada:

POR
o w3 1l iy
(e ST PTE2

Fonte: Autor, 2015.
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>
Em sequéncia, iremos a Barra de Ferramentas e procuraremos no icone !‘ ! a

funcdo de  extrusdo para prisma ou cilindro representado  por

Tﬁ Extrus3o para Prisma ou Cilindro ] . )
Ao clicarmos na extrusao para o Prisma,

clicaremos no poligono (poll) na Janela de Visualizacdo 3D e abrird uma janela
pedindo a altura do prisma onde colocaremos 5.

Figura 4.1.41: Janela para inserirmos a altura do prisma.

<@ GeoGebra - a

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
. 5
= | N[ aBC 5
~ = & £ 7

[ell~fA D

bJ\dAlgb b Janela de Visualizagiio 30

Polig
5-. poH 23.38

A 0,0)
B=
G=

to

men|

.%...U

3,0
(0.89,1.54,0)
-3

a:
-
L} =

Fonte: Autor, 2015.

Ao clicarmos enter veremos que o prisma procurado aparecera conforme o print

abaixo:

Figura 4.1.42: Prisma procurado.
S

Arquivo Editar Exipir op;n Ferramentas Janela Ajuda

=]~ N amo oo e
* Janela de Algebra * Janela de Visu. Ilmcdo]n 1<
= i [a e L e

Fonte: Autor, 2015.
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Na Janela de Algebra da figura acima, veremos o programa nos forneceu a area
da base do prisma em questdo que é poll = 23,38, 0 volume do prisma g = 116,91 e a
area de cada face lateral sendo faceABIH = 15, faceAFMH = 15, faceBCJI = 15,
faceCDKJ = 15, faceDELK = 15 e faceEFML = 15.

Portanto, teremos:
Area da base do prisma: poll = 23,38 cm?

Volume do prisma: g = 116,91 cm?3
4.1.14 Construindo Prisma com materiais manipulaveis

(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta

explicacdo clicando aqui).
Vamos construir um cubo utilizando os seguintes materiais:

12 Canudos

12 Espetos para churrasco
3 Cartolinas

1 Tesoura

1 Estilete

1 Lapis

Barbante

YV V. V V V V V V

Cola isopor

Construcéao

Antes de iniciarmos a construgdo vale lembrarmos que o cubo é um prisma onde

todas as arestas sdo iguais, isto é, todas as suas faces sdo quadradas.

Iniciaremos a construgcdo primeiramente colocando num pedaco de barbante 1
canudo, deixando um pedaco da corda em cada extremidade. Em seguida adicionaremos
0 espeto dentro do canudo para evitar flexiona-lo. Proximo passo agora a é repetirmos a

operacgdo formando duas pecas conforme a figura 4.1.43.


https://www.youtube.com/watch?v=liKHjtzXwYY
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Figura 4.1.43: Duas arestas
do cubo.

Fonte: Autor, 2015.

Dando continuidade, vamos construir outra peca utilizando barbante, 3 canudos
e 3 espetos deixando extremidades de acordo com a figura 4.1.44.

Figura 4.1.44: Pegca com 3
canudos.

Fonte: Autor, 2015.
Na sequéncia, faremos novamente outra peca utilizando um pedacgo de barbante,
7 canudos e 7 espetos. Pegando o artefato maior, iremos montar a base do cubo usando

0s quatro primeiros canudos de qualquer uma das pontas segundo a figura 4.1.45.

Figura 4.1.45: Montando a base do cubo.

Fonte: Autor, 2015.
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A outra extremidade ira liga-la formando a figura 4.1.46.

Figura 4.1.46: Duas faces do cubo.

Fonte: Autor, 2015.

Poderemos usar o estilete para retirar o excesso de barbante. Com o componente
formado com os trés canudos, vocé ligara em dois vertices da base formando outra face

de acordo com a figura 4.1.47.

Figura 4.1.47: Trés faces do cubo.

Fonte: Autor, 2015.
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Para formarmos a armacédo do cubo, usaremos as duas pecas unitarias formando
0 mesmo. Em seguida, faremos seis quadrados congruentes de cartolina para as faces.
Podemos utilizar tesoura e lapis para esta etapa. Chegou a hora de passarmos cola em
todas as arestas do cubo para terminarmos a constru¢do do nosso cubo de acordo com a
figura 4.1.48:

Figura 4.1.48: Cubo Construido.

Fonte: Autor, 2015.

4.1.15 Sugestao de atividades para os alunos

IDEIA CHAVE: Na escola ou no bairro os alunos devem tirar fotos de prismas de
varias formas diferentes e colocar ao lado 0 modelo matematico usando o Geogebra e
em seguida fazer varias perguntas sobre area e volume e utilidades que podem ser feitas
com os materiais envolvidos. Por exemplo, se estamos trabalhando na escola Armando
Nogueira', podemos tirar fotos de colunas, da piscina e outras e fazer indagacdes e
respondé-las e pedir o mesmo para os alunos como atividade; os mesmo deverdo
apresentar os resultados em seminario, sempre colocando o linguajar pratico mais
também o matematico das figuras envolvidas, fazendo célculo de areas e volumes de
todas espécies. Pode-se usar para este fim réguas ou trenas e outros instrumentos de
medigdo necessarios a atividade. Colocar em forma projetinho destacando o material

necessario para realizacdo da atividade.

! Escola Estadual da Cidade de Rio Branco, Estado do Acre.
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4.2 Piramides

Observe a cobertura da casa do artesdo em Rio Branco — Acre na figura 4.2.1.

Figura 4.2.1: Casa do Artesdo em Rio Branco, Acre.

Fonte: Disponivel em: <http://mochileiro.tur.br/rio-branco-cultura.htm>
Acessado em 12/07/2015.

A cobertura da casa do artesdo é um bom exemplo de uma piramide onde sua
base é quadrangular. Alguns conceitos serdo utilizados sem a preocupacéo de apresenta-
los, pois devem ser de conhecimentos prévios, com, por exemplo: segmento de reta,
plano, poligono, Teorema de Pitagoras e etc. A seguir, faremos um estudo sobre as

piramides.

4.2.1 Definicao de piramide

Sejam um poligono convexo B;B;Bs...B, contendo o plano o e um ponto V que
ndo pertenca a a. Consideremos todos 0s segmentos de reta que possuem um extremo

pertencente ao ponto V e o outro pertencente ao poligono.

Define-se Piramide a reunido de todos os segmentos de reta que tém uma
extremidade em V e a outra num ponto qualquer do poligono de acordo com a figura
4.2.2.
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Figura 4.2.2: Piramide.

Fonte: Autor, 2015.

4.2.2 Piramide reta e obliqua

Em uma piramide reta, a altura coincide com o centro o poligono que compde a

base, e na piramide obliqua isso ndo ocorre como mostra a figura 4.2.3.

Figura 4.2.3: Piramide obliqua e piramide reta.

Fonte: Autor, 2015.

4.2.3 Elementos de uma piramide

Na piramide de acordo com a figura 4.2.4, temos que:
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Figura 4.2.4: Piramide e elementos.

V4 3

h

Fonte: Autor, 2015.

Y

Vértice da piramide: é o ponto V .

Y

Base da Piramide: é o poligono B;1B,Bs...B,, que esta contido no plano e, sendo
B1,B2,Bs,... € B, 0s Vértices da base.

Altura: é a distancia h do plano e ao vértice V.

Arestas da base: sdo os lados do poligono B1B,Bs...B,, .

Arestas laterais: sdo 0s segmentos que unem o vértice V a cada Vvértice da base.
Faces laterais: sdo os triangulos VB1B,, VB;B3 , VB3B4, VBB, ..., VB Bpsi.

YV V V V

4.2.4 Nomenclatura

A nomenclatura de uma pirdmide é dada de acordo com o nimero de arestas da

base conforme a figura abaixo:

Figura 4.2.5: Pirdmide triangular, pirdmide quadrangular e piramide pentagonal.

PIRAMIDE TRIANGULAR PIRAMIDE QUADRANGULAR PIRAMIDE PENTAGONAL

Fonte: Autor, 2015.
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4.2.5 Piramide regular e relagdes entre seus elementos

A pirdmide regular é aquela cuja base é um poligono regular e cujas arestas
laterais s@o congruentes entre si.

Na piramide regular conforme a figura 4.2.6, podemos afirmar que:

> O poligono da base ¢ inscritivel numa circunferéncia de raio OC = r, chamado
raio da base.

> A altura da piramide é o segmento OV que denotaremos de “h”, isto &, OV =
h.

> O apdtema da base é o segmento OM que chamaremos de “m”, isto é, OM =
m, que forma um angulo reto com AB .

> As arestas laterais sdo congruentes ao segmento AV que denotaremos de “a”,
isto é, AV = a.

> As arestas da base sdo congruentes ao segmento CD que denotaremos de "I",
isto é, CD = L.

» As faces laterais sdo tridngulos isosceles congruentes: DABV~DBCV
~..~DEAV .

» O apotema da piramide é a altura de uma face (triangulos isosceles) € o

segmento MV que denotaremos de “g”, isto ¢, MV = g.

Figura 4.2.6: Piramide regular e seus elementos.

aresta lateral (a) \

apotema da pirimide (g)

apotema da base (m)

raio da base

Fonte: Autor, 2015.



63

Extraindo os triangulos retangulos AVOM , AVMA e ADOM da piramide

regular da figura 4.2.6, formaremos as seguintes figuras:

Figura 4.2.7: Triangulos retangulos extraidos da figura 4.2.6.

M
g A A
m _fN 1 “]_«f
2 . 2 o - 2
0 i 4 M g 4 Mm 0

Fonte: Autor, 2015.

Aplicando o Teorema de Pitagoras em cada triangulo retangulo, teremos as

seguintes relages:
g? =h? + m? a?=g2+ (1)2 r2 =m? + (1)2
Onde:
g: é 0 apdtema da piramide;
h: é a altura da piramide;
m: é 0 apGtema da base;
a: é a medida de uma aresta lateral;
1: é a medida da aresta da base;
r: ¢ a medida do raio da circunferéncia circunscrita a base;

4.2.6 Area da superficie de uma piramide

Em toda piramide, consideramos que:

> Area de uma face lateral é a area de um dos poligonos que constitui uma face
lateral da piramide. As faces laterais sdo formadas por regides triangulares.

» Se a piramide for regular, todas as faces laterais terdo mesma area.

> Area da base é a area de um poligono que constitui uma base da piramide.

> Area lateral é a soma das areas de todas as faces laterais da piramide.
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> Area total é a soma das areas de todas as faces da piramide.

Assim, sendo A¢ a area lateral de uma piramide, A, a area da base e A; a area

total, temos a seguinte relacao:

A= AptAg
EXEMPLOS DE APLICACAO
Exemplo 4.2.1

Uma empresa confecciona balGes de papeldo para enfeitar aniversarios de
criancas na forma de tetraedros regulares. Sabendo que o perimetro da base de um baldo
mede 9cm, quantos cm2 de papeldo sdo necessarios, no minimo, para confeccionar um

baldo?
Solucéo

O tetraedro regular € a piramide triangular regular com todas as faces sendo
triangulos equilateros. Se o perimetro da base mede 9 cm, cada aresta da base da
piramide mede 3 cm. Se todas as faces do tetraedro regular sdo tridngulos equilateros,

todas as arestas do tetraedro sdo congruentes conforme a figura abaixo:

Figura 4.2.8: Tetraedro regular.

3 em Icm

Icem Icm

Fonte: Autor, 2015.
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A principio, calcularemos a area da base formada por regido triangular

s . n . , . 1%y3
equilatera. Considerando um triangulo equilatero de lado £, sua area ¢ dada por A = %_.

Assim, 4 area da base sera:

_aV3_ 333 _ 93
Ap = . -, T, m

A area lateral do tetraedro regular sera:

a*y3 _ 3%/3 2743 2
= = cm

4 4 2

A|:3.

Assim, A area total da piramide sera:

9 27 36
A= AgtA= 224 208 = 300 _ 1873 ey
Portanto, sdo necessarios no minimo 18+v/3 cm? de papeldo para confeccionar o

baldo.
Exemplo 4.2.2

Em uma piramide regular hexagonal cuja altura e aresta da base mede,

respectivamente, 10 cm e 4 cm. Calcule:

I.  0apdtema da base;
Il. o0 apo6tema da piramide;
I1l.  aaresta lateral,
IV. aaéreada base;
V. aérea lateral;
VI.  aareatotal;

Solugéo
I. Sabemos que a pirdmide é regular hexagonal e sua aresta da base mede 4 cm.

Para facilitar a resolucdo iremos representar a face da base da piramide em

questdo através da figura abaixo:
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Figura 4.2.9: Base da piramide regular
hexagonal.

F

Fonte: Autor, 2015.

O apdtema da base é exatamente a altura do tridngulo equilatero AOF que pode
ser calcula aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo AMO. Portanto,

temos:
L2=2+rm=>m2=12=>m=+12 =>m = 2V3

Portanto, o0 ap6tema da base sera de 2v/3 cm
I1. Para encontrarmos o apétema da pirdmide, utilizaremos a relagéo:

gz = h2 + m?2
Substituindo a altura da piramide e seu apétema da base, teremos:
g2 =102+ (2v3)?=2g?=100+12 = g2 =112 =2g= 4&/7cm

Portanto o apGtema da pirdmide sera de 4v/7 cm

I11. Para calcularmos a aresta lateral, usaremos a seguinte relacao:

12
2 _ ~2 _
=8 +(2)

Agora substituindo o apdtema da pirdmide e aresta da base na relacdo acima,
resulta:

2
a? = (47)2 +(5) a2 =112+4>2a> = 116 > a=2v29 cm

IV. Agora precisamos calcular a area da base que é a area da regido limitada pelo

hexagono regular. Mas a area da regido hexagonal é constituida por exatamente 6
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regides triangulares equilateras. Considerando um tridngulo equildtero de lado ¢, sua

) . I%/3 . Lz )
area é dada por A = %_ Assim, & area da base sera:

?V3 4%\3 96\/_

Ab—6——6—— = 24+/3 cm?

V. Sabemos que todas as faces laterais de uma piramide regular sdo regides triangulares
e congruentes. Sabemos ainda que a area de um triangulo pode ser calculada pela
metade do produto da medida da base pela altura. Portanto, calculando primeiramente a
area de uma das faces triangulares da piramide cuja base é exatamente aresta da base da

piramide e altura o ap6tema da piramide, temos:
Area de uma face: 44[‘ 8v7 cm?

Portanto, a area lateral da piramide sera: 6 x (8v/7 cm?) = 487 cm®

VI. Sendo A a area lateral de uma piramide, Ay a area da base e A; a area total, temos a

seguinte relagéo:
A= AptAc

No item IV calculamos a area da base da piramide e no item V calculamos a

area lateral. Portanto, a area total da piramide sera:

A¢ = 24+/3 + 487 = 24(\3 + 2v7) cm?
4.2.7 Volume de uma piramide

O volume de uma piramide qualquer é igual a um terco do produto da area de
sua base pela sua altura, isto &, V= %Ah onde h é a altura da piramide e A area de sua

base. Esta demonstracdo pode ser vista em um artigo publicado por SECCHIN (2008)
intitulado “Volumes e o Principio de Cavalieri” disponivel no site

<http://lwww.inf.ufes.br/~ldsecchin/cavalieri.pdf>.
Exemplos de aplicacéo

Exemplo 4.2.3
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Pretende-se construir uma caixa em formato de uma piramide triangular regular

no qual a aresta da base mede 8 cm e a altura mede 20+/3 cm. Qual 0 volume necessario

para encher essa caixa?
Solugéo

A priori calcularemos a area da base da pirdmide que é um triangulo regular.
Ora, se na base da piramide temos um triangulo regular, entdo o triangulo é equilatero

. . >3 . . : r oz
sendo que sua &rea é dada por: A = %_ onde £ ¢ o lado do tridangulo. Assim, a area da

base sera:

A, = 16v3 cm?

_a*/3 _8%3
4 4

Mas, o volume da piramide € dado por:
V=2Ah = 2(16v3).(20v3) =7 (320).(3) = 320 cm?
Exemplo 4.2.4

Carlos dispde de um reservatério de areia cuja forma é uma piramide
quadrangular regular que tem 4m de altura e a aresta da base mede 6m. Qual o volume

do reservatorio de Carlos?
Solucgéo

O volume da piramide é dado por: Vz%Ah onde ha altura da piramide e A a

area de sua base.

Pelo enunciado, a piramide é quadrangular regular. Portanto, concluimos que sua

base é um quadrado de lado 6 m. Calculando a area da base, temos:
Area da base: 6 m x 6 m = 36 m2

Logo seu volume sera:

N _ 144 3
V—3Ah—3(36).4— 3 = 48m
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Exemplo 4.2.5

Uma piramide tem 10 cm de altura e sua base € um hexagono regular de 6 cm de

lado. Qual sera o volume dessa piramide?
Solucgéo:

Precisamos inicialmente calcular a area da base que é a area da regido limitada
pelo hexagono regular. Mas a area da regido hexagonal é constituida por exatamente 6

regides triangulares equilateras. Considerando um triangulo equilatero de lado £, sua

p p 1%/3 . L 2 p
area é dada por A = %_ Assim, & area da base sera:

aZ\/§Z6

4 4 4

62V3 _ 216V3 _

A, = 6. = 54/3 cm?

Aplicando na férmula do volume da piramide, temos:

V=14h = 1(54v3).(10) = #2° = 180v3 cm?
Portanto, o volume da piramide sera de 180+/3 cm?

4.2.8 Secao transversal de uma piramide

A secdo transversal de uma piramide é a intersecdo da piramide de um plano

paralelo & base da mesma conforme a figura abaixo:

Figura 4.2.10: Piramide e sua Secéao
transversal.

SECAO DA PIRAMIDE

Fonte: Autor, 2015.
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A secdo transversal de uma piramide tem a mesma forma do poligono formado
por sua base conforme se observa na figura acima. Com isso, as arestas correspondentes

s8o proporcionais.

4.2.9 Tronco de piramide

Os troncos de piramides estdo presentes em toda parte em nosso cotidiano. 1sso é

comprovado nas figuras 4.2.11 e 4.2.12.

Figura 4.2.11: Tribunal de Justica em Figura 4.2.12: Caixa de madeira
Rio Branco, Acre. utilizado como vaso de planta.

Fonte: Disponivel em:
<http://www.oriobranco.net/noticia/ger
al/centro-de-solucoes-do-tribunal-de-
justica-do-acre> Acessado em:
12/07/2015.

Fonte: Autor, 2015.

A seguir, faremos um estudo desse sélido.

O tronco de piramide € obtido ao se realizar uma secc¢do transversal numa

piramide, como mostra a figura 4.2.13.

Figura 4.2.13: Piramide e seu tronco.

V

L

Fonte: Autor, 2015.
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O tronco de piramide € a parte da figura 4.2.13 que apresenta as arestas

destacadas em vermelho.
E interessante observarmos que no tronco de piramide:

» As arestas laterais sdo congruentes entre si;
> As bases sdo poligonos regulares semelhantes;
> As faces laterais sdo trapézios isésceles, congruentes entre si;

> Aaltura de qualquer face lateral é chamada de apétema do tronco;

4.2.10 Calculo das &reas do tronco de piramide

Em um tronco de piramide temos duas bases sendo uma base maior e a outra
uma menor. Temos ainda a area da superficie lateral. De acordo com a base da
piramide, teremos modificacBes nessas areas. Mas observe que na superficie lateral
sempre teremos trapézios isosceles, independente do formato da base da piramide.
Por exemplo, se a base da piramide for um pentagono regular, teremos cinco

trapézios isésceles na superficie lateral.

A érea total do tronco de piramide é dada por:
Si=S+Sg+ Sy

Onde:

S; — € a area total

S| — ¢ a area da superficie lateral
Sg — ¢ a areca da base maior

Sp — € a area da base menor
EXEMPLO DE APLICACAO
Exemplo 4.2.6

Quantos centimetros quadrados de adesivo sd0 necessarios para cobrir toda
superficie externas de uma peca de madeira no formato de um tronco de piramide cujas

bases sdo quadrangulares regulares conforme a figura 4.2.14?
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Figura 4.2.14: Tronco de piramide.

10 cm

Fonte: Autor, 2015.

Solucéo

A drea total do tronco de piramide é dada por:
Si=S+Sg+ S5,

Onde:

St — € a area total

S| — ¢ a area da superficie lateral
Sg — € a area da base maior

Sp — ¢ a area da base menor
Calculando a area da base menor da peca, temos:
Sp =6 cm.6 cm = 36 cm?
Em seguida calculando a area da base maior da peca, temos:
Sg =10 cm.10 cm = 100 cm?

Precisaremos calcular a area da superficie lateral da peca que é formada por
quatro trapézios congruentes. Observa-se que ndo temos a altura do trapézio, para

encontrarmos, considere a figura:



Figura 4.2.15: Tronco da pirdmide para calcularmos a altura do trapézio
formado por uma de suas faces laterais.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retdngulo do tronco, temos:

102=h2+22=h2=96 = h =4/6 cm

b).h

Fonte: Autor, 2015.
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A area do trapézio é dada por (B+T onde B € a base maior que vale 10 cm, b é

a base menor que vale 6 cm e h € a altura do trapézio que vale 4v/6 cm.

Calculando a area do trapézio, temos:

(B+b)h _ (10+6)4v6 _ (16.4V6 _ 64V6 _ 324/6 cm?

2 2 2 2

Mas sabemos que a area da superficie lateral é formada por 4 trapézios

congruentes. Portanto a area lateral sera:

S| = 4.32/6 = 1286 cm?
Finalmente a area total sera:

Si=S5+Sg+ S,

S; = 1286 cm? + 100 cm? + 36 cm? = 12816 cm? + 136 cm? = 8(16+/6 + 17) cm2.

Portanto, a area do tronco de piramide que recebera adesivo sera de 8(16+/6 +

17) cm2,

4.2.11 Volume do tronco de piramide
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Considere um tronco de piramide de altura h cujas bases maior e menor possui areas

Ag e Ap. A formula para calcularmos seu volume sera:

Vi= sh[Ag + A5 Ay + Ay

Essa demonstracdo pode ser vista com detalhes, para isto basta acessar o link:
<http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/06/demonstracao-formula-tronco-de-

piramide.html>.
Exemplo 4.2.7

Um tronco de piramide de altura 9cm, possui suas bases quadradas de lados 9

cm e 4 cm. Qual o volume desse tronco?

Solucéo

Calculando a area da base maior e menor, respectivamente, temos:
Ag=9cm.9 cm =81 cm?

Ap=4cm.dcm =16 cm?

A altura do tronco é fornecida pela questéo, isto €, h =9 cm. O volume do tronco
é dado por:
1 1
Vi= ch([Ap + \[Ag. Ay + Ap] = .9 [81 + VB1.16 + 16]= 3 [81 + V1296 +

16]=3[81 + 36 + 16]=3.133 = 399 cm?
Portanto o volume do tronco sera de 399 cm3.
Exemplo 4.2.8

1) (ENEM 2009) Uma fabrica produz velas de parafina em forma de piramide
quadrangular regular com 19 cm de altura e 6 cm de aresta da base. Essas velas
sdo formadas por 4 blocos de mesma altura onde temos 3 troncos de piramide
de bases paralelas e 1 piramide na parte superior , espacados de 1 cm entre eles,
sendo que a base superior de cada bloco é igual a base inferior do bloco


http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/06/demonstracao-formula-tronco-de-piramide.html
http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/06/demonstracao-formula-tronco-de-piramide.html
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sobreposto, com uma haste de ferro passando pelo centro de cada bloco, unindo-

os, conforme a figura.

6 cm

Se o0 dono da fabrica resolver diversificar o modelo, retirando a piramide da
parte superior, que tem 1,5 cm de aresta na base, mas mantendo o mesmo molde, quanto

ele passara a gastar com parafina para fabricar uma vela?

a) 156 cm®. b) 189 cm®. ¢) 192 cm®. d) 216 cm®. e) 540 cm?®
Solucgéo

Sabe-se que retirando os trés espacos de 1 cm, 0s blocos se encaixam. Portanto
a altura da vela seria de exatamente (19 cm — 3 cm) = 16 cm conforme a figura
4.2.16.

Figura 4.2.16: llustracdo da vela de parafina antes e
depois da retirada dos espacos de 1 cm cada.

Fonte: Autor, 2015.
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Pelo enunciado, cada bloco possui a mesma altura. Portanto, o volume
procurado serd de um tronco de piramide de altura 12 cm e bases 6 cm e 1,5 cm, pois

serd retirado a piramide da parte superior.

Calculando a area da base maior e menor, respectivamente, temos:
Ag =6 cm.6 cm = 36 cm?
Ap=15cm.1,5cm =2,25cm?

Vimos que a altura do tronco é h = 12 cm. O volume do tronco é dado por:

V= Zh[Ag+ \JAp Ay + Ay

Assim, o volume do tronco em questéo sera:

V= % 12 [36 + /362,25 + 2,25]

V =4.[36 + V81 + 2,25]
V=4.[36+ 9+ 2,25]
V =4.[47,25] =189 cm?
Portanto, sera gasto de parafina 189 cms.
Resposta: B
4.2.12 Construindo piramide com o uso do GeoGebra

Usando o GeoGebra, resolva o seguinte problema:

Carlos dispde de um reservatorio de areia cuja forma é uma piramide
guadrangular regular que tem 4m de altura e a aresta da base mede 6m. Qual o volume

do reservatorio de Carlos?

Solucgéo
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(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta explicacdo

clicando aqui).

Caso tenha dificuldade em manipular o software, disponibilizamos no apéndice
um tutorial de facil compreensdo do GeoGebra, onde o mesmo auxiliara possiveis
duvidas do leitor ao manusear o aplicativo.

.

Lo . R L .
Primeiramente iremos a Barra de Ferramentas em ¥. Em seguida,

-t
. Poligono Regular
clicaremos em J‘J )

Agora clicaremos em algum lugar plano
cartesiano da Janela de Visualizagcdo para colocarmos dois pontos A e B. Para que a
aresta seja igual a 6, escolnemos um ponto na origem e outro no 6 do eixo x, conforme a

figura 4.2.17.

Figura 4.2.17: Pontos A e B na Janela de Visualizagéo e caixa para inserirmos o nimero de vértices
do poligono regular no GeoGebra 3D.

[u]

@ GeoGebra -
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

k][~ B O] O] )N bed =] )
¥ Janela de Algebra B4

» Janela de Visualizagio
3 | =lv

]

Ponto
-8 A=(0,0

5 e E;:é;é)

Vértices

] ©

Entrada: 1)

POR 21:29
PTB2  03/07/2015

PO S T 1)

Fonte: Autor, 2015.

Apos colocarmos o segundo ponto, abrird uma janela pedindo o numero de
vértices do poligono regular. Queremos uma piramide regular de base quadrada,

portanto o nimero de vértice que colocaremos sera 4 de acordo com a figura 4.2.17.


https://www.youtube.com/watch?v=bfFPGZrfD8Y

78

Ao teclarmos enter, serd mostrado o poligono da base da piramide (poll) na

Janela de Visualizacdo conforme o print abaixo:

Figura 4.2.18: Base da piramide na Janela de Visualizagéo.

=
Arquivo Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
1 p=] (a4
s = O NS E
23| Coll PR~ A o AN SV T e
» Janela de 4 % | = Janela de Algebra ES
Py sl C :| g
Poligono
@ pol=36
s - Ponto
@ A=(0,0)
L@ B=(50)
4 Segmento
@ a=6
a polt
2
1
4
o B
a 2 2 1 ] 1 2 3 a 5 7 [ [ 10 n 12 2 14 15 18 7 8
1
2
3
-
5
Enfrada 1]

Fonte: Autor, 2015

Agora abriremos a Janela de Visualizacdo 3D na barra de Menu e em seguida,
fecharemos a Janela de visualizacdo que foi vista na figura 4.2.18 ficando apenas a
imagem da figura 4.2.19.

Figura 4.2.19: Base da pirdmide em construgéo.

Arquivo Editar Exibir Opggies Janela Ajuda
A )f b | o A '&ﬂ‘v . = =
[ 2 s I N[O AN 5 T
fi03D

¥ Janela de Algebra X[ » Janela de

==~

- Poligone
L@ polt =36

Ponto
i@ A=(0,0)

® B=(50) -
- segmento A
@ a=6

Enfrada: 1)

Fonte: Autor, 2015.
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-
Em seguida, iremos a Barra de Ferramentas e procuraremos no icone a
funcdo de Fazer extrusdo para Pirdmide ou cone representado por

T& Fazer extrusdo para Pirdmide ou Cone . . .
. Ao selecionarmos esta fungéo, clicaremos no

poligono (poll) na Janela de Visualizacdo 3D e abrira uma janela pedindo a altura da

piramide onde colocaremos 4 de acordo com a figura 4.2.20.

Figura 4.2.20: Caixa para inserirmos a altura da piramide.

o GeoGebra =)
Arquvo Edtar Exbir Opcles Fe

x| ALA > el el @] <l X €]

~ Janela de Algebra

X

» Janela do Visualizagio 3D

®geevey —

Entada:

Fonte: Autor, 2015.

Ao apertamos enter, veremos que a piramide procurada estara formada conforme
0 print abaixo:

Figura 4.2.21: Pirdmide construida.

Arquio Ecitar Exibir Opctes Fmamentas Janeia Ajuda

R | AL A e fa][@)] 4] N k] A

% | b Janela de Visualizagio 30

Entrada:

Fonte: Autor, 2015.
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Na Janela de Algebra da figura 4.2.21, veremos que o programa nos forneceu a
area do poligono da base da piramide em questdo que é poll = 36, o volume da
piramide e = 48, a area de cada face lateral sendo faceABE = 15, faceADE = 15,
faceBCE = 15, faceCDE = 15, aresta da base a = 6 e arestas laterais arestaAE =
arestaBE = arestaCE = arestaDE = 5,53.

Portanto, teremos:

Volume da piramide: e = 48 m3
4.2.13 Construindo piramide com o uso de materiais manipulaveis

(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta explicacdo

clicando aqui)

Vamos construir uma piramide de base quadrangular utilizando os seguintes

materiais:

8 Canudos

8 Espetos para churrasco
2 Cartolinas

1 Tesoura

1 Estilete

1 Léapis

Barbante

YV V.V V V V V V

Cola isopor
Construcéao

Primeiramente colocaremos num pedaco de barbante seis canudos , deixando um

pedaco da corda em cada extremidade conforme a figura 4.2.22.

Figura 4.2.22: Peca de barbante e 6 canudos.

?
o

Fonte: Autor, 2015.


https://www.youtube.com/watch?v=1t5lFkyLGY4
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Em seguida adicionaremos um espeto dentro de cada canudo para evita-lo
flexiona-lo. Dando continuidade, vamos construir outra peca utilizando barbante, dois
canudos e dois espetos deixando também deixando extremidades conforme a figura
4.2.23.

Figura 4.2.23: Peca de barbante,
canudos e espetos.

S 1

Fonte: Autor, 2015.

Utilizando o artefato maior, iremos montar a base da piramide onde usando 0s

quatro primeiros canudos de qualquer uma das pontas segundo a figura 4.2.24.

Figura 4.2.24: Montando a base da piramide.

Fonte: Autor, 2015.

A outra extremidade ligaremos para formar uma das faces laterais da piramide

conforme a figura 4.2.25.
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Figura 4.2.25: Montando uma das faces
laterais da piramide.

Fonte: Autor, 2015.

Poderemos usar o estilete para retirar o excesso de barbante. Com a peca
formada com os dois canudos, vocé ligara em dois vértices da base formando as faces

laterais restantes de acordo com a figura 4.2.26.

Figura 4.2.26: Concluindo a
armacéo da pirdmide.

Fonte: Autor, 2015.

Para inserirmos as faces faremos quatro triangulos congruentes e um quadrado
de cartolina. Podemos utilizar tesoura e lapis para esta etapa. Chegou a hora de
passarmos cola em todas as arestas da piramide para colarmos as faces e terminarmos a

construcdo de acordo com a figura 4.2.27.
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Figura 4.2.27: Piramide de base
quadrada construida.

Fonte: Autor, 2015.

4.2.14 Sugestao de atividades para os alunos

IDEIA CHAVE: Na escola ou no bairro os alunos devem tirar fotos de piramides de
varias formas diferentes e colocar ao lado 0 modelo matematico usando o Geogebra e
em seguida fazer varias perguntas sobre area e volume e utilidades que podem ser feitas
com os materiais envolvidos. Aqui vocé pode dar um exemplo (usar, por exemplo, a
cobertura da Casa do Artesdo, tirar foto e fazer indagacdes e respondé-las e pedir o
mesmo para 0s alunos como atividade; os mesmo deverdo apresentar os resultados em
seminario, sempre colocando o linguajar pratico mais também o matematico das figuras
envolvidas, fazendo célculo de areas e volumes de todas espécies). Aqui eles devem
usar trenas e instrumentos de medicdo necessaria. Colocar em forma projetinho

destacando o material necessario para realizacdo da atividade.

4.3 Cilindro

Alguns conceitos serdo utilizados sem a preocupacdo de apresenta-los, pois
devem ser de conhecimentos prévios, com, por exemplo: segmentos, planos paralelos,

circulo, circunferéncia, Teorema de Pitagoras e etc.

Objetos em formato cilindrico estdo presentes em vérios lugares. VVocé ja parou para
observar os enlatados vendidos nas prateleiras dos supermercados? E as manilhas de alvenaria
utilizadas como lixeira? E os reservatorios de agua encontrados nos diversos comércios da
capital acriana? Exemplos como esses comprovados de acordo com as figuras 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3

e 4.3.4, trazem a ideia de um cilindro.
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Figura 4.3.1: Reservatorio de dgua
do supermercado Makro em Rio Figura 4.3.2: Lixeira de alvenaria da
Branco, Acre. UNINORTE.

el

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

Figura 4.3.3: Alguns produtos encontrados nos Figura 4.3.4: Reservatério de agua do
supermercados do Acre.

Supermercado Araljo da Estrada do
Amapéa em Rio Branco, Acre.

Fonte: Autor, 2015.

Fonte: Autor, 2015.

A seguir faremos um estudo mais aprofundado desse sélido.

4.3.1 Definicéo de cilindro

Considere dois planos a e p paralelos distintos, um circulo de centro O com raio

contido em a ou B, e uma reta t concorrente aos dois planos conforte a figura 4.3.5.
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Figura 4.3.5: Dois planos o e 3 paralelos
distintos, um circulo de centro O com raio
contido em 3 e uma reta t concorrente aos dois
planos.

Fonte: Autor, 2015.

Chamamos cilindro o solido determinado pela reunido de todos os segmentos

paralelos a reta t, com extremidades no circulo e no outro plano conforme a figura 4.3.6.

Figura 4.3.6: Cilindro.

t

Fonte: Autor, 2015.
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4.3.2 Elementos de um cilindro

De acordo com a figura 4.3.6, temos que:

Bases: sdo os dois circulos congruentes de raios R e R’ .
Altura: ¢ a distancia h dos planos que contém as bases do cilindro.

Eixo: é 0 segmento 00’ que tem por extremidades os centros das bases.

YV V VYV V

Geratriz: sdo 0s segmentos paralelos ao eixo cujas extremidades pertencem as

circunferéncias das bases.

4.3.3 Cilindro circular reto

Um cilindro é considerado reto ou de revolugdo, quando a geratriz € perpendicular
aos planos das bases, isto &, a geratriz com os planos da base formam um angulo de 90°
conforme a figura 4.3.7.

Figura 4.3.7: Cilindro de revolugo.

ﬂl

Fonte: Autor, 2015.

4.3.4 Cilindro equilatero

Um cilindro reto é considerado equilatero quando a altura (geratriz) é duas vezes

0 raio da base, isto é, h = 2R.



87

Figura 4.3.8: Cilindro equilatero.

Fonte: Autor, 2015.

4.3.5 Area da superficie de um cilindro reto

Considere um cilindro reto de altura h e raio da base r com sua representacao
planificada de acordo com a figura 4.3.9.

Figura 4.3.9: Cilindro reto e sua planificacéo.

PLANIFICACAO

CILINDRO RETO o

P~

~ Perimeto do cirouo da base do Glindo

Fonte: Autor, 2015.



88

De acordo com a figura 4.3.9, podemos considerar as seguintes relages:
> Areadabase (Sp): é aéreado circulo de raio r : Sp = 7r?.
> Area lateral (S;): é a area do retangulo de dimensdes 2ar e h : S, =2arh
> Areatotal (S;): é a soma da area lateral e das areas das bases.
A érea total do cilindro reto é dada por:

Si=S5 + 25y

St = 2nrh + 27r?
St = 2nr(h+r)

Exemplo 4.3.1

Quantos m2 de material sdo necessarios para fazer um reservatorio tampado de

combustivel com forma e as medidas da figura abaixo? Use a hip6tese de na tampa nao

existir abas.
Figura 4.3.10: Modelo do reservatorio
de combustivel.
20 m

- B

| 10 m |

Fonte: Autor, 2015.
Solucéo

De acordo com a figura acima, o didmetro da base do cilindro € igual a 10 me

sua altura é igual a 20 m. Sabe-se que o raio é a metade do diametro. Logo:
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St =2nr(h+7r)
St = 2n5(20+ 5)
St = 107(25)

S; = 2501 m?

Portanto serdo necessarios 250n m? de material para fazer o reservatério de

combustivel.

Exemplo 4.3.2

Um professor de matematica apds explanar um estudo geral sobre o cilindro e
com o intuito de mostrar a planificagdo do cilindro aos seus alunos pede para cada aluno
confeccionar o seu. Sabendo que Carlos confeccionou um cilindro reto cuja area lateral
foi de 20m cm? e que o raio da base media exatamente 5 cm, qual a medida h da altura

desse cilindro confeccionado por Carlos?
Solucéo

Sabemos que a area lateral ('S;) de um cilindro reto é a area do retangulo de
dimensdes 2ar e h.

Pelo enunciado, S; = 20r cm? e r =5 cm. Logo:
S) =2nrh
20m = 27n5h
20m = 10zh
h=20n/10n
h=2cm
Portanto, a altura do cilindro reto confeccionado por Carlos foi de 2 cm.

4.3.6 Volume do cilindro

O volume de um cilindro circular € dado pelo produto da area da base pela altura

do cilindro.
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Demonstracéo

Considere um cilindro circular de altura h cuja base seja um circulo de area A
situado no plano horizontal a. Ao lado desse cilindro, construimos um paralelepipedo
retdngulo com mesma altura h de tal forma que sua base, seja um retangulo também de

area A conforme a figura abaixo.

Figura 4.3.11: Paralelepipedo retangulo e cilindro.

£ il

Fonte: Autor, 2015.

Se cortarmos por um mesmo plano horizontal B esses dois solidos conforme a
figura 4.3.11, terdio secdes de area A’ e A” que também sdo congruentes a base. Logo, A’
= A" = A. Portanto, pelo Principio de Cavalieri, esses dois sélidos tém o mesmo volume.

Isto é:

Volume do cilindro = (area da base) x (altura) = r*h

Exemplo 4.3.3

O reservatorio “tubinho de tinta” de uma caneta esferografica vermelha tem a forma

cilindrica de 2 mm de raio e 100 mm de comprimento.

a) Qual o volume total do reservatorio de tinta da caneta?
b) Supondo que vocé gaste 5t mm? de tinta por dia, quantos dias a tinta de sua

caneta durara?

Solucéo
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De acordo com o enunciado e para facilitar a resolugdo, considere as figuras

4.3.12 e 4.3.13 para iniciarmos a resolu¢édo do problema.

Realidade Modelo Matematico
Figura 4.3.12: Caneta esferogréfica. Figura 4.3.13: Modelo Matemético da caneta.
/,—'—'_‘—\—\.\_
e
100 mm
-
Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

a) O volume do cilindro é dado por:
V =nar*h

V =7.22.100 = 400 mm?3
Portanto o volume total do reservatério de tinta da caneta é 400xr mm?

b) Pelo enunciado, sdo gastos 5t mm? de tinta por dia. Para sabermos quantos dias
a tinta de caneta durard, basta dividirmos o volume total do reservatorio pelo

volume utilizado diariamente, isto é:

400m mm® 80 di
S5tmm3/dia 1as
Portanto a caneta durara 80 dias.

Exemplo 4.3.4

Qual a capacidade de uma lata de molho de tomate que tem a forma de um

cilindro reto, com 4 cm de raio e 12 cm de altura? (Use © = 3.)
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Realidade Modelo Matematico
Figura 4.3.14: Lata de molho Figura 4.3.15: Modelo matematico da
te tomate. lata.
Que
: 12 cm
Tradicional /
Molho Pronto <
4 cm
Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

O volume do cilindro é dado por:

V = nr’h
Assim, o volume da lara de molho de tomate em cm3 sera:
V=n4%12=192n cm?
Considerando m = 3 e sabendo que 1 cm?® = 1 m{, temos que:
192.3 =576 m{

Logo, a capacidade da lata ¢ de 576 m{.

4.3.7 Exercicios resolvidos abordados no ENEM

(ENEM/2010) Dona Maria, diarista na casa da familia Teixeira, precisa fazer café para
servir as vinte pessoas que se encontram numa reunido na sala. Para fazer o café Dona

Maria dispbe de uma leiteira cilindrica e copinhos plasticos, também cilindricos.
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Com o objetivo de ndo desperdicar café a diarista deseja colocar a quantidade
minima de agua na leiteira para encher os vinte copinhos pela metade. Para que isso

ocorra, Dona Maria devera:

a) encher a leiteira até a metade, pois ela tem um volume 20 vezes maior que o

volume do copo.

b) encher a leiteira toda de agua, pois ela tem um volume 20 vezes maior que 0

volume do copo.

c) encher a leiteira toda de &gua, pois ela tem um volume 10 vezes maior que 0

volume do copo.

d) encher duas leiteiras de agua, pois ela tem um volume 10 vezes maior que 0

volume do copo.

e) encher cinco leiteiras de agua, pois ela tem um volume 10 vezes maior que o

volume do copo.

Solugéo

As dimens@es dos copinhos plasticos e da leiteira estdo todas em cm, assim,

usaremos a unidade de volume em cm3.

Vc: volume de um copinho;

Va: volume de agua a ser utilizado em todos os copinhos;

V: volume da leiteira;

Supondo que os copinhos e a leiteira sejam cilindros circulares retos, do

enunciado, temos:

Ve=n-22-4=16ntcm?
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Vi =n-42-20=320ncm?d
vazzoé.n .22 .4 = 160 mcm3

Portanto, o volume de 20 copinhos cheios pela metade vale: V,= 160 1t cm?.

Este é o volume de agua necessario. Reparem que ele corresponde a metade do volume
.. . . VL

da leiteira, isto &, —* =160 7 cm?.

Resposta letra A

(ENEM/2010) Para construir uma manilha de esgoto, um cilindro com 2 m de didmetro
e 4 m de altura (de espessura desprezivel), foi envolvido homogeneamente por uma

camada de concreto, contendo 20 cm de espessura.

Supondo que cada metro cubico de concreto custe R$ 10,00 e tomando 3,1 como

valor aproximado de r, entdo o preco dessa manilha é igual a

a) R$230,40.

b) R$ 124,00.

c) R$104,16.

d) R$54,56.

e) R$49,60.
Solucéo

Considere a seguinte figura:

Figura 4.3.16: Modelo matemético da
manilha para esgoto.

\ —
damEr:
N

20cm=0,2m
Fonte: Autor, 2015.
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Chamaremos (V) o volume do cilindro interno (parte ndo pintada) cujo raio
mede 1 metro e altura 4 m. Chamaremos de (Vy) o volume do cilindro interno
juntamente com o volume da parte pintada que ambos formam exatamente um cilindro
de raio 1,2 metros e altura 4 m.

Vi=mnr2h =3,1x12x4=12,4 m3
Vi = mr2h = 3,1x(1,2)2.4=12,4x 1,44=17,856 m3

Portanto, realizando a diferenca (V; - V;) tem-se o volume da manilha de
concreto que sera:
(Vi- Vi) =17,856 — 12,4 = 5,456 m3

Pelo enunciado, cada metro cubico de concreto custa R$ 10,00, portanto 5,456
m3 de concreto custara: 5,456x10 = R$ 54,56 que sera exatamente o prego da manilha.

Resposta letra D

(ENEM/2010) O administrador de uma cidade, implantando uma politica de
reutilizacdo de materiais descartados, aproveitou milhares de tambores cilindricos
dispensados por empresas da regido e montou kits com seis tambores para o

abastecimento de 4gua em casas de familias de baixa renda, conforme a figura seguinte.

40 cm

Além disso, cada familia envolvida com o programa ird pagar somente R$ 2,50

por metro cubico utilizado.

Uma familia que utilizar 12 vezes a capacidade total do kit em um més pagaré a

quantia de:

(considere = 3)
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a) R$86,40.

b) R$ 21,60.

c) R$8,64.

d) R$7,20.

e) R$1,80.
Solugéo

O didmetro do raio da base de um dos cilindros e sua altura sdo,
respectivamente, 40 cm e 1 m. Sabemos que o raio é a metade do didmetro. Logo o raio
da da base de 20 cm. Transformando 20 cm em metros, temos que: 20 cm = 0,2 m.

O volume de cada tambor sera:

V cada tambor = T'12.h =7-(0,2)21=3.0,04 . 1 = 0,12 m3
Achando o valor de cada kit, temos:

Valor do kit = 6.(0,12) = 0,72 m3
O valor gasto da familia sera:

Valor gasto da familia = 12.(valor do kit) 12.0,72 = 8,64 m?3

Sabe-se que a familia paga R$ 2,50 por m? utilizado. Portanto, se gastar 8,64m3,

pagara a quantia, em reais, de:
2,50R$/m3 . 8,64m3 = R$21,60.
Resposta letra B.

(ENEM/2010) Uma fébrica de tubos acondiciona tubos cilindricos menores dentro de
outros tubos cilindricos. A figura mostra uma situa¢do em que quatro tubos cilindricos

estdo acondicionados perfeitamente em um tubo com raio maior.
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Suponha que vocé seja 0 operador da maquina que produzird os tubos maiores

em que serdo colocados, sem ajustes ou folgas, quatro tubos cilindricos internos.

Se o raio da base de cada um dos cilindros menores for igual a 6 cm, a maquina
por vocé operada devera ser ajustada para produzir tubos maiores, com raio da base

igual a:
a)12cm

b) 12+/2cm

C) 24+/2cm

d) 6(1 +2v2)cm
e) 12(1 +v/2)cm
Solugéo

Unindo os centros dos cilindros menores de raio r = 6 cm, formaremos um

quadrado de lado 12 cm e diagonal d.

Aplicando o Teorema de Pitagoras para encontrarmos a diagonal do quadrado,

temos:

d2 = 122 + 122
d2 =144 + 144
d2 = 288

d = /288
d=12V2

Portanto, o raio do cilindro maior é exatamente a soma do raio de um dos
cilindros menores cujo raio € r com a metade da diagonal d conforme se verifica na
figura 4.3.17.
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Figura 4.3.17: llustragdo para facilitar o
calculo da medida do raio do cilindro
maior.

Fonte: Autor, 2015.

Logo:

1242 _

R=r+d2=6+=""=6+12V2=6.(1+2V2)cm.

Resposta letra D.

(ENEM 2009) Em uma padaria, ha dois tipos de forma de bolo, formas 1 e 2, como

mostra a figura abaixo.

v

Sejam L o lado da base da forma quadrada, r o raio da base da forma redonda,

A; e A, as areas das bases das formas 1 e 2, e Vi e V, 0s seus volumes,
respectivamente. Se as formas tém a mesma altura h, para que elas comportem a mesma

quantidade de massa de bolo, qual € a relagdo entre r e L?
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ayL=r
byL=2r
c)L=mr
d)L=rvm
e)L= "TTZ
Solucgéo
Na figura (1), tem-se um prisma quadrangular regular cujo volume é dado por:
V=Auh
Onde Ay é a area da base e h a altura do s6lido). Dai, temos que:
V:=LLh=L2h
Na figura (2), tem-se um cilindro circular reto cujo volume é dado por:
V =nr*h
Pelo enunciado, os dois solidos possui a mesma altura, portanto:
V, = nr*h

Para que as formas comportem a mesma quantidade de massa de bolo, 0s seus

volumes terdo que serem iguais, isto é, V1 =V, isto €:
L?.h = nr*h
L?=mr?
L=+/mr?
L=rVm

Resposta letra D

4.3.8 Construindo cilindro com o uso do GeoGebra
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Usando o GeoGebra, vamos construir um cilindro circular reto com centro da
base na origem cujo raio da base mede 3 u.c e altura 5 u.c e em seguida, vamos calcular

a area da base, area superficie lateral e 0 seu volume.

Solucéo 1

(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta explicagdo
clicando aqui).

Pelo comando que faremos precisaremos usar a equagdo do circulo que sera
exatamente a equacdo da base do cilindro em questdo dada por x2 + y2 = RZ onde R é
raio do circulo. No campo de Entrada do GeoGebra digitaremos o seguinte comando:
Cilindro[(x?+y?=9),(5)]. Em seguida, teclaremos enter e clicaremos na Barra de Menu
em Exibir e habilitaremos Janela de Visualizagdo 3D que aparecera a tela conforme da
figura 4.3.18.

Figura 4.3.18: Cilindro construido no GeoGebra 3D.

X

Arquive Editar Exibir Opches Femamentas Jangla Ajuda Entrar,

=] =4
Al Midele 4 0]4)X
H . ° ABC
b i ’./fv v Qv i v v .\v v ? #
} Janela de Algebra % | ¥ Janela de Visualizagio A || ¥ Janela de Visualizagao 30 A
Cilindro ] AT
-8 aid37
Conica
~@ clt)=(0,0,5)+ (3 cosft) 35 5
Superficie
® b2
4
3
2
! q
0
4 3 2 1 0 1 2 3 4 s 8 7
-1
-2
-3
4 :‘““-—-.,
—
—~—
-5 \1“1-_, o
< > e
Enfrada: @

POR 2220
PTBZ  02/07/2013

A 3 Al 6

Fonte: Autor, 2015.


https://www.youtube.com/watch?v=mVmSXxIFkZ4
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Na janela de Algebra apareceram valores numéricos para a e b que séo,

respectivamente, o volume do cilindro e a area lateral do cilindro. Para calcularmos a

a
area de uma das bases, clicaremos na Barra de Ferramentas no icone &v e clicaremos

armd

em [I'fi . Em seguida clicaremos na base superior do cilindro que aparecera na Janela

de Algebra a Area de ¢ onde seré a area de uma das bases do cilindro conforme a figura
4.3.19.

Figura 4.3.19: Geogebra mostrando area da base, area lateral e volume do cilindro.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[2] AL 2P| Pl =l l4) @) =] <] .-

» Janela de Algebra >d | » Janela de

X | » Janelade 50 3D =

Entrada:

= =3 @ e e | 1 B T D :
Fonte: Autor, 2015.

PTB:

Portanto, teremos:

Area da base do cilindro: Area de ¢ = 28,27 u.a.
Area lateral do cilindro; b = 94,2 u.a.

Volume do cilindro: a = 141,37 u.v.

O interessante foi que ndo foi preciso ir até a Barra de Ferramentas e clicarmos

e

a
no icone ‘“{‘v e em seguida clicaremos em [I'fi e depois clicarmos no cilindro para o

programa nos fornecer volume do cilindro. Caso a questdo quisesse a area total do

cilindro, teriamos que fazer o seguinte comando na caixa de Entrada:
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AT=(2*d+b) em seguida, apareceria na Janela de Algebra a area total do cilindro dada
por AT = 150,8 u.a.

Solucéo 2
Primeiramente iremos & Barra de Ferramentas e clicaremos em

@ Circulo dados Centro e Raio . . . . . .
. Em seguida, clicaremos na janela de visualizacdo na

origem dos eixos onde aparecera o ponto A conforme a figura 4.3.20.

Figura 4.3.20: Ponto A na Janela de visualizacéo.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda Entrar.

A ' ) ‘{‘U & az? 2 =
] AlAN B 0O] &) N w2 &) s
} Janela de Algebra X | » Janelade a =
Ponto
* A=(0,0)
4
A
5 3 2 1 ] 1 2 3 3 ] ] 7 ] g T Tt 2 2 Ta T T 7 T

Entrada:

o 3 FE )

PTB2  02/07/2015

Fonte: Autor, 2015.

Ap0s aparecer 0 ponto A abrird uma janela pedindo o raio do circulo e
colocaremos 3 conforme a figura 4.3.21.

Figura 4.3.21: Tela para inserirmos o raio do circulo.

(] GeoGebra -8
Arquivo Edit bir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar.
[Nl = = . =2 =
YR RS o [5) PANNIZ I EY .
» Janela de Alg X | » Janela de Visualizacio Pt
® A-(0,0

Ralo

Entrada

[
P

A % F W

Fonte: Autor, 2015.
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Pressionando a tecla enter aparecera uma circunferéncia de raio 3 u.c na Janela
de Visualizacdo. Agora clicaremos na Barra de Menu em EXxibir e habilitaremos Janela
de Visualizagdo 3D que aparecera a tela conforme a figura 4.3.22.

Figura 4.3.22: Base do cilindro da Janela de Visualizacdo 3D.

Arquivo Editar Exbi OpgBes Feramentas Janels Auda

Rl e w4 @] 4)x]wd ]

? %
b Janela de Visuslizagio A| = Janela de Algetra < | Janela de Visualizagao 30

Entrar

oo —
Sasl.
i HK
<
¥
)

/

Fonte: Autor, 2015.

Agora na Barra de Ferramentas clicaremos no icone

Tﬁ Extrus3o para Prisma ou Cilindro

. Em seguida clicaremos no circulo da Janela
de Visualizacdo 3D e abrira uma janela pedindo a altura do cilindro que colocaremos 5.

Ao teclarmos enter, aparecerd o cilindro em questdo na Janela de Visualizagdo 3D de
acordo com a figura 4.3.23.

Figura 4.3.23: Cilindro procurado.

x
Arquivo Editar Exibir Opgbes Feramentas Janela Ajuda

Entr
R [ D[Pl e I @) 4 N [eec] & s
d | vl vl 1) v | v b | ? *
} Janela de Algebra b Janela de = b Janela de lizagio 3D
Cilindro .
® =137
Cénica
® csy=9
® dit)=(0,0,5)+ (3cos{t), 35
Ponto
® A=(0,0)

Superficie *
® b:9425

Entrada;

i)

- POl
PO )
I 3l )

Fonte: Autor, 2015.
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Na janela de Algebra conforme a solugfo 1, apareceram valores numéricos para
a e b que sdo, respectivamente , o volume do cilindro e a area lateral do cilindro. Para

calcularmos a area de uma das bases, clicaremos na Barra de Ferramentas no icone

a
'C{‘v e clicaremos em

aparecera na Janela de Algebra a Area de d onde serd a area de uma das bases do

e
[I'.'fi . Em seguida clicaremos na base superior do cilindro que

cilindro conforme a figura 4.3.24.

Figura 4.3.24: Cilindro fornecendo a 4rea da base, area lateral e volume na Janela de Algebra.

Arquiva Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

AL A B bl e e @I N aed 6
& e P ) IO i (AN )
b Janela deélgebra X [ » Janela de Vi: lizaga: X | » Janela de 0 3D X
Cilindro 8
- 14137
Cénica
@ cx+y=9 5 -

@ dit)=(0,0,5)+ (3 cosit),3 s ) —,
Nimero 7 o
e=2827 >

Ponto * ~ i
& A=(0,0) T Areade d=28.27

Superficie

® 9425

Texto

® Textod="Areaded=28.27

< >

Entrada:
u POR
LA | T Dy

Fonte: Autor, 2015.

Portanto, teremos:

Avrea da base do cilindro: Area de d = 28,27 u.a
Area lateral do cilindro: b = 94,2 u.a
Volume do cilindro; a = 141,37 u.v

4.3.9 Construindo cilindro com o uso de materiais manipulaveis

(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta explicagdo

clicando aqui)

Vamos construir um cilindro utilizando os seguintes materiais:


https://www.youtube.com/watch?v=rtDbPSgVTD8
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> Metade de uma Cartolina
> 1 Estilete
» Colaisopor

» 2 pedacos de isopor circular

Construcéao

Primeiramente iremos colar uma das bases em sua superficie lateral, conforme a
figura 4.3.25.

Figura 4.3.25: Montando uma
das bases do cilindro.

Fonte: Autor, 2015.

Apods conseguirmos a colagem, é hora de inserirmos a outra base do cilindro
conforme a figura 4.3.26.

Figura 4.3.26: Inserindo segunda base
do cilindro.

Fonte: Autor, 2015.
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Ap0s conseguirmos a colagem da outra base, é hora de colarmos a superficie

lateral do cilindro para que nosso cilindro esteja montado conforme a figura 4.3.27.

Figura 4.3.27: Cilindro confeccionado.

Fonte: Autor, 2015.

4.3.10 Sugestao de atividades para os alunos

IDEIA CHAVE: Na escola ou no bairro os alunos devem tirar fotos de cilindros de
varias formas diferentes e colocar ao lado 0 modelo matematico usando o Geogebra e
em seguida fazer vérias perguntas sobre area e volume e utilidades que podem ser feitas
com os materiais envolvidos. Com intuido de achar o volume de um grande reservatorio
de agua, por exemplo, podem associar a Trigonometria para acharem a altura do
mesmo. Os mesmos deverdo apresentar os resultados em seminario, sempre colocando o
linguajar pratico mais também o matematico das figuras envolvidas, fazendo calculo de
areas e volumes de todas as espécies). Aqui eles devem usar trenas e instrumentos de
medicgdo necessaria. Colocar em forma projetinho destacando o material necessario para

realizacdo da atividade.

4.4 Cone

Em nosso cotidiano podemos nos deparar com diversas figuras espaciais no
formato de um cone. O chapéu de aniversario ou até mesmo uma simples casquinha de

um sorvete, sdo exemplos deste sélido conforme as figuras 4.4.1 e 4.4.2.
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Figura 4.4.1: Chapéu de Figura 4.4.2: Sorvetes em recipientes conicos.
aniversario.

i iz

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

A seguir faremos um estudo do cone com definicdes matematicas e alguns
exemplos do cotidiano. Vale ressaltar que alguns conceitos serdo utilizados se a
preocupacdo de apresenta-los, pois devem ser de conhecimentos prévios como por

exemplo: Plano, circulo, Teorema de Pitagoras e etc.

4.4.1 Definicao de cone

Vamos considerar um plano B, um circulo de raio r em p e um ponto P que seja

exterior a B, conforme a figura abaixo:

Figura 4.4.3: Cone.

eratriz mape-
seratriz & h «dmm aitura

base O -

Fonte: Autor, 2015.
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A reunido de todos os segmentos que tém uma extremidade em P e a outra

extremidade num ponto qualquer do circulo € denominada cone.

4.4.2 Elementos de um cone

De acordo com a figura 4.4.3, temos:
> Vértice: éopontoP .
> Base: é o circulo que esta contido no plano p.

» Altura: é segmento de reta perpendicular tracado do vértice P ao plano da base

B.
> Eixo: é areta que passa pelo vértice P e pelo centro da base.

» Geratriz : é qualquer segmento com uma extremidade no vértice P e outra num

ponto qualquer da circunferéncia da base.

4.4.3 Seccdo meridiana de um cone

A seccdo meridiana de um cone € determinada pela interseccdo do cone com um

plano que contenha seu eixo.

Figura 4.4.4: Seccdo meridiana de um cone.

leixn

e — —

Fonte: Autor, 2015.
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4.4.4 Cone regular ou de revolucédo

Um cone se diz reto ou de revolucdo, quando o eixo forma com o plano da base

um angulo de 90°.

Figura 4.4.5: Cone de revolucéo.

I
1E1X0

Fonte: Autor, 2015.

4.4.5 Cone equiléatero

Um cone se diz equilatero quando a geratriz g é duas vezes o raio r da base, isto

é,g=2r.
Figura 4.4.6: Cone equilatero.
B
: 4
|
|
[
|
| h
L i

Fonte: Autor, 2015.
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4.4.6 Area da superficie de um cone reto

Considere o cone reto a seguir com sua representacdo planificada.

Figura 4.4.7: Cone reto e sua planificacao.

h

base

Fonte, Autor, 2015.

De acordo com a planificacdo da figura 4.4.7, verifica-se que a superficie total
(A;) de um cone reto é formada pela unido de duas superficies. Observa-se uma
superficie da base (Ap) formada por um circulo de raio r e outra superficie lateral (A))
formada por um setor circular de raio g. Portanto, podemos escrever a seguinte relagéo:
A¢= A, + A onde:

Area da base ( Ay ): é a area do circulo de raio r, isto é, Ap = mr.
Area lateral ( A ): é a area do setor circular de raio g.

Sabe-se que a &rea de um setor circular é diretamente proporcional a area do

circulo correspondente. Portanto, vale a seguinte relacéo:

ASetor — O(graus — Orad — ?
mR?2 360° 2Tt 21R

Igualando primeira raz&o com a segunda, verifica-se que a area do setor é dada

por:
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A -t . R?
Setor ZT[R 0

Mas no caso do cone, temos que £ = 2mr e R = g. Portanto:

A] i.ﬂ. Rz
2mR
_ 2mr 2 —
1= T.g° = mrg

Portanto, a area total de um cone reto de geratriz g e raio da base r, €

dada por:
A=Ay + AL
Ai=mr? + irg = mr(g +r)
Exemplo 4.4.1

Deseja-se construir um chapéu de aniversario que tem a forma de um cone reto
utilizando cartolina. O raio da base do chapéu mede 11,4 cm. Quantos cm?2 foram gastos

de cartolina sabendo que a altura do chapéu mede 30 cm? (Use = 3,14).

Solucéo

Realidade Modelo Matematico

Figura 4.4.8: Chapéu de cartolina. Figura 4.4.9: Modelo matematico do chapéu.

Fonte:<http://brinkbemfestas.com/produto.php?prod
uto=173> Acessado em: 12/07/2015. Fonte: Autor, 2015.

A solucdo do problema é exatamente encontrarmos a superficie lateral de um

cone reto cujo raio da base mede 14,4 cm e altura 30 cm. Para isso, precisamos achar o
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valor da geratriz do cone reto em questdo. Pelo enunciado e modelo matematico acima,

podemos considerar o triangulo retangulo abaixo:

Figura 4.4.10: Triangulo retangulo formado
pela geratriz, altura e raio da base do cone

30 cm g

=]

14,4 cm

Fonte: Autor, 2015.

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos:
g? =302+ 14,42

0% =1900 + 207,36

g? =1107,36
g=+1107,36
g =33,28cm

Logo, a area lateral sera:
Aj=mrg = 3,14 x 14,4 cm x 33, 28 cm = 1 504,79 cm?

Portanto, foram necessarios, aproximadamente, 1 504,79 cm2 de cartolina para

confeccionar o chapéu.
Exemplo 4.4.2

Um professor de matematica do ensino medio ao abordar em sala de aula um
estudo sobre o cone verificou-se que varios alunos tinham dificuldades em achar a area
total do mesmo. Para sanar tal dificuldade, ele pediu aos seus alunos na aula seguinte,
trazer um cone reto confeccionado pelos mesmos. Apds a exposic¢do dos solidos, cada

aluno teve a “missao” de cobrir com adesivo toda superficie externa de seus solidos.
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Com isso, os alunos efetuavam calculos de area nas superficies onde ia ser colocado o
colante, para evitar o desperdicio do aderente. Marcos, um de seus alunos, apresentou o
seu solido adesivado com didmetro da base medindo 24 cm, geratriz 20 cm e altura
igual a 16 cm. Quantos cm? de fita Marcos utilizou em seu sélido considerando que ndo

houve desperdicio do adesivo?
Solucgéo

Pelo enunciado, o diametro do cone era de 24 cm. Logo, o raio da base r = 12

cm. Temos ainda que g =20 cme h =16 cm.

A = mir(g + 1) = 3,14.12(20 + 12) = 37,68(32) = 1205,76 cm?

Portanto para evitar desperdicio, Marcos utilizou 1205,76 cm?2 de adesivo.
4.4.7 Volume do cone

O volume de um cone é igual ao produto da area da base por um terco da altura.
Demonstracéo:

Para demostrar este fato, usaremos o Principio de Cavalieri mais uma vez.

Consideramos um cone de altura H e area da base A pertencente a um plano
horizontal a. Consideremos também uma pirdmide qualquer cuja base esteja situada
também em o com area da base A e altura H. Consideremos um terceiro plano y onde
teremos o vértice tanto do cone quanto da piramide. A figura abaixo ilustra um possivel

esboco desta situacao:

Figura 4.4.11: Cone e Piramide do enunciado acima.

TN T A

Fonte: Autor, 2015.
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Se um plano p com distancia h dos vértices localizado em seccionar os dois

solidos, determinando regides planas de areas A; e A,, temos:

A H?
Ay
A H?
riatei )

Comparando (1) e (II), concluimos que A; = A,

Portanto, pelo Principio de Cavalieri podemos afirmar que tanto o cone quanto a

piramide possuem mesmo volume, isto é:
Veone = Vpirémide
Mas o volume da piramide é dado por:

V= gAh onde h a altura da piramide e A a area de sua base.

Assim, o volume do cone sera:

1 1,
Vcone = §Ah = g nr h

Exemplo 4.4.3

Em uma sorveteria dispdem de varios tamanhos de taca de sorvete no formato
conico para atender seus clientes. Marcos colocou 90 cm3 de sorvete em um dos
recipientes conicos disponiveis pela sorveteria onde parte do sorvete ficou acima da
base conica da taca. Distraido conversando entre seus amigos, seu sorvete ficou
completamente derretido. Sabendo que a taca escolhida por ele tinha raio da base

medindo 3 cm e altura 10 cm, o sorvete derretido transbordou? Justifique sua resposta.
Comentario
Observe que este problema é facil. Precisamos apenas calcular o volume da taca

conica e compararmos com o volume do sorvete derretido para realmente sabermos se o

sorvete transbordou o copo ou ndo. Para isso vamos considerar as seguintes imagens:
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Realidade Modelo Matematico
Figura 4.4.12: Taca cbnica. Figura 4.4.13: Modelo mateméatico da taca

S
3 cm

10 cm

Fonte: Autor, 2015.

Fonte: Autor, 2015.

1 1
Veone = 3 mir‘h = 3 3,14.(3)%.10 = 94,2 cm?®

O volume da taca é de 94,2 cm3 e é maior que o volume de sorvete 90 cm3

colocado por Marcos. Portanto, o sorvete ao derreter, ndo transbordou.

Exemplo 4.4.4
Um pedreiro construiu tanque conico com 5m de profundidade tendo em seu

topo circular 3 m de raio. Entdo, qual o volume méaximo de liquido, em litros, que esse

tanque pode conter? (Adote & = 3,14)
Solugéo
Vamos modelar a situagdo descrita com a seguinte figura:

Figura 4.4.14: Modelo matematico
com especificacdes do tanque
conico.

3m

Fonte: Autor, 2015.
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Logo seu volume sera:

1 1
Veone = 5 mr*h = 3 3,14.(3)%.5 = 47,1m’

Sabemos que 1 m3 = 1000 litros, entdo 47,1 m3 equivale a 47,1 x 1000 = 47100
litros. Portanto, esse tanque pode conter 47 100 litros de liquido.

4.4.8 Tronco de um cone reto de bases paralelas

Observando as imagens abaixo, verifica-se que em nosso cotidiano inumeros

objetos tém a forma que lembra um tronco de um cone reto.

Figura 4.4.15: Parte do reservatério de dgua do Figura 4.4.16: Vaso de barro.
DEPASA em Rio Branco, Acre.

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

Faremos um breve estudo sobre figuras nesse formato.

4.4.9 Definicao e elementos de um tronco de cone reto

Considere um cone reto, de vértice P, altura H e raio da base R, seccionado por
um plano a, paralelo ao plano da base, a uma distancia h de tal forma que h;< h, que
determina uma seccdo transversal de centro O’ e raio r. Tal situacéo ilustraremos a

sequir:
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Figura 4.4.17: Cone reto de vértice P e altura H seccionado pelo
plano a.

Fonte: Autor, 2015.

Ao seccionar o cone original, o plano a forma dois sélidos: Um cone menor, de
mesmo Vértice P, com geratriz g’ e altura h = H - h;, e outro denominado tronco de

cone, de bases paralelas que mostraremos a seguir:

Figura 4.4.18: Cone menor e tronco de cone.

CONE MENOR TRONCO DE CONE

ht

Fonte: Autor, 2015.
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Considerando o tronco de cone da figura 4.4.19, definimos:

Figura 4.4.19: Tronco de cone.

P
A
I
I
|
I

Ay
*

Fonte: Autor, 2015.

» Base maior: o circulo de centro O e raio R.

» Base menor: o circulo de centro O’ e raio r.

» Geratrizes: 0s segmentos cujas extremidades sdo pontos correspondentes das
circunferéncias das bases, e que estdo contidos em retas que intersectam pelo
vértice P. Indicaremos por g; a geratriz do tronco.

» Altura: a distancia h; entre os planos que contém as bases do tronco do cone.

4.4.10 Area da superficie de um tronco de cone reto

Considere o tronco de cone reto e sua planificacdo de sua superficie nas figuras

4.4.20e4.4.21.

Figura 4.4.21: Planificacdo do tronco de cone
reto.

Figura 4.4.20: Tronco de cone
reto.

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.
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Para deduzirmos a area da superficie desse tronco de cone, vamos primeiramente

encontrar uma relacdo entre G, R, g; e r. Os tridngulos PO’A ¢ POB sao semelhantes,

entdo:
=R > _R:>GR g:R=Gr = G(R r)—gtR:G—R_r(l)

Acharemos agora a area lateral da superficie do tronco de cone.

Verificamos que essa area € a diferenca entre a area lateral da superficie do cone

maior com a area lateral da superficie do cone menor. Portanto:
A Lateral = TRG — 1tr(G — @)
A jateral = TRG — rG + mrg;
A jateral = TG(R — 1) + arg; (1)
Substituindo (I) em (1), resulta:
A lateral = ﬂ(it—_Rr)(R — 1) + 7
A fateral = TR + mrgy
A jateral = (R + 1)
Essa deducédo acima justifica a seguinte propriedade:

A area da superficie lateral de um tronco de cone reto de raios R e r e geratiz (gy)

é equivalente a area de um trapézio de bases 2mR e 2xr e altura g;. Isto é:
_ h
A lateral — (B + b)z
- g
A ateral = (2TR + 27r) ?t
A fateral = (R + 1)
A area da base menor ¢ a area da superficie de um circulo de raio r, dada por:

— 2
A base menor = 1L

A area da base maior é a area da superficie de um circulo de raio R, dada por:
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_ 2
A base maior = TR

Deste modo, & area total da superficie de um cone reto de bases paralelas é dada

por:
A total = A fateral T Abase menor T Abase maior
A toral = Tg(R + 1) + ? + 7R? = n[R(gt + R) + (gt + 1)]
Exemplo 4.4.5

Uma empresa brasileira produziu em 2014 diversos copos descartaveis personalizados
para vender aos torcedores brasileiros e estrangeiros durante a Copa do Mundo. Os copos
tinham a forma de tronco de cone reto onde suas bases eram paralelas de acordo com as

especificacdes abaixo:

Figura 4.4.22: Especificagdes do copo Brasil.

COPO BRASIL

Diametro da boca (base maior): 5 cm

Diametro da base menor: 3 cm

Geratriz do copo: 6 cm 5

Fonte: Autor, 2015.
Quantos cm? de material foram gastos, aproximadamente, para a empresa

confeccionar cada copo? (Adote &t = 3,14).
Solucéo

Realidade Modelo mat¢\odelo Matematico

Figura 4.4.23: Copo Brasil. Figura 4.4.24: Modelo matematico
com especifica¢fes de cada “copo
Brasil”.

5 cm

6 cm

/3 em™
S~

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.
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Pelo enunciado, queremos encontrar a area lateral do tronco juntamente com a
area da base menor. Sabemos que o raio é a metade do didmetro e que a area lateral €
dada por: A jaeral = Tgi(R + 1), onde g; € a geratriz do tronco, R € o raio da base maior e

r o raio da base menor. Entéo:
A jateral = 1.6.(2,5+1,5) = 1.6.4 = 24w cm?
Agora encontrando a area da base menor, temos:

A base menor = Tir?

A pase menor = n(1,5)2 = 2,251 cm?

Portanto, a area de cada copo sera:

A lateral + Abase menor = 247[ + 2,257: = 26,257[ = 26,25(3,14) = 82,425 sz

Logo serdo gastos 82,425 cm? de material de confeccionar cada copo.

Exemplo 4.4.6

Um artesdo confeccionou diversas pe¢as macicas de madeira para vender a seus
clientes. O formato de cada peca era de um tronco de cone reto onde suas bases ficam
perfeitamente paralelas entre si. Um de seus clientes muito exigente, ao comprar uma
das pecas faz com que o artesdo pinte toda superficie externa da mesma com uma tinta
especial. Sabendo que peca escolhida pelo cliente tinha dimensdes: diametro base
maior, didmetro da base menor e altura da peca eram respectivamente, 50 cm, 30 cm e

40 cm, qual a area, aproximadamente, da peca que recebeu tinta pelo arteséo?

Solugéo

Com o intuito de facilitar a interpretacdo, vamos analisar as figuras 4.2.25 e

4.2.26.
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Realidade Modelo Matematico
Figura 4.4.25: Pega macica de Figura 4.4.26: Modelo matematico
madeira. da peca de madeira.
20 cm

40 ¢m

50 cm
Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

Pelo enunciado, queremos encontrar a area total de um tronco de cone, pois sera
pintada toda superficie externa da peca. Sabemos que raio é a metade do diametro.
Assim, o raio da base maior do tronco de cone é R =25 cm e o raio da base menor é r =
10 cm.

Agora precisaremos encontrar o valor da geratriz do tronco de cone. Considere a

figura abaixo:

Figura 4.4.27: Modelo matemético da peca
para encontrarmos a geratriz do tronco.

20 cm

40 cm

50 cm

Fonte: Autor, 2015.

De acordo com a figura acima, o triangulo ABC é retangulo, reto em B de
hipotenusa medindo a geratriz do tronco de cone (g;), € 0s catetos sendo um a altura (h)
do cone e o outro cateto, a subtracdo de (R — r). Aplicando o Teorema de Pitagoras,

temos:
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g2 = R+ R-1)? = g?=40%+(25-10)% = g? =402+ (15)% =
g% = 1600 + 225 = g? = 1825 = g, = V1825 = g, = 43,3
A area as superficie total de um tronco de cone reto € dada por:
A total = mgi(R + 1) + mur® + nR?
A tota = m.(43,3).(25 + 10) + 10> + 1252
A total = m.(43,3).(35) + 110> + 1252
A o1 = 1515,51 + 1007w + 6257
A ot = 2240,571 cm?
A (ol = 2240,5%(3,14) cm?
A o1 = 7 035,17 cm?

Portanto, a area superficie da peca que recebeu tinta pelo arteséo foi de

aproximadamente, 7 035,17 cm?

4.4.11 Volume de um tronco de cone reto

Considere o tronco de cone reto na figura abaixo:

Figura 4.4.28: Tronco de cone reto.

Fonte: Autor, 2015.
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O volume de um tronco de cone reto é dado pela diferenca entre o volume do

cone maior e o volume do cone menor:
V tronco de cone = Vcone maior — Vcone menor

V tronco de cone = éﬂRzH — %m‘zh

V troncode cone = 3 (RZH — r2h)

V tronco de cone = g [R°H — r?(H — hy)]

V tronco de cone = g [R?H — r2H + r?h,]

V tronco de cone = g [(R* —r®)H + r?h] (1)

Por outro lado, os tridngulos PO’ A ¢ POB sdo semelhantes, assim:

cR="
= |

Rh =Hr
R(H-hy) =Hr
RH - Rh; = Hr
RH — Hr = Rhy
H(R —r) = Rh
— Rhe
H= — (1
Substituindo (1) em (1), temos:
V tronco de cone = g [(Rz - I'Z) 11:—1_1; + I‘zht]

Rh
V tronco de cone = g [R+1r)(R-T) R_—tr + r?h]

V tronco de cone = g [(R+ r)Rh; + r'th]

V tronco de cone = E[tht + rRh; + I'th]
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mh
V tronco de cone = Tt [Rz +rR + I‘Z]
Portanto, o volume de um tronco reto de bases paralelas é dado por:

mh
V tronco de cone = Tt [R* + rR + r?]

Exemplo 4.4.7

Um restaurante utiliza copos no formato de um tronco de cone reto para servir
sucos naturais aos seus clientes. Sabendo que o raio da base maior e menor de cada
recipiente medem respectivamente, 8 cm e 4 cm com uma altura de 6 cm, qual o volume

maximo de liquido que cada copo pode conter ? (use = 3)

Realidade Modelo Matematico
Figura 4.4.29: Copo. Figura 4.4.30: Especificagfes do copo.
— i
. 4 cm
6 cm
= _ 2cm

Fonte: Disponivel em

<http://www.bulkinkcuritiba.com.br/ecommerce_site Fonte: Autor, 2015.
/produto_12824_10242_MINI-COPO-DE-VIDRO-
RESINADO-PARA-SUBLIMACAO-PARA-

PRENSA-3D-50ml>. Acessado em 12/07/2015.

Solucéao

O volume do tronco de um cone reto é dado por:

T[ht

—L[R* 4+ rR + r?]
3

\ tronco de cone —

Assim o volume do tronco procurado seré:
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V ‘tronco de cone = ? [42 + 2.4+ 22]

8
V tronco de cone = 1? [16 +8+ 4‘]

V tronco de cone = 6. [28]
V tronco de cone = 168 cm3

Portanto, o volume maximo de liquido que cada copo pode conter é de 168 cm3.

Exemplo 4.4.8

Uma lanchonete divulga a venda de refrigerante em copos plasticos em formato
conicos de altura 20 cm e raio da base 6 cm. Para ndo transbordar, a lanchonete serve os
copos com um volume de 150n cm®. Qual o volume restante aproximado para encher

completamente o copo conico? (Use m =3,14).

Solucgéo
REALIDADE MODELO MATEMATICO
Figura 4.4.31: Copo conico. Figura 4.4.32: llustragdo matematica
do problema.

20 cm

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

Pelo enunciado, queremos encontrar o volume de um troco de cone com raio da
base maior 6 cm, raio da base menor e altura ambos desconhecidos. Ndo usaremos a

relacdo do volume de tronco reto utilizada no exemplo anterior, uma vez que o raio da
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base menor altura do tronco sdo desconhecidos. Assim, o volume de um tronco de cone
reto € dado pela diferenca entre o volume do cone maior e o volume do cone menor. Isto
é:

\Y tronco de cone = Vcone maior — Vcone menor

Assim, o volume do tronco de cone reto sera:

_1 2
V tronco de cone = ET[R H — 1501 cm?
1
V tronco de cone = 51‘[62- 20 - 1501‘[ Cm3

V tronco de cone = én. 36.20 — 1507 cm?

V tronco de cone = 24‘01-[ Cm3 - ISOTE Cm3

V tronco de cone = 90T cm?® = 282,6 cm3

4.4.12 Exercicios resolvidos abordados no ENEM

(ENEM/2010) Numa feira de artesanato, uma pessoa constroi formas geométricas de
avides, bicicletas, carros e outros engenhos com arame inextensivel. Em certo momento,
ele construiu uma forma tendo como eixo de apoio outro arame retilineo e rigido, cuja

aparéncia € mostrada na figura seguinte:

B C E F Arame rigido
/ DI/' [ = ,
A G~

Ao girar tal forma em torno do eixo, formou-se a imagem de um foguete, que
pode ser pensado como composicdo, por justaposicdo, de diversos solidos basicos

de revolucgéo.

Sabendo que, na figura, os pontos B, C, E e F sdo colineares, AB = 4FG, BC =

3FG, EF = 2FG, e utilizando-se daquela forma de pensar o foguete, a decomposi¢édo
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deste, no sentido da ponta para a cauda, ¢ formada pela seguinte sequéncia de

solidos:

a) piramide, cilindro reto, cone reto, cilindro reto.

b) cilindro reto, tronco de cone, cilindro reto, cone equilatero.
c) cone reto, cilindro reto, tronco de cone e cilindro equilétero.
d) cone equilatero, cilindro reto, piramide, cilindro.

e) cone, cilindro equilatero, tronco de piramide, cilindro.

Solugéo

Ao girarmos a forma geométrica em torno do arame rigido, obteremos a figura

espacial abaixo.

=
—_—
n

Deste modo, a decomposicdo do foguete iniciando-se da ponta para cauda é

formada sequencialmente pelos seguintes solidos:

cone reto (o cone ndo é equilatero, pois AB = 4FG # BB’ = 2FG), cilindro
reto (O primeiro cilindro ndo é quilatero, pois BC = 3FG # 2FG ), tronco de cone e

cilindro equilatero (EF = 2FG). Portanto, a resposta correta é Letra C.

(ENEM/2010) Um arquiteto estd fazendo um projeto de iluminagcdo de ambiente e

necessita saber a altura que devera instalar a luminaria ilustrada na figura.
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luminéria
L

Sabendo-se que a luminaria devera iluminar uma &rea circular de 28,26 m?

considerando = 3,14, a altura h serd igual a

a)3m.
b) 4 m.
c)5m.
d)9m.
e) 16 m.
Solucéo

Pelo enunciado, a luminaria devera iluminar uma érea circular de 28,26 m2
Sabemos que a Area da base ( A, ) de um cone é exatamente a area do circulo de raio r,

isto é, A, =mr2. Portanto:

Ab = 1tr?

28,26

2826=314xr2=r2="= >r=9=r=y/9=>r=3m

’

J& que encontramos o raio da base do cone r = 3 m, vamos considerar a seguinte

figura:
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Observa-se na figura acima um triangulo retangulo de hipotenusa g = 5 m e catetos

her=3m. Aplicando o Teorema de Pitagoras, segue que :
g2 — h2 + r2

52=h2+32= h? =25—9 = h?2=16 = h =16 = h = 4 m. Portanto, a resposta

correta é Letra B.

A figura seguinte mostra um modelo de sombrinha muito usado em paises orientais.

Esta figura é uma representacao de uma superficie de revolucdo chamada de:

a) piramide.
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b) semiesfera.
c) cilindro.
d) tronco de cone.
e) cone.
Solucéo

De acordo com as figuras espaciais ja estudadas, a figura acima é uma
representacdo de uma superficie de revolucdo chamada de cone. Além do mais, um
dos modelos de sombrinha mais utilizado pelos paises orientais possui exatamente a

forma de um cone. Portanto, a resposta correta é Letra E.

(ENEM 2013) Uma cozinheira, especialista em fazer bolos, utiliza uma forma no

formato representado na figura:

Nela identifica-se a representacdo de duas figuras geométricas tridimensionais.

Essas figuras sdo:

A) um tronco de cone e um cilindro.

B) um cone e um cilindro.

C) um tronco de piramide e um cilindro.
D) dois troncos de cone.

E) dois cilindros.
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Solucéo

Vamos considerar a forma de bolo conforme a figura abaixo:

Portanto, as duas figuras geométricas tridimensionais que podemos identificar

sdo: dois troncos de cone de bases paralelas. Logo, a resposta correta é Letra D.

(ENEM/2010) Alguns testes de preferéncia por bebedouros de dgua foram realizados
com bovinos, envolvendo trés tipos de bebedouros, de formatos e tamanhos diferentes.
Os bebedouros 1 e 2 tém a forma de um tronco de cone circular reto, de altura igual a 60
cm, e diametro da base superior igual a 120 cm e 60 cm, respectivamente. O bebedouro
3 é um semicilindro, com 30 cm de altura, 100 cm de comprimento e 60 cm de largura.

Os trés recipientes estéo ilustrados na figura.

o 120 cm 4 60 cm
e " P —
60 cm 60 cm
Bebedouro 1 Bebedouro 2
60 cm

—

Bebedouro 3
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Considerando que nenhum dos recipientes tenha tampa, qual das figuras a seguir

representa uma planificacdo para o bebedouro 3?

100 cm
a) J’EO cm
>
60 cm
¢ 100 cm
b) IBO cm
. 100 cm
C) IGO cm
60 cm
M
d) 100 cm
N
60 cm
e) 100 cm
60 cm
Solucéo

i) O sélido que representa o bebedouro 3 é um semicilindro circular reto, cuja

base € um semicirculo de raio 30 cm;

ii) A superficie lateral é limitada por um retangulo de altura 100 cm;
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Conclusao: das figuras apresentadas, a que melhor representa a planificacdo do
bebedouro 3 é aquela que aparece na alternativa E. Portanto, a resposta correta € a
Letra E.

(ENEM 2009) Uma empresa precisa comprar uma tampa para o seu reservatorio, que

tem a forma de um tronco de cone circular reto, conforme mostrado na figura.

Considere que a base do reservatério tenha raio r = 24/3 m e que sua lateral faca
um angulo de 60° com o solo. Se a altura do reservatorio € 12 m, a tampa a ser

comprada devera cobrir uma area de:
a) 12n m?.

b) 1081 m2.

¢) (12n + 2v/3 P tm>.

d) 300m m>.

e) (24 +2v3 P am2

Solugéo

Seja a tampa um circulo de centro O e raio 0A e a base uma circulo de centro O’
e raio O'B’. E seja ainda as retas AB tal que O é ponto médio do segmento 4B na tampa.
Consideremos a existéncia de pelo menos uma reta A’B’ na base paralela a AB tal que

O’ ¢ ponto médio do segmento A’B’com O’ proje¢do ortogonal de O sobre AB.
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Tomemos um ponto C entre A ¢ B ¢ um ponto C’ na circunferéncia da base tal que a

distancia de C a C’ ¢ igual a distancia de O até O’, assim, chamando a reta t de CB

como geratriz do tronco, temos que:

4t

..I "--\.\_

. \.P C .."-.HI'I
Al"; [LE 3 ':,/x—E‘

\ 12m  12m /
II
\ i

1 'Il}ﬁil“‘

Fonte: Autor, 2015.

Precisamos encontrar o valor de X, pois a base onde serd comprada a tampa € de
€ um circulo de raio igual a (2v/3 + x). O triangulo CBC’ ¢ retangulo em €. Por outro
lado, o &ngulo CBC’ mede exatamente 60°, por ser alterno interno ao angulo formado
entre aretate a reta A’C’ no sentido positivo. Portanto, aplicando a tangente em relacéo

ao angulo B, temos:

L oB.x=122x=2

X

tg(B) = 1x—2 = tg(60°) = 1x—2 =43 =

il

Racionalizando, temos:

_1z2 ¥, :—12‘/§=>x:%§:>x:4\/§m

X = 3B V3 X NG
Logo o raio da tampa a ser comprada sera de:
(2V3 +x) =2V3 +4V3 =6V3m.

Portanto, a tampa a ser comprada devera cobrir uma area de:

Acoberta pe|atampa = TERZ = 7T(6\/§)2 = TI. 6\/3—. 6'\/3— =TT. 36. '\/g = Tr. 36.3 =

108w m2. Deste modo, a resposta correta €:

Resposta letra D.
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4.4.13 Construindo cone com o uso do GeoGebra

Usando o GeoGebra, vamos construir um cone circular reto cujo raio da base
mede 3 u.c e altura 5 u.c e em seguida, vamos calcular a area da base, area superficie

lateral e o seu volume.
Solucéo

(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta explicagdo

clicando aqui)

Primeiramente iremos a Barra de Ferramentas e clicaremos em

@ Circulo dados Centro & Raio . . . .
. Em sequida, clicaremos na origem dos eixos na Janela

de Visualizacdo onde aparecera o ponto A. Apos aparecer o ponto A, abrird uma janela

pedindo o raio do circulo e colocaremos 3 conforme a figura 4.4.33.

Figura 4.4.33: Caixa para inserirmos o raio do circulo no GeoGebra 3D.

(¥} GeoGebra - a

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

RS ERANT E s

} Janela de Algebra ¥ | b Janela de Visualizagio P

Ponto 6
@ A=(0,0)

OK Cancelar

Entrada: Area[pol1] FIc)

POR on
03/07/2015

- (W 1 )
P3N o

Fonte: Autor, 2015.


https://www.youtube.com/watch?v=43J_PzdDIGk
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Teclando enter, verificamos que aparecera uma circunferéncia de raio 3 na
Janela de Visualizacdo. Vamos agora na Barra de Menu clicar em Exibir e ativar a

Janela de Visualizacdo 3D. Em seguida fecharemos apenas a Janela de Visualizacdo
onde aparecera a figura 4.4.34.

Figura 4.4.34: Base do cone que esta em construcao.

Arquivo Editar_Exibir Opgdes Femramentas Janela Ajuda

[R] AL~ LA BBl el A @ [N aec] <]

»_Janela de Visualizacio

Entrada |

Fonte: Autor, 2015.

Agora na Barra de  Ferramentas clicaremos no  icone

?& Fazer extrus3o para PirAmide ou Cone . .
Em seguida clicaremos no contorno da

circunferéncia na Janela de Visualizacdo 3D e abrird uma janela pedindo a altura do
cone que colocaremos h = 5 conforme a figura 4.4.35.

Figura 4.4.35: Janela para inserirmos a altura do cone.
o

GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcbes

Feramentas Janela Ajuda

NREEEEEE RN —

b Janela de Algebra ¥ [ » Janelade 30
Cénica

=
exFry=9

- Ponto

® A=(0,0)

0Os valores postivos oK Cancelar

Fonte: Autor, 2015.
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Ao teclarmos enter, aparecerd o cone em questdo na Janela de Visualizagédo 3D.
Na janela de Algebra apareceram valores numéricos para a e b que sao,
respectivamente, o volume do cone e a area lateral do mesmo. Para calcularmos a area

da base, iremos na Barra de Menu e clicaremos em exibir e habilitaremos Janela de
&

[E.‘ﬁ . Em seguida clicaremos

Habilitacdo novamente. no icone _5{0.7 e clicaremos em
no circulo que aparecera na Janela de Visualizagdo. Veremos que mostrara na Janela
de Algebra Area de ¢ = 28,27 onde sera a area da base do cone conforme a figura
4.4.36.

Figura 4.4.36: Valores da rea da base, rea lateral e volume do cone calculado no GeoGebra.

els Auda

s i1 NN IS

Fonte: Autor, 2015.

Caso a questdo quisesse a area total do cone, teriamos que fazer o seguinte
comando na caixa de Entrada: AT=(b+e). Em seguida teclando enter, veremos que
aparecera na Janela de Algebra a area total do cone dada por AT = 83,23 conforme a

figura abaixo 4.4.37.
Figura 4.4.37: Janela de Algebra mostrando a éarea total do cone.

Arquivo Ediar Exibir Opgdes Feramentas Janela Auda

nEENNEPFNCER

» Janela de Visualizagso o [ [» Janela de Visualizaglo 3D

Fonte: Autor, 2015.
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Portanto, teremos:
Area da base do cone: Area de d = 28,27 u.a
Area lateral do cone: b = 54,96 u.a

Volume do cone: a = 47,12 u.v
4.4.14 Construindo cone com o uso de materiais manipulaveis

(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta explicagdo
clicando aqui)

Vamos construir um cone utilizando os seguintes materiais:

> Metade de uma Cartolina
> Tesoura
» Colaisopor

» lisopor circular
Construcéo

Comecaremos pela superficie lateral do cone. Primeiramente dobramos a cartolina

ao meio conforme a figura 4.4.38.

Figura 4.4.38: Dobrando a cartolina.

Fonte: Autor, 2015.


https://www.youtube.com/watch?v=B6O7srxQqYE
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Usando a “marca” da dobradura como referéncia, vamos formar a superficie lateral

do cone conforme a figura 4.4.39.

Figura 4.4.39: Construindo a superficie
lateral do cone.

Fonte: Autor, 2015.

Em seguida, colocaremos a base do cone conforme a figura 4.4.40.

Figura 4.4.40: Inserindo a base do cone.

Fonte: Autor, 2015.
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Observamos que nosso cone ja esta quase construido faltando apenas
recortarmos 0 excesso de cartolina, colarmos a base na superficie lateral e a emenda da
superficie lateral. Ao fazermos esses trés passos finais, formaremos nosso cone de

acordo com a figura 4.4.41.

Figura 4.4.41: Cone de Cartolina.

Fonte: Autor, 2015.

4.1.15 Sugestéo de atividades para os alunos

IDEIA CHAVE: Na escola ou no bairro os alunos devem tirar fotos de cones ou
troncos de cone de varias formas diferentes e colocar ao lado o modelo matematico
usando o Geogebra e em seguida fazer varias perguntas sobre area e volume e utilidades
que podem ser feitas com os materiais envolvidos. Com intuido de achar o volume de
um grande reservatorio de agua, por exemplo, podem associar a Trigonometria para
acharem a altura do mesmo. Os discentes deverdo apresentar os resultados em
seminario, sempre colocando o linguajar pratico mais também o matematico das figuras
envolvidas, fazendo calculo de areas e volumes de todas espécies). Aqui eles devem
usar trenas, fita métrica, transferidores, enfim, utilizar instrumentos de medicdo
necessaria. Colocar em forma projetinho destacando o material necessario para

realizagdo da atividade.
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45 Esfera

“O céu deve ser necessariamente esférico, pois a esfera, sendo gerada pela

rotagdo do circulo, é de todos 0s corpos, o mais perfeito” (Aristoteles).

Apesar de seus polos serem achatados, o planeta Terra € um 6timo exemplo de

uma esfera conforme mostramos na figura 4.5.1.

Figura 4.5.1: Imagem do Planeta Terra.

Fonte: NASA.

As frutas mostradas nas figuras 4.5.2 e 4.5.3 sdo encontradas em nosso Estado

apresentando também formatos esféricos.

Figura 4.5.2: Melancia. Figura 4.5.3: Laranja gigante e laranja
comum encontradas no Acre.

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Disponivel em:
<http://g1l.globo.com/ac/acre/noticia/2015/04/n
o-interior-do-acre-familia-cultiva-laranjas-
gigantes-com-mais-de-25-kg.html> Acessado
em: 13/07/2015.
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Um modelo esférico que merece énfase é o edificio Ericsson Globe mostrado na
figura 4.5.4 sendo considerado mundialmente o maior edificio esférico do planeta com
capacidade maxima de 16000 pessoas, localizado na Suécia. Essa grandiosa construcdo
tem um didmetro de 110 metros com altura interna de 85 metros e um volume de 600
000 metros cubicos. O interessante é que levaria aproximadamente 40 anos para encher

a arena com agua utilizando uma torneira.

Figura 4.5.4: Edificio Ericsson Globe na Suécia.

Fonte: Disponivel em:
<http://gigantesdomundo.blogspot.com.br/2014/01/maior-
predio-esferico-do-mundo.htmI> Acessado em: 13/07/2015.

A seguir, veremos uma definicdo matematica da esfera.

4.5.1 Definicédo de esfera

Consideremos um ponto O e uma medida R, na condi¢do que R > 0. Chama-se
esfera de centro O e raio R o conjunto de pontos do espaco cuja distancia ao ponto O

seja menor do que ou igual a R.

Figura 4.5.5: Esfera.

Fonte: Autor, 2015.
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De acordo com a definicdo acima, temos que:

» O conjunto de todos os pontos do espaco cujas distancias ao ponto O séo
menores que R é chamado de interior da esfera;
» O conjunto de todos os pontos do espaco cujas distancias ao ponto O s&o iguais

a R é chamado de superficie esférica;

» O conjunto de todos os pontos do espaco cujas distancias ao ponto O séo
maiores que R é chamado de exterior da esfera;

De acordo com as definigdes acima, concluimos que a esfera é completamente
macica enquanto a superficie esférica ¢ apenas a “casca” da esfera. No cotidiano
temos inimeros modelos para aproximar esses dois objetos onde citaremos as
figuras 4.5.6 e 4.5.7.

Figura 4.5.6: A melancia é
uma fruta de nossa regido que
nos lembra uma esfera.

Figura 4.5.7: Bola de futebol que nos faz
lembrar a superficie esférica.

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Disponivel em:
<http://online.jornaldamadeira.pt/artigos/d%C3
%A9rbi-madeirense-entre-nacional-e-
mar%C3%ADtimo-fecha-12%C2%AA-ronda-
na-choupana> Acessado em: 13/07/2015.

45.2 Volume de uma esfera

. - 4
O volume de uma esfera de raio R é igual a §”R3'

Demonstracéo

Consideremos uma esfera de raio R que repouse sobre um plano horizontal.
Ainda sobre esse plano esta contida a base de um cilindro equilatero de raio R e altura h

= 2R. Com vértice no ponto médio do segmento que liga os centros dos dois circulos da
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base do cilindro, construamos dois cones, interiores ao cilindro, com bases nos dois

circulos que limitam o cilindro. Tais situac@es ilustraram na figura 4.5.8.

Figura 4.5.8: Esfera e cilindro.

/ ~
/
{ ]
' |

N ~

Fonte: Autor, 2015.

Cortando essa esfera por um plano horizontal com uma distancia h de seu
centro, obteremos um circulo de raio x conforme a figura abaixo onde sua area € dada

por mx>.

Agora escreveremos a area deste circulo em funcdo de R e h. Aplicando o

Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo formado, temos:
R2=h2+x2=> x2=R2- h?
Portanto, & area do circulo seré:
x> =m(R? - h?)

O mesmo plano horizontal determina entre as paredes do cone e do cilindro uma

coroa circular raio maior R e raio menor h. A area da coroa ¢é dada por:

n(R? - r?) onde R é o raio externo da coroa circular e r é o raio interno. Mas
sabemos que o raio interno da coroa circular € h. Portanto, a coroa circular tera area
também n(R? - h?).

Consideremos o solido S formado entre a superficie lateral do cilindro equilatero
e pela superficie lateral dos dois cones. O volume desse sélido S € igual a diferenca
entre o volume do cilindro equilatero de raio R e altura 2R pelo dois cones, sendo cada
cone possui raio R e altura R, uma vez que os vértices dos cones coincidem com o

centro do cilindro equilatero. Portanto, o volume do solido S seré:
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Vs = Vilindro — 2Vcone

Vs = mR*h — 2. mR?h = Vs = tR*(2R) — 2. TR’R = Vs = 2nR%~ = mR® =

4
=>Vs = 5 T[R3

A demonstracdo estara concluida se provarmos que o volume da esfera é
exatamente o volume do sélido S. Usando o principio de Cavalieri, é suficiente que
tanto uma esfera T quanto o solido S determinam se¢Bes p N T e B N S, de mesma area,
em cada plano horizontal p. Dado o plano B, seja h sua distancia ao centro da esfera ou

sua distancia ao vertice comum entre 0s dois cones. A intersecdo entre plano p e a esfera

T é um circulo de raio VR? — h?, enquanto a intersecdo do plano p com o sélido S é
uma coroa circular onde o raio externo € R e o raio interno ¢ h. Concluindo a

demonstragdo, temos que:
Area (B N T) = n(R? - h?)
Area (B N S) =n(R? - h?)
Exemplo 4.5.1

Duane fez um dnico brigadeirdo no formato de uma esfera para seus 4 netos.
Querendo que cada um ficasse com a mesma quantidade de doce, resolveu fazer a
divisdo em 4 brigadeiros menores com o mesmo volume cada e todos em formato
esférico. Sabendo que o volume do brigadeirdo era de 288m cm?, qual o raio da esfera de

cada um dos 4 brigadeiros menores feito por Duane?

Realidade Modelo matematico
Antes Depois
Figura 4.5.9: Figura 4.5.10: Figura: 4.5.11: Modelo matematico da
Brigadeirdo. Brigadeiros situagdo dos brigadeiros
menores.

) (0
&

B

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.
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Solugéo

Por hipodtese, cada brigadeiro menor ter4d seu volume % do volume do
brigadeirdo, pois seus volumes séo iguais. Chamando de V}, 0 volume do brigadeiréo e

V¢ 0 volume de cada brigadeiro menor, vale a relagao:

Vi

y Ve

Sabe-se que o volume de uma esfera de raio R é dado por %nR? Portanto, o

volume de cada brigadeiro menor sera:

4
V,=-
€ 3

2881 cm®
nR3 = B = 72mcm?

~ 4
Resolvendo a equagéo - mR* = 72m cm®, temos:

§7TR3 =72m cm?3

R3 =54 cm3
R = /54 cm3
R=332cm

Portanto, o raio de cada brigadeiro menor feito por Duane foi de 33/2 cm.

Exemplo 4.5.2

Algumas frutas regionais no Acre tem a forma de uma esfera como por exemplo
a melancia. Supondo que o didmetro de uma melancia no Acre seja em media 40 cm,

qual o seu volume?
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Solucéo
Realidade Modelo matematico
Figura 4.5.12: Figura 4.5.13: Modelo
Melancia da regiéo. matematico da melancia.

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.

O volume da esfera é dado por: V, = gnR3 onde R é o raio da esfera. Seja Vi 0

volume da melancia cujo raio mede R = 20 cm, uma vez que 0 raio é exatamente a

metade do diametro. Portanto:

. 32000 3
Logo, o volume da melancia corresponde a —mem’,

4.5.3 Area da Superficie Esférica

A deducdo que utilizaremos é a maneira utilizada por Arquimedes. Sejam duas
esferas concéntricas de raios R e r tais que R > r. Tomemos h como sendo a diferenca
entre (R-r), isto €, h = R - r. Nesses termos, seja V o volume do sélido definido por

(VERr - VE,) onde VERg € o volume da esfera de raio R e VE, 0 volume da esfera de raio
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r. Pode-se supor que para h muito pequeno, V é igual S.h onde S é uma superficie

esférica. Portanto:

h.S = VEr_VE;

h.S=2(R?-ER-hy=hS = T[R® — (R—h)?

h.S = Zx [R® — (R? — 3R%h + 3Rh2 - h¥)] =

h.S = %”x [3R2h — 3RK? + h3]

h.S = %”x h.[3R? — 3Rh + h]

s=4?”x [3R? — 3Rh + h]

Como tomamos h muito pequeno, podemos dizer que S = 4mR?.

Exemplo 4.5.3

Uma laranja tem a forma de uma esfera, cujo didmetro mede 7 cm. Qual a area

aproximada da casca dessa laranja ? Use w = 3.

Solugéo

Realidade Modelo Matematico

Figura 4.5.14: Laranja. Figura 4.5.15: Modelo
matematico da laranja.

Fonte: Autor, 2015. Fonte: Autor, 2015.
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A éarea da superficie da casca da laranja pode ser obtida por S = 47R? onde R é

raio da laranja esférica que, por hipotese, mede R = 7 cm. Logo:

S = 4nR?
S=43.7°
S=43.49

S =588

Portanto, a area da superficie da casca da laranja vale aproximadamente 588

cm2.
Exemplo4.5.4

O planeta Terra possui aproximadamente 75% de sua area total coberto de agua.
Supondo a Terra completamente esférica e ainda que o raio equatorial da Terra seja de
aproximadamente 6378 km, qual a area da superficie terrestre coberta por agua? Use

T = 3,14.
Solugéo
Realidade Modelo matematico
Figura 4.5.16: Foto da Terra. Figura 4.5.17: Modelo matematico do

Planeta Terra.

78 km

Fonte: NASA. Fonte: Autor, 2015.
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A area da superficie esférica da esfera é dada por S = 47R?. Por hip6tese, o raio

equatorial da Terra vale, aproximadamente, 6378 km, isto €, R = 6378 km. Logo:
S = 4mR?
S = 4x3,14x(6 348)?
S = 4x3,14x40297104

S =506131 626,24

A érea da superficie terrestre coberta por 4gua equivale a 75% da area total da
superficie da Terra, isto é, 75% de S. Portanto:

75 75
mS = 100" 506 131 626,24 = 379 598 719, 68

A érea terrestre coberta por dgua é de aproximadamente 379 598 719, 68 km2.

4.5.4 Exercicios resolvidos abordados no ENEM

(ENEM/2010) Em um casamento, os donos da festa serviam champanhe aos seus
convidados em tacas com formato de um hemisfério (Figura 1), porém um acidente na
cozinha culminou na quebra de grande parte desses recipientes. Para substituir as tagas
quebradas, utilizou-se um outro tipo com formato de cone (Figura 2). No entanto, os

noivos solicitaram que o volume de champanhe nos dois tipos de tacas fosse igual.

Figura 1 Figura 2

Considere:



152

_ 4 _p3 _1 2
Vesfera = EnR € Vcone_g TR°h

Sabendo que a taga com o formato de hemisfério € servida completamente cheia, a
altura do volume de champanhe que deve ser colocado na outra taga, em centimetros, é
de:

a) 1,33.
b) 6,00.
c) 12,00.
d) 56,52.

e) 113,04,

Solugéo

Devemos igualar (Vy) o volume do hemisfério (metade do volume da esfera)
com (V) o volume cone, pois os noivos solicitaram que ambas as tagas tenham o
mesmo volume. Por hipdtese, tanto o raio do hemisfério quanto o raio do cone sdo

iguais a 3cm. Logo:

Substituindo na equacgdo acima R = 3 cm, resulta h = 6 cm. Portanto, a altura do

volume de champanhe que deve ser colocado na outra taca € de 6 cm.
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(ENEM/2010) Se pudéssemos reunir em esferas toda a agua do planeta, os didmetros

delas seriam:

Toda agua do ta
1,39 bihbes de km®
1385 km
. égﬁ: doce do planeta
3 milhes da km?®
406 km
. ﬁ?.n dooe subleranea
0.53 mihdes de km*
212km
L] Agua doce superfical
58 km 104,59 mi ko

A razdo entre o volume da esfera que corresponde a dgua doce superficial e o

volume da esfera que corresponde a agua doce do planeta é:

1
a) o
1
b) o
1
C) -
29
d) %
136
e) 03
Solucgéo
Sejam:

V1. 0 volume da esfera que corresponde a agua doce superficial de raio R;.

V,:0 volume da esfera que corresponde a dgua doce do planeta com raio R,.
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~ V . .
Queremos a razéo V—l , isto é:
2

4
V1_§T[Rio’_<R1)3_(29)3_ (1)3_ 1
Vz_%T[R3_ R,/ \203/  \7/ = 343

2

Portanto, a razdo entre o volume da esfera que corresponde a agua doce
1

superficial e o volume da esfera que corresponde a dgua doce do planeta é 323"

(ENEM/2012) O globo da morte € uma atragdo muito usada em circos. Ele consiste em
uma espécie de jaula em forma de uma superficie esférica feita de aco, onde
motoqueiros andam com suas motos por dentro. A seguir, tem-se, na Figura 1, uma foto

de um globo da morte e, na Figura 2, uma esfera que ilustra um globo da morte.

Na Figura 2, o ponto A est4 no plano do chdo onde estéa colocado o globo da morte
e 0 segmento AB passa pelo centro da esfera e é perpendicular ao plano do chéo.
Suponha que ha um foco de luz direcionado para o chao colocado no ponto B e que um
motoqueiro faca um trajeto dentro da esfera, percorrendo uma circunferéncia que passa
pelos pontos A e B.

A imagem do trajeto feito pelo motoqueiro no plano do chdo é melhor representada
por:
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O
,C

0

o

Solucéo

Sabe-se que o plano que contém o trajeto do motociclista e o plano do chdo sdo
perpendiculares. Assim, a projecdo ortogonal do trajeto do motociclista no plano do
ch&o é um segmento de reta. Portanto, a resposta correta é a letra E.

(ENEM 2009) Um artista plastico construiu, com certa quantidade de massa
modeladora, um cilindro circular reto cujo diametro da base mede 24 cm e cuja altura
mede 15 cm. Antes que a massa secasse, ele resolveu transformar aquele cilindro em

uma esfera.
4
Volume da esfera: Vesfera = gnR3

Analisando as caracteristicas das figuras geométricas envolvidas, conclui-se que

0 raio R da esfera assim construida é igual a:
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a)15 b)12 c)24 d)3360 e)33/30
Solucéo

O artista ao transformar o cilindro em uma esfera, ele utilizou a mesma massa.

Assim, temos que o volume do cilindro deve ser igual ao volume da esfera, isto é:

Veilindro = Vesfera

4
’h = —ntR3
Tr 37‘[

Por hipdtese, o raio e altura do cilindro serdo respectivamente:

r= g = 22—4 =12 cme h = 15 cm. Queremos o raio da esfera (R), portanto:

4
mr’h = gnR?’

4
m12%15 = §T[R3

4
144.15 = §R3

2160 —4R3
3

2160.3 = 4R3

21603
b

R3

R3 = 1620
R=131620
R =360
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Logo, o raio da esfera construida pelo artista sera de R = 33/60 cm. Portanto, a

resposta correta é a letra D.

455 Construindo esfera com o uso do GeoGebra

Usando o GeoGebra, vamos construir uma esfera de raio 2 u.c e encontrar o seu

volume.
Solucgéo

(Se preferir e estiver conectado a internet vocé pode assistir ao video desta
explicacdo clicando aqui).

Na campo de Entrada do GeoGebra digitaremos o seguinte comando:
Esfera[(0,0,2),(2)]. Em seguida, teclaremos enter e clicaremos na Barra de Menu em
Exibir e habilitaremos Janela de Visualizagdo 3D que aparecera a seguinte imagem:

Figura 4.5.18: Esfera construida no GeoGebra 3D.

Arquivo Editar Exibir OpcBies Feramentas Janela Ajuda Entrar.

Al D e A @ &N wed £

} Janela de Algebra A | ¥ Janela de Visualizagio

Esfera 8
® axsya-2y=4

X

}+ Janela de Visualizacao 30 ¥

5

4

Entrada s @

POR 16
PTB2  02/07/2015

- 3 H Ll 4

Fonte: Autor, 2015.


https://www.youtube.com/watch?v=fg6JRSZ3CtE
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Para calcularmos o seu volume, clicaremos na Barra de Ferramentas no icone
a
& [ o ,
- e clicaremos em . Em seguida, clicaremos na esfera, veremos que mostrara
seu volume V = 33,51 tanto na Janela de Visualizacdo 3D quanto na Janela de Algebra

conforme a figura 4.5.19.

Figura 4.5.19: Esfera e seu volume.

x

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar

] L D Gl 40N e =) -

}» Janela de Algebra
Esfera
~@ axeye(-27=4
Nimero
b=3351
volume = 3351

» Janela de

>

» Janela de Vi: lizagdo 3D pd

8

5

4

Entrada: i &

POR 28
PTB2  02/07/2015

< [ 3 a4

Fonte: Autor, 2015.

OBSERVACAO

No caso se 0 problema fosse para calcularmos a area da superficie esférica, o
programa GeoGebra deixaria a desejar, uma vez que ainda ndo é

possivel calcular diretamente a area da esfera.

4.5.6 Construindo esfera com o uso de materiais manipuléveis

Vamos construir uma esfera utilizando os seguintes materiais:

» Colaisopor

» 2 pecas de isopor em formato de hemisfério cada.
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(Se preferir e estiver conectado & internet vocé pode assistir ao video desta
explicacdo clicando aqui)

Construcao

A construcdo é bem simples. Basta unirmos um hemisfério com o outro

utilizando a cola isopor para formar a esfera conforme a figura 4.5.20.

Figura 4.5.20: Esfera de isopor.

Fonte: Autor, 2015.

4.5.7 Sugestao de atividades para os alunos

IDEIA CHAVE: Na escola, no bairro ou na feira dos colonos os alunos devem tirar
fotos de objetos esféricos ou hemisférios de varias formas diferentes e colocar ao lado o
modelo matematico usando o GeoGebra e em seguida fazer varias perguntas sobre area
e volume e utilidades que podem ser feitas com os materiais envolvidos. Um exemplo
de hemisfério em nossa cidade é o prédio da OCA. Os mesmos deverdo apresentar 0s
resultados em seminario, sempre colocando o linguajar pratico mais também o
matematico das figuras envolvidas, fazendo calculo de areas e volumes de todas
espécies). Aqui eles devem usar trenas, instrumentos de medicdo necessaria ou até

mesmo planta dos prédios construidos no caso da OCA, para saberem as verdadeiras


https://www.youtube.com/watch?v=hpW8-0P34N8
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medidas. Colocar em forma projetinho destacando o material necessario para realizagdo

da atividade.
4.6 Interdisciplinaridade

De acordo com as Orientagdes Curriculares Nacionais (2006, p.37) podemos
trabalhar assuntos de uma determinada disciplina fazendo conexdes com outras
facilmente onde enfatiza que: “[...] Cada disciplina possui caracteristicas e assuntos que
lhe permitirdo conexdes com outras disciplinas com maior ou menor facilidade”. Neste
capitulo mostraremos algumas disciplinas inclusas de seus contetdos que podemos

trabalhar a Geometria Espacial.

4.6.1 Quimica: Geometria Molecular

Na area da quimica, por exemplo, a Geometria Molecular mostra como estdo
formados os atomos dentro da molécula. Os atomos tendem a ficar numa posi¢do mais
afastada e esparramada possivel para adquirir a estabilidade. As geometrias moleculares
sdo: linear, angular, trigonal planar, piramidal, tetraédrica, octaédrica, forma de T,
bipirdmide trigonal, gangorra ou tetraédrica distorcida, quadrado planar, piramide de
base quadratica. Observe que a Piramidal, Tetraédrica, Octaédrica, por exemplo o
formato das moléculas nos lembra, respectivamente, de uma piramide, tetraedro e um

octaedro conforme as figuras 4.6.1, 4.6.2 € 4.6.3.

Figura4.6.1: Geometria Molecular Figurad4.6.2: Geometria  Figura 4.6.3: Geometria
Piramidal. Molecular Tetraédrica. Molecular Octaédrica.

o o
- P
)

1070 3

Fonte: Disponivel em: Fonte: Disponivel Fonte: Disponivel em:
<http://cjtmidia.com/quimicaavancada2/ em:<http://educacao.uol.c  <http://www.infoescola.com/quim
aulas/LAno/QE00.htm> Acessado em:  om.br/disciplinas/quimica  ica/geometria-molecular/>
14/07/2015. /geometria-molecular- Acessado em: 14/07/2015.

distribuicao-espacial-dos-
atomos-em-uma-
molecula.htm> Acessado
em: 14/07/2015.
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Portanto, o estudo da Geometria Molecular garante a interdisciplinaridade com a
Geometria Espacial, uma vez que, as figuras 4.6.1 e 4.6.2 foram objetos de estudo no

capitulo 4.2.

4.6.2 Fisica: Dilatacdo Volumétrica

Os corpos solidos em sua grande parte possuem trés dimens@es: comprimento,
altura e espessura. Quando estudamos Fisica, por exemplo, vemos que quando
aquecidos, suas trés dimensbes sofrem uma expansdo onde proporciona um aumento no
volume total do corpo denominado Dilatacdo Volumétrica. Logo, o prisma, a piramide,
o cilindro o cone ou até mesmo a esfera serdo sempre objeto de estudo ao trabalharmos

esta tematica.

4.6.3 Historia: Papiro de Rhind e Papiro de Moscou

A Matematica entre as Ciéncias destaca-se como a mais antiga. Nas antigas
civilizagdes do Egito em especial na Mesopotamia (regido situada no Oriente Médio, no
vale dos rios Tigre e Eufrates), o estudo de Geometria Espacial ja era visto a quase dois
mil anos antes da Era Cristd onde todo o conhecimento que temos até hoje baseiam-se
em documentos da época denominados papiros. Observe na figura 4.6.4 parte do Papiro

de Moscou.

Papiro de Moscou
Figura 4.6.4: Papiro de Moscou.

i + if ~~"L:..v;.“-'6 sdiis R B
i l.‘,}" P{ ’f*‘ £ Ll T ,( f I 71 g ldelt d
’gfﬁﬁr‘ff‘“%"i JWH ‘...mz : W ) 'z

o
¥

e

Fid -5 BT
N /‘AZJE{'JJJ.,.--, o

';zﬁm- nxhii“rwl 1
RO DININ
-.nc__)ou.unc, bl
= oI 2QTT

e @ ~°-|||al\'=¥.'.'-
U] roa” Sn AT — I}

i ::lnsﬂ 'LFQ'— &

Fonte: Disponivel em:
<http://portaldoprofessor.mec.gov.br/fichaTecnicaAula.html
?aula=26483> Acessado em: 14/07/2015.
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Escrito por um escriba desconhecido por volta de 1850 a.C com dimensdes de
aproximadamente de 8 centimetros de largura por 5 metros de comprimento. Neste
documento milenar contém 25 problemas matematicos onde muitos deles dificultam a

interpretacdo devido o grau de deterioracdo do manuscrito. Dele foi extraido o seguinte
problema:

“Um tronco de piramide tem 6 cubitos de altura, 4 cubitos de base por dois
cubitos de topo. Qual o volume?

Papiro de Rhind

Neste papiro apresenta informagdo como exposicdo de problemas com suas
resolucdes. Neste manuscrito sao encontrados problemas de Trigonometria, Aritmética,
equacdo do segundo grau, progressdes e alguns outros envolvendo célculo de area e
volume. Até hoje nédo se sabe qual a verdadeira inten¢do desse papiro. Sera que ele tem
intencdo pedagdgica? Ou serd que € apenas mera anotagdes?

Figura 4.6.5: Papiro de Rhind.
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Figura 4.6.5: Papiro de Rhind.

Sem duvidas os papiros por serem bem antigos e por conterem problemas
matematicos envolvendo calculos de area e volume poderdo ser trabalhados fazendo

conexdes com a disciplina de Histdria.

4.6.4 Geografia: A Geometria do Globo Terrestre
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Varios conceitos geograficos como: latitudes, longitudes, paralelos, meridianos e
fusos horarios todos baseados em ideias geomeétricas acentuadas podem ser trabalhados
fazendo a conex&@o do estudo da esfera associado ao globo da Terra. Estudos mostram
que essa metodologia o discente terd& uma melhor compreensdo e aprendizagem ao
estudar este sélido. Um artigo publicado por Alves (s.d) disponivel em
<http://www.bienasbm.ufba.br/M29.pdf> detalha de forma pratica e sucinta um

procedimento para trabalharmos a Geometria da Terra.
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5 Considerac0es Finais

E um grande desafio ao professor do Ensino Médio quando se pretende ensinar
Matematica e, sobretudo, ensinar Geometria Espacial, pois, a maioria dos discentes
apresentam grandes dificuldades ao realizarem célculos matematicos, interpretacdo de
situacdes problemas e anélise das formas tridimensionais. Neste trabalho, mostraram-se
as definicbes matematicas incluindo exemplos de aplicacdes de diferentes formas,
incluindo sempre que possivel figuras do cotidiano do aluno onde acreditamos facilitar
a aprendizagem. No tocante ao uso do software de Geometria Dindmica e materiais
manipulaveis mostrados neste estudo, acredita-se ser eficaz para mudar o nivel de
aprendizagem dos discentes uma vez que essas ferramentas despertam o interesse e a

motivacgdo ao estudar Geometria.

Esperamos desta forma, ter dado nossa contribuicdo para o0 ensino,
principalmente ao nivel basico. Temos a compreensdo que o tema ndo se esgota com
nenhum material apresentado, mas o0 mesmo pode servir como uma ferramenta auxiliar
na relacdo de ensino e aprendizagem. Sugerimos ao professor que explore também
sempre que possivel aspectos locais do cotidiano do aluno, como por exemplo, 0 bairro
onde mora, propiciando ao mesmo a oportunidade de apresentar os resultados de seus
estudos de modo mais amplo para todos os demais colegas de classe.

Por fim, consideramos este material sempre passivel de mudancas, fato pelo qual
esperamos receber criticas e sugestdes dos leitores para em versdes futuras melhorar
sempre que possivel o aspecto do mesmo com relacdo a apresentacdo dos conteddos,

bem como também da correg@o de possiveis erros que porventura possam aparecer.
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APENDICE

O SOFTWARE GEOGEBRA 3D NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS
GEOMETRICOS

Na era tecnologica que vivemos quase todas as escolas urbanas da capital do
Estado do Acre dispdem de computadores e laboratérios de informatica. Porém,
verificamos que talvez o professor acriano necessite de capacitagdo para desfrutar do
uso do computador como ferramenta de ensino aprendizagem. Contudo, ao
trabalharmos Geometria Espacial serd de suma importancia incluirmos o uso de um
programa computacional livre como ferramenta didatica para o professor desenvolver
suas atividades em sala de aula de forma simples e sucinta denominado GeoGebra 3D.
Todas as imagens a seguir foram retiradas pelo proprio autor desta dissertacdo
utilizando o software GeoGebra em seu computador. Optamos em escolher um software
livre, uma vez que os custos sdo reduzidos necessitando as vezes, de um curso de
capacitacdo para aperfeicoamento profissional do docente para inserir essa tecnologia

em sala de aula onde mostraremos a seguir um tutorial para esta habilitagéo.

GEOGEBRA 3D

O GeoGebra é um software de matemética dindmica desenvolvido em 2001 na
Flérida Atlantic Universitty. Foi criado pelo professor Markus Hohenwarter da
Universidade de Salzburgo na Austria juntamente com uma equipe de programadores
internacionais. Este programa foi desenvolvido para trabalhar Algebra, Geometria e
Calculo podendo ser usado tanto na Educacéo Basica quanto na Educacao Superior.

Markus Hohenwarter

Fonte: Disponivel em: https://at.linkedin.com/pub/markus-
hohenwarter/49/b35/689. Acessado em 05 de Marco de 2015.


https://at.linkedin.com/pub/markus-hohenwarter/49/b35/689
https://at.linkedin.com/pub/markus-hohenwarter/49/b35/689
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Esta ferramenta computacional de Geometria dindmica permite a construgdo

com pontos, vetores, segmentos, retas e sec¢des conicas.
INSTALACAO
Para instalarmos o GeoGebra, primeiramente acessamos 0 endereco eletrénico

<www.geogebra.org> que esta disponivel também em portugués conforme o print

abaixo:

Print da péagina do endereco eletronico para baixarmos o software GeoGebra 3D.

« X www.geogebra.org B =

G eQG e b ro Materiais Downloads Comunidade Ajuda [ Entrar

afy il ok

Navegue pelos materiais Comece a criar Baixe agora

GEOGEBRA

E SOFTWARE DE MATEMATICA MULTIPLATAFORMA QUE DA
M e aC « O < O

Fonte: Autor, 2015.

Apoés clicarmos em Download, é hora de escolhermos em qual sistema
operacional serd instalado o mesmo. O programa pode ser instalado nos sistemas

operacionais Windows, Mac OS X e Linux conforme a imagem abaixo:

Pagina de download do GeoGebra 3D.

- i

GeoGebra para Tablets GeoGebra para Desktops GeoGebra para Smartphones

‘. Chrome App

Fonte: Autor, 2015.


http://www.geogebra.org/
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Ao selecionar o sistema operacional, o software sera baixado automaticamente.
Apls efetuar o download do software, basta seguirmos 0s seguintes passos de

instalacdo:

Escolha do idioma para instalagdo do GeoGebra 3D.

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Before beginning the installation of GeoGebra 5, please choose a language:

Clique em Proximo para continuar.

Language:

GeaGebra

GeoGebra 5.0.128.0 {June 19 2015)

Fonte: Autor, 2015.

Termo de licenca do GeoGebra 3D.

Acordo da licenga
Por favor, reveja os termos da licenga antes de instalar o GeoGebra 5.

O
O
O
Q
&3
O
O

GeoGebra 5.0.128.0 (June 19 2015)

Pressione Page Down para ver o resto do acordo.

‘2eoGebra - Dynamic Mathematics for Everyone -~

http: {fwww.geogebra.orgf

LICEMSE
You are free to copy, distribute and transmit GeoGebra free of charge
for non-commerdial purposes (see conditions and details below).

PROJECT DIRECTOR.
* Markus Hohenwarter (Austria & USA 2001-)

LEAD DEVELOPER.
* Michael Borcherds (UK 2007-)

CEVELOPERS
* Gabor Ancsin {Hungary 2009-)
* Balazs Bencze (Romania 2012-)
* Mathieu Blossier (France 2008-)
* Arnaud Delobelle (UK 2011-)

* Calixte Denizet {France 2010-)
= Tdit Flize M mAzes MWNay

w

Se voce aceita os termos do acordo, digue em Eu Concordo para continuar. Vocé deve aceitar o
acordo para instalar o GeoGebra 5.

Fonte: Autor, 2015.
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Clicando em concordo, aparecera a seguinte imagem:

Setup para instalag&o.

Setup Type
Choose the setup type that best suits your needs.

S
Q
O
Q
&3
O
O

Please select a setup type.

i+ Standard
@E All the main features will be installed. Recommended for the majority of the users.,

i~ Custom

: Choose which programm features you want installed and where they will be
gﬁ installed. Recommended for advanced users.

GeoGebra 5.0.128.0 (June 19 2015) | <voitar || stalar |

Fonte: Autor, 2015.

Agora selecione Standard e clique em Instalar. Ao final da instalacdo aparecera
0 seguinte print:

Passo para concluir a instalagéo.

Completando o Assistente de Instalacao do
GeoGebra 5

O GeoGebra 5 foi instalado no seu computador,

Cligue em Terminar para fechar este assistente.

¥ Executar GeoGebra 5

GeeyGebra

GeoGebra 5.0.128.0 (June 19 2015)

Fonte: Autor,2015.
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Clicando em Terminar, o programa estara pronto para uso.

OBSERVACOES

> As vezes para concluirmos a instalagdo é necessario baixarmos a versdo mais

recente software java disponivel no endereco eletrénico www.java.com.

» Para instalar o programa GeoGebra em plataforma Linux, quem sabe seja
indispensavel a ajuda de algum especialista com conhecimento em Linux para
instalacdo do mesmo.

BARRAS DE MENUS

Ao abrirmos o aplicativo, localizamos na parte superior a Barra de Menus com
varias opgOes. Entre elas, destacam-se: Arquivo, Editar, Exibir, Opg¢des, Ferramentas,

Janela, Ajuda conforme a imagem abaixo:

Barra de menu do GeoGebra 3D.

‘Nquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda |

Fonte: Autor, 2015.

ARQUIVO

Ao clicarmos na barra de menu na op¢do Arquivo, aparecera os seguintes
comandos:

Barra de Menu na opcéo Arquivo no GeoGebra 3D.

Arquivo | Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

D Nova Janela Ctrl+N
Ol &V & ABC 232 <D
NOVO i Vi Vi Vi Vi V|

B b . Ciri+0
Abrir Arquivo Recente 4

@ Gravar Ctrl+3
Gravar Coma ...

Z} Compartilhar...
Exportar 4

{& Visualizar Impressio Crl+P

[ Fechar Alt+F4

Fonte: Autor,2015.


http://www.java.com/
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Ao clicarmos na barra de menu em arquivo na opg¢do gravar como ...,

podemos salvar um arquivo do GeoGebra na extensdo .ggb que podera no futuro, ser

editado ou modificado dando continuidade com o mesmo. Para abrir um arquivo que foi

criado e salvo anteriormente, basta clicar em arquivo na opgéo abrir.

Na barra de Menus ao clicarmos em exportar, conforme o print abaixo,

podemos copiar a imagem criada para area de transferéncia clicando em Copiar para

Area de Transferéncia ou salvar uma imagem no formato (png, eps).... clicando em

Janela de Visualizacdo como Imagem (png, eps)... onde a mesma podera ser usada

num editor de texto como Word ou Writer.

Barra de Menu, op¢do Arquivo, janela Exportar.

Arquivo | Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Ctrl+Shift+W
Ctrl+5hift+U

Clrl+5hift+C

Ctrl+Shift+T

[/ NovaJanela Ctrl+N o
a=2
MNaovo 'v ®? @v ‘Q’U‘v x ABCv L ‘_:Hv
B Abrir... Cirl+0
Abrir Arquivo Recente [
] Gravar Ctri+s
Gravar Comao ...
2: Ccompartilhar..
Expaortar ) F‘ Planilha Dindmica como Pagina WEB (html) ...
- Janela de Visualizacio como Imagem (png, eps) ...
& Visualizar Impressdo  Ctri+P ¢ SRR
Janela de Visualizacdo como GIF Animado ...
[ Fechar Alt+F4 Copiar para Area de Transferéncia
Janela de Visualizacdo como PSTricks ..
Janela de Visualizacio como PGFITIKZ ...
Janela de Visualizacio como Asymptote ...
Fonte: Autor. 2015.

Ao clicarmos em Editar, teremos vérias funcfes. Entre elas :

Desfazer,

Refazer, Copiar, Colar, Inserir Imagem de, Propriedades conforme o print abaixo:

Barra de Menu na opc¢éo Editar.

Arquivo Exioir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

o Desfazer Cirl+Z *Illandl[ ==z 4—:0-'
' Refazer Ctrl+Y . ol = o
- =
| Copiar Ciri+C
Colar Cirl+V

Copiar para Area de Transferéncia Cirl+Shifi+C

Inserir Imagem de L4
£k Propriedades ... Cirl+E
Selecionar Tudo Clrl+A

Fonte: Autor, 2015.
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Em Propriedades podemos observar e mudar as caracteristicas do objeto pelo
qual estamos trabalhando como nome, cor, estilo de um ponto, etc.

Barra de menu na op¢do Editar em Propriedades.

MEIENIEEE™ B
__.POH‘;O Bésico | Cnrl Estilo | Ajgebral Avan;adol Programa;inl

Mome |A ‘

Definicio: |(3.84, 0.04) ‘

Legenda: | ‘

Exibir Objeto

Exibir Rétulo
["] Exibir Rastro

[] Fixar Objeta

[[] Definir como Objeto Auxiliar

Fonte: Autor, 2015.

EXIBIR

Nessa janela podemos habilitar ou desabilitar Janela de Algebra, Janela de
Visualizagdo 2D, Janela de Visualizagéo 3D, entre outros.

Funcdes da Barra de Menu em Exibir.

Arquiva Editar |Exibir| OpgBies Femamentas Janela Ajuda
H de Algebra Cti+Shites |, i =
‘ Ciri+Shitss \:H 1] ‘%'v I
v = Ctri+Shifteic
Ciri+shifte1
Ciri+shite2
Ciri+shite3
Ciri+hifteL
ilidades Ciri+ShiftsP
Cri+F
05 CHrieR
4
Entrada: )
207
201

Fonte: Autor, 2015
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Além disso, clicando em Layout ... na Barra de Estilos, € possivel habilitar ou

desabilitar Malhas ou Eixos x e y.

Barra de Estilos do GeoGebra.

THI&EE® BARRA DE ESTILOS -

Bdsico | Eiax | EinaY | Maina

Dimensdes -
% Minc| 4.3 xMdx 19.2
¥ Minc|-5.44 v Wi 6.3
Elxol - ElxoY
1 1 o
Einos

[+] Exibir Eixos [ Hegrito
Cor., Esfilo: —3 w

Baira de Navegagio para Passcs da Construg3o
[ Exibir
| Botdo para reproduzi  constnigio
+/| BotSio para abeir 0 profocolo de construgio
Cwtros
Cor de Fundo

Dicas: Moo Aulomatico »

Fonte: Autor, 2015.

Ao habilitarmos o Campo de Entrada na barra de Menu em Exibir, podemos
digitar expressbes algébricas, formulas ou até mesmo fungbes ou comandos que
teclando a tecla Enter, aparecera simultaneamente seu grafico na janela de
Visualizagio como também o objeto na Janela de Algebra. Vale ressaltar que faremos
alguns comandos no Campo de Entrada ao resolvermos exercicios no GeoGebra.

Campo de Entrada do GeoGebra 3D.
ey um

Mroave Uote Late Ogches Femamestas Jioals Apds

b Janes o Ngeaey A1V dwta o Vinwatiagss
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BARRA DE FERRAMENTAS DO GEOGEBRA 3D

Barra de Ferramentas do GEOGEBRA 3D.

R A D OO £ e =2 <

Fonte: Autor, 2015.

i

Ao clicarmos em alguma das opg¢des da Barra de Ferramentas do GeoGebra,
abrird uma janela com opgdes de Ferramentas sendo que, cada opgao tem ferramenta

propria com desenhos ilustrativos e informacgdes conforme a figura abaixo:

Funcbes da Barra de Ferramentas do GeoGebra 3D.

Arquive Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda

k.v 'Av /v ""jrv b'v ®v Ov xv ABC:' B_:Ev ‘-:l_.v
YO 4w anv & Angulo
L]

ﬁ_ﬂ‘ ﬁmguln com Amplitude Fixa

cm
/ Distancia, Comprimento ou Perimetro

cime .
Area

g4
A Inclinacio

{1,2} Criar Lista

Fonte: Autor, 2015.

Acreditamos que este tutorial foi de suma importancia tanto para o professor
qguanto ao aluno por mostrar tanto o processo de instalagdo do software quanto as
principais funcdes do aplicativo.
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Acreditamos que o tutorial mostrado serd de suma importancia ao leitor. Ao
acessar o link https://tube.geogebra.org/ podemos encontrar uma diversidade de

trabalhos matematicos feitos com a utilizacdo deste software.


https://tube.geogebra.org/

