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RESUMO

Dissertacédo de Mestrado
Programa de Pés-Graduacdo em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT

ELEMENTOS DE GEOMETRIA ANNALI'TICA: USO DO APLICATIVO
GRAFEQ NA REPRODUCAO DE OBRAS DE ARTE

AUTORA: Joseane Fiegenbaum
ORIENTADORA: Carmen Vieira Mathias.
Data e local da defesa: Santa Maria, 16 de Julho de 2015.

Este estudo aborda o uso das tecnologias no ensino da Matematica, mais
especificamente, o software GrafEq para desenvolver atividades de Geometria
Analitica. Para tal, foram aplicadas atividades ao longo de 5 semanas a duas turmas
do terceiro ano do Ensino Médio do Instituto Federal Rio Grande do Sul, Campus
Ibiruba. A andlise qualitativa dos dados foi obtida relacionando-se o relato de
experiéncia das atividades realizadas referentes aos conteiddos matematicos com os
registros apresentados pelos alunos no desenvolvimento de uma atividade final que
envolvia a reproducdo de uma obra de arte. Os resultados apresentados apontam
gue o uso das tecnologias pode contribuir no processo de ensino-aprendizagem de
Matematica. Além disso, esta pesquisa deixa a disposicao as atividades elaboradas
sobre o conteudo de Geometria Analitica, para que possam ser utilizadas,

modificadas ou servir de inspiracéo a outros professores.

Palavras-chave: Tecnologias; Geometria Analitica; Relato de experiéncia.



ABSTRACT

Master’s Essay
Post Graduation Program in Mathematic in National Network - PROFMAT

ANALYTICAL GEOMETRY ELEMENTS: APPLICATION GRAFEQ USE
IN WORKS OF ART REPRODUCTION

AUTHOR: Joseane Fiegenbaum
INSTRUCTOR: Carmen Vieira Mathias.
Date and defense site: Santa Maria, July 16, 2015.

This study addresses the use of technologies in the teaching of mathematics,
more specifically, the GrafEq software in order to develop analytic geometry
activities. For this purpose, activities have been applied for five weeks to two classes
of the third year of high school at the Federal Institute of Rio Grande do Sul, Ibiruba
Campus. The qualitative analysis of the data was obtained relating the experience
report of the activities related to mathematical content to the records presented by
the students in the development of a final activity that involved the reproduction of a
work of art. The results presented show that the use of technology can contribute to
the mathematics teaching-learning process. In addition, this research makes the
elaborate activities on the content of analytical geometry available, so they can be

used, modified, or serve as inspiration to other teachers.

Keywords: Technology; Analytic Geometry; Experience report.
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INTRODUCAO

A elaboracdo dessa dissertacdo busca apresentar uma proposta de ensino-
aprendizagem de elementos da Geometria Analitica usando um software que
permite a construcdo de elementos geomeétricos, associando o estudo de
Mateméatica e Artes, oportunizando aos alunos um olhar diferente para esses
conteldos e ampliando sua percepcdo sobre a matematica presente no nosso
cotidiano.

No constante trabalho em sala de aula percebemos a dificuldade que alguns
alunos possuem para se adaptar ao uso de ferramentas de aprendizagem que ainda
hoje prevalecem em nossas salas de aula, como o quadro e o giz, ou 0 seu caderno
e o lapis. Além disso, num momento de extrema modernidade, com uso de
tecnologias cada vez mais avancadas, em geral, os laboratdrios de informatica nao
funcionam adequadamente ou os alunos nao tém acesso com frequéncia ao mesmo,
ou ainda ndo ha disposicao para levar material multimidia para a sala de aula.

Mas é realidade que nossos alunos estdo constantemente conectados. Por
conta disso séo crescentes as ideias e propostas que envolvem as tecnologias no
ensino. Proporcionar aos alunos trabalhos que os desafiem e que estejam
interligados com uso de tecnologias, proporciona um maior interesse e permite a
construcéo do seu proprio conhecimento.

A ideia de unir Matematica e Artes é proveniente do periodo em que realizei 0
curso de graduacao de Licenciatura em Matematica, no qual atuei como monitora
da disciplina de Educacdo Matematica e Tecnologia Informatica. A graduacéo foi
realizada na Universidade Federal do Rio Grande do Sul, entre os anos de 2003 e
2007. Esta monitoria, que ocorreu durante o ano de 2007, foi a primeira experiéncia
com o uso de softwares e desenvolvimento de propostas para ensino-aprendizagem
de Matematica que fizessem uso de tecnologia. Foi praticamente um ano de
atividades junto com a orientadora, onde a atividade que mais exploramos foi uma
proposta de releitura de obras de arte usando o software GrafEg.

Apbés essa experiéncia como monitora, lecionei na Rede Estadual de
Educacdo em Novo Hamburgo por 2 anos, na rede Municipal de Educacéo de

Lajeado por 3 anos e meio (ambas experiéncias apenas com Ensino Fundamental),



concomitantemente com uma escola da rede privada de Teutbnia por 2 anos e meio.
E recentemente, venho atuando com turmas de Ensino Médio e com turmas de
Ensino Superior, especificamente, do curso de Licenciatura em Mateméatica do
Instituto Federal Rio Grande do Sul, Campus Ibirub4. Nesses anos que trabalhei
com Ensino Fundamental da rede publica, em nenhum momento foi desenvolvida
uma proposta de atividade que envolvesse o uso de laboratério de informética, pela
precariedade das salas ou pelo nUmero excessivo de alunos na turma. Apenas foi
feito uso desses recursos e de softwares enquanto trabalhei na escola particular,
principalmente para construcdo de graficos no estudo de Func¢Bes e de curvas no
estudo de Geometria Analitica.

A proposta de explorar o software GrafEq com os alunos, explorando
contetudos de Geometria Analitica e motivando-os ao final a reproduzirem obras de
arte, foi escolhida ndo somente pelo constante debate sobre tecnologias na escola,
como também por apresentar um outro ponto de vista aos conteudos estudados, em
gue os alunos precisam descobrir as relacées que irdo fazer uso.

Pensando nisso tudo, sdo apresentadas algumas questbes: Como as
tecnologias podem auxiliar na proposta de ensino-aprendizagem de matematica? O
software é adequado para o ensino desses conteudos? A proposta desafiante serviu
de motivacdo aos alunos? Quais foram as principais dificuldades durante o
desenvolvimento da atividade?

E a partir disso, a motivagao foi a questédo central que direciona esse trabalho:
E proveitoso fazer uso do software GrafEq ao aplicar essa proposta no Ensino
Médio, visando uma nova abordagem para a compreensao de alguns elementos de
estudos da Geometria Analitica?

Guiado por esses questionamentos, o trabalho aqui desenvolvido €
apresentado da seguinte forma: No primeiro capitulo, sdo vistas algumas
informacfes sobre o uso das tecnologias na educacéo e o uso do software GrafEq,
além dos conteldos que esta proposta ird abordar no ambito da Geometria Analitica.
Uma breve discussao tedrica é apresentada sobre o uso de tecnologias, a opiniao
de alguns pesquisadores e o motivo da escolha do software utilizado, as
possibilidades de abordagem com o estudo de Artes e uma analise de dissertacbes
recentes em relagdo a esses temas. Para o estudo dos conteudos envolvidos, séo
analisados alguns livros didaticos trazendo a sua abordagem para os diferentes itens

que compdem nossa proposta.
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No segundo capitulo, sdo apresentados de forma breve o contexto de
aplicacao das atividades e a metodologia utilizada no desenvolvimento da pesquisa.
No terceiro capitulo, a proposta criada para abordar conteddos de Geometria
Analitica fazendo uso do software GrafEq é apresentada, assim como sugestbes
para sua aplicacao e o relato de como se efetivou a aplicacdo dessas atividades. No
quarto capitulo, sdo analisados, junto com as obras de artes reproduzidas pelos
alunos, os resultados obtidos com a apresentacdo dessa proposta. Por fim, sao
apresentadas as conclusdes, onde pretendemos responder as perguntas elencadas

nessa introducao.






1 REFERENCIAIS TEORICOS

1.1 Uso de tecnologias e software GrafEq

Remetendo-nos ao estudo da evolucdo do uso de tecnologias relacionadas a
educacdo, € importante ressaltar, que a forma como a sociedade tem se
desenvolvido nos Udltimos anos exige que a educacao se reinvente, se adapte as
novas tecnologias muito presentes e acessiveis a toda populacdo. S&o inumeras
situacOes de conflito perceptiveis no contexto escolar em virtude da dificuldade dos
alunos se desligarem de seus aparelhos eletronicos, onde muitas vezes estédo
conectados virtualmente e se comunicando com outras pessoas, para reservarem
atencao suficiente para a fala do professor em uma sala de aula. Podemos perceber
algumas evolucbes surgidas com o desenvolvimento da informatica, quando

refletimos sobre o texto de Tajra,

Podemos verificar que nos ultimos anos surgiram, de forma nunca vista
antes, inclusive nos aspectos guantitativo e qualitativo, grandes mudancgas
tecnolégicas, principalmente no campo da microeletrbnica e das
telecomunicacdes, as quais proporcionaram o desenvolvimento em diversas
areas: economia — inclusive na vasta expansao do capitalismo; industrial —
com a gama de processos que passaram a ser automatizados e
robotizados; engenharia — possibilitando cada vez mais seguranca a
construgdo de maquinas e edificacbes complexas; telecomunicagbes — a
possibilidade de nos comunicarmos com celulares; medicina — com a
precisdo dos resultados dos diagnésticos de doencas antes ndo detectadas
em tempo hébil; aeroespacial — a criagdo do 6nibus espacial, possibilitando
levar as pessoas a Orbita da Terra e seu devido retorno. Todas essas
evolugbes cientificas foram também favorecidas pela informética, que
possibilita 0 embasamento e aprimoramento dos processos de producdes e
pesquisas. (TAJRA, 2013, p.24)

E angustiante, porém motivador o questionamento do lugar da escola nesse
contexto. Acreditamos que a escola precisa aparecer como um cenario de
transformacfes por conta das grandes mudancas tecnoldgicas. Nessa perspectiva

de mudancas, Gravina e Basso apontam que
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Hoje, a variedade de recursos que temos a nossa disposicdo permite o
avanco na discussédo que trata de inserir a escola na cultura do virtual. A
tecnologia digital coloca a nossa disposi¢do ferramentas interativas que
incorporam sistemas dindmicos de representacdo na forma de objetos
concreto-abstratos. S8o concretos porque existem na tela do computador e
podem ser manipulados, e abstratos porque respondem as nossas
elaboragdes e construgbes mentais. (GRAVINA, BASSO, 2012, p.14)

A disponibilidade de recursos presente na fala dos autores citados nos faz
perceber que uma das necessidades na educacao é rever algumas praticas em sala
de aula, buscando aprimorar o curriculo, aproximando-o da realidade dos alunos.
Segundo Pais (2010, p.29) “No plano didatico, o uso da informatica traz também
desafios de diferentes ordens, envolvendo a necessidade de rever principios,
contetdos, metodologias e praticas compativeis com a poténcia dos instrumentos
digitais.”.

Encontramos aqui, um dos pontos de conflito na acéo de insercdo das novas
tecnologias nos processos de ensino-aprendizagem: os desafios dos professores de
aprenderem, adaptarem e utilizarem as novas tecnologias em sua pratica em sala de
aula. Professores estes, que tiveram praticamente todas suas experiéncias
educacionais de forma tradicional, num sistema educacional no qual todo esse
processo encontra-se enraizado ha muitos anos. Para agora, terem que se adaptar a
um sistema que se encontra sempre em mudancas e aperfeicoamentos, onde a
cada momento € possivel inserir um novo conhecimento, uma nova variavel, uma

outra dificuldade.

A rapidez das inovagBes tecnolégicas nem sempre correspondem a
capacitagdo dos professores para a sua utilizacdo e aplicacdo, o que muitas
vezes, resulta no uso inadequado ou na falta de criacéo diante dos recursos
tecnoldgicos disponiveis, mas ndo tendo mais o monopdélio da transmissao
de conhecimentos, exige-se a escola e ao professor, em particular, a funcao
social de orientar os percursos individuais no saber e contribuir para o
desenvolvimento de competéncias, habilidades e cidadania. (SERAFIM,
SOUZA, 2011, p. 24)

Percebemos uma necessidade de rever a atuacdo do professor, na qual ele
aparece com uma nova funcéo, de administrar o processo de ensino-aprendizagem
do aluno, diante das inumeras informac6es que chegam até ele pelos diferentes

meios tecnoldgicos. Nesse contexto, Pais também destaca que

Conhecer ndo deve mais ser confundido com a posse de uma colecao de
dados; tudo deve ter um significado, uma operacionalidade para o aluno.
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Destacamos esse aspecto em virtude dos recursos digitais, tal como a
Internet, se constituirem em um importante meio para a obtencdo de
informagbes, sendo estas entendidas como matéria prima para a
elaboracgédo do conhecimento. (PAIS, 2010, p.20)

Pais (2010) ainda fala sobre a necessidade do docente de trabalhar com as
informacgdes a disposicdo, e de ter a competéncia de pesquisar, associar e aplicar
essas informacbes as situacdes de interesse do aluno. Diante dessas colocacdes,
ao planejarmos a atividade, na proposta aqui apresentada, certamente buscamos
refletir sobre os interesses dos alunos em cada item a ser desenvolvido. E o fato de
fazer uso das tecnologias vem para aproximar o processo de ensino-aprendizagem
de sua realidade, pelas diferentes possibilidades que esse processo permite, como

colocam Gravina e Basso,

A tecnologia digital coloca a nossa disposi¢do diferentes ferramentas
interativas que descortinam na tela do computador objetos dindmicos e
manipulaveis. E isso vem mostrando interessantes reflexos nas pesquisas
em Educacdo Matematica, especialmente naquelas que tém foco nos
imbricados processos de aprendizagem e de desenvolvimento cognitivo nos
quais aspectos individuais e sociais se fazem presentes. (GRAVINA,
BASSO, 2012, p.13)

Para facilitar essa ligacdo entre o uso da informatica no processo de ensino-
aprendizagem da Matematica, muitos softwares educacionais foram desenvolvidos.
Dentre eles, na area da Matematica, podemos citar Geogebra, Winplot, Régua e
Compasso, S-Logo e GrafEg. O ultimo foi o utilizado para a atividade proposta.

A escolha do software GrafEq se deve a dois motivos: primeiramente, ao fato
da nossa experiéncia no uso desse software, no sentido de conhecermos suas
funcdes e possibilidades. Além disso, acreditamos que as atividades que iremos
desenvolver se enquadram de diversas formas nas possibilidades citadas acima,
como para ensinar, aprender e estimular a criatividade. Destacamos ainda, o que

Gravina e Basso apresentam sobre o GrafEq;:

Para trabalhar com funcdes y = f(x) de uma variavel real, com equacgdes
de geometria plana e com conjuntos de pontos que satisfazem
desigualdades no plano, temos o software GrafEq. A sua interface de
trabalho é bastante simples e tem recursos de cores que produzem efeitos
interessantes. Com esse software podemos, por exemplo, desenhar
paisagens e essa atividade exige associar “formas” a relagbes matematicas.
Para fazer isso, tomamos como ponto de partida uma fungédo bastante
simples e aplicamos operagfes algébricas sobre a sua expressao, assim
produzindo diferentes transformacbes no seu grafico — translacdes,
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reflexdes, dilatagbes, contracbes — de modo a obter a “forma” desejada.
(GRAVINA, BASSO, 2012, p.25).

Apesar de usarmos a ferramenta de forma um pouco diferenciada do que
propdem 0s autores acima, uma vez em que utilizamos do ponto de vista da
Geometria Analitica, e ndo a partir de funcdes, concordamos que este software
apresenta uma interface simples e seus recursos de cores permitem, por exemplo, a
reproducao das obras de arte.

Sobre o0 uso de softwares, destacamos inicialmente, segundo Tajra que

A utilizagdo de um software esta diretamente relacionada a capacidade de
percepcdo do professor em relacionar a tecnologia a sua proposta
educacional. Por meio dos softwares podemos ensinar, aprender, simular,
estimular a curiosidade ou, simplesmente, produzir trabalhos com
qualidade. (TAJRA, 2013, p. 65)

Dentro do contexto da proposta que vamos apresentar, cabe destacar ainda a
opcao por trabalhar com obras de arte. Frequentemente encontramos nas escolas
um incentivo a desenvolver atividades interdisciplinares. E sabemos que muitos
conteudos matematicos dificultam essa interacdo. Nesse sentido, realizar o estudo
de elementos da Geometria Analitica a partir de obras de arte pode apresentar
muitas possibilidades, podendo-se inclusive ampliar o contexto da abordagem,
integrando estudos historicos e filosoficos a partir das obras estudadas. Percebemos

essa possibilidade no texto de Fainguelernt e Nunes,

A matematica e a arte nunca estiveram em campos antagdnicos, pois desde
sempre caminharam juntas, aliando razdo e sensibilidade. Na verdade,
podemos observar a influéncia mitua de uma sobre a outra desde os
primeiros registros histéricos que temos de ambas. Essas duas areas
sempre tiveram intimamente ligadas, desde as civilizagdes mais antigas, e
sdo inumeros os exemplos de sua interacdo. Muitos povos utilizaram
elementos mateméticos na confeccdo de suas obras: os egipcios com suas
monumentais piramides e gigantescas estatuas; os gregos com o famoso
Parthenon e com seus belissimos mosaicos, 0s romanos com suas
inimeras construgbes em formas circulares, entre elas o Coliseu.
(FAINGUELERNT, NUNES, 2007, p.18).

A partir dessa abordagem, procuramos nos ambientar um pouco mais com 0s
temas tratados nessa dissertacdo, buscando pesquisas em nivel de mestrado que
tratam desses temas, e que acreditamos possam enriquecer a proposta a ser

posteriormente apresentada.
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1.2 Trabalhos académicos relacionados ao tema

Na busca por trabalhos referentes ao tema, realizamos inicialmente uma
pesquisa nas dissertacdes defendidas por discentes do Mestrado Profissional em
Rede Nacional — PROFMAT. Pesquisando por trabalhos que envolvem obras de
arte, encontramos a dissertacéo de Segura (2013). As demais, que de alguma forma
envolveram arte, tratavam de origamis, do numero de ouro, ou outros, nao
possuindo relagdes com nossa proposta.

Em seu trabalho, Segura (2013), desenvolveu atividades relacionadas a
Geometria Analitica fazendo uso do software Geogebra, guiando suas atividades,
para ao final ter obtido a releitura de uma obra Kandinsky. Na oportunidade, a autora
abordou temas sobre o Ensino de Matematica, o uso de tecnologias e do Geogebra,
Abstracionismo e Releituras de Obras de Arte, método convencional do ensino de
Geometria Analitica, e trouxe propostas para uma nova abordagem usando o
software Geogebra. De forma muito interessante em seu trabalho, a autora buscou
nao apenas usar o software para mostrar as propriedades da Geometria Analitica,
mas também usar algumas de suas ferramentas para fazer um estudo mais
aprofundado dessas propriedades, além de trazer fortemente a ideia da
interdisciplinaridade.

Ao encerrar sua pesquisa, Segura apresenta numa de suas conclusées, em

relacéo ao uso de tecnologias para desenvolver sua aula, a seguinte consideracao:

Considerando a aceitagéo por parte dos alunos, ndo restam duvidas de que
0 ensino da Matematica com a utilizacdo da tecnologia ndo apenas desperta
um maior interesse pela aprendizagem, mas possibilita a aquisicdo da
aprendizagem de forma mais efetiva, uma vez que o aluno ndo é apenas
ouvinte, ou mero reprodutor do conhecimento, mas tem participacéo ativa,
questionando, conjecturando, criando, pensando nos conceitos de maneira
mais ampla e construindo seu conhecimento. (SEGURA, 2013, p.83)

Levamos em conta 0os apontamentos da autora uma vez que iremos, da
mesma forma que ela, trabalhar com a reproducdo de obras de arte, utilizando
recursos tecnoldgicos. Acreditamos que seja possivel criar esse mesmo
envolvimento dos alunos com a proposta que trazemos nesse texto. Diferenciamos
nosso trabalho, trazendo a proposta de reproducédo de diferentes obras de arte nas

atividades, e motivando os alunos a relacionarem o0s elementos de estudo da
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Geometria Analitica com formas geométricas que essas obras apresentam,
permitindo que eles criem autonomia e consigam reproduzir outras obras de arte.

Ainda investigando os trabalhos recentemente publicados pelos discentes do
PROFMAT, buscamos por aqueles que tratavam do uso das tecnologias no Ensino
da Matematica. Muitos trabalhos abordam esse tema, mostrando como temos
possibilidades de trabalhar com as tecnologias atualmente. Um deles € o trabalho de
Oliveira (2014), que criou propostas de ensino de alguns conteudos de Geometria
Analitica fazendo uso do software Geogebra. O autor traz inicialmente uma
abordagem histérica sobre a Geometria Analitica, € menciona os Parametros
Curriculares Nacionais ao discutir o uso de softwares na Educacdo Matematica. O
trabalho possui uma secdo especialmente dedicada ao software Geogebra, onde
explora suas funcionalidades, e em seguida, apresenta as propostas de atividades.
Percebemos aqui, que as propostas sdo basicamente construcdes, seguidas de
guestionamentos que induzem as tradicionais explicacdes sobre Geometria
Analitica.

Acreditamos, que ao introduzirmos as reproducdes de obras de arte em nossa
proposta, e ndo apenas trabalhar os conceitos em algum software adequado, como
na proposta de Oliveira (2014), estamos motivando os alunos a utilizarem sua
criatividade na aprendizagem dos conteudos.

Na perspectiva de fazer uso das tecnologias, destacamos o trabalho de
Navarro (2013) que trouxe uma proposta para o0 ensino de Ponto e Reta (nha
perspectiva da Geometria Analitica) fazendo uso do software Geogebra. Ele
inicialmente traz uma breve discussédo sobre o Ensino da Matematica e o uso de
tecnologias, além de uma pesquisa com professores sobre sua formacdo e sobre
habitos no processo de ensino-aprendizagem (quanto ao uso ou ndo de laboratério
de informatica, softwares e livros didaticos).

O texto de Navarro (2013) ndo apresentou a aplicacdo da proposta criada em
nenhuma turma com alunos. O autor incentiva que os professores busquem esse
tipo de alternativas em suas aulas, atitude com a qual concordamos, visto que
acreditamos que € um trabalho diferenciado que pode atrair a atencdo dos alunos.
Para nosso trabalho, achamos relevante que seja feita essa aplicacdo, para
verificarmos se realmente o ensino de um conteddo muitas vezes complexo em sala
de aula possa ser facilitado e compreendido mesmo sendo estudado numa diferente

perspectiva.
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Além dos trabalhos citados, provenientes de dissertagbes do PROFMAT,
ampliamos nossa busca por trabalhos que envolvessem arte, uso de recursos
tecnoldgicos e/ou o ensino de Matematica. Um dos trabalhos que encontramos foi a
dissertacdo de mestrado de Antoniazzi (2005), que mostra em seu trabalho que é

possivel uma associacao entre a Matematica e a Arte. Segundo a autora

Através da historia, percebe-se que Matematica e Arte andaram juntas e, no
decorrer dos tempos, essa unido se apresentou de tal forma que, muitas
vezes, estao implicitos conceitos matematicos nas experiéncias artisticas e
vice-versa. (ANTONIAZZI, 2005, p.24)

A autora aborda em seu texto, criticas ao sistema convencional de ensino,
onde as disciplinas que geralmente sdo vistas como importantes sdo aquelas mais
exigentes e macgantes, enquanto que disciplinas como Artes que envolvem outro tipo
de formagéo do ser humano, ficam “exprimidas” entre as demais, e muitas vezes séo
consideradas sem relevancia. Desenvolveu com alunos do Ensino Fundamental,
atividades utilizando o Tangram (quebra-cabeca a partir de um quadrado), ao longo
do ano letivo em que foi realizada a aplicacdo. De fato, existem muitas
possibilidades de inserir atividades interessantes no ensino da Matematica, como a
utilizacdo do Tangram. O que percebemos, é que a autora ndo trabalhou nenhum
conteudo especifico com os alunos. Acreditamos que o que difere nosso trabalho do
de Antoniazzi (2005) , é que pretendemos mostrar que essa associacao entre Arte e
Matematica pode sim ser trabalhada em sala de aula (e no nosso caso, no
laboratorio de informatica) incrementando os conteddos.

Ainda em trabalhos provenientes da conclusdo de mestrado, encontramos o
trabalho de Santos (2008), que utiliza o GrafEq para desenvolver atividades sobre
Geometria Analitica. Para desenvolver seu trabalho, o autor trouxe alguns exemplos
de demonstracées relacionando ao estudo de Geometria com o estudo da Algebra,
mostrando, dessa forma, a relevancia da Geometria Analitica que permite essa
conexdo. Além disso, o0 autor traz o estudo das relacdes entre as tecnologias digitais
e a educacao Matematica, citando em seu texto caracteristicas importantes sobre o

software GrafEq, que também utilizamos em nosso trabalho. Segundo Santos,

A diferenca entre o GrafEq e outros softwares existentes no mercado para
engenheiros e matematicos (puros e aplicados), como o Derive e o Maple, é
gue este foi projetado para fins educacionais, com um layout e ferramentas
gue se adaptam a matematica estudada do ensino béasico. (SANTOS, 2008,
p.34)
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As atividades desenvolvidas pelo autor ndo foram aplicadas aos alunos como
conteudo previsto na grade curricular, mas sim, para uma turma de Ensino Médio
gue ainda ndo havia tido contato com a Geometria Analitica. As atividades foram
desenvolvidas de forma que os conteldos aparecessem para resolver os desafios
gue os problemas apresentavam, e nesse momento o professor intermediava com
0S conceitos matematicos.

Consideramos a forma como a proposta anterior foi desenvolvida muito
interessante, e comparamos com a proposta que desenvolvemos. Em alguns
momentos elas se tornam parecidas, pois as atividades sédo propostas para que 0s
alunos percebam os conceitos. Diferenciamos em nossas atividades o fato de que
procuramos formalizar o conceito matematico envolvido logo que ele era percebido
pelos alunos.

Finalizando, consideramos ainda o trabalho de Goulart (2009), cuja proposta
foi muito proxima do trabalho que estamos desenvolvendo. Inicialmente, Goulart
(2009) traz em seu texto um pouco das relacdes entre as tecnologias digitais e o
ensino de Matematica, apdés, traz as demonstracdes dos conteldos matematicos
sobre Geometria Analitica envolvidos na proposta que ira apresentar. Por fim a
proposta de atividades, onde trabalha os conteudos a partir de obras de arte
escolhidas para esse fim.

Uma das diferencas entre o trabalho de Goulart (2009) e a proposta que
desenvolvemos, é referente a alguns conteudos. Nessa dissertacdo foram
abordados os conteudos de plano cartesiano, equacao reduzida da reta, condicbes
de paralelismo e perpendicularismo. Em nosso trabalho, além dessas abordagens,
buscamos incentivar os alunos a descobrirem a equacao da reta (geral ou reduzida),
através das informacfGes provenientes da representacdo dessa obra no plano
cartesiano. Além disso, a autora aborda com detalhes o estudo das conicas,
contetddo que ndo abordamos em nossa proposta, por ndo constar na grade
curricular das turmas onde foi realizada a aplicacédo das atividades.

Certamente, nossa proposta segue ao encontro das propostas apresentadas
nessa secdo. Mas para que o leitor tenha uma maior compreensdo do que
apresentaremos, € fundamental compreender alguns conceitos do contetddo de

Geometria Analitica, como segue na préxima sec¢ao.
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1.3 Geometria Analitica

Nessa secao, realizaremos uma apreciacao da forma como sao trabalhados
alguns conteudos de Geometria Analitica em trés diferentes livros didaticos
disponiveis para o Ensino Médio, além de trazer explicacbes sobre os principais
itens a serem abordados nas propostas de atividades aos alunos. Seréo
consideradas trés obras: Conexdes com a Matematica, organizado por Juliane
Matsubara Barroso (Barroso, 2013), Matematica: contexto e aplicacbes, de Luiz
Roberto Dante (Dante, 2010) e Matematica: ciéncias e aplicacdes, de Gelson lezzi e
outros (lezzi,2013).

1.3.1 Conceitos iniciais

Os itens abordados nesta secédo foram trabalhados com os alunos em sala de
aula, antes de iniciarem a proposta de ensino-aprendizagem que apresentamos em
nosso trabalho. Consideramos importante trazer um pouco desse contexto, para que
tenhamos um embasamento aos demais conteudos de Geometria Analitica.

A introducado ao contetudo de Geometria Analitica nos livros didaticos aparece
de duas formas diferentes. Em Barroso (2010), foi usada uma situacéo problema
para contextualizar o plano cartesiano e a distancia entre dois pontos. Ja nos demais
livros foi usada uma introducdo historica, mencionando contribuicbes de René
Descartes e Pierre de Fermat para a Matematica. Em comum, todos eles
apresentam em suas primeiras falas a organizacdo no sistema de coordenadas
cartesianas, seguido de exercicios de localizacdo e identificacdo de pontos,
distribuicdo em quadrantes e deduc¢des logicas quanto a posi¢ao dos pontos.

Em seguida, todos os livros didaticos considerados apresentam o item
distancia entre dois pontos, expondo exemplos. Na figura 1.1 podemos observar a

apresentacao desse ponto por Dante (2013).
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Formula da distancia entre dois pontos

Podemos determinar uma expressao que indica a distancia entre A e B, quaisquer que sejam A(x,, y,)
e B(x,, y,).
O triangulo ABC é retangulo em C, logo podemos usar a relacao de Pitagoras:

B(x, y,)
%

Ay e d(A, B) Ay

- ——E'C(x_,y,) [
o] Ax e bie x A Ax C
X

[d(A, B2 = Ax? + Ay* = d(A,B) = JAX' + Ay? = [ix, — x) +(y, -y,

Concluimos, entdo, que a distancia entre dois pontos A e B quaisquer do plano, tal que A(x,, y,) e B(x, y,), é
dada por:

d(A,B) = \/(xz =) — Y

Figura 1.1: Deducgao de formula de distancia entre dois pontos.
Fonte: Dante, 2013, p.52

No material de lezzi (2013) e Dante (2013), observamos que o0s autores
atentam para a distancia entre dois pontos localizados sobre uma reta paralela aos
eixos coordenados, onde ndo se faz necessario o uso da férmula para calcular a
distancia. Nos exercicios, sdo apresentadas situacdes para céalculo de distancias,
problemas onde se deve descobrir alguma coordenada do ponto, conhecendo-se a
distancia, e problemas para identificacdo dos triangulos formados a partir de trés
pontos.

Apdés essa abordagem inicial, € apresentado o conceito de coordenadas do
ponto médio de um segmento de reta. Todos 0s autores optam por mostrar a
situacdo para pontos A e B quaisquer, deduzir as formulas e apresentar exemplos.
Na figura 1.2 observamos a forma como Barroso (2010) apresenta o item citado.

Nos exercicios, sdo propostas atividades que podem ser consideradas
simples, onde é necessario encontrar o ponto meédio, e exercicios mais complexos,
envolvendo outros conhecimentos de Geometria. Em lezzi (2013), sdo apresentadas

explicacBes adicionais sobre mediana e baricentro.
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Coordenadas do ponto médio de um o
segmento de reta
X, = XatXy
Para resolver alguns tipos de problema, precisamos dividir um segmento em ¥ 2
outros dois de mesma medida. Vamos entdo aprender como determinar o ponto
médio de um segmento. - Também, pelo teorema de Tales, encontramos a seguinte relago entre as
Considere um segmento de extremos A(x,, ,) e B(x,, y,) e ponto médio ordenadas:
M(x,, ¥,)- Assim, temos: AM=MB=HG = GF=yy = V3 = Yo~ Yu=2u=Ya+ Vs
Portanto:
+
Vo= _ZATZL

SECCO

§ Podemos concluir que, se tivermos um segmento de extremos A e B, a abscissa
do ponto médio serd a média aritmética das abscissas dos extremos, e a orde-
nada do ponto médio ser4 a média aritmética das ordenadas dos extremos.

Portanto, o ponto médio do segmento AB é dado por:

Pelo teorema de Tales, encontramos a seguinte relagdo entre as abscissas X, 4 X %
desses pontos: M(—AZ—L -ZATZL)

AM = MB = ED = DC = X,y — X, = Xy = X}y = 2Xy = X + X,
Figura 1.2: Abordagem para compreenséao das coordenadas do ponto médio.
Fonte: Barroso, 2010, p.90

Ainda na parte inicial, sobre pontos, é apresentado um item denominado condicao
de alinhamento de trés pontos. Esse conteudo é explorado usando semelhanca de
triangulos, comparando com o resultado do calculo do determinante de uma matriz,
para dessa forma apresentar um “método facil” de calcular e decidir se trés
determinados pontos estdo alinhados. Podemos observar a sequéncia acima na
figura 1.3, de lezzi (2013).

Condicao de alinhamento de trés pontos

Para que trés pontos distintos estejam alinhados, suas coordenadas devem obedecer a uma condigdo que
sera deduzida com a utilizacdo da figura abaixo, na qual A(x,, y,), B(x,, v,) e C(x,, y,) estdo na mesma reta.

Os triangulos retangulos BCE e ABD sdo semelhantes.

50 BE _ CE ~ R Ty lvend -
Decorre a proporgao a0~ pp que pode ser escrita como ey - Desenvolvendo essa ex

pressao, obtemos (x, — x,) - (v,~y,) = (x,— x,)* (y,—y,) = 0. Dai:
Xy, Xy, _}{y/z + Xy, - Xy, +/X/2?2 5 Xy, - Xy, = 0,ou, ainda:

XY, + Xy, + Xy, -Xy, - Xy, - Xy, =0

x V1
X V1
X 91

Essa tltima expressao pode ser escrita sob a forma de determinante: =0.

Figura 1.3: Condig&o de alinhamento de 3 pontos.
Fonte: lezzi, 2013, p.20
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Os conteudos apresentados a partir desse ponto serdo abordados na
sequéncia didatica proposta aos alunos, que mostraremos no capitulo 3.

1.3.2 Estudo de retas

Sobre o estudo de retas, os autores percorrem caminhos diferentes para
conduzir o conteudo. Barroso (2010) inicia construindo a equacao geral da reta,
usando a relacdo com determinantes, anteriormente abordada na condicdo de
alinhamento de 3 pontos. Em seguida, faz o estudo da inclinacédo e coeficiente
angular da reta, estudo das equac¢des reduzida, segmentaria e paramétrica, e ainda
traz uma proposta para posicdo relativa entre duas retas no plano, analisando
condicles de paralelismo e perpendicularismo. O autor finaliza a se¢éo trabalhando
com distancia entre ponto e reta, inequacdes de primeiro grau e area de superficies
triangulares no plano.

lezzi (2013) inicia da mesma forma que Barroso (2010), mas apresenta em
seguida uma secao sobre intersecdo de retas, resolvendo sistemas de equacoes.
Em seguida, apresenta a definicdo de inclinacdo de uma reta, a equacao reduzida,
conceitos de paralelismo, perpendicularidade, equacbes segmentarias e
paramétricas. Encerra a secdo conceituando distancia entre ponto e reta, area de
triangulos, inequacdes do 1° grau e angulo entre retas.

Dante (2013) inicia com o0s conceitos de inclinacdo de uma reta e coeficiente
angular. Em seguida apresenta as equacdes reduzidas, geral e segmentaria da reta,
posicOes relativas entre duas retas no plano (retas paralelas e concorrentes),
interseccdo de duas retas, perpendicularidade, distancia de um ponto a uma reta,
angulo entre duas retas e area de uma regido triangular.

Percebemos que os conteudos trabalhados em todos os livros didaticos
considerados sdo muito parecidos, inclusive na forma como séo abordados.

Dentro do estudo de retas, um dos primeiros itens a ser abordado nas
atividades propostas aos alunos, e, portanto um dos primeiros conceitos que
esperamos que os alunos compreendam, é sobre a equacao geral da reta. A figura

1.4, apresenta a abordagem realizada por Barroso (2010) para tratar desse tema.
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Equacao geral da reta
Dados dois pontos distintos, A(x,, y,) e B(x, y,), pertencentes a reta r, vamos
determinar uma relagdo entre as coordenadas de um ponto genérico, P(x, y),
também pertencente a reta r.
y r
y P

Ys

7y ’

Pela condicdo de alinhamento para os pontos A, B e P, podemos escrever:
x 'y 1 ]

Xy Ya 1':0=(yA_YR)X+(XB~XA)y+X4y87XByA=°

X Y 1|

Como, nesse determinante, as Unicas varidveis sao x e y, 0s outros elementos sao
nUmeros reais conhecidos. Assim, podemos fazer:

(yi—ys)=a
(X, = x,)=b
XYe ~ Xg¥a=C

Nao sendo a e b simultaneamente nulos, obtemos a equagdo geral da reta:

Figura 1.4: Abordagem para encontrar equacao reduzida a partir de dois pontos.
Fonte: Barroso, 2010, p.95

Em nossa proposta de ensino-aprendizagem, abordaremos a equacao geral
da reta da mesma forma que nos apresentou Barroso (2010). Apds trabalharmos a
equacao geral da reta, iremos sugerir a equacao reduzida como outra forma de
escrever a equacao geral, apenas isolando a variavel y. Essa abordagem néo esta
presente em nenhuma das bibliografias consideradas. Porém, pela nossa
experiéncia, acreditamos que nessa sequéncia, 0s alunos conseguirdo compreender
a relacdo entre essas duas formas de identificar uma reta mais facilmente.

Mostraremos, que a partir da equacao geral ax + by + ¢ = 0, isolando a variavel vy,
a b p: . .
encontramos y = —-x —-, que € a reta escrita na forma reduzida. Como essa

transformacdo sera feita apenas numericamente, ndo nos prenderemos aos
formalismos e nomenclaturas diferentes que os livros abordam. Consideramos a
equacédo geral da reta como tendo a forma ax + by + ¢ = 0, e a equacao reduzida
como y = mx + n, sendo m o coeficiente angular e n o coeficiente linear.

Na figura 1.5, podemos observar como lezzi (2013) inicia a se¢do que trata da

equacao reduzida de uma reta.



Equacao reduzida de uma reta

Sejam r a reta cuja medida do angulo de inclinagdo é o e P(x, y) um
ponto genérico de r. A reta rintercepta o eixo das ordenadas em um ponto

Q cuja abscissa é nula, isto €, Q(0, n).

Como vimos, o coeficiente angular da reta rque passa por Q(0, n) e P(x, y)

édadoporm = — =

- (0]
Pense nisto: Observe, no tridangulo PQR, que tg o = _yx_n & /

Ay y—n

Ax X-=

,istoé,m=lx—=> y=mx +n

n

7|
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Essa tiltima expressdo é chamada forma reduzida da equagao da reta r, ou simplesmente equagao redu-
zidadaretar, naqualm,n ERe:

= m é o coeficiente angular de r;
= n é a ordenada do ponto em que r corta o eixo das ordenadas e é chamado coeficiente linear de r;

= X @ y sdo as coordenadas de um ponto qualquer da reta r.

Figura 1.5: Férmula da equacéo reduzida da reta.

Fonte: lezzi, 2013, p.35

Na abordagem dos conteudos, iremos explicar do que tratam os coeficientes

angular e linear presente na equacao reduzida da reta, desenvolvendo atividades

diferenciadas para que sejam compreendidos.

A definicdo seguinte a ser

compreendida pelos alunos é relacionada ao coeficiente angular das retas. Na figura

1.6 podemos observar como lezzi (2013) apresenta essa definicao.

Coeficiente angular

Coeficiente angular ou declividade de uma reta r é o nimero real m definido por:

sendo « a medida do dngulo de inclinagio de r, temos as seguintes possibilidades:

¥

a @ é agudo.
3 * M=Ra>0

P |
bR

[ o @ reto,
C & 13 90°, ndo

¥

l%\

«0< a5

& possivel dofinir 0 coeli-
cionte anguiar de 7.

Pense nisto: 19 (180°

a)

No tridngulo ACB, temos: 13 @ iE z.
Assim, o cooficiente angular de ré&:

metga

No tridngulo ACB, temo

Q:

Calculo do coeficiente angular de uma reta a partir de dois de seus pontos

Seja ra reta determinada pelos pontos A(x,, w,) ¢ B(x,. y,). Vamos considerar dois cases:

x,

Figura 1.6: Formas para encontrar o coeficiente angular da reta.

Fonte: lezzi, 2013, p. 33 e 34

EN
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Em nossa proposta didatica, faremos uso dessa abordagem de lezzi, 2013.
Mostrando que o coeficiente angular pode ser determinado calculando-se a tangente
do angulo de inclinagéo da reta.

Na sequéncia dos conteudos que trabalharemos com os alunos, encontramos
uma abordagem para determinar a equacdo da reta quando conhecido apenas um
ponto e o coeficiente angular da reta. Para essa sec¢do, consideramos interessante a
forma como Dante (2013) introduziu o assunto. A figura 1.7 apresenta essa
abordagem.

Equacao da reta quando sao conhecidos um ponto P (x, y ) ea
declividlademdareta

J& vimos que dois pontos distintos determinam uma reta, ou seja, dados dois pontos distintos, existe uma
Unica reta que passa pelos dois pontos.

Da mesma forma, um ponto P,(x, Yy, ea declividade m determinam uma reta r. Considerando P(x, y) um pon-
to genérico dessa reta, veremos que se pode chegar a uma equagao, de incégnitas x e y, a partir dos nimeros x,, y,
e m, que sera chamada equacdodaretar.

Considerando um ponto P(x, y) qualquer sobre a reta e tg a = m, temos:

B L e Dl il £
d(P,, C) X=X

= Y=Y =mx—x)
0

>

Figura 1.7: Férmula para encontrar equacéao reduzida quando conhecido um ponto e

a declividade.
Fonte: Dante, 2013, p.60

Em nossa abordagem, iremos apresentar aos alunos a formula que podera
ser usada para encontrar a equacao reduzida a partir de um ponto e do coeficiente
angular conhecidos, assim como Dante (2013), por meio da ideia da tangente do

angulo de inclinacéo da reta.
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1.3.3 Condicao de paralelismo e perpendicularismo

Dentro do estudo de retas, pensando na proposta de ensino-aprendizagem
gue elaboramos, consideramos relevante que o aluno compreenda quando duas
retas sdo paralelas ou perpendiculares, e qual a relacdo desse fato com o
coeficiente angular na equacgéo reduzida da reta. Novamente, ressaltamos que as
abordagens dos livros didaticos considerados sdo muito parecidas. Escolhemos para
gue possamos compreender esse assunto, a abordagem de Barroso (2010),
conforme a figura 1.8. Barroso destaca que quando, além do coeficiente angular, os

coeficientes lineares também forem iguais, entdo teremos retas coincidentes.

Condicao de paralelismo de duas retas

Vamos verificar as condi¢des para que as retas r e s, de coeficientes angulares
m, e m,, e coeficientes lineares n, e n, sejam paralelas
Lembrando que as retas paralelas podem ser distintas ou coincidentes, temos:

1 // |
‘ o re=s |
d
/ s
/
@
n ‘
n=n
» =aq, |
= — ot
0 X 0 X
n ‘
[
Para que as retas r e s sejam paralelas distintas, devem Para que as retas r & s sejam paralelas coincidentes, devem
satisfazer a seguinte condigdo: satisfazer a sequinte condi¢do:
- - 2 = N\ —— -
|
( m.=men, #n, | m,=m,en,=n
\ K \

Figura 1.8: Paralelismo de duas retas.
Fonte: Barroso, 2010, p.108

Na sequéncia didatica que iremos propor, serdo oferecidas atividades para
gue os alunos percebam a condicdo descrita acima.

Além disso, temos a importante condi¢cdo das retas quando elas formam entre
si um angulo de 90°. Barroso (2010) apresenta primeiramente duas retas quando
sdo apenas concorrentes, e logo em seguida a condicdo de perpendicularismo.

Podemos acompanhar na figura 1.9.
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Retas concorrentes perpendiculares

Vamos considerar as retas r e s, concorrentes perpendiculares, conforme a figura:

Condig¢do de perpendicularismo de duas retas

Vamos verificar quais condigdes algébricas devem ocorrer para que asretasres,
de coeficientes angulares m, e m,, sejam concorrentes.

Lembrando que as retas concorrentes cruzam-se em um Unico ponto, percebemos
que elas podem ser perpendiculares ou ndo.

Retas concorrentes

Vamos considerar as retas concorrentes r e s, ¥s
ndo verticais, de inclinagdes «, e «, e de coe- 4 Assim:
ficientes angulares m, = tg o, e m, = tg a,, < = X
conforme mostra a figura ao lado. // g o = a + 90° = tg o, = tg (a, + 90°) (1)
. f . ® 4 ® .
Se as retas r e s s30 concorrentes, isto €, n3o - 2 tg (o, +90°) = on (@, +90°) _ sena, -cos90° +sen90°- cos a,
paralelas, temos: /‘ cos (a, + 90°) €os «, * cos 90° — sen «, * sen 90°
- : =0 /Z \
@ e =tga wtgo,=m »m, / % Como cos 90° = 0 e sen 90° = 1, temos:
Portanto, retas concorrentes ndo verticais tém $ tg (, + 90°) senc, 0+ 1- cosa, cosa, 1 .
coeficientes angulares diferentes. y cosa, 0~-senq, + 1 -sen a, sen a, tga, m
COs @,
1
Substituindo (1) em (1), vem: tg ., - =m=——=m m=-1
tga, m,
Portanto, as retas r e s, ndo verticais, sao perpendiculares quando:

Figura 1.9: Condicéo de perpendicularismo.
Fonte: Barroso, 2010, p.108

Comparando o que abordamos na sequéncia didatica que iremos propor com
as expostas nos livros considerados, reforcamos que alguns contetudos nao foram
abordados, como a distancia entre reta e ponto, angulo formado entre duas retas,
estudo da area do triangulo conhecidos seus trés vértices e a equacao parametrica
da reta. Dentre esses conteudos, aqueles que estavam presentes na grade

curricular das turmas, foram trabalhados posteriormente.

1.3.4 Circunferéncia e elipse

Ainda, dentro do estudo de Geometria Analitica, temos a abordagem
realizada para os conceitos, propriedades de circunferéncias e de cbnicas. Os livros
didaticos analisados expdem as sequéncias que detalhamos a seguir.

Dante (2013) apresenta, no capitulo sobre estudo de circunferéncias, o
conceito (definicdo) e equacao reduzida e geral. Apos, trabalha a ideia de posi¢cdes
relativas entre reta e circunferéncia, problemas de tangéncia, posicées relativas de
duas circunferéncias e aplicagbes & Geometria Plana.

Ja Barroso (2010) apresenta uma sequéncia muito parecida com a do autor
citado anteriormente, apenas acrescenta uma secao de posicao relativa entre ponto

e circunferéncia, e ndo apresenta a se¢do de aplicacdes na Geometria Plana. Por
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fim, lezzi (2013), apresenta a mesma sequéncia que Barroso (2010), porém inclui
uma secao do inequacdes de 2° grau com duas incognitas.

No estudo de cOnicas percebemos que os trés autores apresentam uma
mesma abordagem, comegando com uma introdugdo mostrando todas as conicas, e
em seguida trabalhando cada uma delas em secfes individuais. Nas atividades que
propomos, iremos fazer uso principalmente da equacgédo reduzida e geral da
circunferéncia e da equacéo da elipse. Sobre a equacgéo reduzida da circunferéncia,
apresentaremos a abordagem de Barroso (2010), mostrando segundo a definicdo de
circunferéncia, que sao todos os pontos equidistantes do centro. Na figura 1.10
podemos observar a abordagem dessa autora:

A equacdo reduzida da circunferéncia

Uma circunferéncia A com centro C(x., v.) e raio de medida r é o conjunto de todos os pontos P(x, y) do
plano que distam r de C:
d Vix—x) + (y-v.) '
Elevando membro a membro ao Llir:ﬁ{]j‘-{[iwl temos:

(x=x) + (y-y)' =7

chamada aquagia rednrida da eirennfarancia, am que:

« X ey, sdo coordenadas do centro C da circunferéncia;

ré a medida do raio da circunferéncia;
xe ysio as coordenadas do ponto genérico P — um ponto que pode ocupar o lugar de qualquer ponto da
circunferéncia, sempre distando rde C.

Figura 1.10: Deducéo da equacéo geral da circunferéncia.
Fonte: Barroso, 2010, p. 66

Na figura 1.11 podemos observar a abordagem dessa mesma autora para
tratar a equacdo geral da reta. Ela também apresenta as duas maneiras para
transformar a equacdo geral em equacdo reduzida, completando quadrados ou
comparando coeficientes.

Assim como no estudo de retas, o estudo da circunferéncia no ambito das
atividades elaboradas utilizando o software GrafEq € reduzida. Nao propomos
atividades para as secdes de posicdes relativas entre ponto, reta e circunferéncias.
O mesmo podemos dizer sobre o estudo de elipses, que foram abordadas apenas
em atividades superficiais para que os alunos pudessem descobrir a equacéo das

elipses e reproduzi-las no software.
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A equacao geral da circunferéncia

Retomemos a forma reduzida da equacdo de uma circunferéncia (x - x.)? + (y —y,)? = r* e desenvolvamos
0s quadrados. Agrupando os termos convenientemente, temos:
X-2xx. + 2Ly -2y +y=roe

Xy -2xx-2yy+ (X+y-r)=0

Essa expressdo é conhecida como forma geral da equagdo da circunferéncia ou equagdo geral da cir-
cunferéncia, com centro (x,, y.) e raio .

Figura 1.11: Equacéo geral da circunferéncia
Fonte: Barroso, 2010, p. 69.

A figura 1.12 apresenta um recorte de Dante (2013), que traz as equacdes
das elipses de centro qualquer.

Analogamente, chegamos as equagoes da elipse com centro qualquer. Assim, temos as seguintes equacdes,
considerando o centro um ponto qualquer, O(x,, y,), e os eixos paralelos aos eixos x e y:
1%) FF, é paraleloaoeixox,a=0A,b=0B, e a>b. 2%) FF, é paraleloaoeixox,a=0A,b=0B,ea>b.

Ay iy

|
. \l / o
|
\ [ l o‘x,w) *
']5.5%'7' : i \ 555
0.0 18R
X — X, ) —y,) (x—x) . (y=y) _
.(_a?.ﬂ.]_ + D_I._bly—“ =1 —6-20— + ___aT"_ =1

Figura 1.12: Férmula das elipses
Fonte: Dante, 2013, p. 116

Finalizando, reforcamos aqui que a proposta que iremos desenvolver, ira
contemplar, dentro da Geometria Analitica, alguns itens do estudo de retas,
circunferéncias e elipses. Portanto, existem alguns conteudos que deverdo ser
abordados previamente, assim como alguns topicos serdo trabalhados de forma
tradicional, paralelamente ou ao final das atividades no Laboratério de Informatica.
Os contetdos abordados na proposta serdo apenas aqueles que interferem para o

desenvolvimento de um trabalho final do qual trataremos mais tarde.






2 METODOLOGIA

2.1 Introducéo

Para o desenvolvimento das atividades propostas usaremos aulas expositivas
sobre alguns conteudos de Geometria Analitica, mas principalmente atividades
sugestivas, desenvolvidas no laboratério de informatica, que levem o aluno a
intuitivamente deduzir alguns conceitos utilizando experimento com o software
GrafEquation (GrafEq). Previamente, os alunos ja deveréo ter estudado conteudos
sobre plano cartesiano, distancia entre dois pontos, ponto médio de um segmento e
condicdes de alinhamento de trés pontos. E, como ndo abordaremos todos os
topicos de Geometria Analitica, sera necessario complementar posteriormente, com
o estudo de alguns itens como distancia entre ponto e reta e posic¢des relativas entre
reta e circunferéncia. As atividades sugeridas no capitulo 3 estdo disponiveis no
anexo, para os professores que desejarem aplicar a sequéncia. Tais questdes foram
aplicadas em duas turmas do 3° ano do Ensino Médio Integrado do Instituto Federal

do Rio Grande do Sul, Campus Ibiruba.

2.2 Sobre as turmas

A primeira turma para a qual foi aplicada a atividade foi do Curso Técnico em
Informatica, composta por 19 alunos. Salientamos que visto esse numero reduzido,
todos puderam trabalhar individualmente no laboratério de informatica.
Consideramos importante ressaltar algumas impressdes preliminares dessa turma,
destacando a facilidade com que os alunos compreenderam a operacionalidade dos
aplicativos, tais como encontrar e abrir o software, copiar e colar figuras, salvar
arquivos de forma correta. Identificaremos essa turma como turma A, no decorrer do

trabalho.
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A segunda turma em que propomos as atividades para o estudo de Geometria
Analitica foi a turma do Curso Técnico em Mecanica, identificada nesse trabalho por
turma B. Por se tratar de uma turma com apenas 15 alunos, destacamos
principalmente a tranquilidade nos momentos de aplicagéo das tarefas, e o fato de
todos alunos terem trabalhado individualmente e se ajudarem quando encontravam
dificuldades relacionadas a operacionalidade dos aplicativos ou aos contetdos
trabalhados.

2.3 Acompanhamento das atividades realizadas pelos alunos

As atividades foram propostas ao longo de 5 semanas, com 3 periodos
semanais, de 50 minutos cada um. Como as atividades realizadas tratavam de um
conteudo presente nos programas disciplinares do 3° ano do Ensino Médio, as
atividades desenvolvidas pelos alunos formaram parte de suas avaliacbes do
semestre.

Para um controle de realizacdo das atividades e para a avaliacao dos alunos,
eles receberam as atividades impressas, com instrucdes para que salvassem em um
Unico arquivo as imagens dos graficos que plotaram no GrafEq, e o enviassem
posteriormente via e-mail para a professora. Assim como, também entregassem a
atividade impressa com as respostas que elaboraram. As atividades foram avaliadas
levando em conta o desenvolvimento de todos os itens, entrega das atividades,
participacéo, questionamentos durante a aplicacdo e a realizacdo da atividade final.

No caso dos alunos que ndo concluiram as atividades dentro do periodo da
aula no qual elas foram propostas, eles puderam concluir as mesmas em casa até a
semana seguinte, ou utilizar os computadores do laboratério de mateméatica, que
estavam disponiveis para esse fim. Assim como havia horarios disponiveis para que

os alunos procurassem auxilio da professora quando havia davidas.



3 PROPOSTA DE ABORDAGEM E RELATO DE EXPERIENCIA

3.1 Introducéao

Nesse capitulo, apresentaremos as atividades desenvolvidas pelos alunos,
acompanhadas de seus objetivos, de uma sugestéo para seu desenvolvimento e do
relato da experiéncia nas turmas onde foram aplicadas. Conforme descrito no
capitulo 1, as atividades serdo desenvolvidas a partir dos conceitos apresentados
por Barroso (2013), Dante (2010) e lezzi (2013).

Todas as figuras contidas nesse capitulo, cuja fonte ndo foi apresentada, sao

da autora.

3.2 Primeiras atividades

Nesta secdo, abordaremos as trés primeiras atividades, que podem ser

trabalhadas na sequéncia, e levam em torno de 2 periodos.

Atividade 1:

a) Abra o software GrafEq, e digite uma equacao de duas variaveis de sua
escolha.

b) Apds discussdo em grupo, registre a equacdo que vocé escolheu, e
reproduza o grafico no plano cartesiano da figura 3.1.

Objetivos: Conhecer algumas func¢des do software GrafEq, especialmente as
ferramentas que o aplicativo tem disponivel. Sondar o conhecimento dos alunos

para realizar a plotagem de equagfes com duas variaveis.
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Figura 3.1: Plano cartesiano para desenvolver algumas das atividades.

Tempo esperado: Devera contemplar em torno de 30 minutos.

Sugestdes de aplicacdo: Para abordar essa atividade, sugerimos inicialmente que o
professor realize uma introducdo a cerca do conteudo que sera trabalhado
(equacoes), principalmente equacdes de duas variaveis. Realizada essa conversa, 0
professor deve incentivar os alunos na plotagem de graficos de relacbes, conforme o
item a) da atividade 1. A partir das equacdes escolhidas pelos alunos, o professor
podera selecionar algumas e plotar em um mesmo grafico, utilizando projetor
multimidia.

Tomando como ponto de partida os diferentes graficos que surgirem, o
professor pode gerar uma discussao sobre as equacfes e as formas desenhadas.
Alguns guestionamentos possiveis sao:

a) Quais foram as formas geométricas que apareceram?

b) Se aparecerem apenas retas, o professor pode questionar se outras formas
sdo possiveis de serem desenhadas usando equacdes.

c) Se nao aparecerem retas, pode questionar como elas poderiam ser
desenhadas usando equacdes de duas variaveis, tentando lembréa-los dos graficos
de funcbes de 1° grau. E a partir da discussdo e propostas que forem surgindo, o

professor podera digitar algumas equacgdes para plotar algumas retas no GrafEq.
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Relato da aplicacdo: Percebemos na turma A um grande entusiasmo de acordo com

as diferentes figuras que eles descobriram. Previamente, discutimos que uma
relacdo deveria estar apresentando uma igualdade, e como poderiamos colocar as
varidveis nessa relacdo. Como esperavamos, alguns alunos optaram por equacdes
simples, que acabaram gerando uma reta. Na figura 3.2, apresentamos o resultado
das equacgdes escolhidas por dois alunos, onde um deles encontrou uma reta, e o

outro uma diferente forma geomeétrica.

¥ Gumq 11 I Gy 220
Brwcs r oL prree— 10w
= = ; = . i L R 1
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Figura 3.2: Atividade desenvolvida pelos alunos da turma A.

Para que todos pudessem visualizar os diferentes resultados de acordo com
cada equacdao, utilizamos o projetor multimidia, para plotar todas as equacdes em
um plano cartesiano. A partir dessa plotagem questionamos os alunos como sao as
equacdes das retas. Numa resposta inicial, apareceu que sao aquelas equacdes que
nao sao elevadas ao quadrado ou ao cubo, que ndo possuem raiz de qualquer
ordem nas equacdes que eles haviam plotado. Por fim, todos criaram uma diferente
equacao de reta e concluiram a atividade.

No desenvolvimento da atividade 1 com a turma B, percebemos que os
alunos tiveram uma certa resisténcia em escrever relacdes matematicas no GrafEq.
Em certo momento, um dos alunos questionou se poderia ser da forma 2x +y = 3.
Concordamos que sim, e sugerimos que eles poderiam usar também poténcias ou
raizes. A partir destas falas, muitos acabaram plotando gréaficos de retas, e poucos
tiveram formas diferentes. Questionamos sobre como deve ser a equacao para que

fosse desenhada uma reta, uma das alunas respondeu que seria de primeiro grau.
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Solicitamos que ela explicasse, e ela acabou dizendo que deveriam ser sem
poténcias. Os demais colegas concordaram, e a partir disso concluiram a atividade
plotando, cada um, uma reta diferente. Na figura 3.3 podemos visualizar retas que
dois alunos da turma B, escolheram e desenharam nas folhas de orientacbes das

atividades, apos terem plotado seu gréfico no GrafEq.

10 -10

Figura 3.3: Atividade desenvolvida pelos alunos da turma B

Atividade 2:

a) Plote o gréafico da equacédo: y = 3. Qual o grafico obtido?

b) Plote o grafico da inequacdo y < 3. Qual a diferenca entre esse e 0
anterior?

c) Vocé consegue imaginar o que ira acontecer ao plotar os graficos x =3 e
x > 3? Desenhe no plano cartesiano (figura 3.1) e apds verifique plotando os
graficos no GrafEq.

d) Embasado nas ideias anteriores descubra quais devem ser as inequacdes

usadas para representar o retangulo abaixo (figura 3.4):

Objetivo: Relacionar as equac¢des com as inequacgfes, a fim de permitir que os
alunos percebam o espaco determinado no plano cartesiano pelos sinais de

desigualdades.
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Figura 3.4: Imagem para resolver o item d) da atividade 2.

Tempo esperado: Essa atividade pode ser realizada na sequéncia da atividade 1, e

deve levar em torno de 20 minutos.

Sugestbes de aplicagdo: O professor pode permitir que os alunos realizem a

atividade individualmente, e apenas auxilie quando eles apresentarem duvidas. Ao
final, o professor pode fazer algumas observacdes, sugerindo aos alunos algumas
formas para facilitar o seu trabalho. Por exemplo, pode observar que a atividade
sera realizada de forma mais simples, se fizer uso das relacbes que aparecem na

figura 3.5, ou entdo usar inequag¢des compostas, como —3<x<4e3<y<7.
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Figura 3.5: Uma possivel solugdo para o item d da atividade 2.
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Relato da aplicacdo: Ao trabalhar essa atividade com a turma A, percebemos que os

alunos conseguiram compreender e explicar facilmente o uso das desigualdades.
Além disso, verificamos que eles compreenderam como fazer uso de inequacdes
compostas (conceito necesséario para realizar o item d). A figura 3.6, apresenta a

resposta dada por um aluno aos questionamentos iniciais.

Figura 3.6: Resposta de um aluno aos itens a) e b).

Na turma B, nos deparamos com a dificuldade dos alunos para explicar o que
acontecia no uso da desigualdade. Mas logo que alguns alunos falaram sobre pintar
“tudo”, os demais conseguiram compreender, e apos as demais atividades foram
desenvolvidas de forma muito tranquila. Na figura 3.7 podemos observar o

desenvolvimento de um aluno desta turma para os itens c) e d).
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Figura 3.7: Resposta de um aluno aos itens c) e d).
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Atividade 3:

Realizando algumas pesquisas na rede mundial de computadores (internet),
podemos encontrar muitas obras de artes que apresentam elementos como 0s que
acabamos de desenhar. Um exemplo sdo algumas obras de Piet Cornelis Mondrian,
um pintor neerlandés modernista. A figura 3.8, apresenta uma de suas obras.

Perceba que ela é formada apenas por retas!

Figura 3.8: Obra de Piet Mondrian
Fonte: CAVALCANTI, 2013.

Uma pergunta que surge é a seguinte: Sera que conseguimos reproduzir essa
obra utilizando o aplicativo GrafEq?

a) Registre no plano cartesiano (figura 3.1) um esboc¢o da obra de arte acima
para construi-la posteriormente usando o GrafEq.

b) Quais séo as relacdes que possibilitam construir a obra no GrafEq?

Objetivo: Introduzir a relacdo de obras de arte com elementos geométricos e

possiveis desenhos a serem realizados no GrafEq.

Tempo previsto: Esta atividade esta planejada para levar em torno de 50 minutos.

Sugestdes de aplicacdo: Na abordagem, ao apresentar a proposta sobre reproduzir

a obra de arte no software GrafEq aos alunos, o professor pode solicitar que eles
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realizem a atividade do item a) e reproduzam a obra inicialmente no plano
cartesiano, para que tenham uma aproximacao nas medidas utilizadas. Ainda, pode
sugerir as dimensdes da obra de arte, e a partir disso permitir que cada um

desenvolva sua atividade.

Relato da aplicacéo: Essa atividade nos proporcionou iniciar as relacdes de obras de

arte com o estudo de retas no ambito da Geometria Analitica. A obra de arte de
Mondrian foi escolhida, pois possui apenas retangulos e previamos que iSso seria
facil, visto que os alunos tinham pouca pratica no GrafEq. Além disso, essa obra
possui elementos cujas relacdes sao simples de compreender.

Ao realizar a atividade com a turma A, muitos alunos ndao acharam importante
ou nédo realizaram o desenho no plano cartesiano, e conseguiram boas réplicas
usando diretamente o GrafEq. Para que os alunos reproduzissem a obra de
Mondrian, foi proposto que usassem um fundo preto e ap6s desenhassem os
demais retangulos sobre esse fundo. Ainda, foram sugeridos limites, para que eles
pensassem em como fazer o desenho naquele espaco. Nem todos os alunos
seguiram esta sugestao, alguns ampliaram o espaco de visualizacdo e realizaram a
atividade de forma mais independente. A figura 3.9 apresenta a construcdo dessa

atividade por um aluno da turma A.

Figura 3.9: Atividade desenvolvida pelos alunos da turma A.

Ao trabalhar com a turma B, inicialmente houve uma certa resisténcia, porém

no decorrer da atividade existiu um envolvimento por parte dos alunos, que se
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animaram gradativamente conforme iam concretizando aquela obra de arte no
GrafEg. Em torno de 50% dos alunos concluiram a atividade em aula. Os demais,
concluiram a atividade e enviaram posteriormente. A figura 3.10 apresenta o esboco
gue um aluno construiu antes da construgcédo no GrafEq e as relagdes que utilizou, e

a figura 3.11 apresenta a obra de arte reproduzida.
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Figura 3.10: Esboco da obra de arte desenhado por um aluno da turma B.
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Figura 3.11: Obra de arte reproduzida por um aluno da turma B.
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3.4 Estudo de retas no plano

O conjunto de atividades seguintes visa 0 estudo de retas no plano e

principalmente compreender a equacao reduzida e a equacao geral da reta.

Atividade 4:

Além de Piet Cornelis Mondrian, outro artista que contribui na nossa proposta,
por apresentar em suas obras elementos geométricos € Rubem Valentim. Um
baiano que foi pintor, escultor, gravador e professor, além de ser considerado um
dos grandes pintores construtivistas brasileiros. A obra na figura 3.12 é desse artista.

A proposta dessa atividade € representar essa obra, utilizando o aplicativo GrafEq.

Figura 3.12: Obra de Rubem Valentim
Fonte: VALENTIM (2008a)

a) Como realizado anteriormente, em um primeiro momento, reproduza a obra
no plano cartesiano (figura 3.1).
b) Quais relacdes da obra vocé consegue identificar? E os demais itens, como

podemos representar?


http://pt.wikipedia.org/wiki/Pintura
http://pt.wikipedia.org/wiki/Escultura
http://pt.wikipedia.org/wiki/Gravura
http://pt.wikipedia.org/wiki/Professor
http://pt.wikipedia.org/wiki/Pintor
http://pt.wikipedia.org/wiki/Construtivismo
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Objetivo: Provocar os alunos para avancgar no estudo e identificagdo de retas no
plano. As atividades anteriores trabalharam a ideia das desigualdades, retas
verticais e horizontais. Aqui, teremos que nos aprofundar no estudo de retas

diversas para sanar os desafios propostos.

Tempo esperado: A proposta pode ser desenvolvida em duas etapas: a primeira,

gue levard em torno de 50 minutos, onde os alunos irdo conhecer a obra de arte
escolhida, e serdo estimulados a reproduzi-la primeiramente no plano cartesiano, e
apos no GrafEgq. Com essa atividade, agucamos a curiosidade e criatividade dos

alunos.

Sugestdo de aplicacdo: Pensamos que a maneira natural € que os alunos utilizem a

ideia de tentar encontrar intuitivamente as retas, visto que a atividade 1 abordou
isso. Pode-se conduzir essa atividade trabalhando em conjunto, reproduzindo a obra
no quadro, aproveitando as ideias lancadas pelos alunos. Caso eles ndo busquem
as informacdes da atividade 1, podemos questiona-los, sobre a forma que tera a
equacao de uma reta. Partindo das dificuldades que acreditamos que os alunos irdo
enfrentar, pode-se “suspender’ temporariamente a atividade 4 e trabalhar com as
atividades seguintes. A ideia ao fazer isso € motivarmos os alunos, mostrando-lhes

algumas aplicacdes interessantes de equacoes.

Relato da aplicacdo: Em um primeiro momento, na turma A, a atividade 4 foi

conduzida na sala de aula, e ndo no laboratério de informatica como pensado
inicialmente. Dessa forma, aproveitamos para conversar sobre a obra de arte de
Rubem Valentim de uma forma mais geral, e ndo foi possivel permitirmos aos alunos
um inicio da reproducdo com suas ideias. Devido a isso, os alunos concluiram a
atividade em tempo inferior ao previsto, e dessa forma aproveitamos para concluir
atividades pendentes de aulas anteriores.

Na turma B, distribuimos a atividade 4 e juntamente com os alunos,
desenhamos a obra sobre o plano cartesiano, fazendo uso do projetor multimidia.
Discutimos sobre as possiveis relacdes que podemos usar nessa obra de arte, e
logo eles perceberam que precisariamos de equacdes de retas, com excecdo do

fundo, que era um retangulo. Permitimos que durante alguns minutos eles
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pensassem se conseguiriam fazer, relembrando que nas primeiras atividades ja
haviamos desenhado retas. Encerramos esse momento conversando e decidimos
que partiriamos dessa obra para fazer o estudo de retas no encontro seguinte.

Ao realizar a atividade na turma A, conseguimos explorar os elementos, visto
gue os alunos mostraram interesse em saber como poderiam desenhar aquela reta,
e perguntaram se testando valores eles chegariam nas equacdes esperadas.
Desafiamos os alunos a testarem, até a proxima aula, observando que iriamos
aprender uma forma de encontrar a equacdo adequada com elementos disponiveis,
como alguns pontos que passam pela reta, por exemplo. A figura 3.13 apresenta o

esboco da obra de arte segundo um dos alunos.

[ gL

. =kl | | X
-10 [ 10

Figura 3.13: Esboco da obra de Rubem Valentim construida por um aluno da turma
A.

A segunda etapa dessa atividade foi posterior ao desenvolvimento das
atividades 5 e 6, quando esperamos que eles ja tenham compreendido a equacao
da reta, e estejam prontos para reproduzir a obra de arte no GrafEq. Assim, apos

esse primeiro momento, foram trabalhadas as atividades 5 e 6, sobre equacéo geral
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e equacdo reduzida da reta. Dessa forma, o relato da aplicacdo, aparece apos as
consideracoes sobre a atividade 6.

Atividade 5

Utilizando o aplicativo GrafEq, plote as seguintes retas:
a)x—2y—3=0

b)3x—y+4=0

¢) Responda: Por que e quando é facil usar a equacao geral da reta?

Objetivo: Fazer com que os alunos entendam e saibam determinar a equagéo geral
da reta.

Tempo esperado: Essa atividade deve levar em torno de 50 minutos, visto que
deveremos retomar a condicdo de alinhamento de trés pontos e mostrar como
encontrar a equacao geral da reta que passa por dois pontos dados, usando o

determinante.

Sugestdes de aplicacdo: Para abordar essa atividade, sugerimos que inicialmente

seja retomada a importancia da equacdo geral da reta relacionando-a com a
reproducdo da obra de arte do artista Rubem Valentim. Apds, sugere-se retomar a
explicacdo da condicdo de alinhamento de trés pontos, e a partir dela explicar como
€ possivel obter a equacdo geral da reta. Também é importante ressaltar que as
equacdes plotadas nos itens a) e b) representam retas e ja estdo escritas na forma
da equacéao geral da reta, bem como destacar que uma reta na forma geral sempre

terq a forma ax + by + ¢ = 0, onde a, b e ¢ sdo numeros reais.

Atividade 6

1. Desenhe no GrafEq as seguintes equacoes:
a)y=2x+1

b)y=3x+4
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2. Plote no GrafEq as seguintes retas, num mesmo sistema de eixos
cartesianos:

y=x+1l,y=2x+1,y=3x+1,y=4x+1,y=10x + 1.

3. Responda as seguintes perguntas:

a) O que acontece quando mudamos na equacao reduzida o valor de m?

11 1 2
b) Plote no GrafEq as retas para valores de m = 332 € 1o O valor de m esta

1
4
aumentando ou diminuindo? O que aconteceu com a reta?

c) Plote no GrafEq as retas para valores de m=—-1,—-2,—-3e—4. O que

aconteceu para valores de m negativos?

4. Plote no GrafEq as seguintes retas, num mesmo sistema de eixos
cartesianos:

y=x-2,y=x—-1,y=x,y=x+1,y=x+2.

5. Responda: O que vocé observa ter acontecido ao variarmos o valor de n da

equacao reduzida nas retas plotadas no exercicio anterior?
Objetivo: Fazer com que os alunos entendam e saibam determinar a equacao
reduzida da reta e compreender o significado dos coeficientes angular e linear da

reta.

Tempo previsto: A atividade 6 deve levar em torno de 50 minutos.

Sugestdes de aplicacdo: Para trabalhar com essa atividade, por se tratar de

exercicios nos quais o aluno precisa perceber o que se altera nos graficos conforme
a inclinacdo ou deslocamento, sugerimos que seja dado um tempo, para eles
plotarem os graficos e responderem as perguntas, e apés seja feita uma discussao
com os alunos para cada item desenvolvido. Também destacamos a necessidade de
gue seja relacionada a equacao reduzida com a equacao geral da reta. Assim o
aluno podera, a partir de uma equacdo encontrada na atividade 5, efetuar as
operacdes necessarias para encontrar a equacdo reduzida da reta. Ainda, é

importante que o professor enfatize que a equacao reduzida da reta ter4d sempre a
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forma y = mx +n, e levante uma discussdo sobre a diferenga entre o coeficiente

angular e o coeficiente linear, de forma que possam identifica-los corretamente.

Relato da aplicacdo das atividades 5 e 6: As atividades foram aplicadas em dois

periodos de 50 minutos consecutivos, conforme estava previsto, e apos, foi realizado
0 encaminhamento para que 0s alunos concluissem a atividade 4.

Na turma A, inicialmente retomamos 0 que conversamos no periodo anterior
em aula, sobre a obra de arte que possui retas com inclinagdes. A partir disso,
mostramos como determinar a equacao geral quando conhecidos dois pontos dessa
reta, fazendo o uso da condicao de alinhamento de 3 pontos através do célculo com
determinantes. Na figura 3.14 podemos observar os registros dessa explicacéo por

parte de um aluno.

Figura 3.14: Registros de um aluno da turma A sobre equacédo geral da reta.

Distribuimos entdo as atividades 5 e 6, para que os alunos trabalhassem um
pouco as ideias de equacdo geral e equacdo reduzida da reta. Nesse encontro,
solicitamos que os alunos enviassem todas as construcdes do GrafEq realizadas até
0 momento via e-mail. Percebemos que os alunos conseguiram compreender com
facilidade como determinar a equacdo geral da reta, e a partir dela, a equacéo
reduzida. Na figura 3.15 observamos as respostas referentes a atividade 6 realizada

por um aluno da turma A.
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Figura 3.15: Respostas dadas por um aluno da turma A na atividade 6.

Na turma B, organizamos a partir da imagem da obra que iremos reconstruir
no GrafEq a ideia de equacéo geral da reta e equacéo reduzida da reta. Explicamos,
assim como na turma anterior, a forma para eles encontrarem a equacéao geral.

No desenvolvimento dessas atividades, percebemos que eles muitas vezes
nao conseguiam explicar os questionamentos que estavam nas atividades, entao,
tentamos fazer com que eles explicassem e partindo de suas falas completavamos
as ideias, que entao eles registravam. Todos os alunos concluiram as atividades 5 e
6. E no final do periodo foi solicitado que eles concluissem a atividade 4, ou seja, a
construcéo da obra de arte de Rubem Valentim no GrafEg.

Na figura 3.16, observamos os graficos plotados no GrafEq, referentes aos
itens 2 e 4 da atividade 6.

Concluidas as atividades 5 e 6, a aula seguinte (um periodo de 50 minutos)
foi destinada a realizacdo da construcdo da obra de arte de Rubem Valentim
proposta na atividade 4. Nesse momento, os alunos trabalharam no laboratério de
informatica, individualmente. Em ambas turmas, algumas vezes surgiram davidas
sobre o sinal da desigualdade, e também sobre a construcéo dos triangulos centrais.
Muitos dos alunos concluiram as atividades nesse periodo, porém alguns concluiram

em momentos posteriores, e enviaram a atividade via e-mail conforme combinado.
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Figura 3.16: Gréficos plotados pelos alunos da turma B para a atividade 6.

Destacamos, na figura 3.17 a atividade de um aluno da turma A, que utilizou
as relacOes testando valores, a partir do célculo de apenas uma parte. Esse aluno
percebeu que havia simetria e relacdo entre os coeficientes angulares e deduziu boa

parte das relacoes.
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Figura 3.17: Atividade 4 concluida por um aluno da turma A.

Encerramos com essa atividade, a parte inicial do estudo de retas. A préxima
secao tratara ainda sobre o estudo de retas, porém a partir de uma outra obra de

arte.
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3.5 Sobre a equacéao reduzida da reta, paralelismo e perpendicularismo

As atividades seguintes, que inicialmente ndo serdo realizadas no laboratério
de informética, visam que o aluno consiga determinar o coeficiente angular da reta, a
equacao reduzida da reta quando conhecido o coeficiente angular e um ponto da
referida reta. Além de trabalhar com as condicbes de paralelismo e
perpendicularismo.

Assim como nas atividades 5 e 6, as atividades 7 e 8 foram propostas em um
mesmo momento e por isso, iremos apresentar primeiramente as atividades com
seus objetivos e uma sugestdo de abordagem, e apds o relato da aplicacao

contemplando as duas atividades.

Atividade 7

Na obra de arte da figura 3.18, de Luiz Roberto Lopreto, podemos identificar
diferentes retas. Entre elas, algumas que sdo paralelas, ou seja, que possuem a
mesma inclinacao.

a) Faca um esboco da obra de arte acima no plano cartesiano da figura 3.1.

b) Identifique usando duas cores diferentes, na representacdo da obra de arte
acima, pelo menos dois pares de retas paralelas.

c) Determine a equacao reduzida das retas que vocé identificou na atividade
anterior.

d) Quando vocé analisa os pares de retas acima, e suas equacdes reduzidas,

0 que vocé pode perceber?

YB—YVA

e) Identifique, usando a férmula m = —
B~2A

, 0 coeficiente angular de todas as

retas da obra de arte anterior.
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Figura 3.18: Obra de arte de Luiz Roberto Lopreto
Fonte: MIZRAHI, 2001

Objetivos: Permitir que o aluno perceba as diferentes maneiras de determinar o
coeficiente angular, usando a equacao reduzida e as relacdes entre retas paralelas,

a partir da obra do pintor Luiz Roberto Lopreto.

Tempo previsto: A atividade 7 deve levar em torno de um periodo de 50 minutos, e

nao faz uso do GrafEq. Por isso, pode ser realizada na sala se aula sem uso de

laboratério de informatica.

Sugestdo de aplicacdo: Para a proposta de abordagem dessa atividade, inicialmente

o professor pode construir em grupo o esboc¢o da obra de arte no plano cartesiano, e
a partir disso explicar as duas formas de encontrar o valor do coeficiente angular.
Levando em conta as conclusdes dos alunos frente aos itens de a) a d), o professor
podera introduzir a definicAo de retas paralelas na perspectiva da Geometria
Analitica (duas retas séo paralelas quando possuem o mesmo coeficiente angular,
ou seja, m; = m,, sendo m, o coeficiente angular de uma das retas e m, o0 da outra).
Da mesma forma, pode abordar que uma das maneiras de encontrar o coeficiente
angular é utilizando a férmula m = tan «, onde a € 0 angulo formado entre a reta em
guestdo e o eixo x e que outra forma possivel € encontrar o coeficiente angular a
partir de dois pontos dessa reta. Suponhamos conhecidos 0s pontos A (xa,y4) € B

(xg, yg) da reta. Entdo, para encontrar o coeficiente angular, podemos usar a formula

m = % Ao abordar essa explicacdo, o professor pode fazer a demonstracao de
BT XA

gue esta ultima forma é na verdade exatamente o valor da tangente do angulo que a

reta forma com o eixo X, quando aplicada a dois pontos da reta.
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Atividade 8

Uma condicdo muito especial de retas ocorre quando elas sé&o
perpendiculares, ou seja, quando formam entre si um angulo de 90°.

a) Vocé reconhece na obra de arte da atividade anterior, retas
perpendiculares? ldentifique na obra de arte (figura 3.18) os pares de retas
perpendiculares que vocé encontrou.

b) Verifique se a condicdo apresentada pela professora se satisfaz nos pares

de retas perpendiculares que vocé encontrou no item anterior.

Objetivos: Explicar a condicdo de perpendicularidade e reconhecer duas retas

perpendiculares.

Tempo previsto: A atividade 8 pode ser realizada num periodo de 50 minutos, e

assim como a atividade anterior, ndo precisa do laboratorio de informatica.

Sugestédo de aplicacdo: Essa atividade o professor poderéa resolver junto aos alunos.

Inicialmente, pode deixar eles sugerirem o0s pares de retas que consideram
perpendiculares, e somente depois explicar e demonstrar a condicdo de
perpendicularidade, segundo a qual, tem-se que se duas retas r e s séo
perpendiculares entre si, entdo m,..mg = —1 (onde m, e mg sao respectivamente 0s
coeficientes angulares das retas r e s). Certamente, alguns alunos podem sugerir
pares de retas que na obra acima parecem, mas ndo sao perpendiculares. Como 0s
alunos terdo calculado todos os coeficientes angulares pela atividade 7, ficara facil

para o professor convencé-los quais pares sao de fato perpendiculares.

Relato da aplicacdo das atividades 7 e 8: Sobre a aplicacdo dessas atividades,

destacamos inicialmente que elas foram realizadas dentro do tempo previsto em
todas as turmas, e foram realizadas em sala de aula com auxilio do projetor
multimidia.

No desenvolvimento das atividades, iniciamos desenhando a obra de arte
sobre um plano cartesiano projetado no quadro. Como realizamos muitos calculos a
partir da obra (de equacbes gerais das retas e dos coeficientes angulares),

sugerimos que eles utilizassem os mesmo pontos para fazer seus esbogos, pois
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dessa forma poderiam conferir seus célculos com os colegas. Inicialmente,
solicitamos aos alunos que fizessem o0 esboc¢o da obra de arte da atividade 7 no
plano cartesiano, e apés, as demais atividades até o item d), para entao explicarmos
as formas de como encontrar o coeficiente angular, de quando as retas serdo de fato
paralelas e a condicdo de perpendicularismo, para posteriormente eles resolveram o
item e) e a atividade 8.

Na turma A, os alunos conseguiram compreender facilmente o
desenvolvimento das atividades 7 e 8. Destacamos que ao realizar o item e) da
atividade 7, muitos alunos ndo queriam fazer todos os calculos, visto que retas
paralelas possuem o mesmo coeficiente angular. Foi entdo sugerido que eles
fizessem as contas em alguns casos, para se certificarem que essas retas seriam
realmente paralelas. A figura 3.19 apresenta o desenvolvimento de parte da

atividade 7, realizada por uma aluno da turma A.

a

)
b)

Sh _3x+q Q. -Gyt 273

Figura 3.19: Atividade 7 desenvolvida por um aluno da turma A.

Na turma B, houve um pouco de dificuldade para reproduzir a obra no plano
cartesiano, sendo esse problema resolvido com atendimentos individualizados, onde
apontamos 0s pontos que ndo estavam de acordo. Percebemos que alguns alunos
apresentaram dificuldades nos célculos, errando sinais ou apresentando algumas
dificuldades na escolha dos pontos para realizar os célculos. Quando necessério,
auxiliamos nas davidas. Mas nessa turma, enquanto eles realizavam as atividades e
as davidas apareciam, muitas vezes ja eram esclarecidas por algum colega que

estava sentado préximo, ou por algum outro que ouvia a duvida. A figura 3.20
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mostra o desenvolvimento do item e) da atividade 7 desenvolvida por um aluno da

turma B.

Figura 3.20: Atividade 7, item e), desenvolvido por um aluno da turma B.

Na aplicagdo da atividade 8, em ambas turmas vimos que muitos alunos
indicaram pares de retas que nao eram perpendiculares (mas que na obra acima,
pareciam ser). Ao realizarem o item b) da atividade, alguns alunos se pronunciaram
afirmando que entdo aquelas retas que eles haviam escolhido ndo eram
perpendiculares. Afirmamos que para se certificar, bastaria verificar a condicdo de
perpendicularidade. A partir disso, eles arrumaram suas atividades para que
estivessem com a escolha correta das retas perpendiculares. A figura 3.21
apresenta o desenvolvimento de um aluno da turma B para a atividade 8.

Apresentamos em seguida, a atividade 9, ainda sobre a obra de arte de Luis

Roberto Lopreto.

Figura 3.21: Atividade mostrando retas perpendiculares, desenvolvida por um aluno

da turma B.
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Atividade 9

a) Refaca no plano cartesiano (figura 3.1) o esboco da obra de arte de Luiz
Roberto Lopreto, e identifique a equacéo reduzida de todas as retas da imagem. Os
calculos devem ser registrados junto com essa atividade.

b) Reproduza a obra de arte acima no GrafEq.
Objetivos: Mostrar como encontrar a equacao reduzida da reta quando conhecido o
coeficiente angular e um ponto dessa reta, e ap6s reproduzir no GrafEq a obra de

arte citada na atividade.

Tempo previsto: A atividade deve levar em torno de dois periodos de 50 minutos, e

sera desenvolvida no laboratoério de informatica.

Sugestdo de aplicacdo: Para a abordagem dessa atividade, o professor pode

inicialmente explicar a origem e utilizacdo da férmula y —y, = m. (x —x,), usada
para encontrar a equacado reduzida da reta quando conhecemos o coeficiente
angular e um ponto dessa reta. Apés, pode utilizar alguns elementos da obra de arte
e mostrar a aplicacdo dessa formula. Concluido o item a), onde os alunos teréo
encontrado as equacdes reduzidas de todas as retas da obra de arte, o restante do
tempo sera destinado a reproducéo desta obra no GrafEg.

Relato da aplicacdo: A aplicacdo dessa atividade foi no laboratério de informatica

com ambas as turmas, sendo realizada dentro do tempo previsto, pela maior parte
dos alunos. Alguns, ndo concluiram a atividade, e a enviaram posteriormente.
Conforme o previsto, explicamos inicialmente a formula para encontrar a equacao
reduzida da reta quando conhecemos o coeficiente angular e um determinado ponto
dessa reta, e apO0s os alunos realizaram os calculos solicitados e iniciaram a
reproducao da obra de arte.

Na turma A, ao explicarmos essa nova forma de encontrar a equacao
reduzida, percebemos um pouco de resisténcia dos alunos, que questionaram
porgue ndo poderiam apenas utilizar a forma anterior, com o desenvolvimento do
determinante a partir de dois pontos. Esclarecemos que poderiam fazer dessa
maneira, mas que em alguns casos ndo conhecemos dois pontos da reta,

conhecemos apenas um ponto e podemos encontrar o coeficiente angular a partir do
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angulo que essa reta forma com o eixo x, por exemplo. Para o desenvolvimento da
obra de arte no GrafEq, alguns alunos nao conseguiram fazer uso das
desigualdades para desenhar os triangulos, assim os atendemos individualmente,
mostrando no esboco construido a relacdo de maior ou menor que deveria ser
utilizada. A figura 3.22 apresenta o calculo das equacgfes reduzidas das retas por

parte de um aluno da turma A.
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Figura 3.22: Calculos referente a atividade 9, realizados pelos alunos da turma A.

Na turma B, os alunos ndo apresentaram dificuldades de encontrar a equacao
reduzida da reta com o uso da férmula. Porém, quando foram desenvolver a obra de
arte no GrafEq, perceberam que haviam utilizado pontos ou coeficiente angulares
incorretos, ou que haviam errado alguns célculos, ja que a obra ndo estava sendo
reproduzida como eles esperavam. A figura 3.23 apresenta a obra de arte
desenvolvida por um aluno da turma B, usando o software GrafEq. Observamos que

foi permitido aos alunos que usassem cores de sua preferéncia.
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Figura 3.23: Reproducéo da obra de Luis Carlos Lopreto no GrafEg.

Ao concluir a atividade 9, concluimos as atividades que envolvem o estudo de

retas. A seguir, teremos o estudo da circunferéncia e da elipse.

3.6 Equacao da circunferéncia e da elipse

As atividades a seguir abordam o estudo da equacao geral da circunferéncia,
mas ndo expande o contetdo no sentido de trabalhar questdes de posicoes relativas
entre ponto e circunferéncia, entre reta e circunferéncia e entre circunferéncias.
Entendemos que estes conteldos ndo sdo relevantes para a proposta final de
reproduzir uma obra de arte, portanto, serdo abordados em sala, quando finalizadas
as atividades aqui propostas. Certamente no momento em que for realizada a
abordagem desses conteudos, serdo relacionados as situacdes trabalhadas na
reproducdo de obras de arte com o GrafEq. Mostrando dessa forma, como as
possibilidades que essa proposta apresenta poderiam ser ampliadas.

Da mesma forma, abordaremos o estudo da equacédo da elipse de forma que
os alunos a percebam e a conhegam, explicando inclusive sua origem e falando um
pouco sobre as demais cbnicas (parabola e hipérbole), mas sem aprofundamentos.
Observamos que optamos por fazer dessa maneira, visto que esse contetdo néo faz

parte da grade curricular das turmas.
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Atividade 10

1. Fazendo uso do software GrafEq, plote a equacdo da circunferéncia em
cada item, apdés desenhe-a no plano cartesiano correspondente e preencha os
demais dados da tabela, conforme apresenta a figura 3.24. Observamos que esse
item apresenta 6 subitens, mas para simplificar aqui apresentaremos apenas um, 0s

demais encontram-se no anexo C.

Equacéao reduzida Plano cartesiano

a) (x—2)2+ (@ +1)2=9

Raio: . : |

Centro:

Figura 3.24: Espaco para resolucéo da atividade 10.

2. Escreva com as suas palavras o que vocé pode perceber em relacdo ao
centro e ao raio da circunferéncia na equacao reduzida da circunferéncia.

3. Faca seus registros sobre a explicacdo da professora referente a equacao
reduzida da circunferéncia.

4. Faca seus registros sobre a explicacao da professora referente a equacao
geral da circunferéncia.

5. Encontre, para cada item da atividade 1 a equacao geral da circunferéncia.

6. Identifique a equacado reduzida e a equacdo geral correspondente das
circunferéncias abaixo (apresente o calculo). Observamos que a atividade é
composta de 3 itens como podemos encontrar no Anexo C, na figura 3.25

apresentamos um deles.
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Circunferéncia Equacéo reduzida e Equacéao geral

Figura 3.25: Espaco para resolucéo da atividade 10.

7. Algumas vezes somente ao olhar a equacéo geral da circunferéncia, néo
conseguimos identificar de qual circunferéncia estamos tratando. Para isso,
precisamos transformar a equacao geral da circunferéncia em equacao reduzida.
Acompanhe o exemplo com a professora, apds realize 0 mesmo com os itens
abaixo.

a)x?+yi—4x+6y—4=0

b)x2+y2+2x—2y—14=0

C)x?+y?+6x+4y+9=0

Objetivos: Compreender a equacao reduzida e a equacao geral da circunferéncia,
saber transforma-la de uma em outra quando necessario e identificar o centro e o

raio da circunferéncia da equacao em questao.

Tempo previsto: A atividade 10 deve levar em torno de 2 periodos de 50 minutos, e

sera desenvolvida no laboratério de informatica.

Sugestdo de aplicacdo: Para a abordagem dessa atividade, o professor pode propor

aos alunos trabalhar individualmente as questfes 1 e 2 do roteiro da pagina anterior.
A partir das conclusdes dos alunos na questdo 2, pode explicar a equacéao reduzida
da circunferéncia, partindo da férmula da distancia entre dois pontos. Apds, podera
mostrar como encontrar a equacao geral a partir do desenvolvimento da equagao

reduzida, e como encontrar a equagéao reduzida a partir da equacao geral.
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Relato da aplicacdo: Na aplicacdo dessa atividade com as turmas A e B,

destacamos inicialmente que elas foram desenvolvidas dentro do tempo previsto e
aplicadas segundo a sugestéo dada anteriormente.

Na turma A, as atividades foram distribuidas e os alunos trabalharam
individualmente na questdo 1. Para responder o segundo item, nem todos
perceberam de imediato o que acontecia em relacao a equacéo reduzida, ao centro
e ao raio da equacdo. Para incentiva-los a responderem com suas proprias palavras,
apontamos que eles deveriam observar o raio e o centro, e verificar qual a relagéo
desses dados com a equacdo. Apoés, discutimos a percepcao dos alunos sobre a
equacéo reduzida, explicando sua origem, além de explicarmos a equacdo geral, e
como encontramos a equacao reduzida completando quadrados a partir da equacgao
geral. Apos, os alunos concluiram a atividade 10.

Na turma B, a aplicagao foi de forma semelhante. Destacamos novamente,
gue nessa turma as interferéncias foram menores por conta da interatividade entre
os alunos em esclarecerem suas duvidas. Apareceram algumas dificuldades por
conta de transformar a equacdo geral em equacao reduzida, solicitada no item 7.
Por conta dessa dificuldade, houve uma nova explicagdo com abordagem de mais
um exemplo além daquele inicialmente planejado.

Abaixo, observamos a figura 3.26 que apresenta o desenvolvimento de parte
do item 1 e 5 da atividade 10 por um aluno da turma A.

A figura 3.27 apresenta duas respostas para a questdo 2 da atividade 10, com
duas explicacdes diferenciadas. Chamamos atencéo que, pelas respostas, os alunos

compreenderam a relacéo entre o grafico da circunferéncia e a equacéo reduzida.

e) |[(x+2) +(y+3)=9

Raio

Centro

Figura 3.26: Atividade 10 desenvolvida por um aluno.
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M AL

Figura 3.27: Respostas dos alunos para a questéo 2 da atividade 10.

Na figura 3.28 (esquerda) podemos observar os registros de um aluno da
turma A sobre as explicacdes referente a equacao reduzida e equacéo geral da
circunferéncia. Uma das maiores dificuldades dos alunos, como ja
mencionamos anteriormente, foi de encontrar a equacéo reduzida da circunferéncia,
guando apresentada a equacado geral da circunferéncia. Na figura 3.29(esquerda)
observamos o registro de um aluno da turma B referente a essa transformacao na
resolucdo do exemplo explicado referente a questdo 7, utiizando o método de

completar quadrados.

*
N of -4

[ TR TN 1A iy T o

Figura 3.28: Registros de um aluno da turma A. Figura 3.29: Resgistro da

transformacéo de equacao geral em equacao reduzida da circunferéncia.

Na atividade a seguir, mostraremos um pouco da equacao da elipse e de seu

grafico.

Atividade 11
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1. Plote no GrafEq as seguintes equacdes, e relacione as colunas
identificando o gréfico correto da figura 3.30 com cada equacéo.

2y x? ¥y x? v x? ¥ x? ¥ _
(A) 16+9_1 (B)25-|_49_1 (C)64+25_1 (D)81+36_1 (E)36+64_1

Lol
-

Figura 3.30: Espaco para resolucdo da atividade 11.

2. Relate com as suas palavras 0 que vocé observou a respeito dos valores
gue se encontram nos denominadores das equacdes em relacdo ao gréafico obtido.
3. Plote no GrafEq as seguintes equacles, e relacione as colunas

identificando o grafico correto da figura 3.31 com cada equacéo.

2 _2\2 _1\2 2 2 _2)\2 _7\2 2
(A) (x+3) + (y-2) =1 (B) (x-1) + (y+1) =1 (C)(x+1) + (y-3) =1 (D)(x 2) + (y+2) =1
25 36 9 16 49 25 36 49
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Figura 3.31: Espaco para resolucéo da atividade 11.

4. O que vocé pode perceber sobre a equacgéo reduzida da elipse?

5. Escreva a equacéao das seguintes elipses da figura 3.32:

Figura 3.32: Espaco para resolucéo da atividade 11.

Objetivos: Reconhecer e construir a equacdo reduzida nas elipses. (Destacamos
aqui que as cobnicas nao fazem parte da ementa da disciplina de Matematica, logo, o
objetivo de investigar cbnicas sera reduzido, apontando apenas para as

objetividades da atividade final.).

Tempo previsto: A atividade 11 deve levar em torno de 1 periodo de 50 minutos, e

sera desenvolvida no laboratério de informatica.

Sugestdo de aplicacdo: Inicialmente, o professor pode orientar os alunos a

desenvolverem as atividades 1 a 4, e dependendo das respostas, explicar do que se

trata exatamente a elipse. Sugerimos que o professor defina a elipse na percepgéo
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de lugar geométrico e também aborde as demais cOnicas de forma simples, a partir

das secdes de um cone, por exemplo.

Relato da aplicacdo: Ao aplicarmos a atividade 11 nas turmas A e B, as atividades

foram realizadas dentro do tempo previsto. Como os alunos ja haviam realizado o
exercicio de percepcao da equacdo do circulo, nessa atividade conseguiram
facilmente perceber que os vértices da elipse representavam os denominadores na
equacao. Para compreenderem do que estavam falando, muitos usaram a
expressao “raio do x” e “raio do y”. A figura 3.33 apresenta as respostas a algumas

guestdes da atividade 11 por um aluno da turma B:

2 ;u:-ﬂ:mr,,-u;-rur. el AL k"i;'l' Sl voly B noub gt oML
Lurraraneaitin di  Jguun el 67 5uon8 da
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- - - -~ . . F ~ o -
4. Qoo GMuirmunSn Gt CLOMRoDT '-J_r; Cermbvmangamy,
Ml O Coenolaviocton cbs Camrsnus eirm Qe Mnods .
COHLE D L 8D clvenenn ool8TS  LeY R Sruaon Ol ynnd Y
LETALL A A et A AT P LA = _ - I
Ot 1§ rceh¥nks me Gudtte o2 dltak koot

Figura 3.33: Desenvolvimento da atividade 11 por um aluno da turma B.

3.7 Atividade final

Por fim, serd proposta uma atividade para encerrar o conjunto de atividades

realizadas fazendo uso do GrafEq no ensino de itens da Geometria Analitica.

Atividade 12

Pesquise, ou escolha uma dentre as obras de arte sugeridas pela professora,
e reproduza-a no software GrafEq. N&o se esqueca de registrar seus célculos e as

relagdes que foram utilizadas.
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Objetivo: Desafiar os alunos a aplicarem os conhecimentos adquiridos nas
atividades propostas e reproduzirem uma obra de arte no GrafEq.

Tempo previsto: O tempo previsto para essa atividade sera um periodo de 50

minutos, e ap0s mais 2 periodos de 50 minutos.

Sugestdo de aplicacdo: Para desenvolver a atividade, os alunos poderao pesquisar

obras de arte com elementos geométricos, ou ainda escolher uma das obras de arte

do quadro 1.

Quadro 1 : Obras de arte selecionadas pela professora.

Y 'V

Alexander Calder Alexander Calder
CALDER (2013) CHAMPETIER (2013)

Alexander Calder Alexander Calder
PABST (2009a) PABST (2009b)




August Herbin
PERMANN (1997)

August Herbin

Auguste Herbin
MACHE (2014)

Wassily Kandinsky
WRIGHT (2012)
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ROGAL (2014)

mt [ ]

.‘6 G
N
»

Rubem Valentim
GUTEMBERG (2012)

Rubem Valentim
CRUVINEL (2001)



https://plus.google.com/+AliWright?prsrc=5
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Rubem Valentim
VALENTIM (2014)

Auguste Herbin
NUDE, 2014

Auguste Herbin
BLANC, 2014.

Rubem Valentim
VALENTIM (2008b)

Rubem Valentim
TIMM (2011)
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Na aplicacdo da atividade final, percebemos um grande empenho por boa
parte dos alunos em realizar o solicitado. Alguns iniciaram a obra desenhando-a no
plano cartesiano, outros riscaram um plano sobre a obra, e ainda aqueles que
aproximaram os valores medindo apenas com régua.

Os alunos trabalharam os trés periodos previstos em aula, onde puderam
solicitar ajuda, rever contas, explicacdes, e posteriormente concluiram a atividade
em casa ou nos laboratérios disponiveis. A turma A realizou a atividade em duplas e
a turma B individualmente.

Trataremos mais sobre as obra de arte, e apresentaremos o produto final das
reproducdes no préximo capitulo, pois os principais pontos fazem parte da analise

do nosso ponto de vista sobre a aprendizagem dos alunos.



4 ANALISE DOS RESULTADOS

4.1 Observagdes gerais

Apresentamos a analise para as atividades realizadas com os alunos,
baseada nas observacOes realizadas, nas atividades feitas pelos alunos, no material
impresso a eles repassado, nas construcdes realizadas no GrafEq, que foram
enviadas por e-mail, e principalmente, na reproducao da obra de arte que os alunos
produziram na atividade final. No capitulo anterior relatamos o desenvolvimento das
atividades em sala de aula. Por isso, tentaremos, dentro do possivel, mostrar a
atividade final, buscando observar o desenvolvimento do aluno nos itens relativos
aos conteudos trabalhados nas atividades anteriores.

Verificamos inicialmente que os resultados obtidos na atividade final estdo
dentro do esperado, e dessa forma, os consideramos satisfatorios. Avaliamos se o
aluno manteve as propor¢cdes da obra original, se reproduziu todos elementos da
obra, se foi fiel aos detalhes, se apresentou os calculos necessarios para encontrar
as equacbes que foram utilizadas e se apresentou de maneira organizada a
atividade.

Este trabalho, além de compilar uma grande parte dos contetdos vistos nas
atividades anteriores, também contribuiu para analisarmos o envolvimento, a
criatividade e a capacidade de aplicar os conhecimentos obtidos.

Para o desenvolvimento da atividade final, alguns procuraram identificar um
plano cartesiano sobre a obra de arte que iriam construir. Fizeram isso definindo o
eixo x e y e graduando-os, tracando retas paralelas aos eixos como uma malha
guadriculada, e assim identificando facilmente os pontos. Um aluno utilizou recursos
de softwares fotograficos e conseguiu colocar sobre sua obra uma malha
guadriculada diretamente na tela do computador. Também houve alunos que
optaram por reproduzir a obra em uma folha de papel milimetrado. Acreditamos que

eles tenham feito isso, porque todas as obras de arte que trabalhamos nas
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atividades anteriores foram desenhadas no plano cartesiano para desenvolver as
demais questdes.

As obras escolhidas sdo, em sua maioria de Rubem Valentim, Auguste Herbin
e Alexander Calder. Como elas possuem entre si, similaridades, abordaremos o0s
trabalhos dentro destes grupos. Apenas uma das obras nao é desses pintores. Ela
sera abordada no final.

4.2 Obras de Rubem Valentim

Vamos analisar inicialmente as obras de Rubem Valentim. Procuramos,
dentre as inUmeras obras desse pintor, escolher 5 que apresentassem 0s principais
elementos abordados nas atividades desenvolvidas com os alunos: triangulos (onde
€ muito usada a equacdo da reta), retangulos (que apresentam o mais basico da
localizacdo no plano cartesiano) e circunferéncias (onde basta ter compreendido a
sua equacao reduzida).

A reproducéo da primeira obra foi desenvolvida por uma dupla da turma A, e
individualmente por um aluno da turma B. Na figura 4.1 podemos observar a obra e

suas reproducdes.

O

Figura 4.1: Obra de Rubem Valentim (& esquerda), reproduc¢des de alunos da turma

A (meio) e da turma B (a direita).
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Na reproducédo da obra de arte citada, podemos perceber inicialmente que na
execucao da atividade da dupla de alunos da turma A, ndo foi respeitada a devida
proporgdo das medidas. De fato, ao analisar os registros escritos, percebe-se que a
dupla que colocou um eixo vertical e horizontal sobre a obra, mas n&o o graduou,
apenas mediu as distancias que necessitava. Nesse processo, certamente alguns
elementos se perderam. Achamos interessante a estratégia dessa dupla para

construir um dos itens da obra, como acompanhamos com as relagdes na figura 4.2.

2y<x-10 2-y<-x-10
o 2gsx-10

x>3.5

Figura 4.2: Relacdes para construir uma parte da obra.

A outra reproducdao, realizada por um aluno da turma B, apresentou algumas
inconsisténcias em relacdo ao retangulo laranja (mesmo item que destacamos na
figura 4.2), que na obra de arte original ndo € um retangulo, e nas setas que
estavam com outra cor. Percebemos com isso, alguns sinais de que esse aluno
pode nao ter compreendido como encontrar as equacfes de retas. Porém, ao
analisar os registros escritos por esse aluno, percebemos que 0 mesmo nao realizou
0s registros sobre o ‘retangulo laranja”, fez os calculos de forma correta para

desenhar os triangulos das setas, conforme a figura 4.3.

Figura 4.3: Célculos para construcdo das setas na figura.
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Observamos, que no desenvolvimento do determinante a direita na figura 4.3,
todos os célculos estado corretos, porém na equacao final o aluno apresentou um
erro. Acreditamos que por conta desse erro, optou por desenhar as setas. O aluno
descobriu uma ferramenta que faz o desenho de setas no proprio GrafEq. Porém,
ndo é possivel alterar a cor dessas setas, ficando entdo sua reproducdo final
diferente da obra original. A figura 4.4 mostra onde é encontrada a ferramenta acima
citada.

Grafico #1:Vista #1 o |- |sa) | Ferramentas da Vis..
vista #1 [ Grafico (Final)

A
Pall=!
e

Ferramentas do Desen...
7 -
(& 4 (¥
& - —e

Tamanho da ponta da flecha

Largura da ponta da flecha

Espessura da Linha

Figura 4.4: Ferramenta utilizada pelo aluno para construcdo das setas.

Em ambos trabalhos, os alunos apresentaram duvidas para desenhar as
circunferéncias e principalmente semicircunferéncias. Entdo, explicamos que
bastava limitar o espaco do eixo y em que gostaria que a circunferéncia aparecesse.
Nas reproducdes, percebemos que apesar de alguns elementos estarem em
desacordo com as medidas, (por exemplo, raio maior do que na obra de arte
original) nos dois trabalhos os alunos conseguiram uma boa reproducao.

Seguiremos, analisando a reproducao da segunda obra de Rubem Valentim.
Esta foi uma das obras de resolucédo mais simples, pois continha apenas retangulos
e circunferéncias. A figura 4.5 apresenta a reproducdo desenvolvida por uma dupla
da turma A, e a reproducéo de um aluno da turma B, ao lado da obra original.

Inicialmente, destacamos que o aluno da turma B, construiu a obra invertida,
mas apresenta todos os elementos se aproximando muito da obra original.

Realizando a andlise nas duas obras, destacamos dois itens: O primeiro, diz
respeito a largura das barras retangulares. Na reproducdo da dupla da turma A

(figura 4.5), apesar dos alunos terem construido um plano cartesiano para guiar as
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suas relacdes (figura 4.6), elas ndo estdo com larguras equivalentes a figura original,

porém, se manteve uma propor¢do na diminuicdo das barras.

Figura 4.5: Obra de Rubem Valentim (a esquerda), reproducdes de alunos da turma

A (meio) e da turma B (a direita).

Figura 4.6: Plano cartesiano desenhado para guiar na escolha das relagdes.
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A segunda observacao é sobre a circunferéncia laranja, na parte superior da
figura. Na réplica produzida pelo aluno da turma B, percebemos que néo foi limitado
o valor do y, como deveria ser feito para ficar como na obra original. Observando a
figura 4.7, podemos verificar como a dupla da turma A escreveu as relacdes que

utilizou.

ST T
Q2,544 445

JQ/LLJ‘_A:VI 1

§

Figura 4.7: Registro da dupla da turma A no desenvolvimento da obra.

Na terceira obra de arte do mesmo autor, encontramos retangulos, triangulos
e circunferéncias. Nessa obra, além de analisar a forma escolhida dos alunos
trabalharem, verificamos nos seus registros se os alunos fizeram uso das condi¢des
de paralelismo, presentes nas atividades 7 e 8, que poderiam ser usadas nos
triangulos vermelhos e pretos. Na figura 4.8, podemos observar a obra e as réplicas.

Apresentamos primeiramente alguns aspectos da dupla de alunos da turma A.
Destacamos a forma como esses alunos se organizaram. Para manterem em ordem
suas relagdes, os alunos desenharam os elementos gréaficos e numeraram conforme
os iam desenvolvendo. Na figura 4.9 podemos observar essa organizagdo e

algumas das relages desenvolvidas.



76

Figura 4.8: Obra de Rubem Valentim (a esquerda), reproduc¢des de alunos da turma

A (meio) e da turma B (a direita).
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Figura 4.9: Organizacao dos alunos da turma A e registro de algumas relacfes para

reproducao da obra anterior.

Ao analisar essas equacfes, percebemos que as semicircunferéncias
numeradas na figura 4.9 como 5 e 6 ndo estavam com a limitagdo correta para
serem de fato semicircunferéncias. Buscamos entdo no arquivo do GrafEq a
atividade desenvolvida pelos alunos, e descobrimos que, de fato, essa relacédo
estava errada, como podemos observar diminuindo o tamanho da figura no software,

conforme mostra a figura 4.10.
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Figura 4.10: Obra dos alunos da turma A, onde néo limitaram corretamente a

semicircunferéncia.

Como a dupla apresentou seu trabalho limitando no software as dimensodes
da obra, ndo perceberam o erro que vemos na figura acima.

Sobre o desenho de tridangulos nessa obra, destacamos que a maior parte
deles foi desenhada a partir das equacdes reduzidas das retas, com as quais 0S
alunos desenvolviam determinantes e igualavam a zero com dois pontos da reta
conhecidos, como haviamos trabalhado nas atividade 5. O que percebemos, é que
algumas vezes, mesmo sem ter mencionado no registro escrito das relacdes, 0s

alunos utilizaram intuitivamente as relacdes de paralelismo (figura 4.11).
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Figura 4.11: Rela¢6es para construgéo dos triangulos onde os alunos utilizaram

intuitivamente as relagdes de paralelismo.
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Do trabalho desenvolvido pela turma B, mostramos os calculos realizados
para determinar um dos triangulos na figura 4.12, onde o aluno fez uso do mesmo
método que os alunos da turma A.

Figura 4.12: Calculos referentes a um triangulo para reproducédo da obra pelo aluno

da turma B.

Além disso, observamos que esse aluno conseguiu fazer corretamente as

relacbes da semicircunferéncia. Na figura 4.13 podemos observar como o aluno da
turma B escreveu essa relagao.
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Figura 4.13: Relacdo para o desenho da semicircunferéncia pelo aluno da turma B.
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Percebemos que de fato as atividades estudadas anteriormente guiaram 0sS
alunos a conseguirem essa boa reproducédo da obra de arte.

A gquarta obra de Rubem Valentim, apresenta um grau de dificuldade maior.
Analisando com cuidado, percebemos que cada elemento da obra possui uma fina
borda da cor branca. A maior dificuldade foi manter esse elemento na reproducao.
Na figura 4.14 podemos observar que os alunos de fato mantiveram esses

elementos, e conseguiram reproducdes que foram consideradas 6timas.

Figura 4.14: Obra de Rubem Valentim (a esquerda), reproducdes de alunos da

turma A (meio) e da turma B (a direita).

Nessa obra, estdo envolvidos os conhecimentos de equacdes de retas, para
construcdo das partes retangulares e triangulares, e conhecimento sobre equacdes
de circunferéncias. Na andlise do material da turma A, percebemos que eles
conseguiram desenvolver a atividade de forma rapida, e fizeram uso de poucos
célculos, pois perceberam a simetria nas retas que possuem inclinacées. A figura
4.15 mostra que para desenhar um triangulo, os alunos apenas calcularam uma das
retas, e deduziram por simetria a outra, fato que funcionou por localizarem o eixo
das abscissas e ordenadas bem no centro da figura.

Destacamos, na figura 4.15, que o aluno da turma A escreveu a relagdo
matematica de uma forma ndo usual. Como o software GrafEq aceitou esse

comando, interpretando como duas desigualdades diferentes e realizando o
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desenho da forma esperada, o aluno acabou por fazé-las dessa forma, como

podemos ver algumas na figura 4.16.

L0 By

> & 33
Y e, GF
Figura 4.15: Calculos e relacéo para o desenho de um triangulo pelos alunos da
turma A.

Exin A v w A A At s ¥ A
"""""""""" y<16 | y<167

28 .4-9.7<y>18.4-9.7 L8.x-9.6<y>L+8-x-9.6
"""""""""" y<79 | y<8

0.9-x-0.5<y>-0.9-x-0.5 0.9-x-0.8<y>-0.9-x-0.8
"""""""""" y14 | a4

Figura 4.16: Algumas relacdes usadas pelo aluno da turma A no aplicativo GrafEq.

O trabalho desenvolvido pelo aluno da turma B, em comparacdo ao dos
alunos da turma A, apresentou todos os calculos necessarios. Como podemos

observar na figura 4.17 abaixo.
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Figura 4.17: Calculos do aluno da turma B.

Destacamos, com relacdo a reproducdo da obra, além do fato dos alunos
terem contemplado todos os itens na reproducao, a riqueza presente nos detalhes.
Consideramos que os alunos que reproduziram essa obra de arte tenham atingido
0s objetivos da atividade.

Por fim, dentre as obras de arte de Rubem Valentim, apresentamos a obra
gue foi reproduzida por um aluno da turma B (Figura 4.18).

Comparando a obra com sua reproducdo no GrafEq, percebemos
imediatamente algumas diferencas. No momento da aula, o aluno que apresentou o
trabalho acima solicitou ajuda na construcdo dos triangulos. Percebendo sua
dificuldade com os pontos, auxiliamos o aluno a construir a obra em uma folha de
papel milimetrado para que dessa forma identificasse os pontos e pudesse

compreender as relagdes. A figura 4.19 apresenta a construgao realizada.



82

| A
'
A

Figura 4.18: Obra de Rubem Valentim (a esquerda) e reproducao do aluno da turma
B (a direita)
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Figura 4.19: Construcao da obra de Rubem Valentim na folha milimetrada, pelo

aluno da turma B.



83

O aluno que desenvolveu essa atividade nao enviou o arquivo do GrafEq para
gue pudéssemos analisar as suas relagdes (enviou apenas a imagem). Mas na parte
escrita, observamos que ele desenvolveu as equacgfes das retas fazendo uso dos

determinantes e apresentou algumas relacdes, conforme apresenta a figura 4.20.
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Figura 4.20: Calculos para relacdo de um triangulo, por um aluno da turma B.

Porém, em outros casos, 0 aluno apresentou as contas corretamente, e
acreditamos que ele ndo tenha concluido a atividade com éxito por ter usado as
desigualdades de forma errada. Por exemplo, as contas para determinar o altimo
triangulo azul, estdo corretas, como podemos observar na figura 4.21, mas a relagéo

nao esta correta na imagem que o aluno enviou.
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Figura 4.21: Célculos para encontrar a equacao da reta do ultimo triangulo.
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Nesse caso, percebemos que o aluno desenvolveu com facilidade o célculo
das equacfes gerais da reta, que reconheceu todas circunferéncias, porém nao fez
uso correto das desigualdades e dessa forma ndo completou a atividade final.

Seguimos agora com as obras do pintor Auguste Herbin.

4.3 Obras de Auguste Herbin

Seguimos com as obras de arte do artista Auguste Herbin. Escolhemos, 5
obras desse autor, sendo 3 delas reproduzidas apenas por alunos da turma B, e
duas delas por alunos das duas turmas.

Analisando a primeira das obras de arte de Auguste Herbin, podemos
perceber que ela apresenta retangulos, triangulos e circunferéncias. A figura 4.22
apresenta a obra do artista e a reproducéo desta realizada por dois alunos, um da

turma A e outro da turma B.

A
A

A.
A.

Figura 4.22: Obra de arte de Auguste Herbin (& esquerda), reproduc¢des da obra no

GrafEq por um aluno da turma A (meio) e um aluno da turma B (a direita).

Percebemos que ambos o0s alunos conseguiram identificar retangulos,
tridangulos e as circunferéncias em suas reproducgdes. Analisando os calculos e
anotacbes do aluno da turma A, podemos perceber que ele fez uso das duas

maneiras de calcular a equacdo da reta: utilizando dois pontos, desenvolvendo o
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determinante, e calculando o coeficiente angular a partir de dois pontos e apos

utilizando a formula y — y, = m(x — x,), conforme apresenta a figura 4.23.
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Figura 4.23: Alguns calculos utilizados pelo aluno da turma A

Na figura 4.24 apresentamos a forma como esse aluno organizou

o plano

cartesiano para a reproducédo da obra. Percebemos que mesmo sem a presenca de

simetrias na figura, o aluno optou por localizar o centro do plano cartesiano no

centro do seu espaco destinado a reproducao.

O aluno da turma B aproximou os pontos dos vértices dos triangulos por

pares ordenados com numeros inteiros, como podemos observar na figura 4.24, pois

dessa forma resolveu os determinantes de maneira mais simples. Na figura 4.25

observamos os célculos para a construcdo do primeiro triangulo da obra, a relagéo

referente a essa figura do GrafEq, e as relagbes que foram utilizadas para os

retangulos.



Figura 4.24: Organizacao do aluno da turma B para reproducao da obra de arte.
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Figura 4.25: Alguns calculos do aluno da turma B.
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O aluno em questéo solicitou auxilio quando foi realizar a parte da atividade
exposta na figura 4.25. Nosso auxilio foi no sentido de organizar os triangulos
localizando os vértices em pontos que o aluno poderia usar. alunos Os alunos das
turmas A e B nao fizeram uso da relagcéo de paralelismo que poderia ser utilizada, e
diminuido a quantidade de célculos, jA que os lados equivalentes dos triangulos sédo
paralelos. No trabalho do aluno da turma A, percebemos inclusive que ele néao
conseguiu manter o paralelismo com os pontos que escolheu, além de néo
conseguir desenhar o dltimo tridngulo. Sobre as circunferéncias, acreditamos que
eles tiveram certa facilidade em construi-las. N&o solicitaram ajuda, e as
desenvolveram corretamente. Apenas, podemos perceber que o aluno da turma A
nao observou o alinhamento superior e inferior com os triangulos e retangulos,
diferente do aluno da turma B, conforme a figura 4.26.

Figura 4.26: Imagem para ressaltar os detalhes nédo observadas na primeira
reproducao, do aluno da turma A, em relacdo a segunda reproducéo, do aluno da

turma B.

A segunda obra que apresentamos do artista Auguste Herbin, foi reproduzida
por um aluno da turma B, conforme a figura 4.27.

Para desenvolver a obra da figura 4.27, o aluno desenhou sobre a imagem
um plano cartesiano, de forma que a obra pertencesse toda ao primeiro quadrante.
Nos registros que ele apresentou, percebemos que houve facilidade para
desenvolver os retangulos e circunferéncias. Para o desenvolvimento dos triangulos,
o aluno utilizou determiantes para encontrar a equacéo geral da reta, como mostra a
figura 4.28.



Figura 4.27: Obra de Auguste Herbin (a esquerda) e reproducéo do aluno da turma

B (a direita).
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Figura 4.28: Calculos do aluno para o desenho de um triangulo no GrafEq.

As equacdes da figura 4.28 resultam no triangulo amarelo da obra que foi
reproduzida. Para resolver os célculos de forma mais simples, percebemos que o

aluno aproximou os pontos da figura a pares ordenados com numeros inteiros
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sempre que possivel. Consideramos que o aluno que reproduziu essa obra de arte
atingiu os objetivos propostos pela atividade.

A obra seguinte do mesmo artista, também foi reproduzida por um aluno da
turma B. A figura 4.29 mostra a reproducédo ao lado da obra do artista.

Figura 4.29: Obra de Auguste Herbin (a esquerda) e reproducéo do aluno da turma
B (a direita).

O primeiro aspecto que observamos na reproducao da obra, € a auséncia de
triangulos. Acreditamos que o aluno ndo tenha compreendido como podemos
encontrar a equacdo da reta, uma vez que sequer encontramos registros de
tentativas dos célculos. Ressaltamos que esse aluno em nenhum momento das
aulas ou dos atendimentos extraclasse procurou ajuda para completar a obra.
Destacamos na figura 4.30, as demais relacdes que esse aluno utilizou.

Pelo desenvolvimento apresentado pelo aluno, percebemos que ele
compreendeu a localizacdo da obra no plano cartesiano, o desenho de retangulos e
das circunferéncias. Porém, consideramos insuficiente o esbo¢co sem a presenca
dos triangulos, pois mostra que o aluno ndo compreendeu alguns itens das

atividades realizadas anteriormente.
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Figura 4.30: Relacdes que o aluno utilizou para reproduzir retdngulos,

circunferéncias e semicircunferéncias da obra anterior.

A figura 4.31 apresenta uma outra obra de arte do mesmo artista, sendo que

ela foi desenvolvida por uma dupla na turma A e um aluno da turma B.

Figura 4.31: Obra de arte de Auguste Herbin (a esquerda), reproducdes da obra no

GrafEq por um aluno da turma A (meio) e um aluno da turma B (a direita).

Destacamos inicialmente que essa obra apresenta uma quantidade maior de
elementos graficos em comparacdo com as obras anteriores. Por isso, consideramos
gue ela apresenta um maior grau de dificuldade para reproducdo. No trabalho da
dupla da turma A, verificamos em seus registros escritos que para encontrar a
equacao da reta, os alunos nédo utilizaram determinante, mas sim, a formula para
encontrar o coeficiente angular e em seguida a formula para encontrar a equacgao
reduzida, como mostra a figura 4.32.
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Figura 4.32: Célculos dos alunos da turma A para encontrar a equacéao reduzida da reta.

As relacbes da figura 4.32 se referem ao triangulo amarelo menor.
Destacamos que o aluno percebeu a relacdo do coeficiente angular das retas dos
tridngulos que desenhou.

Os alunos da turma B resolveram todos os calculos utilizando o processo por
determinantes, através do qual encontraram a equacao geral da reta, e apos a
equacao reduzida. Para os demais elementos da reproducdo da obra, podemos

observar na figura 4.33 que os alunos nédo apresentaram dificuldades.
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Figura 4.33: Relac¢des utilizadas pelos alunos da turma B para retangulos e

circunferéncias.
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Referente ao desenvolvimento dessa atividade consideramos que os alunos
obtiveram boas reproduc¢des da obra original. A Ultima obra de Auguste Herbin que
apresentamos na figura 4.34 foi reproduzida por um aluno da turma B. Assim como
as demais obras desse artista, sdo obras que contemplam retangulos,

circunferéncias e triangulos.

Figura 4.34: Obra de Auguste Herbin (a esquerda) e reproducéo do aluno da turma
B (a direita).

Analisando a figura 4.34, consideramos que 0 aluno conseguiu uma boa
reproducao da obra, uma vez que percebemos que ele apresentou uma reproducao
rica em detalhes, com todos elementos da obra original, apresentando célculos e
uma o6tima organizacao no trabalho. Nos registros escritos apresentados pelo aluno
verificamos que para encontrar a equacao geral da reta, ele fez uso do método com
resolucdo de determinantes. Percebemos que o aluno ndo fez uso da condi¢cédo de
paralelismo e perpendicularismo, como poderia ter feito nas retas que destacamos
na figura 4.35.

Na figura 4.35, as retas brancas sdo paralelas e as amarelas sao
perpendiculares as retas brancas. As retas que o aluno encontrou ndo séo paralelas,
provavelmente devido a escolha dos pontos para encontrar a equacao e por
arredondamentos realizados no processo. A figura 4.36 apresenta os calculos do
aluno para as equacdes dos quadrilateros verde-escuros, onde destacamos as retas

na figura 4.35.
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Figura 4.35: Retas paralelas e perpendiculares em destague na obra de Auguste
Herbin.

Figura 4.36: Relacdes que o aluno encontrou para os quadrilateros verde-escuro da

obra.

Analisando os coeficientes angulares das retas, verificamos que nas retas
brancas, o aluno encontrou valores aproximados a -0,72, -0,66 e -0,75. Assim como,
encontrou para as retas amarelas com valores aproximados a 1,24, 1,39 e 1,27.
Caso o aluno percebesse as relacbes entre retas paralelas e perpendiculares,
poderia ter realizado um namero menor de calculos, e teria corrigido pequenas

diferencas do original.
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4.4 Obras de Alexander Calder

As obras seguintes, de Alexander Calder, também apresentam elementos
gréficos como retangulos, triangulos e circunferéncias. Sdo 4 obras que apresentam
poucas situacdes de simetrias, apresentando dessa forma um desafio maior aos
alunos que irdo reproduzi-las. Todas as obras foram reproduzidas por uma dupla de
alunos da turma A e por um aluno da turma B. Na figura 4.37 a segquir,

apresentamos a primeira obra.

/

Figura 4.37: Obra de arte de Alexander Calder (a esquerda), reproducdes da obra no

GrafEq por uma dupla da turma A (meio) e um aluno da turma B (a direita).

O primeiro aspecto que destacamos € o fato de que a reproducao
apresentada pela dupla da turma A esta incompleta, e os elementos gréaficos
apresentados sdo diferentes que os da obra original. E importante ressaltar que
durante as aulas reservadas para realizar a atividade eles ndo procuraram auxilio ou
esclareceram duvidas referente aos conteudos.

Uma observacdo do trabalho dessa dupla, é que eles nao localizaram
adequadamente um plano cartesiano sobre a obra, apenas fizeram retas verticais e
horizontais, mas ndo equidistantes. Assim, ndo conseguiram boas aproximacdes
para reproducéo. Verificando no trabalho escrito, percebemos que eles conheciam o
contetdo em si, porém nao souberam aplicar de forma eficiente. A figura 4.38
apresenta detalhadamente alguns célculos.

No trabalho do aluno da turma B, percebemos que houve uma maior
aproximacdo com a obra original. O aluno dessa turma organizou a obra sobre uma

folha de papel milimetrado, conforme a figura 4.39.
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Figura 4.38: Calculos apresentados pela dupla da turma A.

Figura 4.39: Esboco construido antes de reproduzir a obra no GrafEg.

Nos célculos, esse aluno selecionou os pontos conforme a figura acima, e

utilizando determinantes, encontrou as equacfes das retas que possibilitaram a

construcéo da maior parte dos elementos da obra. Consideramos, que o0s alunos

da turma A ndo atingiram os objetivos da atividade, pois o0s alunos nao

apresentaram corretamente todos os elementos da obra, assim como deixaram de
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manter proporc¢des e as devidas inclinacdes das retas desenhadas. Diferente do

aluno da turma B, que apresentou a obra de forma mais completa.

A segunda obra de Alexander Calder foi reproduzida por uma dupla da turma

A e um aluno da turma B, como mostra a figura 4.40.

Figura 4.40: Obra de arte de Alexander Calder (a esquerda), reproducdes da obra no

GrafEq por uma dupla da turma A (meio) e um aluno da turma B (a direita).

Nas reproducdes da figura 4.40 podemos observar que os dois trabalhos

tiveram boas aproximacdes com a obra de arte original. A dupla da turma A, usou no

GrafEq medidas obtidas com a régua, e dessa forma localizou exatamente os pontos

necessarios para cada item. Optaram também, por calcular as retas com o uso da

férmula de coeficiente angular e da férmula para encontrar a equacéo reduzida com

um ponto e o valor do coeficiente angular, como mostra a figura 4.41.

Figura 4.41: Calculos desenvolvidos pelos alunos da turma A.

Para a construcdo da elipse, os alunos identificaram as medidas dos eixos

menor e maior da curva, em Ox e em Oy, e também qual deveria ser o centro da

elipse. Com essas informacfes, deduziram a equacdo reduzida, apresentada na

figura 4.42.
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Figura 4.42: Organizacao de um alunos da turma A para desenhar a equagéo da

elipse.

Um aluno da turma B, optou por esbocar o plano cartesiano sobre a obra,
aproximando o valor dos pontos para medidas com até uma casa decimal. Ele,
diferente dos alunos da turma A, calculou as retas resolvendo os determinantes. Na
figura 4.43, estdo os calculos desse aluno para um dos triangulos da obra de arte

anterior.

Figura 4.43: Calculos do aluno da turma B, com determinantes, para encontrar a

equacao reduzida da reta.
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Destacamos que este aluno, conseguiu calcular as equacgdes de retas, porém
procurou ajuda no atendimento extraclasse para organizar as relagoes e construir 0s
triangulos. A figura 4.44, apresenta um desenho esbocado para a explicacdo de

como usar as desigualdades e a relacdo que gera um dos triangulos.

e 42,5+ 42
) {PU s 5
) 4 Ci12s £ &
¢ /A> S =
/\/ 7 s > ~43F /0
QQ 02? \ 071 2P

Figura 4.44: Explicacao ao aluno para desenhar triangulos.

A obra seguinte (figura 4.45), do mesmo artista, apresenta na maioria de seus
elementos graficos elipses e circunferéncias. A obra foi reproduzida por uma dupla

de alunos da turma A e um aluno da turma B.

v 333

Figura 4.45: Obra de arte de Alexander Calder (a esquerda), reproducfes da obra no

GrafEq por uma dupla da turma A (meio) e um aluno da turma B (a direita).

No desenvolvimento da atividade, o aluno da turma B, para auxiliar na
escolha dos pontos, desenhou a obra de arte sobre uma folha de papel milimetrado,

conforme a figura 4.46.
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Figura 4.46: Reproducéo da obra de arte na folha de papel milimetrado por um aluno
da turma B.

NoOs seus registros escritos, percebemos que o aluno utilizou somente a ideia
de elipses, escrevendo também aquelas que poderiam ser vistas como
circunferéncia na forma de elipses. Tomou ainda o cuidado, para desenhar as
bordas das elipses, fazendo uma preta ao fundo, e a colorida por cima, apenas
diminuindo os valores dos denominadores da equacdo da elipse. A figura 4.47
mostra as relacdes que o aluno usou para a elipse que identificou na figura anterior

como numero 1.

e -39 + (Y-a5) L1

__4yE = b>A A

Figura 4.47: Rela¢cdes para uma das elipses utilizadas pelo aluno da turma B.

A dupla da turma A gue reproduziu esta obra, desenhou sobre a folha com o
desenho da obra, um plano cartesiano, para dessa forma, escolher os pontos.
Apresentamos na figura 4.48, em destaque uma parte do trabalho. Os alunos, que
sdo do curso técnico em informatica, criaram um aplicativo que facilitou os calculos,
apresentando a equacgao da elipse, levando em conta 0s extremos superiores e

laterais de cada elipse.
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Figura 4.48: Programacao criada pela dupla da turma A para gerar a equacéo da

elipse.

Consideramos que os alunos que reproduziram essa obra atingiram o0s
objetivos da atividade, pois mostraram todos o0s elementos da obra original,
mantendo a proporcéo e localizacédo de todos os itens, bem como apresentaram de
forma clara seus raciocinios na parte escrita. Além disso, percebemos o interesse e
criatividade dos alunos da turma A, por envolverem no desenvolvimento da atividade

conhecimentos proprio do seu curso, Técnico em Informatica.
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Algo muito importante a acrescentar aqui € que houve um inicio de
estruturacdo de raciocinio em forma de algoritmo. Ou seja, 0s alunos perceberam os
pardmetros necessarios para se executar comandos repetitivos para produzir
elementos distintos de uma mesma familia geradora, no caso, das elipses.

Acreditamos que a Ultima obra de Alexander Calder, reproduzida pelos
alunos, seja a com elementos graficos mais complexos, como mostra a figura 4.49.

A obra foi reproduzida por uma dupla de alunos da turma A e um aluno da turma B.

Figura 4.49: Obra de arte de Alexander Calder (a esquerda), reproducdes da obra no

GrafEq por uma dupla da turma A (meio) e um aluno da turma B (a direita).

Nas reproducbes acima, percebemos que nenhum dos trabalhos ficou
completo. Do trabalho da turma A, que foi desenvolvido por uma dupla, destacamos
gue, ja nos momentos de aula, os alunos ndo conseguiram trabalhar bem juntos,
pois “dividiram” tarefas e ndo conseguiram gerenciar e se comunicar suficientemente
para concluir a atividade. Acreditamos que, para um trabalho como esse, €&
necessario que juntos os alunos pensem nas relacdes e nos valores que devem ser
utilizados.

No registro escrito da atividade dessa dupla, percebemos que faltou uma
organizacdo da imagem no plano cartesiano, embora os alunos tenham registrado
alguns valores, provavelmente medidos com régua. Para o unico raio do sol que
tentaram fazer, percebemos que as contas estavam corretas, mas que ndo usaram
pontos adequados. Percebemos ainda que as circunferéncias laranjas estéo
posicionadas de forma diferente que na obra original. A figura 4.50 traz os registros
desses alunos para circulos concéntricos pretos e brancos que representaram na

obra.
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Figura 4.50: Relag¢des para circulos concéntricos da obra anterior, realizadas pelos

alunos da turma A.

Mesmo que nem todos os circulos possuam a mesma variagédo do raio, como
os alunos desenharam, € interessante observar nas relaces da figura acima que a
Unica mudanca de uma relacdo para outra sdo as medidas a direita da
desigualdade, que equivalem ao raio. Apesar dos alunos da turma A nao terem
desenvolvido toda a atividade, percebemos que eles dominam o conteddo
necessario. Mas, ndo atingiram o objetivo da atividade na reproducao da obra.

O trabalho do aluno da turma B est4 mais completo do que o anterior, mas
ainda assim, o aluno apresentou dificuldades no desenvolvimento dos raios do sol.
Destacamos que para encontrar as equacdes das retas, esse aluno primeiramente o
fez desenvolvendo determinantes, e apds alguns célculos passou a usar as férmulas
para encontrar o coeficiente angular e a equacédo reduzida. Na figura 4.51 podemos

observar os dois tipos de resolu¢des do mesmo aluno.
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Figura 4.51: Duas formas usadas para encontrar equacdes reduzidas.

Consideramos que o trabalho da turma B atingiu os objetivos, mesmo com a

falta de alguns elementos graficos.

4.5 Obra de Kandinsky e finalizacdo

Finalizamos a anélise de dados apresentando uma Unica obra selecionada do
artista Wassily Kandinsky. Escolhemos essa obra, pois ela apresenta todos
elementos que estudamos em nossas atividades, e tem um grau de dificuldade um
pouco maior. Na figura 4.52 podemos observar a obra e a reproducéo obtida por um
aluno da turma B.

Consideramos a reproducdo dessa obra de arte completamente satisfatéria,
pois o aluno que a reproduziu apresentou todos os elementos da obra original de tal
forma que poderiamos inclusive confundi-las. Como essa obra € mais rica em
detalhes, o aluno optou por graduar a imagem da obra a cada 0,5cm, como mostra a

figura 4.53.
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Figura 4.52: Obra de Kandinsky (a esquerda) e reproducéo do aluno da turma B (a
direita).

o

i
I

Figura 4.53: Organizacao do aluno com a obra de arte no plano cartesiano.

Podemos observar na figura 4.53, que o aluno também numerou o0s
elementos que desenhou. Vamos mostrar as relagbes que ele encontrou para o
tridngulo 2 e para o arco de circunferéncia numerado como relagéo 18.

Para o tridangulo, podemos observar na figura 4.54 que o aluno utilizou o
método para encontrar a equacdo geral pelo célculo de determinantes, a apos,

organizou as relagdes com a equacao reduzida.
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Figura 4.54: Relacdes para encontrar um triangulo da obra.

Observamos que o aluno demostrou facilidade no desenvolvimento da
atividade, apresentando clareza nas demais relacdes escritas. As relacdes para o
arco, estranhamos inicialmente nos registros escritos a presenca de 6 equacoes,

onde a principio acreditamos que apenas 2 fossem suficientes. A figura 4.55 mostra
as relacfes que o aluno escreveu.
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Figura 4.55: Relag¢bes do aluno para construir uma arco.
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Investigando o motivo de tantas relacdes no arquivo do aplicativo GrafEq,
descobrimos que o aluno, provavelmente para obter uma aproximacdo maior em
relacdo a obra original, dividiu o arco em segmentos e os desenhou separadamente,

como mostramos na figura 4.56.

[Reagaowts R Ao .Corﬁ Tamanho daFonte
2 2 2
(x-9.3) +(3-7.9) <(5.5)

|Re\a;§o#23 W atve  [IlCor Tamanno da Fonte

2
(x-5.8) +(1-3.9)>10.1"

\Rela;éa #24 [ Ativo .Cnr 36 ¥|Tamanho da Fonte

(x-9.3) +(-7.9)<5.5

B.5«<x<12

Figura 4.56: Relacdes do arco no aplicativo GrafEg.

Encerramos nossa analise, observando que a atividade final abrangeu os
itens que abordamos nas atividades anteriores do conteido de Geometria Analitica.
Observamos o desenvolvimento de retangulos, triangulos, circunferéncias e elipses,
para os quais os alunos individualmente organizaram suas relacoes.

Destacamos também que percebemos um entusiasmo na maioria dos alunos
em concluir a atividade proposta, e ao conversarmos com eles no final das
atividades, relataram que gostaram principalmente da forma diferenciada de ver os
conteudos.

Apresentamos ainda, o quadro 2, que apresenta um resumo dos itens
avaliados e o comportamento dos alunos em relacdo a cada um desses itens,

dividindo conforme o autor de cada obra.
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Quadro 2 — resumo das avaliagdes realizadas, segundo o autor e numero de

reproducdes obtidas.

Autor Proporcao Fidelidade Célculos Organizacao

Rubem Valentim | 7 reproducdes 7 reproducdes 8 trabalhos 6 trabalhos

5 obras mantiveram a apresentaram apresentaram estavam bem

9 reproducdes proporcgéao. todos elementos | todos os organizados.
da obra original. | calculos.

Auguste Herbin 7 reproducdes 5 reproducdes 5 trabalhos 6 trabalhos

5 obras mantiveram a apresentaram apresentaram estavam bem

7 reproducdes proporgéao. todos elementos | todos os organizados.
da obra original. | calculos.

Alexander Calder | 7 reproducdes 5 reproducdes 6 trabalhos 5 trabalhos

4 obras mantiveram a apresentaram apresentaram estavam bem

8 reproducoes proporcgéao. todos elementos | todos os organizados.
da obra original. | calculos.

Kandinsky Manteve a Apresentou Apresentou Estava bem

1 obra proporcgéao. todos todos os organizado.

1 reproducéo elementos. calculos.

TOTAL 22 mantiveram 18 20 18 estavam bem

15 obras a proporcao apresentaram apresentaram organizados.

25 reproducdes com a obra todos elementos | todos os (72%)

original. (88%)

da obra original.
(72%)

célculos. (80%)

Dessa forma, seguimos com as conclusdes a respeito de toda analise aqui

desenvolvida.




CONCLUSAO

O objetivo principal desse trabalho foi verificar a aplicacdo de uma proposta
de atividades sobre Geometria Analitica a alunos do Ensino Médio, através da
reproducdo de obras de arte com o software GrafEq. Para essa averiguacao,
pesquisamos sobre o uso de tecnologias e as influéncias da Arte na Matematica.
Também realizamos um levantamento de trabalhos académicos que tratavam a
cerca desse assunto e sobre os conteldos de Geometria Analitica que poderiamos
adequar a proposta. E, a partir desses dados criamos as atividades que foram
aplicadas em duas turmas de 3° ano do Ensino Médio, com 34 alunos no total.

As atividades foram aplicadas ao longo de 5 semanas e abordavam a
compreensao do plano cartesiano, o estudo de retas, as condi¢cbes de paralelismo e
perpendicularismo e a equacéo reduzida da circunferéncia e da elipse. A maior parte
das atividades foi abordada a partir de uma obra da arte, que ao final de cada etapa,
era reproduzida no aplicativo GrafEq. Apdés o desenvolvimento das atividades
relacionadas aos conteudos, os alunos foram desafiados a reproduzirem uma obra
de arte diferente das trabalhadas anteriormente, sem muitas interferéncias.

No capitulo 3, apresentamos resultados relevantes sobre o tipo de raciocinio
empregado pelos alunos para resolver a atividade proposta. Além disso, o relato das
aplicacdes com os alunos. No capitulo 4 analisamos a atividade final, de reproduzir
uma obra de arte, proposta aos alunos.

Nossa intencdo ao iniciar esse trabalho foi de responder as seguintes
guestdes: Como as tecnologias podem auxiliar na proposta de ensino-aprendizagem
de matematica? O software é adequado para o0 ensino desses contelddos? A
proposta desafiante serviu de motivacdo aos alunos? Quais foram as principais
dificuldades durante o desenvolvimento da atividade?

Assim, ap6s a aplicacdo da proposta didatica, podemos concluir que os
alunos tiveram éxito ao reproduzir uma obra de arte, apresentando trabalhos ricos
em detalhes e réplicas cujos elementos geométricos foram muito préximos das obras
originais. O fato de, em sua maioria, 0s alunos terem alcancado o0s objetivos
propostos, nos leva a pensar que as atividades previamente realizadas foram

importantes para compreensao dos contetdos trabalhados.
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E a partir disso, percebemos, concordando com o0s autores citados no
referencial, que as tecnologias podem auxiliar em propostas de ensino-
aprendizagem na disciplina de Matematica. Nossa sugestdo abordou os contetdos
tradicionais utilizando o software GrafEq, e esse fato facilitou aos alunos a sua
compreensao, e ainda a relacdo e localizacdo de diferentes itens no plano
cartesiano. Passados os primeiros momentos enquanto os alunos se adaptaram ao
software, eles criaram certa autonomia em responder as questdes das atividades e
principalmente em desenvolver a atividade final.

O fato dos alunos néo apresentarem dificuldades ao utilizarem o software
GrafEq, nos faz concluir também que esse software é adequado para 0 ensino
desse conteudo. Também destacamos que por ser um aplicativo executavel, € de
facil acesso e instalacéo, e acreditamos que esse motivo foi um facilitador, visto que
muitos alunos realizaram parte das atividades de reproducéo das obras de arte em
casa.

Conforme ja analisamos no capitulo anterior, os trabalhos apresentados pelos
alunos para a atividade final foram em sua maioria muito satisfatorios. Acreditamos
gue por mostrarem tal envolvimento, os alunos se sentiram de fato motivados e
desafiados com a atividade.

Certamente, nem todos os momentos foram faceis. Percebemos dificuldades
nos primeiros encontros, até que os alunos se acostumassem com a nova dinamica
das aulas, que acabava por ser diferente em cada encontro. Algumas vezes eles
trabalhavam sozinhos, outras eles tinham que ouvir explicacdes para compreender
0s conteudos envolvidos nas atividades, e muitas vezes tiveram que aguardar até
gue pudessem ser atendidos e ter suas duvidas sanadas. Também encontramos
resisténcias nos alunos a sair da rotina, assim como, quando finalizamos as
atividades, alguns alunos comentavam que gostariam de continuar a ir ao laboratério
de informatica para “aula de GrafEQ”, como denominaram esses encontros na sala
de informatica.

Um fato que ressaltamos ao concluir essa pesquisa, € que ndo é suficiente
apenas levar os alunos ao laboratério de informatica. Para obtermos sucesso, as
atividades foram planejadas para envolver os alunos e contar com a participagao e
com as ideias deles. Aqui encontramos uma das dificuldades, algumas vezes
repetimos explicagdes individualmente, mostrando para cada um as relacdes

necessarias. E um trabalho diferente, mais exigente que aqueles que geralmente
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desenvolvemos na sala de aula. O trabalho aqui realizado traz uma nova
possibilidade para o trabalho dos professores com alunos do Ensino Médio.
Deixamos nossa atividade a disposicdo para que colegas professores busquem,
modifiguem e melhorem essa proposta, de forma que cada vez mais possamos
melhorar o processo de ensino-aprendizagem nas nossas escolas.

Salientamos que a proposta também precisa ser adaptada conforme o grupo
de alunos com os quais ela sera desenvolvida. Em grupos maiores, por exemplo, a
dindmica talvez ndo possa ser realizada da forma que fizemos aqui, pelo fato de que
com poucos alunos, sempre que surgia alguma divida estavamos atentos para
auxiliar. Esperamos ainda, que nosso trabalho possa colaborar com as discussdes
sobre o Ensino de Matematica, incentivando outros professores a fazer uso de

tecnologias para o ensino.
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ANEXOS

Anexo A — Atividades sobre o estudo de retas

Atividade 1:

a) Abra o software GrafEq, e digite uma equacdo de duas variaveis de sua
escolha.

(Faca um print da tela com o grafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades. O
arquivo deve ser salvo com seu home e turma)

b) ApoOs discussdo em grupo, registre a equacao que vocé escolheu, e
reproduza o grafico no plano cartesiano abaixo.

-10 -
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Atividade 2:

a) Plote o gréfico da equacao: y = 3. Qual o grafico obtido?

(Faca um print da tela com o gréafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)

b) Plote o gréfico da inequacdo y < 3. Qual a diferenca entre esse e o
anterior?

(Faca um print da tela com o gréafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)

c) Vocé consegue imaginar o que ir4 acontecer ao plotar os graficos x =3 e

x > 37? Desenhe no plano cartesiano abaixo e apds verifique plotando os graficos no
GrafEq.

(Faca um print da tela com o grafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)
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d) Com as ideias anteriores, descubra quais devem ser as inequacdes usadas
para representar o retangulo abaixo:

+ + + * + + + + + * + + * * + + + + + +
+ + + + + + + + + * 9 + + * * + + + + + +
* * r L * * * * L L l * * L L4 * * * * L *
* * * * + + * + + * * * +
+ + * * + + + + + + + * +
* * * * * * * * * * * * *
+ + * * + + + + + + + * +
+ + + + + + + + + + + + +
* * L L * * * * L L -+ * * L L * * * * L *
* * - - + + * * - - =+ * * - - + + * * - +

+ * * * + + * * * - —+ + + - - + + + + * +
* * * * * * * * * * -+ * * * * * * * * * *
* * * * * * * * * * - * * * * * * * * * *
+ + + + + + + + + * -+ + + + * + + + + + +
+ + + + + + + + * + - + + + + + + + + * +
* * - - + + * * - - =+ * * - - + + * * - +
+ + + * + + + + * * —+ + + * * + + + + * +
* * * * * * * * * _9 - * * * * * * * * * *
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Atividade 3:

Realizando algumas pesquisas na rede mundial de computadores (internet),
podemos encontrar muitas obras de artes que apresentam elementos como 0s que
acabamos de desenhar.

Um exemplo sdo algumas obras de Piet Cornelis Mondrian, um pintor
neerlandés modernista. Na figura abaixo, uma de suas obras, percebemos que ela é

formada apenas por retas.

Uma pergunta que surge é a seguinte: Sera que conseguimos reproduzir essa

obra utilizando o aplicativo GrafEq?
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a) Registre no plano cartesiano abaixo um esbogo da obra de arte acima para
construir posteriormente usando o GrafEq.

10—

10 -

b) Usando as relagfes, reproduza a obra acima no GrafEg.

(Faca um print da tela com o gréfico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)
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Atividade 4:

Além de Piet Cornelis Mondrian, outro artista que contribui na nossa proposta
por apresentar em suas obras elementos geométricos € Rubem Valentim. Ele foi um
pintor, escultor, gravador e professor baiano, além de ser considerado um dos
grandes pintores construtivistas brasileiros. A obra na figura seguinte é desse artista.
A proposta dessa atividade é representar essa obra, utilizando o aplicativo GrafEq.



http://pt.wikipedia.org/wiki/Pintura
http://pt.wikipedia.org/wiki/Escultura
http://pt.wikipedia.org/wiki/Gravura
http://pt.wikipedia.org/wiki/Professor
http://pt.wikipedia.org/wiki/Pintor
http://pt.wikipedia.org/wiki/Construtivismo
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a) Como realizado anteriormente, em um primeiro momento, reproduza a obra

no plano cartesiano.

10 L

b) Quais relacbes da obra vocé consegue identificar? E os demais itens, como

podemos representar?

(Faca um print da tela com o gréfico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)
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Atividade 5:

Utilizando o aplicativo GrafEq, plote as seguintes retas:
a)x—2y—3=0

b)3x—y+4=0

(Faca um print da tela com o gréafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)

Observe que as equagOes acima representam retas, e ambas estdo na forma geral.
Uma reta na foram geral sempre tera a forma ax + by +c =0, onde a, b e ¢ sédo

ndmeros reais.

c) Responda: Porque e quando é facil de usar e equacéao geral da reta?

d) Conclua a atividade 4.

(Faca um print da tela com o gréafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)
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Atividade 6:

1. Desenhe no GrafEq as seguintes equacoes:
a)y=2x+1

b)y=3x+4

(Faca um print da tela com o gréafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)

As equacdes desenhadas acima representam retas, e estao representadas na
forma reduzida. A equacdo reduzida da reta tera sempre a forma y = mx + n. Dessa
forma, identificamos dois elementos importantes da reta: o m que é o coeficiente

angular e o n que é o coeficiente linear.

2. Plote no GrafEq as seguintes retas, num mesmo sistema de eixos
cartesianos:

(Faca um print da tela com o grafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)

y=x+1,y=2x+1,y=3x+1,y=4x+1,y =10x + 1.

3. Responda as seguintes perguntas:

a) O que acontece quando mudamos na equacao reduzida o valor de m?

11 1 ,
b) Plote no GrafEq as retas para valores de m = 532 € 1o O valor de m esta

1
4
aumentando ou diminuindo? O que aconteceu com a reta?

(Faca um print da tela com o gréfico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)

c) Plote no GrafEq as retas para valores de m = —-1,—-2,—3e—4. O gque

aconteceu para valores de m negativos?

(Faca um print da tela com o gréfico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)
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4. Plote no GrafEq as seguintes retas, num mesmo sistema de eixos
cartesianos:

(Faca um print da tela com o gréafico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)

y=x—-2,y=x-1,y=x,y=x+1,y=x+2.

5. Responda: O que vocé observa ter acontecido ao variarmos o valor de n da

equacao reduzida nas retas plotadas no item 4?
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Anexo B — Atividades sobre paralelismo e perpendicularismo

Atividade 7:

Na obra de arte seguinte, de Luiz Roberto Lopreto, podemos identificar
diferentes retas. Entre elas, algumas que sdo paralelas, ou seja, que possuem a
mesma inclinacao.

a) Faca um esboco da obra de arte acima no plano cartesiano abaixo.
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210

b) Identifique usando duas cores diferentes, na representacéo da obra de arte

acima, pelo menos dois pares de retas paralelas.

c) Determine a equacao reduzida das retas que vocé identificou na atividade

anterior.

d) Quando vocé analisa os pares de retas acima, e suas equacoes reduzidas,

0 que vocé pode perceber?
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Paralelismo: duas retas sdo paralelas quando possuem o mesmo coeficiente
angular, ou seja, m; =m, (sendo m; a inclinagdo de uma das retas e m, a

inclinagdo da outra).

Quando trabalhamos com obras de artes mais complexas, muitas vezes nao é
possivel identificar tdo facilmente as equacdes que compdem seus elementos. Mas
existem duas formas que permitem que possamos encontrar o coeficiente angular
presente na equacéo reduzida.

Uma das formas de encontrar o coeficiente angular € utilizando a férmula
m = tan «, onde a € o angulo formado entre a reta em questéo e o eixo X. Logo, essa
forma se torna interessante quando conhecemos o angulo em questao.

Outra forma é a partir de dois pontos dessa reta. Suponhamos conhecidos os

pontos A (xa,¥a) € B (xg,yg) da reta. Entdo, para encontrar o coeficiente angular,

YB—YA

podemos usar a formula m = .
XB—XA

e) ldentifique figura abaixo, usando a formula anterior, o coeficiente angular
de todas as retas da obra de arte anterior. (Devem aparecer os calculos!)
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Atividade 8:
Uma condicdo muito especial de retas ocorre quando elas séo

perpendiculares, ou seja, quando formam entre si em angulo de 90°.

a) Vocé reconhece na obra de arte da atividade anterior, retas
perpendiculares? ldentifique na figura abaixo os pares de retas perpendiculares que

VOCé encontrou.

Perpendicularidade: Se duas retas r e s sdo perpendiculares entre si, entdo

m,.mg = —1.

b) Verifique, realizando os calculos, se a condi¢cado descrita acima se satisfaz
nos pares de retas perpendiculares que vocé encontrou na atividade anterior.
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Atividade 9:

Algumas vezes conseguimos facilmente identificar ou aproximar o valor do
coeficiente angular de uma reta, assim como um ponto qualquer dessa reta. Quando
temos essas informacgdes, podemos encontrar a equacgao reduzida da reta utilizando

a seguinte férmula: y — y, = m. (x — xo).

a) Refaca no plano cartesiano da figura 3 0 esboc¢o da obra de arte de Luiz
Roberto Lopreto, e identifique a equacéo reduzida de todas as retas da imagem. Os

calculos devem ser registrados junto com essa atividade.

10 —

.10 -

Figura 3: Plano cartesiano para realizacéo da atividade 9.

b) Reproduza a obra de arte acima no GrafEq.

(Faca um print da tela com o gréfico que vocé plotou, e cole no arquivo das atividades.)
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Anexo C — Atividades sobre circunferéncias

Atividade 10:

1. Fazendo uso do software GrafEq, plote a equacdo da circunferéncia em
cada item abaixo, ap0s desenhe-a no plano cartesiano correspondente e preencha
0s demais dados da tabela.

Equacao reduzida Plano cartesiano
y
a) (x—2)2+@y+12=9 - i I
L
L]
Raio: | | | | I I
X
T
Centro:
o n HEN
| L]
- |
I | |
¥
b) | (x+12+(y—3)2=4 L] ] I I
L
| .
Raio: | | | | I I
X
T
Centro:
| ]
| L]
s L]
| | |
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c) x2+(y—1)2=16 I
|
|

Raio: I
|
|

Centro: I
|

d) x=-3)2+@y-2)2=1 I
|
|

Raio: I
|
|

Centro: I
|

e) |(x+2)2+(y+3)2=9

Raio:

Centro:
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f) x? +y% =25 | T

2. Escreva com as suas palavras o que vocé pode perceber em relacdo ao

centro e ao raio da circunferéncia na equacao reduzida da circunferéncia.

3. Faca seus registros sobre a explicacdo da professora referente a equacao

reduzida da circunferéncia.

4. Faca seus registros sobre a explicacao da professora referente a equacao

geral da circunferéncia.

5. Encontre, para cada item da atividade 1 a equacao geral da circunferéncia.
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6. Identifique das circunferéncias abaixo a equacéo reduzida e a equagao

geral correspondente (apresente o célculo).

Circunferéncia Equacéao reduzida e Equacéao geral

-5
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7. Algumas vezes ao olhar somente a equacédo geral da circunferéncia, néo
conseguimos identificar de qual circunferéncia estamos tratando. Para isso,
precisamos transformar a equacéao geral da circunferéncia em equacao reduzida.
Acompanhe o exemplo com a professora, apds realize 0 mesmo com o0s itens
abaixo.

a)x?+yl—4x+6y—4=0

b)x2+y?+2x—2y—14=0

C)x?+y?+6x+4y+9=0
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Anexo D - Atividades sobre elipses

Atividade 11:

1. Plote no GrafEq as seguintes equacdes, e relacione as colunas
identificando o gréfico correto com cada equacao.

A T+=1
B L+L=1
© Z+L=1
D Z+l=1

(E) —+X=1




137




138

2. Relate com as suas palavras o que vocé observou a respeito dos valores

gue se encontram nos denominadores das equacdes em relagédo ao gréfico obtido.

3. Plote no GrafEq as seguintes equacles, e relacione as colunas
identificando o gréfico correto com cada equacao.

2 _ 2
(A) (x+3) + -2) =1
25 36

_1N\2 2
(B) (x-1) +(y+1) =1

9 16
(x+1)? | (y=3)* _
(©) 49 + 25 1
(D) (x_z)z + (y+2)2 =1
36 49
()
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4. O que vocé pode perceber sobre a equacao reduzida da elipse?

Cobnicas:

Elipse

Se o plano « interceptar todas as geratri-
zes do cone e nao for paralelo as bases dos
cones nem passar pelo vértice, teremos:

eixo ‘

Essa conica é chamada de elipse.

Parabola

Se o plano « for paralelo (mas ndo coinci-
dente) a uma geratriz, teremos:

Essa conica € chamada de parébdfa,

Hipérbole

Se o plano o for paralelo (mas ndo coinci-
dente) a duas geratrizes, teremos:

|

Essa conica é chamada de hipérbole.

Definicdo de elipse:

Tracado e definicao da elipse

Em vérios objetos e situagdes do dia a dia podemos observar a forma da elipse.

Para tracar uma elipse, vamos marcar sobre o plano dois pontos, F, e F,, distantes
2¢ um do outro. Em cada ponto fixamos, com o auxilio de dois percevejos, a ex-
tremidade de um barbante de comprimento 2a, sendo 2a > 2c (figura I). Entéo,
posicionando um lapis junto ao barbante, de modo que este se mantenha esticado,

tracamos uma curva (figura I1).
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Note que, para qualquer ponto P pertencente a curva, a distancia PF, + PF, é
constante, pois corresponde ao comprimento do barbante.

A curva formada é chamada de elipse e pode ser assim definida:

Elipse é o lugar geométrico dos pontos P de um plano cuja soma de suas dis-
tancias aos focos F, e F, é constante e maior que a distancia entre eles.
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5. Escreva a equagéao das seguintes elipses:




