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“Nas grandes batalhas da vida, o primeiro

passo para a vitéria é o desejo de vencer”.
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Resumo

Neste trabalho tratamos da geometria das abelhas, mas especificamente da forma em que
armazenam o mel. A construcao dos alvéolos (prisma de base hexagonal, fechado por trés
losangos congruentes, formando um &pice triédrico) se dd de uma forma inteligente em
que é armazenada uma maior quantidade de mel para uma menor quantidade de material.
Provamos que para este tipo de armazenamento os angulos dos losangos nao variam e o
angulo que o eixo vertical a partir do vértice forma com as faces dos losangos também é
constante.

palavras chaves: abelhas, alvéolos, losangos e prisma hexagonal

1l



Abstract

In this paper we deal with the geometry of the bees, but specifically the way they store the
honey. The construction of the alveoli (hexagonal prism base, enclosed by three congruent
lozenges, forming an apex trihedral) occurs in an intelligent way in which is stored an
increased amount of honey for a smaller amount of material. We have proved that this
type of storage angles of the diamond and the angle does not vary the vertical axis from
the apex to form the faces of the diamond is also constant.

keywords: bees, alveoli, diamonds and hexagonal prism
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Capitulo 1

Introducao

A geometria é um dos ramos da matematica que nasceu para atender as necessidades
pratica gerada pelo desenvolvimento da sociedade humana. Temos uma diversidade de
exemplos: medicao de terras, construcao de moradias, confeccao de itens bélicos, cons-
trucao de estradas e etc, em que o conhecimento sobre as figuras geométricas e suas
propriedades eram indispensaveis.

Posteriormente, a geometria ganha um aspecto mais aperfeicoado. Buscando organizar
os conhecimentos ja desenvolvidos e sistematiza-los foi empregado uma estrutura oriunda
da filosofia, surgindo entao os axiomas, os postulados e as demonstracoes com a retérica e
a logica tao cara aos gregos. Assim, ha matematicos que passam a desenvolver a geometria
sob uma 6tica puramente tedrica e formalista, enquanto outros desejam sempre associa-la
aos demais campos cientificos, notadamente a Fisica e as Engenharias.

No livro as maravilhas da matematica, o Genial Malba Tahan, (1895-1974), comentou
o trabalho do matematico Belga Maurice Maeterlinek (1862-1949) sobre a geometria que
as abelhas praticam em sua vida diaria. Como se sabe, esses insetos usam cera para cons-
truir os alvéolos das colmeias, que servem depois de depdsito para o mel que fabricam.
Maeterlinek observou que, ao contrario de muitos planejadores humanos, as abelhas cons-
troem os alvéolos procurando uma forma que otimize a economia, isto é, que apresente
o maior volume para uma menor por¢ao de material gasto. Para isso, os alvéolos nao
poderiam ser cilindricos, pois a falta de paredes comuns entre eles deixaria uma grande
quantidade de espacos inaproveitados. Assim, para que a parede de um alvéolo servisse
também ao alvéolo vizinho, eles deveriam, obviamente, ter a forma de um prisma. Prova-

remos posteriormente que os Uinicos prismas regulares que se justapoe sem deixar buracos
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sao os prismas triangulares, os quadrangulares e os hexagonais.

O problema realmente interessante acontece no fechamento dos alvéolos. Em vez
de construir um hexagono plano para cobrir o fundo, as abelhas economizam cerca de
um alvéolo em cada cinquenta, utilizando trés losangos iguais colocados inclinadamente
conforme a figura abaixo.

=
i E
—

-

Alvéolo

Pode parecer pouco, mas uma economia de 2% que elas conseguem com o fechamento
de milhoes de alvéolos representa uma grande quantidade. Os angulos do losango de
fechamento, inclinados em relacao ao eixo radial dos alvéolos, acabaram provocando uma
controvérsia que foi didaticamente exposta por Malba Tahan em seu livro. Ele conta que
o Fisico francés René-Antonie Ferchault de Réaumur (1683-1757) observou que o angulo
agudo e, consequentemente, seu suplemento nao variavam. Isto é, suas medidas eram
constantes.

Intrigado, Réaumur mandou buscar alvéolos em varias partes do mundo, como a Ale-
manha, Suica, Inglaterra, Canadda e Guiana. Todos apresentavam losangos de mesmo
angulo. O astronomo Francés Jean-Dominique Maraldi, (1709-1788) efetuou as medigoes
dos mesmos angulos agudos e encontrou o mesmo valor em todos eles: 70° 32’. Sur-
preendido com o resultado, Réaumur propos ao seu amigo Samuel Konig, matematico
alemao, que resolvesse o seguinte problema: dado um prisma de base hexagonal, devendo
fecha-lo em uma das extremidades com trés losangos iguais, colocados inicialmente, para
obter maior volume com um gasto minimo de material, qual é o angulo dos losangos que
satisfaz a condicao?

Sem saber a origem do problema, Koniz calculou o angulo como sendo 70°34’. Embora
a diferenca fosse insignificante, de apenas dois minutos em relagao aos céalculos feitos por
Maraldi, concluiu-se que as abelhas estavam erradas. Isso provocou um certo embaraco

entre os cientistas que tentavam explicar essa questao. O fato chegou ao conhecimento do
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matematico escocés Colin Maclaurin (1698-1746), que utilizando os recursos do calculo
diferencial recalculou o angulo e encontrou 70° 32’ o que mostrava que as abelhas estavam
certas. Maclaurin mostrou ainda que o engano de Konig era explicavel: ele havia usando

uma tabela de logaritmos contendo um erro, dai a diferenca de dois minutos.

Veja a seguir duas fotos que mostram a forma em que as abelhas armazenam o mel.

Numa tnica colméia exitem milhares de alvéolos podendo chegar a milhoes.

Favo de Mel

Este trabalho tem como objetivo mostrar que a forma de prisma hexagonal reto com
cobertura rombica por losangos ¢ a melhor estrutura geométrica que as abelhas utilizam
para construcao dos seus alvéolos conjugados, visto que permitem alcancar maior volume

com menor area superficial. Para tanto este trabalho sera estruturado por uma introducao
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que apresenta um pouco da histéria sobre os pesquisadores que inicialmente desenvolveram
pesquisas nessa area e as idéias gerais do trabalho. Posteriormente é colocado os resultados
preliminares que é um resumo dos principais topicos de Geometria Plana, Geometria
Espacial, um pouco do Calculo ( regras de derivagao, maximos e minimos ). Na sequéncia

sao resolvidos os problemas propostos e, finalmente, as consideragoes finais e a bibliografia.
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Resultados Preliminares

2.1 Congruéncias de triangulos

Dizemos que dois triangulos sao congruentes se for possivel mover um deles no espaco,
sem deforma-lo, até fazé-lo coincidir com o outro.

Assim, se dois triangulos ABC e A’B’C’ forem congruentes, deve existir uma cor-
respondéncia entre os vértices de um e do outro, de modo que os angulos internos em
vértices correspondentes sejam iguais, bem como o sejam os lados opostos a vértices cor-
respondentes. A figura abaixo mostra dois triangulos congruentes ABC, A’B’C’, com a
correspondéncia de vértices A <> A’;B <> B’; C <» C’ para tais triangulos, temos entao

KEA’;EE@’;GEGI
AB=A'B’;AC=A'C;BC=B'C’

A

TAAN

E C = [
Triangulos Congruentes

E imediato que a congruéncia de triangulos possui as duas propriedades interessantes
a seguir:

I) Simetria: tanto faz dizermos que um triangulo ABC é congruente a um triangulo
DEF quanto dizer que DEF é congruente a ABC, ou mesmo que dizer que ABC e DEF
sao congruentes.

IT) Transitiva: Se ABC for congruente a DEF e DEF for congruente a GHI, entdao ABC

5
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sera congruente a GHI. Doravante, escreveremos AABC = AA’B’C’ Para denotar que
os dois triangulos ABC e A’B’C’ sdo congruentes, com a correspondéncia de vértices
A < A’:B < B’;C «<» C’. Seria interessante dispormos de critérios para decidir se dois
triangulos dados sao ou nao congruentes. Tais critérios deveriam ser os mais simples
possiveis, a fim de facilitar a verificacdo da congruéncia. Esses critérios existem e sao
chamados casos de congruéncia de triangulos.

No que segue estudaremos alguns casos de congruéncia.

CASO I : Se dois lados de um triangulo e o angulo formado por esses dois lados forem
respectivamente iguais a dois lados de outro triangulo e ao angulo formado por esses

dois lados, entao os dois triangulos sao congruentes.

A A
B C B c

1°CASO: O caso de Congruéncia LAL

Em simbolos, o caso de congruéncia acima garante que, dados triangulos ABC e

A/BIC/’

— A S 2L AABC = AAB/CY

com a correspondéncia de vértices A <> A’; B <> B’; C +» C’. Em particular, segue

daiqueﬁzﬁ’, C=C'eBC=B'C

CASO II : Se dois angulos de um triangulo e o lado compreendido entre esses dois
angulos forem respectivamente iguais a dois angulos de outro triangulo e ao lado

compreendido entre esses dois angulos, entao os dois triangulos sao congruentes.

2° CASO: O caso de Congruéncia ALA
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Em simbolos, dados dois triangulos ABC e A’B’C’, temos

K = /A\’
B=B ALY AABC = AA/B/C’
AB=A'B/

com a correspondéncia de vértices A <+ A’;B < B’;C «+ C’. Em particular,

B'C’.

também devemos ter C = 6’, AC=A'C'eB

CASO III : (LLL). Tendo os trés lados respectivamente congruentes, dois triangulos

serao congruentes.

LLL AABC = ADEF —

2 &z
Il
L
Oy & 2
Il
T m )

CASO IV : (LAA, ou lado - angulo - angulo oposto). Se dois triangulos tém um lado,
um angulo adjacente ao lado considerado e o angulo oposto a tal lado respectiva-

mente congruentes, estao os triangulos sao congruentes.
A D
B C E F

4° CASO: o caso LAA de Congruéncia

AB =DE A=D
~ o~ LAA, R —
C=F ==’ AABC = ADEF =< AC =DF
B=E BC=EF

CASO V : Caso especial (apenas em triangulos retangulos) Se dois triangulos retangulos
tém hipotenusas congruentes e um par de catetos de mesma medida (um em cada),

entao os triangulos sao congruentes.
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B E
A C D E

5° CASO: o caso Especial de Congruéncia

AB = DE AC — OF
BC=FF C*ER*“AABC=ADEF—{ C=F
A=D B=E

2.2 Quadrilateros notaveis

Definicao 1. Um quadrilatero convexo é dito paralelogramo se possuir lados opostos pa-

ralelos.

-
"

Paralelogramo

ABCD ¢ paralelogramo < AB//CD e AD//BC.
No que segue vamos enunciar varias maneiras equivalentes de definir um paralelo-
gramo. Voceé deve guardar tais resultados como propriedades notaveis dos paralelogramos,

a serem usadas oportunamente.

Proposicao 1. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se e sé se seus angulos

opostos forem iguais.

Proposicao 2. Um quadrildtero convero é um paralelogramo se e so se seus pares de

lados opostos forem iguais.

Proposicao 3. Um quadrildtero convexo é um paralelogramo se e sé se suas diagonais

se intersectam ao mezo.
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Se um quadrilatero convexo tiver dois lados opostos paralelos e iguais, ja sabemos que
se trata de um paralelogramo. Pode ocorrer, entretanto, sabermos somente que dois lados
opostos de um quadrilatero convexo sao paralelos (podendo ou nao ser iguais). Neste caso
o quadrildatero obtido é denominado trapézio. Assim, todo paralelogramo é em particular
um trapézio, mas é facil nos convencermos de que a reciproca nao é verdadeira.

Em todo trapézio, os dois lados sabidamente paralelos sao suas bases, sendo o maior
(respectivamente o menor) deles a base maior (respectivamente base menor); os outros
dois lados (sobre os quais em principio nada sabemos, mas que podem também ser para-
lelos, caso o trapézio seja em particular um paralelogramo) sao os lados nao paralelos do
trapézio.

A fim de completar nosso estudo dos tipos particulares mais elementares de qua-
drildteros, vamos estudar agora retangulos e losangos. Um quadrilatero convexo é um
retangulo se todos os seus angulos internos forem iguais. Como a soma dos angulos inter-
nos de um quadrilatero convexo é sempre igual a 360°, segue entao que um quadrilatero
convexo ¢ um retangulo se e s6 se todos os seus angulos internos forem iguais a 90°. Um
quadrilatero convexo é um losango se todos os seus lados forem iguais. Note entao que
todo losango é um paralelogramo.

Um resultado importante em relagao aos losangos é que as suas diagonais se encontram
determinando um angulo de 90°. Para a comprovacao desse resultado usamos congruéncia

de triangulos.

2.3 Areas de Figuras Planas

Iremos supor aqui que a drea de um quadrado de lado a é a? e que a 4rea de um retangulo
deladosaeb é a-b.

Queremos a partir de entao determinar a area de um paralelogramo, de um trapézio
e de um triangulo.

OBSERVAQAO: Seja A1A;--- A, um poligono convexo de n lados. Denotaremos que a

area desse poligono sera dada por:
(A1A2 - Ay).
Proposicao 4. A drea de um paralelogramo de base a e altura h € a - h.

Demonstracao. Considere o paralelogramo ABCD
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B
i
|
I_i
E

i
A B
b i

d

Area do Paralelogramo

Sejam respectivamente E e F os pés das perpendiculares baixadas de D e C & reta AB
e suponha, sem perda de generalidade, que E € AB (figura acima). E imediato verificar
que os triangulos ADE e BCF sdo congruentes, de modo que AB = EF e (ADE) = (BCF).
Entao, temos

(ABCD) = (ADE) + (BEDC)

(ABCD) = (BCF) + (BEDC)

(ABCD) = (EFCD)

Por outro lado, EFCD é um retangulo de altura h e base EF = EB+BF = EB+AE = a.
Portanto, (ABCD) = a - h. O
Proposicao 5. Seja ABC um tridngulo de lados BC = a, AC =b e AB = ¢ e alturas

ha, hy e he respectivamente aos lados a, b, ¢. Entdo (ABC) = ‘1';‘1 = b';b = C'th.

Demonstracdo. Seja S = (ABC) e D a intersecao da paralela a BC por A com a paralela

a AB por C (figura abaixo).

ha

B C

Area do Triangulo

E imediato verificar que ABCD é um paralelogramo de drea 2S (uma vez que AABC =
AACD). Portanto, 2- (ABC) =2-S = a - hg, donde segue a primeira igualdade. As

outras duas igualdades podem ser obtidas de modo analogo. O

Calcular areas de poligonos convexos é agora, em principio, uma tarefa facil: as dia-
gonais do mesmo tragados a partir de um dos seus vértices o particionam em triangulos,

e basta calcular a area de cada um desses triangulos com a ajuda da proposicao anterior.
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Proposicao 6. Se ABCD ¢ um trapézio de bases AB=a e CD =b , e altura h, entdo

(a+b)-h

(ABCD) = ——

Demonstrac¢ao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que a > b.

D -

Area do Trapézio

Se E € AB for tal que AE = b entdo o quadrilatero AECD tem dois lados paralelos e

iguais, de modo que é um paralelogramo. Com BE = a — b, temos

(ABCD) = (AECD) + (EBC) = b h 4 (0= 0} _ (a+b)h

2 2
O]
Corolario 1. Se ABCD ¢ um losango de diagonais AC e BD, entdo
AC.BC
(ABCD) = AC-BC
Demonstracdo. Como AC_LBD, temos
D
W
E
Area do Losango
AC-BM AC-DM . (BM+DM) AC-BC
(ABCD) = (ABC) + ACD) = e c. ! ; ) _ )



Capitulo 2. Resultados Preliminares 12

Teorema 1. (Teorema de Pitdagoras): Num triangulo retangulo o quadrado da hipotenusa

¢ igual a soma dos quadrados dos catetos.

Demonstra¢ao. Considere os quadrados ABCD e MNPQ da figura.

Ab P ¢ B
b
- AN
C
b
o

PMob C
Teorema de Pitagoras

Temos que (ABCD) = (MNPQ) 44 - (MNC), ja que os quatro triangulos da figura sao
congruentes e portanto possuem a mesma area. Assim,

(ABCD) =a? +4- &

(b+c)? =a?+2bc

b? + 2bc + ¢? = a® + 2bc

a? =b? + ¢? O

Note entao que no triangulo retangulo MNC o quadrado da hipotenusa é a soma dos

quadrados dos catetos.

2.4 Volume do Prisma

AXIOMA (Principio de Cavalieri). Sao dados dois sdlidos e um plano. Se todo plano
paralelo ao plano dado secciona os dois solidos sequndo figuras de mesma drea, entdo
esses solidos tém o mesmo volume.

Com o Principio de Cavalieri, podemos obter facilmente o volume de um prisma.
Imaginemos um prisma de altura h, e cuja base seja um poligono de drea A, contido em
um plano horizontal. Construimos ao lado um paralelepipedo retangulo com altura h e
de forma que sua base seja um retangulo de area A.

Suponha agora que os dois sélidos sejam cortados por um outro plano horizontal,

que produz secoes de dreas A e Ay no prisma e no paralelepipedo, respectivamente. Ora,
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sabemos que em todo prisma, uma secao paralela a base ¢ congruente com essa base. Logo,
como as figuras congruentes tem mesma area, temos que A; = A = Ay e, pelo Principio
de Cavalieri, os dois sélidos tém o mesmo volume. Como o volume do paralelepipedo é
Ah, o volume do prisma é também o produto da area de sua base por sua altura.

Como consequéncia do calculo do volume do prisma, podemos demonstrar os seguintes

resultados:

Teorema 2. O volume de uma piramide triangular € igual a um terco do produto da drea

da base pela altura.

Teorema 3. O volume de qualquer piramide € igual a um terco do produto da drea da

base pela altura.

Observe que qualquer piramide pode ser dividida em piramides de base triangular.
Essa divisao é feita dividindo-se a base em triangulos justapostos por meio de diagonais
e definindo cada plano de divisao da piramide por uma dessas diagonais da base e pelo

vértice da piramide.

Piramide

Suponha agora que a piramide tenha altura h e que sua base, de area A, tenha sido
dividido em n triangulos de areas Ay, Ag, ..., An.

Como o volume da piramide é a soma dos volumes das piramides triangulares, temos
que seu volume é:

1 1 1 1 1

Como queriamos demonstrar.
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2.5 Derivada

O conceito de derivada esta intimamente relacionado a taxa de variacao instantanea de
uma funcao, o qual estd presente no cotidiano das pessoas, através, por exemplo, da
determinacao da taxa de crescimento de uma certa populagao, da taxa de crescimento
economico do pais, da taxa de reducao da mortalidade infantil, da taxa de variacao de
temperaturas, da velocidade de corpos ou objetos em movimento, enfim, poderiamos
ilustrar inimeros exemplos que apresentam uma fun¢ao variando e que a medida desta
variacao se faz necessaria em um determinado momento. Para entendermos como isso
se da, inicialmente vejamos a definicao matemaética da derivada de uma funcao em um

ponto:

Definicao 2. Se uma funcao f é definida em um intervalo aberto contendo Xq, entdo a

derivada de f em Xq, denotada por f'(xq), € dada por:

o T(xo+ Ax) —f(xo)
/ j—
o) = Jim Ax :

se esse limite existir.

Ax representa uma pequena variacao em X, proximo de Xg, ou seja, tomando x =
Xg + AX(Ax = x — Xg), a derivada de f em xg pode também se expressa por

f/(xo) = hm M
X=X X —Xg

Interpretacao fisica: a derivada de uma funcao f em um ponto xy fornece taxa de
variacao instantanea de f em xy. Vejamos como isso ocorre:

Suponha que y seja uma funcao de x, ou seja, y = f(x). Se x variar de um valor xq até
um valor x;, representaremos esta variacao de x, que também ¢é chamada de incremento
de x, por Ax = x; —Xg, e a variacao de y é dada por Ay = f(x1) —f(xg), o que é ilustrado

na figura a seguir:
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4 y=f(x)

fl{xiju

fixg)

Taxa de Variacao Média

O quociente das diferencas, dado por % = W, é dito taxa de variacao média
de y em relacdo a x, no intervalo [xg, x1]. O limite destas taxas médias de varia¢do, quando
Ax — 0, é chamado de taxa de variacao instantanea de y em relagdo a x, em X = Xg.
Assim, temos:

fx1)—f(xo f(xo+Ax)—f(x0)

Taxa de variagao instantanea = lim, _,, Fopp— ) — limax—o A

Portanto, a taxa de variacao instantanea de uma funcao em um ponto é dada pela sua
derivada neste ponto, isto é, f'(xg) = limayx_o %)w.

Interpretacao geométrica: a derivada de uma funcao f em um ponto a fornece
o coeficiente angular (inclinagao) da reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)).
Vejamos:

Dada uma curva plana que representa o grafico de f, se conhecermos um ponto
P(a,f(a)), entdo a equacao da reta tangente r a curva em P é dada por y—f(a) = m(x—a),
onde m é o coeficiente angular da reta. Portanto, basta que conhecamos o coeficiente an-
gular m da reta e um de seus pontos, para conhecermos a sua equagao. Mas como obter
m para que T seja tangente a curva em P? Consideremos um outro ponto arbitrario sobre

a curva, Q, cujas coordenadas sdo (a + Ax, f(a + Ax)). A reta que passa por P e Q que

¢ chamada reta secante a curva.
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Reta Tangente a Curva

Analisemos agora a variagao do coeficiente angular da reta secante fazendo Q se apro-
ximar de P, ou seja, tomando Ax cada vez menor. Tudo indica que quando P esté proximo
de Q, o coeficiente angular mg.. da reta secante deve estar préoximo do coeficiente angular
m da reta 1, ou seja, o coeficiente angular mg,. tem um limite m quando Q tende para
P, que é o coeficiente angular da reta tangente r. Indicando-se a abscissa do ponto Q por
x = a + Ax(Ax = x — a) e sabendo-se que a abscissa de P é expressa por a, entao, se

Q — P temos que Ax — 0, o que é equivalente a x — a. Assim:

. . fla+Ax)—fla) .. f(x)—f(a)
m = lim mpg = lim = lim ———,
x—a Ax—0 Ax x—a X—a

(se este limite existe), é o coeficiente angular da reta tangente r. Portanto, o coeficiente
angular da reta tangente no ponto de abscissa x = a é a derivada da funcao f em a, isto

é:

. fla+ Ax) — f(a) . f(x) —f(a)
m = hm = hm _—
Ax—0 Ax x—a X—a

=f'(a)

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1. Se f € a funcao constante definida por f(x) =c, ¢ € R, entao f' = 0.

Demonstracao. Podemos chegar a essa conclusao fazendo diretamente o cdlculo do limite.

Para todo x € R, temos:

Exemplo 2. Seja f(x) = ax +b uma funcdo linear, com a # 0, entdo f'(x) = a

Demonstracao. Calculando diretamente o limite temos:
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f(x) = lim f(x +h) — f(x)
h—0
f(x) = lim a(x+h)+b—(ax+Db)
h—0 h
oy _ e @b
f(X)_rlllg%) —=a

Exemplo 3. Se f(x) = senx entao f'(x) = cosx
Calculando diretamente a derivada de f(x) = senx, obtemos:
sen (x +h) — sen (x)

/ . /T
f'(x) = (senx)’ = ]1113%] =

senx -cosh + senh - cosx — sen (x)

!
hlinm h
sen h cosh —1

= lim |cosx - + senx
h—0 h

em que usamos a formula do semo da soma: sen(a+ b) = senacosb + senbcosa e

agrupamos os termos com senx e cosX.
Passando o limite quando h — 0 e usando os limites limy o ** =1 e limp_,9 % =

0, temos:
sy g sen(x+h) — sen (x)
o= m h
reon . senh . cosh—1
f'(x) = cosx (}lgn)o - > + senx (&1_% — )

f'(x) = cosx-1+ senx-0
f'(x) = cosx
como queriamos demonstrar.

Exemplo 4. Se f(x) = cosx entdo f'(x) = —senx

Demonstracao. O desenvolvimento € andlogo ao que foi feito para a funcdo seno. Para a

fungao f(x) = cosx, temos:

v , .. cos(x+h)—cosx
f'(x) = (cosx)’ = 11115%) -

(cosx-cosh— senx- senh) —cosh

f'(x) = li
(x) A h
h—1 h
f'(x) = lim |cosx - O . senx- 2

h—0 h
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em que usamos a formula do cosseno da soma (cos(a+b) =cosa-cosb— sena- senb)
e agrupamos os termos com senx e cosx. Passando o limite quando h — 0, temos

cos(x + h) — cosx

f'(x) = (cosx)’ = lim

h—0 h
reoy . cosh—1)\ (.. sen h
f'(x) = cosx (}ILILHO — ) sen x (}1112%) h )

f'(x) =cosx-0— senx-1
f'(x) = —senx
como queriamos demonstrar.

Como podemos notar, o calculo da derivada através da sua definicao nem sempre é

simples, pois envolve o calculo de um limite.

2.5.1 Regras de Derivacao

No momento apresentaremos algumas propriedades das derivadas, que chamaremos de

regras de derivacgao, que serao utilizadas posteriormente neste trabalho.

Regra 1. (Derivada da Soma) Sejam f e g duas fun¢oes definidas em um intervalo aberto
L. Se as duas funcoes forem derivdveis em xo € 1, entao a fun¢do soma f+ g € derivdvel

em xqo e vale que (f+ g)’'(xo) = f'(x0) + g’ (x0)-
Demonstrag¢ao. Sejam f(x) e g(x) duas fungoes reais. Entao

(f+9g) (x+h)—(f+g)(x) = f(x+h)+g(x+h)—(f(x)+g(x)) = (f(x+h)—f(x))+(g(x+h)—g(x)).

Portanto,
o () — () + (gx + h) — g(x))
= lim
h—0 h
~ lim f(x +h) —f(x) + lim g(x +h)—g(x)
h—0 h h—0
= f'(x) +9g'(x),
Caso os limites existam. O

Regra 2. (Derivada do Produto) Sejam f(x) e g(x) duas fungoes definidas em um inter-
valo 1. Se as duas fungoes forem derivdveis em xo € 1, entao a funcao produto (fg)(x) €

derivdvel em xq e vale que (fg)'(xo) = f'(x0) - g(x0) + f(x0) - g’(x0)-
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Demonstracao. Observe inicialmente que

f(x+h)-gx+h)—f(x)-g(x) =

f(x +h) - glx +h) —f(x) - gx +h) +f(x) - g(x +h) —f(x).g(x),

em que simplesmente somamos e subtraimos na expressao a parcela f(x) - g(x + h).
Reagrupando a expressao:

flx+h)-glx+h)—f(x)-g(x) =

f(x+h)-g(x+h)—f(x)-gx+h)+f(x) -glx+h)—~f(x) g(x) =

(f(x +h) =f(x)) - g(x + h) +f(x) - (g(x + h) — g(x)).

Dividindo a expressao por h e passando ao limite h — 0, obtemos:

fx+h) glx+h)—f(x)-gx)

lim _
h—0 h
(11&% f(x+hr)1_f(X)> - g(x) + f(x) - <}111§%) Q(X—i—h})L—g(x)) _

f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

Observe que no desenvolvimento acima usamos as propriedades do limite da soma e do
produto. Usamos também a continuidade da funcao g. Neste caso, provamos a proposi¢ao

acima. 0

Regra 3. (Derivada do Quociente) Sejam f(x) e g(x) duas fun¢ées definidas em um
intervalo 1. Se as duas funcoes forem derivdveis em xg € I e g(xo) # 0, entdo a fun¢do

quociente (é) € derivdvel em xo e vale que

(f) / (x0) = f'(xo) - Q(XO)Q_ f(xo) - g'(x0)
9*(xo)

Regra 4. (Regra da Cadeia) Sejam f e g fungdes reais tais que a imagem de g estd
contida no dominio de f. Se g é derivdvel em xo e f é derivdvel em g(xo) entdo fog é

derivavel em xq e (fo g)'(xo) = '(g(x0)) - g’(x0).

Exemplo 5. (Derivada da Poténcia). A func¢do f(x) = x™ € derivdvel para todo x € R se
n € N e derivdvel para x € R* se —m < 0, onde n € N. Nos dois casos, f'(x) =n -x""1.
Solucao.

i) Sendo n € N, podemos por f(x) =x™ =x-x-x...-x. Assim, pela Regra 2, temos
- v
n
f'fix) =1-x-x-%X....x+x-1x-%x...-x+--+x-x-x...-1.

n—1 n—2 n—1
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Como o numero x aparece 1 — 1 vezes nas n parcelas, a soma destas resulta m - x™ 1.

Portanto, f'(x) =n -x™ 1.

it) Caso —n < 0 com n € N, basta tomarmos m = —n e procedermos de modo andlogo ao

item ).

2.5.2 Maximos e Minimos

Uma parte importante das aplicagoes do Célculo Diferencial esta relacionada ao problema
de encontrar maximos e minimos de funcoes. Sao os chamados problemas de otimizacao
e que consiste, de maneira geral, em construir um modelo matemético do problema no
qual alguma grandeza é dada por uma funcao derivavel de uma ou mais variaveis e a
informacao que buscamos consiste em encontrar o maximo ou minimo da funcao.
Maéximos e minimos de uma fungao sao, respectivamente, os maiores e menores valores
que a funcao assume em seu dominio, sao os chamados valores extremos da fungao. Esses
sao extremos absolutos. No entanto, sao também importantes os valores extremos em

uma vizinhanga de um ponto. Sao os chamados extremos locais.

Definigao 3. Uma funcao f: D — R tem mdzimo absoluto em c se f(x) < f(c¢) para todo

x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor mdximo de f em D.

Definicao 4. Uma fungdo f: D C R — R tem minimo absoluto em c se f(x) > f(c) para

todo x mo dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) € chamado valor minimo de f em D.

Definicao 5. Uma fung¢io f: D C R — R tem mdzimo local (ou mdzimo relativo) em
um ponto ¢ de seu dominio, se existe intervalo aberto 1, tal que c € 1 e f(x) < f(c) para

todo x € IND. Nesse caso, dizemos que f(c) € valor mdximo local de f.

Definigao 6. Uma fung¢dao f: D C R — R tem minimo local (ou minimo relativo) em um
ponto ¢ de seu dominio, se existe intervalo aberto 1, tal que c € I e f(x) = f(c) para todo

x € IND. Neste caso, dizemos que f(c) € valor minimo local de f.

Teorema 4. Seja f: 1 — R uma fungao f continua definida em um intervalo aberto 1.

Se f tem mdximo ou minimo local em x =c, ¢ € I e f é derivdvel em ¢ entao f'(c) = 0.

Demonstra¢ao. Suponha que f tenha um maximo local em x = ¢. A prova do caso em
que f tem minimo local em ¢ é totalmente analoga. Como f é derivavel em c, entao

Xx—Cc~ X—C x—c™t X—C X—c X—C

= f'(c)
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Como f(c) é méximo local, hd um intervalo (a,b) no dominio de f tal que ¢ € (a,b) e

f(x) < f(c). Portanto, f(x) —f(c) <0, para x € (a,b).

)—f(

Se x < ¢ entao x — ¢ < 0 e, portanto f)=fle) > para x € (a,c), logo

X—C
f(x) —f(c

i () =fle)

Xx—c~ X—C

Por outro lado se, x > ¢ entao x — ¢ > 0 e, portanto % < 0 para x € (¢, b), logo

f(x) —f(c

i T

x—ct X—C

Comparando as desigualdades acima e levando em conta que sao o mesmo niimero, resulta

Jim T = Fle) f'(c) =0

X—C X—C

Proposicao 7. Seja a funcao f: [a,b] — R continua e derivdvel em (a,b) entao:

(1) f € nao decrescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) = 0 para todo x € (a,b). Além
disso, se f'(x) > 0 pra todo x € (a,b) entdo f € crescente em [a,b].

(1) f € nao crescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) < 0 para todo x € (a,b). Além

disso, se f'(x) < 0 pra todo x € (a,b) entao f é decrescente em [a,b].

Proposicao 8. Seja a funcao f: [a,b] — R continua e derivdvel em (a,b) e seja ¢ um
ponto critico de f.

(1) Se f" passa de positiva para negativa em ¢ entao f tem mdximo local em c.

(i1) Se f’ passa de negativa para positiva em c entao f tem mdximo local em c.

(iil) Se ' nao muda de sinal em ¢ entao f nao tem um mdximo nem minimo local em c.

Proposicao 9. Seja f uma funcao derivavel em um intervalo aberto 1 e seja ¢ € 1 tal que
f'(c) =0. Se f"(c) existe entdao:

(1) Se f""(c) < 0 entdao f possui maximo local em c.

(i1) Se f"(c) > 0 entdao f possui minimo local em c.

O teste ¢ inconclusivo caso f"(c) = 0.

Demonstracao. Demostraremos o caso (i). O caso (il) é andlogo. Suponha f’(¢) =0 e
f"”(c) < 0. entao
f'(x) —f’ f/
#(c) = fim T _ pp, FX)

X—cC X—C x—c X —C

<0
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Logo, ha um intervalo (a, b) contendo c tal que L <0 para todo x € (a,b). Portanto,
a<x<c:>x—c<0e <0:>f(x)>0.
"(x) <0.

Portanto, f passa de crescente para decrescente em c. Pelo teste da derivada primeira, f

tem maximo local em x = c. O
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Geometria Aplicada

Em um dos primeiros trabalhos no curso de modelagem matematica em Guarapuava, no
ano de 1996, o tema proposto para a modelagem foi “abelhas”. Alguns matematicos (Joao
Rossa Miiller, Marcos Fldvio da cunha, Osvaldo Deucher, Rui Branco e Vicente Bellaver)
dedicaram-se a explorar o assunto, formulando entre outras, a questao “por que a se¢ao
transversal de um alvéolo é um hexdgono regular?”.

Os recipientes, denominados alvéolos, tém a forma de um prisma hexagonal regu-
lar (faces laterais iguais e angulos entre as faces iguais) aberto por uma extremidade e
formando um &apice triédrico na outra face.

Assim, algumas perguntas podem ser propostas:

- Por que a base é hexagonal?

- Qual o angulo formado entre as faces do dpice triédrico e por que essa medida?

- Qual o angulo agudo de um dos losangos que formam o apice triédrico?

Para solucionar a primeira questao, deve ser verificada que o corte transversal de
um favo representa um mosaico com a repeticao de hexagonos regulares. E evidente na
observagao da natureza a economia de recursos, buscando a otimizacao de espagos, a
reducao de consumo de energia, tendo em vista a sobrevivéncia, perpetuacao e, segundo
as teorias evolucionistas, o aprimoramento da espécie. Assim, toda a regiao plana da
secao transversal do favo deve ser plenamente aproveitavel.

Traduzindo para uma linguagem matematica, os poligonos que sao produzidos na
construgao do mosaico observado no corte transversal do favo devem ser de tal forma que
complete todo o plano. Chamamos esse processo de pavimentacao do plano, que é a acao

de cobrir uma regiao plana, denominada mosaico com uma mesma figura, chamada de

23
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molde (em nosso estudo um poligono regular) sem deixar espagos vazios, nem ter figuras
interseccionados.

Veja abaixo as figuras que representam as possiveis configuracoes de um favo.

Pavimentacao do Plano

Proposicao 10. Apenas Trés poligonos requlares podem ser utilizados para pavimentar o

plano: o triangulo equildtero, o quadrado e o hexdgono regular.

Demonstragao. Todo poligono regular pode ser inscrito em um circulo, sendo seus lados
cordas congruentes, de medida £. Assim dado um poligono regular de n lados inscrito em

um circulo de centro O e raio 1, ele pode ser dividido em n triangulos isésceles de base £

. . oA ~ , . s’ . o
e lados iguais a r. Em cada um desses triangulos, o angulo do vértice « é igual a % e

os angulos da base medem 3 = % , onde 0 é o angulo interno do poligono. Assim temos:

Poligono Regular
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360° 0 1 1
0 =98 = 180° — or — 180° — — - _ =
B 80 x 80 o = 360° 5 .
L 3600 on
9 n-—2

360° 2n—4 4

= =
0 n—2+n—2
360°

= =2+ ,com n e N.
0 n—2

Sabemos que um poligono regular pode se propagar, formando um mosaico, se %
for um numero inteiro positivo. Este niimero nos da a quantidade de poligonos que tém
vértice comum. (basta observar que, dado um vértice comum a n poligonos que cobrem
uma regiao, deve ser verificado 0 - 1 = 360°, para se obter um encaixe perfeito). Assim
como % =2+ ﬁ € N,temos que ﬁ € N. Neste caso:

n — 2 é um divisor positivo do nimero 4. Portanto,

n—2=loun—2=2oun—2=4

n=3 n=4 n=~06

Logo o poligono regular que atende essas condicoes € o triangulo equilatero, o quadrado

ou hexagono regular. O

Verificada essa proposicao, surge a questao: se os alvéolos poderiam ter bases triangu-
lares equilateras, quadrados ou hexagonais regulares, por que a escolha das abelhas recai
sobre o formato dos hexagonos regulares?

Como ja foi mencionado, é nitido na natureza e no comportamento da maioria dos seres
vivos a busca pelo aproveitamento dos recursos com o maximo de rendimento. A grandeza
que se pretende maximizar nesse caso ¢ a area da base do alvéolo que ird proporcionar o

maior volume e, portanto, capacidade de armazenamento de maior quantidade de mel.

Proposicao 11. Fizado um perimetro 12x, para o triangulo equildtero, o quadrado e o

hexdagono reqular, entao o que tem maior drea é o hexagono regular.

Demonstracao. Fixamos o perimetro 12x para cada um dos poligonos dos trés poligonos.

Denotando a area do AABC por (ABC), temos, pela figura (3.1), que

h 5
en60° = X ncax. Y3 _ox. V3
4x 2

Logo,

4xh
(ABC):%:2Xh:2x-2X~\/524-\/37(2%6,87(2.
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A £y

607

Figura 3.1: Triangulo equilétero.

De acordo com a figura (3.2), a drea do quadrado ABCD é dada por

A B
- | =
] []
D] I i

Figura 3.2: Quadrado.

(ABCD) = 3x - 3x = 9x%.

Observe que a area do hexagono regular pode ser decomposto em seis triangulos equilateros

de lado 2x (veja a figura (3.3)). Logo,

A B

T\ 20T
|:|° El:l

E 2x D

i

Figura 3.3: Hexagono Regular.

(ABCDEF) =6 - ~ 10, 2x>%.

2x)%V/3 6 -4x%V3
(X)Zl\/_: Z\/_ZG\/§X2

Portanto, para um mesmo perimetro, dentre as trés figuras propostas, a que apresenta a

maior area ¢ o hexagono regular. O]
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Figura 3.4: Poligono Regular Inscrito

O processo de Modelagem Matematica pressupoe a possibilidade de explorar, a partir
de um tema tnico proposto, diversos aspectos da Matematica, entao, apesar da questao
do formato dos alvéolos ter um cunho prioritariamente geométrico, pode-se também apro-

veita-lo para analisar a seguinte proposicao, que fara uso de conceitos e analise.

Proposicao 12. Dado qualquer poligono reqular, o valor numérico de seu perimetro coin-

cide com de sua drea se, e somente se, seu apotema vale 2.

Demonstracao. Seja um poligono regular, inscrito em um circulo com perimetro p e
apétema h. Esse poligono pode ser visto como m triangulos isésceles de base ¢ = ¥

e altura h. entao a area A desse poligono sera dada por:

Azne.—h
2

P.h

A=nr—
2

_ph
A= 2

Respeitadas as unidades de medidas adequadas temos que:

sep=A=h=2ese h=2= p=A, conforme enunciamos na proposicao. ]

Agora, se tomarmos um poligono regular de n lados cuja apétema é 2, em um dos
n tridangulos isésceles de base £ = £ e altura h = 2, em que ele pode ser dividido,

considerando o angulo da base de medida 0, temos:
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h 2h 2h 4n
tane:7272?2—7
2 n p
pois h = 2.
Temos ainda que
360° 180°
0+ =90° =0 =90° — :
n
Logo,
tan (900 _ 180 ) _in =
n p
in in
P _

~ tan (900 — 1802) ~ cot 180

. o o - .
pois 8% e (90° — 188 sdo arcos complementares. Assim,

In

P=—7 :4n-tan(z>.

wn(Z)

n

Como a area é numericamente igual ao seu perimetro, temos:

A, =4n - tan (%) Note que T estd em radiano. Veja abaixo uma tabela indicando

alguns poligonos com apotema igual a 2.

Poligono n An
triangulo equilatero 3 20,78
quadrado 4 16,00
pentagono 5 14,53
hexagono 6 13,85
decagono 10 12,99
100-agono 100 12,57
1000-agono 1000 | 12,56641
10000-agono 10000 | 12,56634

Poligonos com apdétema igual a 2.

Nota-se que a sequéncia (A, ), n > 3 é decrescente conforme n aumenta (cresce ) e é

limitada pela area de um circulo de raio 2, que é o limite de um poligono de n lados, com

apétema igual a 2, considerando n assumindo um valor muito grande (n — +o00).

7T

No caso de n tomado como um valor muito grande, = ¢ um valor préximo de zero e

torna-se valida a seguinte sentenca:
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T T Tt
sen — < — < tan —
n n n

dividindo os dois primeiros termos por cos (%) temos:

kid
tan & < —»— . Assim
n S () ’

Teorema do Confronto

Note que:

lim, s omm=me lim, ﬁ = 7. Logo, pelo Teorema do Confronto,

s
Sin

. 7T
lim (n - tan <—>> = TT.
n—-+oo n

Assim, voltando ao cédlculo da area dos poligonos com apdtema igual a 2, temos A,, =
An - tan (Z) — 47~ 12,566371... , quando n — +oo.
Ainda pode ser mencionado que a garantia da convergéncia da sequéncia A, > 3

deve-se a sua monotonicidade (decrescente) e limitagao (érea do circulo de raio 2).

3.1 Area do Alvéolo

Cada alvéolo, como ja foi afirmado, tem o formato de um poliedro de base hexagonal,
faces laterais na forma de trapézios retangulos, ortogonais a base e culminado por um

apice triédrico.
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Figura 3.5: Angulo 0 no alvéolo

A questao proposta agora é minimizar a area do alvéolo, correspondendo & minima
utilizacao de cera necessaria a producao de favos para o armazenamento do mel. Para
maior facilidade de estudo, e devido a simetria existente, podemos calcular a drea total
determinando a drea de uma das faces laterais e de um dos losangos que constituem o
apice, sendo a area total A dada pela soma de seis vezes a area de um dos trapézios e trés
vezes a area de um dos losangos.

Cada face lateral corresponde a um trapézio retangulo de bases medindo h; e hy e
altura de medida £, que por sua vez é congruente ao lado da base hexagonal.

Considere, ainda, a medida do angulo agudo formado entre a altura do alvéolo e uma

das faces losangonais igual a 0.

Note que:

EG =HH'=¢
BG =hy

AF = hy
GH'=AF=h,

AEFG é equilatero de lado £
No AVHD, temos que cot 0 = % = }3//—]'2[ = 2% = VH = %cote
AVHD = ABH'D = VH = BH’

Neste caso a area da face ABGF é dada por:

(ABGF) (h1+2hg)FG _ (HG—Bl—zl +AF) L (hy— BH' 4 hy)

=

N | e
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2
€:(2hg—£00t6)€ zl’,-hg—e—cote

= (ABGF) = (2h, — VH)3 S cot0)3 y

Portanto a drea S; das seis faces laterais do alvéolo é dado por:
€2
Sl =6- (ghz—z(ZOte)

Queremos calcular agora a area do losango ABCV.

Perceba inicialmente que CD ¢é altura do triangulo isésceles BCV. Note ainda que
MGH'C é paralelogramo e portanto GM = CH’ = {. Usando o Teorema de Pitdgoras no
ACDH’ temos que CD = %g Perceba agora que no AVHD, concluimos que

HD £/2
sene—v—D = sene—v—D

/2 (

sen®  2-send

= VD =

Assim a area do AVCD é:

02/3
8sen 0

CD-VD _ er ) 2-s£n9 _ E\/g
2 - 2 ~ 4senB

(VCD) = . g

Como o losango ABCV ¢é formado por quatro triangulos de mesma area de VCD, temos:

4023 23
(ABCV) = 8sen®  2sen 0

Portanto a area total Sy dos trés losangos é dado por:

s V3 3302

~ "2sen®  2sen0

S2

Portanto a drea A total de um alvéolo aberto é dado por:

2 2 (2
/\251-1—52:681'12—3—(:0t9—|—3\/§ :6€h2+3— V3 — cot 0
2 0 sen 0

2 sen 2
Esta area, como funcao de 0, tera um menor valor quando T(0) for minimo para 0 variando

entre 0° e 90° (0° < 0 < 90°) com T(0) dado por:

T(G)z( V3 —cotG) _ V3 cos 0 _\/§—COSB

— = >0
sen sen® sen® sen 0 ’

pois no intervalo citado sen® > 0 e 0 < cos® < 1, ou seja, v/3 — cos® > 0 e portanto, o
quociente é positivo.

Usando uma calculadora, podemos calcular alguns valores de T. Veja tabela abaixo:
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0 | T(6) =il
10° 4,3032
20° 2,3167
30° 1,7320
40° 1,5028
50° 1,4219
60° 1,4226
70° 1,4792
80° 1,5824
90° 1,7320

Observamos que o menor valor de T deve ocorrer quando 0 esta entre os valores 50° e
60°. O angulo médio escolhido pelas abelhas esta bem préximo do valor étimo de 6 que
é 54,7°.

Com o uso de uma calculadora podemos chegar bem préximo do valor étimo, usando
o “método da bisseccao”.

No entanto, podemos obter o valor de 8 que minimiza a funcao A(0), usando uma

matematica mais sofisticada.

2
A(0) = 6Lhy + % ( V3 —cot6>

Seja

Como esta equacao estd expressa em fungao de {, hy (valores dados) e 0, o problema
passa a ser a determinacdo do valor de 0, (0° < 0 < 90°) para o qual a expressao

T(0) = (S\efe — cot 6) — ¥/3—cos@ atinge um minimo.

sen 0

Isso é garantido pela proposicao: dada uma funcao f: A C R — R, x — f(x), continua
e diferencial, tal que f'(xo) = 0, entdo x¢ é um candidato a extremo (maximo ou minimo)
local da funcao.

A comprovacao pode ser feita verificando a derivada segunda da funcao analisada.

Se " (x¢) < 0, x¢ é ponto de méaximo e se f”(xq) > 0, xo é ponto de minimo.

Desta forma, para minimizar a area superficial do alvéolo, resta calcular o ponto 0*

que anula a primeira derivada de T(0), sendo a derivada segunda nesse ponto negativa.

V3 —cosO

sen O

T(0) =
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(V3—cos0) - sen® — (sen0)’ - (v/3 — cos )
(sen 0)2
(sen®)sen® — cos 0(v/3 — cos 0)
sen 20
sen 20 — v/3cos0 + cos?
sen 20

B 1—+/3cos

sen 20

T'(0) =

T/(8) =

T'(0) =

T'(6)

com 0° < 0 < 90° e sen® > 0, entao:

1 —vV3cos0* =0 = cos0* = = 0* = 54, 7356°

5

. Note que

T(0) (1—+/3cos0)’ - sen?0 — (sen20)’ - (1 —+/3cos0)
(sen20)2

T"(6) = (v/3senB) - sen20 — (2senOcos0) - (1 —+/3cos0)

sen 40
T7(0) — V3sen20 — 2cos 0 4 2v/3 cos? 0
sen 30
T7(0) = V3 c0s20 4+ v/3sen20 —2cos 0 + v/3cos? 0
sen 30
T"(0) \/g—Qcose—F\/gcos?G.

sen 30

Assim, T"”(0*) = T”(54,7356°) =~ 2,1213 > 0. Portanto a segunda derivada nesse ponto
¢ positiva, o que confirma que nesse ponto 0* minimiza a funcao T(0).

Dessa forma, a funcao area superficial do alvéolo é minimizada, no intervalo de inte-
resse, quando o angulo formado entre o eixo central e uma das diagonais do losango da

face superior do alvéolo é aproximadamente igual a 54, 7356°.

3.2 Volume do Alvéolo

Note que na Figura (3.5) os tetraedros VACH e BACH’ tém o mesmo volume, pois:
VH = BH’ (provamos anteriormente)
AVAC = ABAC
VABC VABC é um losango e, portanto, VA = AB =BC =CV
AACH = AACH’
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Logo, os tetraedros possuem a mesma area da base, ja que area de ACH ¢é igual a area
de ACH’, e possuem a mesma altura, pois VH = BH’. Neste caso os mesmos possuem
o mesmo volume, pois o volume do tetraedro é igual a um terco da area da base vezes a
altura (é uma piramide triangular). O cdlculo do volume é entao simplificado, pois basta
que se calcule o volume de um prisma de base hexagonal de lado £ e altura hy = AF, ou
seja, adotando que a apétema de um poligono regular mede 2, temos:

Vavéolo = Ab - hy, Ab — drea da base

hy — altura do prisma.

Mas, como o apdtema € 2, provamos anteriormente que a area da base é numericamente
igual ao perimetro (AB = 6¢{).

Assim,

Valvéolo = 62

Em um favo real, com diametro médio do abdomen de uma abelha mede cerca de
4 mm, os alvéolos sao construidos com o apétema da base de medida proxima de 2 mm, o
que faz com que £ ~ 2, 3 mm.Considerando, ainda, dados empiricos, a altura hy = 10 mm,

temos que o volume médio de um alvéolo é: V =6-2,3-10 = 138 mm?.
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A Matematica das Abelhas

Ja sabemos que a pavimentacao do plano sé pode ser feita através de trés poligonos
regulares: o triangulo equilatero, o quadrado e o hexagono regular.

Por um calculo volumétrico simples das trés possibilidades acima, observando o mesmo
volume, ou escolhendo a forma mais convexa das trés opgoes indicadas, a escolha das
abelhas pela forma hexagonal é de fato a mais economica visto que dentre os poligonos

destacados com mesmo perimetro, o hexdgono tem maior area.

f

WL

Encaixe dos Alvéolos

Eis como as abelhas colocam os seus alvéolos hexagonais. Esses alvéolos, para maior
economia de material, sao fechados por trés losangos iguais. O valor constante do melhor
angulo agudo de um losango de fechamento causou sério debate entre tedlogos, naturalistas

e matematicos, conforme foi anteriormente comentado

Vista Superior dos Alvéolos

35
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Figura 4.1: Angulo da cobertura rombica

O problema que as abelhas resolveram vai ser abordado, sem grande dificuldade, com
os recursos de Matematica elementar.

Como mostra a figura acima, as abelhas fecham uma das bases do prisma com trés
losangos congruentes cujo angulo agudo do losango, 0, mede aproximadamente 70°32’,
o que da origem ao problema do angulo de fechamento da cobertura rombica, que é o

seguinte:

PROBLEMA: De todas as coberturas rombicas de um prisma reto hexagonal,
a que faz com que a area superficial total seja minima, para um volume total
fixo, é formada por trés losangos congruentes com angulo agudo 0 =~ 70°32’.

Demonstracao: Considere a figura acima, que é um prisma hexagonal reto com cober-

tura rombica. A figura também ajuda a obtermos as relagoes métricas necessarias para
deduzir o volume V e a area lateral total S em funcao do lado ¢ da base hexagonal e do

angulo 0 (angulo agudo do losango da cobertura rombica). Assim, temos:

(I) A secao ABC é paralela ao plano determinado pelos pontos A’, B’ e C’

(IT) O trapézio ACDE ¢é retangulo com bases CD ¢ AE , perpendiculares ao plano que

contém o triangulo equildtero ABC, de lado AB medindo (.

(III) Note que AE =2DC , pois ACDF é retangulo e portanto DC = AF. Além disso o
AFED = ACBD (caso especial — os triangulos retangulos possuem um cateto e a

hipotenusa, respectivamente iguais). Assim, CD = EF. Logo,

EA =EF+FA =DC+ DC = 2DC.
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(IV) BD = DE (lados do losango). Portanto, (BD)? = (DE)2. Mas no ADEF, temos:

(AE)?
4

(DE)? = (FD)? + (EF)® = (DE)? = € + (E) ey

> (4.1)

(V) Observe a figura abaixo:

Triangulo Isosceles

temos que

o BD  BE
SN — = —— = —=_.

D

)
o)
o)

Pela equacao (4.1), segue que

(BD)?- sen29 = (BE) = senQQ- <€2 + @) (4.2)

2 4 2

(VI) No AABE, temos:

Pela equagao(4.2) temos:

AT)2
4senzg . ((7,2 + %) =+ (AE)?

4sen2g€2 + SeHQS(E)Q = {* + (AE)?
(AE)? [1 — senzg] = (2 lél senQS — 1}

(AE)? cos? g = (2 [4 Senzg — 1}

_ 1
(AE)? = ¢2 (4tan2 o_ )

20
2  cos 5
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Usando a identidade trigonométrica tan? % + 1 = sec? %, temos:

_ 0 0
(AE)?? =¢2 (4 tan? o tan2§ — 1)

(AE)? =¢2 (3 tan? g — 1)

L 0 3
AE =1 (3 tan? 5= 1> (4.3)

(VII) Assim a érea lateral total S do prisma é dada por:

D.-DE- .CD
SzG-[B E sen9+BC C +B’C’-B’B}
2 2
0 ¢ AE
—¢. |DE2. %Y L Y AR L0k
S=6 [ 10 AR,

Usando as equagoes (4.1) e (4.3), obtemos:

_2 %
<€2+@) Se;9+§-€-<3tan2g—l) +¢-h

S=6-

Segue-se da equagao (4.3) que:

2. (3tan2 & — 2 :
S:6-[(€2+ (3 tan® 5 )) Sen9+e—-(3tan29—1) +¢-h

4 2 4 2

S=6-

40% + 3(2 tan? % —{*> sen0 n (2
4 2 4

0 2
3tan2§—1) +{-h

2 2 .

4 2 4

826.[3(32-(’58&12%4—1)'QSengcosQ_'_E2 ( :

0 3
3tan2——1> +{-h

2 2 1
S=6- [%-86022-seng-cosg—l—e—-(?)taan—l) +{-h

4 2 2 4
32 1 o o L0 \?
S:6-[T-@-sen5-0055+z-<3tan 5—1) +{-h
32 9 2 0 :
S:6[Ttan§+z<3tan2§—1) +Eh (44)

Note que usamos a férmula trigonométrica da drea de um triangulo (ABDE), que
é dada pela metade dos produtos dos lados BD e DE com o seno do angulo entre

eles, juntamente com a férmula do arco duplo para o seno (sen 6 = 2sen % cos %).
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(VIII) O volume V do prisma é dado por: V = 6:[volume do prisma triangular mais

volume da piramide de vértice B e base ACDE]

2 AFE). AC
Vg e\/' +1 (CD + AE) Ac_wﬁ
3 2 2
02 1 3¢ _
V:32\/§h+3 3\/_CD+AE) C
3¢ 1 3¢ 3AE
V= \/_h 30V/3 3AE

2 +3 2 2

& /3 1 2
v:3 \/_h 3 ‘/_ 5 - <3tan2§—1)

2 2

2 3
V=3€2\/§-lh+§-<3tanzg—l) ] (4.5)

Iremos fixar um valor para V e obtermos o valor de S em funcao de 6. Isolando o valor

de h em (4.5) temos:

oV L0 \?
303 2 (?)tan 5 >

Substituindo o valor de h em (4.4), temos:

302 0 (2 0 2 2V ¢ 0 2
S=6-|—tan—+ — - (3tan® = —1 ¢ ——.(3tan®*= —1
[4 an2+4 ( an 5 ) + <3€2\/§ 5 ( an 5 )

2 0 302 0 LAY 0 >
S:9—'tan——|—3—-<3tan2——1) —I———3€2'(3tan2§—1>

2 2 2 2 V3¢
902 0 3 0 24V
S=".tan— — — - [ 3tan®’= —1 —
p T ( 2 ) MVET,
302 9 2 4V
—_ . R 1 .
S 5 [3 tan 5 (3 tan 5 ) + NeT
1
Observando a expressao acima, vemos que ela torna-se minima se [3 tan 5 — (3 tan? % ) 2]
for minima para valores de © com a condicao 3 tan? g > 0= tan = = ‘/?g

1
Lema 1. Se 3tan?® % — 0 entao Stan% — (3 tan? 1) 2 > \/5, valendo a 1gualdade

=
se e somente se tan% > \/75

Demonstracao. Para todo 0 vale:

2 2
(ﬂtan%—l) >0 & 3(\/§tang—1> >0
0
& 3(2tan 5—2\/_tan—+1>

, 0
& 6tan? 5—6\/_‘5&1154—3 0 (4.6)
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Somando-se 3 tan* § — 1 aos membros da desigualdade (4.6) temos:

0 0 0 0
6tan2§—6\/§tan§+3+3tan2§—1 >3tan2§—1

0 0 0
9tan2§—6\/§tan§—l—2 > 3tan2§—1

0 2 , 0
3tan§—\/§ > 3tan 5—1 (4.7)

Como tan% > \/?57 temos que Btang — /2> 0. Logo, de (4.7) obtemos:

1 1
S S 2 0 S) 2
Btani—\/ﬁ> (3tan2§—1> :>3tan§—(3tan2§—1) > /2,

como queriamos demonstrar. O

Portanto, o menor valor de S é obtido quando

1

2

S 0
3tan - —v2 = ( 3tan? = — 1
2 2
Elevando os dois membros da igualdade ao quadrado, obtemos:

0 2 0
(3tan§ —\/5) :3tan2§— 1

0 0 0
9tan2§—6\/§tan§+2 :3tan2§—1

0 0
6tan2§—6\/§tan§—|—320

0 0
2tan2§—2\/§tan§+120
0 2
(\/§tan§—1> =0

0 2
\/§tan§—1 =0=20 :arctan\/T_ ~ 70°32’

que é o angulo agudo do losango da cobertura rombica que fornece a menor area lateral
de um alvéolo para um volume V fixo.

Curiosamente, o angulo entre as diagonais de um cubo tem uma relacgao particular com
o angulo entre os angulos do losango da cobertura dos alvéolos, como mostra a proposi¢ao

a seguir:

Proposicao 13. O angulo agudo © da cobertura rombica € o mesmo angulo agudo entre

as diagonais internas de um cubo.
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Figura 4.2: Angulo 0 no alvéolo

Demonstracao. Considere o cubo de aresta . Note que as diagonais AC’ e A’C se en-

contram no ponto médio E de AC’. Temos ainda que

AC/zﬁﬁ:ﬁzg

Usando lei dos cossenos no AAA'E, temos

(AA)? = (A'E)* + (AE)* —2- A’E.AE cos 0

2 (2
2= %—F%—GPCOSG

602 cos O = 2(°

1
cos 0 = 3 = 0 ~ 70°32’
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Consideracoes Finais

Este trabalho se propos, como objetivo geral, estudar o tipo de armazenamento que as
abelhas acondicionam o mel. O local onde as abelhas armazenam o mel tem um padrao,
que sao os alvéolos. Estudamos algumas propriedades desses alvéolos e nos certificamos
que esse tipo de armazenamento proporciona uma menor quantidade de material (cera)
para armazenar uma quantidade fixa de mel (volume).

Para alcancar o objetivo proposto resolvi basicamente trés problemas:

(1) que a pavimentacdao do plano se da apenas através de trés poligonos regulares: o
triangulo equilétero, o quadrado e o hexagono regular.

(i1) que o angulo entre uma das faces do losango que formam o apice de fechamento do
alvéolo e o eixo vertical a partir do vértice é constante e igual a 54,73° quando impomos
que a area lateral do alvéolo juntamente com a drea dos trés losangos de fechamento é
minima.

(ii1) que o angulo agudo do losango da cobertura rombica é 70°32’ quando fixamos um

volume V e impomos que a area superficial total do alvéolo é minima.
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