UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

EDJAN FERNANDES DOS SANTOS

MEDIDAS E FORMA EM GEOMETRIA

JUAZEIRO DO NORTE
2014



EDJAN FERNANDES DOS SANTOS

MEDIDA E FORMA EM GEOMETRIA

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de P¢s-Graduagdo em Ma-
tematica em Rede Nacional (PROFMAT),
do Departamento de Matematica da Uni-
versidade Federal do Ceard, como requisito
parcial para obten¢do do titulo de Mestre
em Matematica.

Area de Concentracio: Ensino de Ma-
tematica.

Orientador: Prof. Ms. Mario de Assis
Oliveira.

JUAZEIRO DO NORTE
2014



Dados Internacionais de Catalogacado na Publicacdo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca de Ciéncias e Tecnologia

S234m Santos. Edjan Fernandes dos.
Medidas e forma em geometria/ Edjan Fernandes dos Santos. — 2015.
61 1. :il.. color.

Dissertacdo (Mestrado) — Universidade Federal do Ceard. Centro de Ciéncias, Departamento de
Matematica, Mestrado Profissional em Matemédtica em Rede nacional, Juazeiro do Norte, 2015.

Orientacdo: Prof. Mério de Assis Oliveira.

Coorientacdo: Prof. Juscelino Pereira Silva.

1. Geometria. 2. Medidas. 3. Formas. I. Titulo.

CDD 510




EDJAN FERNANDES DOS SANTOS

MEDIDAS E FORMA EM GEOMETRIA

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao
Programa de  Pés-Graduagio em
Matemética em Rede Nacional, do
Departamento de Matemaética da
Universidade Federal do Ceara, como
requisito parcial para a obtengdo do
Titulo de Mestre em Matematica. Area

de concentragfo: Ensino de Matematica.

Aprovada em: 31/ 08/ 2015.

BANCA EXAMINADORA

bean-s b pr ol
Prof. Ms. Mario de Assis Oliveira (Orientador)
Univ. Regional do Cariri (URCA) e
Instituto Federal de Educagdo, ¢jéncia e Tecnologia do Ceara (IFCE)

Prof Dr. fi:ceh’no Pereira Silva
Universidade Federal do Cariri (UFCA)

Prof. Ms. Paulo César Cavalcante de Oliveira
Universidade Regional do Cariri (URCA)




A minha esposa, aos meus filhos, aos
meus pais e irmdos, ao meus colegas
de graduacdo e de poés-graduacdo (ines-
queciveis), a todos os professores,do infan-
til a graduacdo e pds-graduacdo, em espe-
cial ao professores Carlos Alberto Gomes

de Almeida e Méario de Assis Oliveira.



AGRADECIMENTOS

A minha esposa Cicera Romania Gongalves de Macedo e meus filhos Marcos
Vinicius Fernandes de Macedo e Jdlia Maria Fernandes de Macedo por sempre te-
rem me apoiado e me incentivado, compreendendo a minha auséncia ndo s6 nos dias
de estudo (sdbado), mas quase que diariamente quando me dedicava quase todo tempo
que tinha em casa para o estudo.

A minha mée e meu pai pela estrutura familiar oferecida.

Aos meus professores pelo incentivo ao estudo.

Aos meus colegas de mestrado, em especial: Ezequias Guilherme, Henrique Barreto,
Vanderli Aratjo e Wecsley Fernandes pelos momentos que compartilhamos de estudo,
de descontragdo, de alegrias, tristezas. Nunca vou me esquecer das muitas vezes que
compreendi melhor o contetido devido a intervengdo de alguns destes colegas.

Aos professores da UFCA, URCA e IF Juazeiro do Norte que ministraram as disci-
plinas do curso.

Ao professor Mdrio de Assis pela orientacdo que me deu neste trabalho de conclusdo
de curso.

A CAPES pelo apoio financeiro.

A Deus, senhor de tudo e de todos.



RESUMO

O trabalho traz inicialmente uma abordagem histérica, da Grécia (com os pitagoricos),
com o matematico Eudoxo, fazendo referéncia a talvez & maior obra matematica, os
livros de Euclides. Em seguida, trazemos defini¢des e construg¢des sobre os ntimeros re-
ais como um corpo completo, 0s conceitos de infimo, supremo, sequéncias infinitas com
destaque as convergentes, sequéncias de Cauchy e os trés teoremas fundamentais para
o curso de célculo, o teorema do anulamento, do valor intermediério e de Weierstrass.
Logo ap6s, definimos métrica e espago métrico no plano, mostramos que o processo
de comparar um segmento arbitrdrio com outro fixado como unidade nos conduz aos
diversos tipos de ntimeros reais positivos: inteiros, racionais e irracionais, onde a nogao
de segmento comensuravel e incomensuravel é explicada. O célculo de area para fi-
guras planas, onde sdo apresentadas as férmulas usuais para as dreas dos poligonos
mais simples, apresentamos uma aplica¢do, a férmula de Pick, sem demostragdo do
teorema, simples, divertida, pratica e eficiente para o célculo de drea, um contetido da
disciplina de matemadtica presente em todo o ensino bdsico do Brasil sempre presente

em avaliacoes externas como a OBMEP.

Palavras-chave: Segmentos comensurdveis e incomensuraveis, reais (corpo completo),
sequéncias reais (Cauchy), convergéncia e Bolzano-Weierstrass, comprimento de seg-

mentos, area, formula de Pick e OBMEPR.



ABSTRACT

The work initially brings a historical approach, Greece (with the Pythagoreans), with
the mathematician Eudoxus, referring to perhaps the greatest mathematical work,
Euclid’s books. Then bring definitions and constructions of the real numbers as a com-
plete body, the concepts of tiny, supreme, infinite sequences especially the convergent,
Cauchy sequences and the three fundamental theorems for the calculus course, the
annulment of the theorem, the intermediate value and Weierstrass. Soon after, we
define metric and metric space in the plan, we show that the process of comparing
an arbitrary segment with another set as a unit leads to various types of positive real
numbers: integers, rational and irrational, where the notion of measurable and imme-
asurable segment is explained. The area calculation for plane figures, where the usual
formulas for the areas of simple polygons are presented, we present an application,
Pick’s formula, without demonstration of the theorem, simple, fun, practical and effici-
ent for area calculation, one This mathematical discipline of content throughout basic

education in Brazil always present in external evaluations as OBMEP.

Keywords: Commensurable and incommensurable segments , real (full body) , real
sequences ( Cauchy ) , convergence and Bolzano- Weierstrass , length of segments ,

area, Pick formula and OBMEP .
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1 INTRODUCAO

A necessidade de medir comprimentos é muito antiga, ainda na Grécia, o surgi-
mento dos segmentos incomensuraveis com a unidade de medida abalou as estruturas
dos matemadticos pitagoéricos. O cdlculo de dreas ndo menos diferente sempre foi tema
de estudo ao longo da histéria por diversas civilizac¢Oes.

A escola atual no nosso pais, infelizmente, ainda revela deficiéncias no estudo da
geometria. Fica claro na dificuldade da maioria dos nossos alunos em identificar os
tipos de ntimeros, diferencia-los, realizar o cdlculo de dreas assim como ao menos ter
uma idéia na hora de resolver um problema que envolva o célculo de &rea, até mesmo
de figuras planas mais simples. E se a figura plana é mais complexa, composta por
tiguras planas simples, os alunos se complicam ainda mais.

Esse trabalho aborda a importancia de se realizar defini¢des, demonstra¢des bem
apuradas arespeito de medida de segmentos e 0 conceito de niimero que estes carregam,
assim como o célculo e resolugdo de problemas de dreas. Fazer isto é fundamental para
o amadurecimento do conhecimento dos nossos alunos, mas, para que isso acontega,
é necessdrio que seu professor ja possua um amadurecimento do conhecimento para
evitar que o contetido ndo seja repassado com férmulas prontas e viciado a casos
particulares.

E preciso que o professor demonstre toda sua competéncia em saber explorar
questdes que possam ser construtivas para o conhecimento do aluno, para isso, su-
gerimos o trabalho com as questdes da OBMEP que oferecem nos mais variados niveis
de ensino, com grau de dificuldade variado, com muito bom gosto, questdes desafia-
doras, além do fato de serem pensadas e elaboras por um conjunto de mestres que ja

atingiram o dpice do conhecimento.
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2 ASPECTOS HISTORICOS

Ntumeros reais surgiram de uma necessidade simples e antiga, o ato de medir. Mas
o que é medir?

Medir é comparar uma grandeza com outra (unidade ou ndo), que é uma grandeza
de mesma espécie, fixada.

H4 basicamente dois tipos de grandezas: as discretas(como medir um rebanho) e as
continuas(como medir tempo, drea,distancias). Comparar uma grandeza discreta com
a outra significa efetuar uma contagem; o resultado é um ndmero inteiro. Se, porém, a
grandeza for continua, compara-la com outra é medi-la; Hoje sabemos que o resultado
da medida é um ntmero real. Se a grandeza (continua) que se mede é comensuravel
com a outra grandeza escolhida, a medida é um ntiimero racional, se é incomensuravel
sua medida é um ntimero irracional.

Pois bem, para entendermos o que vem a ser comensuravel e incomensurével,
comecemos pelas medidas de segmentos de reta, por exemplo, AB e CD, dizer que a
razdo AB/CD é o ntimero racional m/n, significa que existe um terceiro segmento EF
tal que AB seja m vezes EF e CD, n vezes esse mesmo segmento EF. Na figura abaixo

ilustramos essa situacdo comm = 8 en = 5.

Figura 1: Segmento Comensuravel

A S B
! —y
¢ D E F

Fonte:Avila[1]

Note também: AB e CD sdo segmentos, ndo ntiimeros. E por isso que “razdo”nédo
é 0o mesmo que “fracdo”. Os gregos ndo usavam “fragdes”, apenas “razdes”. E nado

escreviam AB/CD para indicar a razdo de dois segmentos. Mesmo nos dias de hoje
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costuma-se escrever AB : CD = m : n, e dizer "AB estd para CD assim como m esta
para n”. Quando indicamos AB/CD, em vez de AB : CD, ndo devemos confundi-la
com fragdo, pois, como ja dissemos AB e CD sdo segmentos e ndo nimeros.

Pensava-se que dados dois segmentos quaisquer, AB e CD, seria sempre possivel
encontrar um terceiro segmento EF contido um ndmero inteiro de vezes em AB e outro
nimero inteiro de vezes em CD, situagdo esta que descrevemos dizendo que EF é
um submuiltiplo comum de AB e CD. Uma simples reflexdo revela que essa idéia
é muito razodvel; afinal, se EF ndo serve, podemos imaginar um segmento menor,
outro menor ainda, e assim por diante. Nossa intui¢do geométrica parece dizer-nos
que ha de existir um certo segmento EF, talvez muito pequeno, mas satisfazendo aos
propositos desejados. Imagine muito além, com EF tdo pequeno que nem se possa
mais desenhar, para nos convencer, por nossa intui¢do geométrica, da possibilidade de
sempre encontrar um submualtiplo comum de AB e CD.

Dois segmentos nessa condi¢des sdo ditos comensuraveis, justamente por ser possivel
medi-los a0 mesmo tempo, com a mesma unidade EF. Entretanto, ndo é verdade que
dois segmentos quaisquer sejam sempre comensurdveis. Em outras palavras, exis-
tem segmentos AB e CD sem unidade comum EF, os chamados segmentos incomen-
suraveis. Esse é um fato que contraria nossa intui¢do geométrica.

Desde os pitagoricos, os gregos sabiam que existiam grandezas incomensuraveis,
ou seja, que os inteiros e razdes entre inteiros ndo eram suficientes para medir todas
as grandezas, nem sequer para medir segmentos de reta. Arist6teles(quarto século
A.C.), que ndo era matemadtico, conta que os pitagdricos constataram que “se a dia-
gonal de um quadrado fosse comensurdvel com o lado, o mesmo ntimero poderia ser
par e impar”.[Demonstragdo apresentada no Capitulo 4, o ntimero mencionado por
Aristoteles é o numero de vezes em que o fator 2 aparece na decomposigdo de p? em
fatores primos]. Algumas edi¢des antigas dos Elementos continha a prova da irraciona-
lidade de V2 com esse argumento resumido por Arist6teles mas sabe-se que se tratava
de uma interpolagdo. Euclides ndo precisava provar isto pois a Proposi¢do 9 do Livro X
dos Elementos estabelece que se um ntmero (inteiro) ndo é quadrado de outro inteiro
também ndo é quadrado de uma fracdo. Este fato permite concluir imediatamente que

V2, V3, V5 etc, sdao nimeros irracionais.
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Gerou-se uma grande crise entre os pitagdricos com a descoberta de grandezas
incomensuraveis, para os quais se valia o lema "Os ntimeros (inteiros) governam o
universo”. Eles ndo conseguiram superar, o que somente um século depois teve saida
com Eudoxo. Em vez de solucionar o problema estendendo o conceito de nimeros,
criando os nuimeros reais, como se tem hoje, ele encontrou uma solugdo diferente,
seguida pelos matematicos gregos posteriormente. Eudoxo manteve o principio de
que a palavra “ntimero”significava niimero natural mas teve de desistir de medir as
grandezas, isto é, de exprimir por meio de um nimero o resultado da comparagao entre
uma grandeza e a unidade adotada.

Para comparar duas grandezas de mesma espécie (dois comprimentos, duas &reas),
em vez de nimeros Eudoxo adotou o conceito de “razdo entre duas grandezas”. Claro
que atualmente a razdo entre grandezas é simplesmente a medida de uma delas quando
se toma a outra como unidade, ou seja, € um ntimero real. Mas ndo era assim naquela
época.

Eudoxo desenvolveu a teoria das razdes entre grandezas de forma logicamente
impecavel e Euclides a apresentou no livro V dos Elementos. As defini¢des basicas sdo
as de igualdade e desigualdade entre duas razdes.

Se A e B sdo grandezas de mesma espécie, a notagdo A : B significa a razdo entre A
e B. Sejam X e Y também grandezas de mesma espécie (mas ndo necessariamente da
mesma espécie que A e B).

Diz-se que A : B =X : Y (e lé-se: ”A esta para B assim como X esta para Y) quando,
dados nimeros naturais arbitrariosmen tem-sen-A < m-Bse,esomentese, n-X < m-Y.

Esta era a defini¢do de Eudoxo. Em linguagem de hoje, como 7 - A < m - B significa
% < %, ela equivale a dizer que os nimeros reais A : B e X : Y sdo iguais se, e somente
se, todo nimero racional maior do que A : B é também maior do que X : Y e todo
numero racional maior que X : Y é maior do que A : B.

Na linguagem de Euclides, a defini¢do era formulada assim: A : Be X : Y sdoiguais
quando um equimdultiplo qualquer de A e X é ao mesmo tempo, e respectivamente,
superior, igual ou inferior a um equimdltiplo de Be Y”.

Voltando a Eudoxo, ele dizia(por defini¢do) que A : B < X : Y quando existem

numeros naturais m, n tais que nA < mB e mX < nY. Novamente, em termos de
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nimeros reais isto significa que o ntiimero real A : B é menor do que o niimero real
X :'Y quando existe um ntimero racional % tal que

AiB<Z<X:Y.

Exemplo 1: A igualdade de fra¢des ordindrias pode ser definida pela propriedade

de possuirem a mesma forma irredutivel. Por exemplo, , pois

40 60
12 3x4 3 18 3x6 3

40 10x4 10°60 10x6 10

Mas podemos também definir igualdade de fracdes pela igualdade do produto dos

meios pelos extremos, como neste exemplo:

12 18
E_@=12X60_18X40

Escrevendo os enunciados dessas duas defini¢des de maneira mais clara e organi-
zada, temos:
L : omoom : . , :
Definicao 1: Diz-se que duas fragdes — e — sdo iguais se existem niimeros primos entre si p
non
e q, e niimeros inteiros positivos a e b tais quem =ap, n =aqgem’ =bpen’ = by.
. , . omom
Definigdo 2: Diz-se que duas fragdes — e — silo iguais se m X n’ = m’ X n.
non
Exemplo 2: A definicdo de razdes de dois segmentos comensurédveis dada anteri-
. ~ . ~ . . m .,
ormente diz que AB e CD sdo comensuréveis e estdo entre si na razdo — se existirem
n
numeros m e n e um segmento ¢ tais que AB = m@ e CD = np. Vamos provar que essa
definicdo é consistente, isto €, se existirem dois outros nimeros m’ e n” e um segmento

’

@' tais que AB = m’@’ e CD = n’¢’, entdo % =—.

nl
Multiplicando AB = m¢ por n e CD = n¢ por m, donde nAB = mCD e substituindo
AB =m'¢p’ e CD = n’¢’ chegamos a nm’ = mn’, donde % = %
Exemplo 3: Provemos que duas grandezas comensurdveis A e B estdo entre si na

. m
razao — se e somente se nA = mB.
n

A implicagdo A : B = % = nA = mB segue como no exemplo acima. A reciproca,
vamos dividir A em m partes iguais a uma certa grandeza unidade ¢, A = m¢. Daqui
e de nA = mB segue-se que nm@ = mB, donde B = ng.

Uma grave deficiéncia no formalismo criado por Eudoxo e apresentado nos Ele-

mentos de Euclides era que ndo se efetuavam operagdes aritméticas com razdes.
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O problema de estabelecer uma teoria rigorosa para a medida das grandezas s6
veio a ser resolvido definitivamente com a formulacdo correta do conceito de ntimero
real, com Dedekind, Cantor e Weierstrass, no século XIX. Curiosamente, a solucdo
encontrada estd muito proxima das idéias de Eudoxo.

Nao se medem segmentos de reta nos Elementos de Euclides, pois hd segmentos
incomensuraveis com qualquer unidade que se adote mas ndo havia entdo ntimeros
irracionais para representar seus comprimentos. A comparagao entre dois segmentos
se fazia mediante o conceito de razdo entre eles, mas razdes entre grandezas ndo eram
consideradas comonimeros. Analogamente, ndo havia medida de dreas na Matemaética
grega organizada como ciéncia dedutiva.

Na realidade Euclides nem sequer se deu ao trabalho de definir &rea.

Nos Elementos, duas figuras sdo chamadas “iguais”quando tém a mesma magni-
tude, isto ¢, 0 mesmo comprimento se sdo segmentos, a mesma area se sdo figuras
planas, 0 mesmo volume se sdo sélidos, ou a mesma abertura se sdo angulos.

A nocdo de figuras congruentes (aquelas que coincidem por superposi¢do) s6 veio
a ter interesse independente em Geometria muito depois.

Para Euclides, a coincidéncia de duas figuras planas por superposi¢do era um passo
intermedidrio para concluir a igualdade de suas areas. (Com efeito, o Axioma 4 dos
Elementos diz: “Duas figuras que coincidem por superposi¢do sdo iguais”). Assim,
era importante para ele dispor de critérios que assegurassem a superponibilidade, por
exemplo, de dois tridngulos. (Os 3 casos familiares de ”igualdade de triangulos”).
Cumpridas essas condi¢des, 0 Axioma 4 garantiria a mesma &rea para os tridngulos
dados.

Evidentemente, para segmentos de reta serem congruentes ¢ o mesmo que terem a
mesma medida. Mas dois tridngulos ou dois paralelogramos podem ter bases e alturas
iguais sem serem congruentes.

Portanto, quando Euclides enuncia que tridngulos ou paralelogramos com bases
iguais e situados entre as mesmas paralelas sdo iguais, o significado desta dltima
palavra “iguais”é de que as figuras em questdo tém a mesma drea. E a demonstracdo
se faz por meio de decomposi¢do em figuras congruentes.

Este fato é suficiente para permitir a Euclides demonstrar o Teorema de Pitdgoras
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ainda no primeiro dos treze livros dos Elementos, sem fazer apelo a razdes e propor¢des,
das quais s6 vem a tratar no livro V.

Como se sabe, o Teorema de Pitdgoras afirma que em todo tridngulo retangulo,
a area do quadrado que tem como lado a hipotenusa ¢é igual a soma das &reas dos
quadrados que tém como lado os catetos.

Ea seguinte a demonstracdo de Euclides:

No triangulo retdngulo ABC, para provar que a drea do quadrado construido sobre
a hipotenusa BC é igual a soma das areas dos quadrados construidos sobre os catetos
AB e AC, Euclides traca AM perpendicular a BC e a prolonga até L, ponto do lado DE.
Traca também AD, segmento de reta que une os pontos A e D, CF, segmento de reta
que une os pontos C e F.

Os triangulos ABD e BCF tém a mesma 4rea porque sdo congruentes (um angulo
igual entre dois lados iguais), observe que AB = BF, pois, o quadrildtero ABFG é um
quadrado, do mesmo modo, BC = BD porque BCED também é um quadrado, quanto
ao angulo, note que o angulo B, dos quadrados, ABFG e BCED é reto e o angulo B, do
triangulo ABC é comum aos tridngulos BCF e ABD. Os tridngulos ABD e BDM tém
areas iguais, pois, tém a mesma base, lado BD do quadrildtero BDLM e alturas iguais,
lado BM, também do quadrildtero BDLM. Assim, a drea de ABD é a metade da 4drea do
retdngulo BDLM.

Analogamente, BCF tem &rea igual a de ABF, que é a metade do quadrado ABFG.

Segue-se que a area deste quadrado é igual a drea do retangulo BDLM.

Do mesmo modo, tracemos AE, segmento de reta que une os pontos A e E e BK,
segmento de reta que une os pontos B e k. Note que os tridngulos ACE e BCK também
tém a mesma drea, pois, sdo congruentes (um angulo igual entre dois lados iguais),
observe que AC = CK, pois, o quadrilatero ACKH é um quadrado, do mesmo modo,
BC = CE porque BCED também é um quadrado, quanto ao dngulo, note que os dngulos,
C, dos quadrados, ACKH e BCED é reto e o angulo C, do tridngulo ABC é comum aos
tridngulos ACE e BCK. Os tridngulos ACE e CEM tém 4reas iguais porque tém a mesma

base e alturas iguais que sdo: base CE do quadrilatero CELM e altura CM do mesmo
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Figura 2: Teorema de Pitagoras

H
s

3 M i

D [ L
Elaborada pelo autor

quadrilatero. Assim, a 4rea de ACE é a metade da drea do retangulo CELM. Do mesmo
modo BCK tem drea igual a ACK, que é a metade do quadrado ACKH. Segue que a drea
deste quadrado é igual a drea do retdingulo CELM. Dai resulta o teorema de pitdgoras.

Depois disso, Euclides volta a falar de area no livro VI, para provar que (as dreas
de) tridngulos por paralelogramos com alturas iguais estdo entre si assim como suas
bases, que (as areas de) dois poligonos semelhantes estdo entre si como o quadrado de
dois lados homologos e, quase no fim dos Elementos (Livro XII) para demonstrar que

(as dreas de) dois circulos estdo entre si assim como os quadrados dos seus didmetros.
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3 DEFINICOES E CONSTRUCOES

3.1 Numeros reais

Varios matemaéticos do século XIX cuidaram da construcdo dos ntimeros reais,
dentre eles Richard Dedekind, Karl Weierstrass, Charles Méray e Georg Cantor. Mas
as teorias dos nliimeros reais que permaneceram foram as de Dedekind e Cantor.

Antes, falemos primeiro dos naturais, cujo simbolo é IN, formado com a ideia de
sucessor de um ntimero, os inteiros, com simbolo Z, com a ideia de oposto dos ntimeros
naturais, os racionais, que tem simbolo Q, que pela necessidade da divisdo originaram
os ntmeros fraciondrios.

Estes trés conjuntos possuem uma caracteristica em comum, eles sdo enumeraveis.
Definicao 3: Dizemos que um conjunto X é enumerdvel se X for finito, ou entdo X puder ser
colocado em correspondéncia biunivoca com o conjunto IN.

Exemplos: A ={1,3,6,8};B=1{0,2,4,6,8,..}eC=1{1,3,5,7,9,...}.

Os conjuntos A, B e C sdo enumeraveis. A porque € finito, j4 os conjuntos B
e C, considerando {0} como natural, perceba que podemos estabelecer uma relagdo
biunivoca entre o conjunto B, dos ntimeros pares, e a fungdo f(n) = 2n, com n € IN. Por
analogia, f(n) = 2n +1 com n € IN e o conjunto C, dos ntimeros impares.

Os irracionais, com simbolo, R — Q, ao mesmo tempo que desponta com os pi-
tagoricos, intrigou o mundo matematico até o século XIX, quando finalmente foram
construidos.

Uma construgdo paraRé R = QU (R — Q). Aqui destacamos:

1) R — Q é maior do que Q, apesar de que R — Q e Q serem ambos infinitos, perceba
que para cada x € (R — Q) podemos somar infinitos y € Q, sendo que x + y € (R - Q),
pois, somos sabedores que a soma de um irracional com um racional € irracional.

2) R é ndo enumeravel.

Em 1874 Cantor surpreendeu o mundo matematico com uma de suas primeiras
descobertas importantes sobre conjuntos, a de que o conjunto dos niimeros reais é nao
enumeréavel, ou seja, tem cardinalidade diferente do conjunto IN.

Sobre esse conceito, na maneira mais inocente de se pensar, seria efetuar uma
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contagem dos elementos do conjunto.

Para provar isso, usamos o processo de diagonaliza¢dao de Cantor. Ele pegou o in-
tervalo (0, 1) que aqui vamos assumir ter a mesma cardinalidade da reta, escreveu cada
nimero apenas com uma representacdo decimal, adotando a representacdo decimal
infinita, exemplo, 0,3999... em vez de 0,4. Sup0s que fosse possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca dos ntimeros do intervalo (0,1) com os ntimeros naturais.
Isto é 0 mesmo que supor que os nimeros desse intervalo sejam os elementos de uma
sequéncia infinita x4, X, x3, .... Escritos em suas representa¢des decimais esses niimeros
seriam, digamos,

X1 = 0, ai114120413...41y...

Xy = 0, Ar1d22073...024...

X3 = 0, A310d372a33...03,...

onde os a;; sdo os algarismos de 0 a 9. O tultimo passo, que nos levara a uma
contradi¢do, consiste em produzir um ntimero do intervalo (0, 1) que ndo esteja nesta
lista. Construimos entdo um nimero que seja diferente de x; na primeira casa decimal,
diferente de x, na segunda casa, diferente de x3 na terceira casa, e assim por diante,
obtendo um niimero que ndo coincidird com nenhum outro da lista. Com isso Cantor
chegou a um absurdo, o que o levou a concluir que R é ndo enumerével.

Vamos enunciar caracteristicas importantes sobre R, a ordem e a completude dos
reais. Para isso determinaremos R’ e definimos duas operagdes, a soma e o produto,
que satisfazem as seguintes condigdes:

1) Soma e produto de positivos é positivo;

2) Dado x € R, temos que:
x€R,oux=00u-x€R;.

Esta classificagdo de IR}, é que nos dara a nogdo de ordem de RR.
Exemplo: Se x € R, entdo, x*> € R} ou x* = 0.

Dadoumx e R
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x € Rt = x* = x X x, portanto, x> € Roux=0= x> =0x0=0o0u

—x € R, = (—x)? = (=x) X (=x), portanto, (—x)* € R%.

Para podermos comparar elementos em R, definimos dois ntimeros reais x ey,
diremos que:

x<y—y-xeR,ouy—-x>0.

Exemplo 1: 20 e 35

20 <35 pois 35 -20 =15 € RY.

Exemplo 2: 3 e -5

-5<3pois3-(-5)=3+5=8€RR;.

Exemplo 3: -3 e -8

-8 < -3 pois -3 -(-8) =-3+8=5¢€R..

Apresentando R sobre uma 6tica algébrica, ou seja, como uma estrutura algébrica,
definimos IR como um corpo, as operacdes de adicdo e multiplicacdo ficam assim
definidas:

Definigao 4: Um conjunto IP serd chamado de corpo se for munido de uma operagio de adigio
(+) e uma operagio de multiplicagdo (X) verificando as sequintes condigoes:

Aq: A adicdo é associativa:

(@+b)+c=a+b+c),paratodoa,bece R

Ay: A adicdo é comutativa:

a+b=>b+a, paratodoa, be R

Asz: A adigdo possui um elemento neutro:

Existeum 0 € R, tal que a + 0 = a, para todo a € R.

Ay A adigdo possui um elemento oposto (simétrico):

Para todo a € R, existe um —a € R, tal que a + (—a) = 0.

M, : A multiplicagdo é associativa:

(axb)yxc=ax(bxc),paratodoa, bece R

M,: A multiplicacio é comutativa:

axb=>bxa,paratodoa, be R

Ms: A multiplicagio possui um elemento neutro:

Existe1 € R, tal que a X 1 = a, para todo a € R.

M,: A multiplicagdo possui inverso:
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Para todo a € R, existeuma™ € R, tal queaxa™' = 1.

Exemplo 1: Dado x € R, x ndo nulo, temos x! € R, tal que x X x*

= 1. Prove que
(xxy)t=xtxy!,comx#0ey#0.

Usando M,, podemos escrever:

exy)tx@xxy =1;

(xy)tTxxxyxyl=1xy™?
(xxy)'xxx1=y", usando M;
(exy)txaxxt=ytxx!
(xxy)'x1=y"'xx"!, usando M, e M;
(xxy)™

Exemplo 2: Provemos que se x X u = x, entdo u = 1.

x1=x1xy™

xXu=x,x#0

xhxxxu=x1xx

1xu=1

u=1

A completude dos ntiimeros reais se deu com o trabalho de Dedekind. Ele conta
que no inicio de sua carreira em 1858, quando teve de ensinar Calculo Diferencial,
percebeu a falta de uma fundamentacdo adequada para os ntmeros reais. E é também
ele quem conta que foi buscar inspira¢do para sua construgdo dos niimeros reais na
antiga e engenhosa teoria das propor¢des de Eudoxo.

Observe que a defini¢do de Eudoxo associa, a cada par de grandezas, digamos (A, B),
dois conjuntos de pares (i, 1) de nimeros naturais: o conjunto E ("E”de esquerda) dos

_ ) m A A . C ..
pares para os quais mB<nA (que fariam —<— se — tivesse significado numérico) e o
n

B B

. . . . A m A
conjunto D ("D”de direita) dos pares para os quais mB>nA (que fariam 3<, %3
tivesse significado numérico).

Inspirando-se na definicdo de Eudoxo, Dedekind notou que o procedimento do
sdbio grego leva a uma separagdo dos nimeros racionais em dois conjuntos. Assim,
qualquer ntimero racional r efetua um ”corte” ou separagdo de todos os demais ntimeros
racionais no conjunto E dos nimeros menores que r e no conjunto D dos ntimeros
maiores do que 7; o proprio nimero r pode ser incluido como maior elemento de E ou

0 menor elemento de D.
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Mas, além desses “cortes”, ha outros, como exemplifica o cldssico caso de V2. O
processo de encontrar a raiz quadrada de 2 conduz a separagdo dos ntimeros racionais
em dois conjuntos: o conjunto E das raizes aproximadas por falta (ai incluidos o zero
e o0s racionais negativos), e o conjunto D das raizes aproximadas por excesso. S6 que
agora esse corte ndo tem elemento de separacdo; de fato, veja o exemplo abaixo:

Exemplo: Provemos que o conjunto E das raizes quadradas de 2 por falta ndo tem
maximo.

Considere r racional positivo tal que r*<2, existe um outro racional s> tal que s*<2.

. , 1
Isso se consegue aumentando r de uma quantidade bem pequena, digamos —, com n
n
. 1 1 .
inteiro bem grande. Tomando s = (r + =), queremos que s* = (r + —)* seja menor que 2,
n n
. 2r 1 )
ou seja, r* + — + —<2; ou ainda,
, n1 n
2r+-)x —<2-1r>2
nn
Podemos resolver essa inequacdo utilizando outra bem mais simples, para isso

1
como 1 > 1, temos que " <1, portanto,

1.1 1
2r+ )X —<@2r+1)x —
are DXy A X 1
Notemos que (2r + 1) X E<2 —r?2ou (2r+1) x - >2— 12,
Fazendo (2r + 1) X E<2 — 12, que é 0 nosso objetivo, resolvemos a inequacéo,

1

(2r+1) x £<2 -7

Multiplicando os dois termos da inequagao por n, temos:

2r + D<n(2 - 1?)
2r+1) 2r+1)
(2_72)<n = n>(2_72)

) _ 1
E claro que com qualquer n nessas condi¢des teremos também (r + —)<2, que é o
n

resultado desejado. Para ser mais claro, observe que vendo r* = (a,), uma sequéncia
que converge para V2, teremos s*> = (b,) convergindo mais “répida”para V2. Veja

alguns valores:

2x1+1 1
Tomer=1= 71> = en>%:>,n>3.Sen:4=>s:1+Z=1,25:>szz
1,5625.
2x1,4+1

=, n>95. Sen:96:>S:1’4+l:

=1,4 2 =1
Ser A4 =r ,96 e n> SRR %

1,41041667 = s*> = 1,98927518.
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1 2r+1
No caso de (2r + 1) X - > 2 — 12, basta tomar um n < %, teriamos, entdo:
2x1+1 1
r:1=>r2:1en§ﬁ=>,n§3.Sen:2=>S:1+§:1,52>52:2,25.

No modo de ver de Dedekind, o nimero irracional V2 deve ser criado como ele-
mento de separagdo entre os conjuntos desse corte.

Diz-se que um conjunto C de ntiimeros reais é limitado a direita ou limitado supe-
riormente se existe um ntiimero L tal que ¢ < L para todo ¢ € C. Do mesmo modo, C é
limitado a esquerda ou limitado inferiormente se existe um nimero 1 tal que / < c para
todo ¢ € C. Os ntimeros L e 1 sdo chamados cotas do conjunto C, superior e inferior,
respectivamente.

Exemplo 1: O conjunto IN é limitado inferiormente, mas ndo superiormente;

Exemplo 2: O conjunto dos racionais menores do que 5 é limitado superiormente,
mas ndo inferiormente;

Exemplo 3: O conjunto dos reais tais que x* < 5 é limitado, tanto a direita como
a esquerda, esse conjunto equivale ao intervalo [~ V5, V5]. Conjuntos como esses sdo
denominados simplesmente como limitado. E também limitado qualquer intervalos
de extremos a e b.

Um conjunto limitado superiormente pode ter um elemento que seja 0 maior de

todos, o qual é chamado de maximo do conjunto. Por exemplo, o conjunto dos racionais
123 n

2734 n+1
tem méximo, embora seja limitado superiormente pelo 1, o qual é a menor das cotas

x tais que x < 5 tem 5 como seu maximo. J& o conjunto A = { } ndo
superiores.
Definicdo 5: Chama-se supremo de um conjunto C a menor de suas cotas superiores. Denote
por S o supremo e S satisfaz as seguintes propriedades:

a) c < S para todo c € C;

b) Dado qualquer niimero £>0, existe um elemento c € C a direita de S — ¢, isto ¢, tal que
S —e<c.
Definicao 6: Chama-se infimo de um conjunto C a maior de suas cotas inferiores. Denote por
s o infimo e s satisfaz as segquintes propriedades:

a) s < ¢ para todo c € C;

b) Dado qualquer niimero £>0, existe um elemento c € C a esquerda de s + ¢, isto é, tal que
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c<S + ¢.
Exemplo 1: [-3,8) = {x € R, -3 < x<8} ndo tem madximo, mas tem supremo S = 8.
7
Exemplo 2: {2, 3, > 4, g, 5,6} tem infimo 2, que é também seu minimo. Dado ¢ =0, 2.

s + ¢ serd 2,2 e o tinico elemento a esquerda de 2,2 é o préprio 2.
3.2 Sequéncias Infinitas

Definicdo 7: Uma sequéncia infinita ou simplesmente sequéncia de niimeros reais é uma fungio
a:IN — R que a cada niimero natural n associa um niimero real a,, = a(n) chamado n-ésimo
termo da sequéncia.

Denotaremos por (ai,4ay,43, ...,ay,...) OU por (a,),en, Ou simplesmente por (a,) a
sequénciaa : N — R.

Exemplo 1: a, = (2,4,6, ...) com a, = 2n e n € IN, sequéncia dos pares;

Exemplo 2: a, = (1,3,5,...) coma, = 2n — 1 e n € IN, sequéncia dos impares;

Nem sempre o termo geral de uma sequéncia é dada por uma férmula, embora,
evidentemente, sempre haja uma lei de formagdo bem definida que permite determinar
o termo geral dessa sequéncia.

Exemplo 3: a, = (2,3,5,7,11, ...), sequéncia dos nameros primos;

A sequéncia (1,2,1,2,1,2,...) corresponde a funcdo a, = 1, se n é impar e a, = 2, se
n é par; o conjunto de seus termos é o conjunto X = {1,2}, ou seja, uma sequéncia tem
sempre infinitos termos, embora o conjunto formado pelos seus termos possa ter um
conjunto finito de termos.

Pela definicdo, uma sequéncia (a,) é indexada a partir de n = 1 de forma que a; é
seu primeiro termo, porém, as vezes, é conveniente que ela seja indexada por um certo
n#1,éocasodea, = Vn—2 que s6 faz sentido paran = 2,3,4, ... de forma que 4, é o
primeiro termo. Mas, mesmo nestes casos, uma translacdo de indice nos faz recair em
n = 1. Entdo, no exemplo dado, basta fazer, b, = a,,1 = Vn - 1.

Definicao 8: Uma sequéncia (a,) é dita limitada, se existe c>0 tal que |a,| < c, para todon € IN.

Quando uma sequéncia (a,) ndo é limitada, diremos ser ela é ilimitada.
11 1 y

E, g, ceey E,
Definicao 9: Uma sequéncia (a,) serd dita decrescente se a,.1<a, para todo n € IN. Diremos

Exemplo 4: a, = [0,1],a, = (1,
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que a sequéncia é ndo decrescente, se a,.1 < a,, para todo n € IN.

11 1 1
Exemplo 5: a,, = (E’ il, Z_fll %, ...), decrescente;
Exemplo 6: a, = (1,1, 2533 ...), ndo-decrescente;

Definic¢ao 10: Uma sequéncia (a,) serd dita crescente se a,.1>a, para todo n € IN. Diremos
que a sequéncia é ndo crescente, se 41 > a,, para todon € IN.

Exemplo 7: a, = (1,2,3, ...,n,...), crescente;

Exemplo 8: a4, =(1,1,1,2,2,2,3,3,3, ...), ndo-crescente;

As sequéncias crescentes, nao decrescentes, decrescentes ou ndo crescentes siao
chamadas de sequéncias monotonas.

Exemplo 9: a, = (1,0,1,0, 1,0, ...), ndo é uma sequéncia monoétona, pois, a4,>a,.1, se
n é impar e a,..1<a,42;

Nado existe nenhuma relagdo entre sequéncias monétonas e limitadas.

Exemplo 10: 4, = n com n € N, monétona e ilimitada;

Exemplo 11: a4, = (1 - %) com n € IN, monétona e limitada;

Teremos um interesse especial pelas sequéncias convergentes. De maneira suges-
tiva, uma sequéncia (a,) é convergente se, a medida que o indice n cresce, o elemento
a, vai-se tornando arbitrariamente préximo de um certo ntimero L, chamado limite da
sequéncia. A proximidade entre a, e L é medida por |a, — L|. Portanto, dizer que a, se
aproxima de L significa que |a, — L| torna-se inferior a qualquer nimero positivo ¢, por
pequeno que seja, desde que tenhamos n suficientemente grande.

Defini¢ao 11: Diz-se que uma sequéncia a, converge para o niimero L, ou tem limite L se, dado

qualquer niimero £>0, é sempre possivel encontrar um niimero N tal que
n>N = |a, — L|<¢, ().

Escreve-se lim,,_,.a,, = L, lima,, = Lou a, — L.

Uma sequéncia que ndo converge é dita divergente.

Dado o ntiimero L qualquer, chama-se vizinhanca ¢ de L a todos os ntimeros a do
intervalo (L — ¢,L + ¢€).

Denotemos esse intervalo com o simbolo V. (L). Observe que a condi¢do a € V(L)

pode ser escrita de trés maneiras equivalentes.

la — Ll<e & —e<a—L<e & L — e<a<L + ¢.
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Assim, ao definirmos limite, estamos dizendo que n>N = a,, € V(L).
Ou seja, n>N = |a,, — L|<e oun>N = L — e<a,<L + ¢.
E importante salientar que o ntimero ¢, dado arbitrariamente, ndo pode ser mudado

até a determinacdo de N, pois este N depende de ¢. Mudando-se ¢ deve-se, em geral,

mudar N.
Exemplo 12: Mostre que a sequéncia a,, = ( " —(lii _ ) con
emplo 12: Mostre que a sequéncia a, = 1) - BT co
verge para o numero 1.
n 12
3 =1 = -1 = 3 ——-12
Usando (*), dado £>0, |a | |n+12 | 1’l+12<é=>n>€

Isso nos diz que, dado >0, existe N = -~ 12 tal que n>N = |a, — 1|<e.

Assim, se € = 11—0, N =108,se ¢ = 1%’ N = 1188.

Quando eliminamos um ou vdrios termos de uma sequéncia, obtemos o que se

chama uma subsequencia da primeira. Assim, a sequéncia dos ntimeros positivos
pares, impares é uma subsequéncia dos niimeros naturais. Uma definicdo precisa do
conceito de subsequéncia e a seguinte:
Definic¢ao 12: Uma subsequéncia de uma dada sequéncia a,, é uma restrigio dessa sequéncia
a um subconjunto infinito IN* do conjunto IN dos niimeros naturais. Dito de outra maneira,
uma subsequéncia de a, é uma do tipo b; = a,;, onde (n;) é uma sequéncia crescente de inteiros
positivos, isto é, n1<ny;<nz<...

As demonstragoes dos teoremas 1, 2, 3, 4 e 5 feita baseado em Avila [1]:

Teorema 1: Se uma sequéncia (a,) converge para um limite L, entdo toda sua subsequéncia a,,
também converge para L.

Utilizemos a propriedade relativa a subsequéncia: Se lima,, = L e dado ¢>0, entao
apenas um numero finito de termos nao pertence ao intervalo I = (L — ¢, L + ¢).
Demonstracdo: Para todo £>0 apenas um ntimero finito de termos de a,; ndo pertence
aointervalo I = (L—¢, L+¢), assim apenas um ntimero finito de termos da subsequéncia
podem estar fora do intervalo I o que implica que a subsequéncia converge para L pois I
ird conter todos termos da subsequéncia (a menos uma quantidade finita) para qualquer
e>0. |

Encerramos sequéncia com mais dois teoremas, a saber:

Teorema 2: Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo: Dado qualquer >0, existe um indice N tal que
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n>N — L — e<a,<L + ¢.

Isto nos diz que, a partir do indice n = N + 1, a sequéncia é limitada: a direita por
L + ¢ e a esquerda por L — ¢. Para englobarmos a sequéncia inteira, basta considerar

dentre todos os nimeros
ai,a,...,4,,L—¢,L+¢.

aquele que é o menor de todos, digamos, A, e aquele que é o maior de todos,

digamos B; entdo serd verdade, que para todo n, que

A<a,<B.

Teorema 3: Toda sequéncia monétona e limitada é convergente.

Demonstracdo: Tomemos a, C R, sequéncia crescente e limitada, entdo, a, é conver-
gente. Seja L = sup{a,, n € N}, vamos mostrar que lima, = L. Entdo, para qualquer ¢>0
temos L>L — ¢, pois, L é o supremo e como L — ¢ ndo é cota superior, entdo Iny tal que
a,,>L — ¢, e como a sequéncia é crescente temos n>ny que a,>a,,, logo, a,>a,,>L — ¢ e

como a,<L + ¢ = L — ¢<a,<L + ¢ = lima, = L. O

3.3 Sequéncias de Cauchy

O teorema acima é um ”critério de convergéncia”de Cauchy, ou seja, ele permite
saber se uma dada sequéncia é convergente, sem conhecer seu limite de antemdo.
Definicao 13: Chama-se sequéncia de Cauchy toda sequéncia que satisfaz uma das sequintes

condigdes equivalentes abaixo:
n,m>N = |a, — a,,|<e (o)

Podendo ser escrita de maneira equivalente assim:

n>N = |a, — a,p|<e (o)
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Esse tipo de sequéncia surgiu no final do século XVIII em conexdo com processos
numéricos para resolver equagdes. Por exemplo, uma equagdo como x> —8x +1 = 0

i 1,0ux = f(x), onde f(x) = ad

X ~
pode-se escrever na forma x = . Com a equacdo
nesta forma, podemos construir uma sequéncia numérica infinita, comegando com um

certo valor x;, assim:

Xy = f(xl), X3 = f(XQ), Xy = f(X3), etc.

Em geral, x, = f(x,—1) com n = 2,3,4,.... Se for possivel provar que essa é uma
sequéncia de Cauchy, saberemos que ela converge para um certo xo. Em seguida
procura-se provar que X, é solugdo da equagdo dada, os elementos x, sendo valores
aproximados da solugdo. Isso, na verdade, é um poderoso instrumento de célculo
numérico ( conhecido como "'método das aproximagdes sucessivas”).

Nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Para ver isto, tomemos uma
sequéncia de ntimeros racionais x, convergindo para um ndamero irracional a. (Por
exemplo, x; = 1,x, = 1,4,x3 = 1,41, x4 = 1,414..., com lim,_,coXy, = \/E.) Sendo conver-
gente em IR, vamos aqui assumir que toda sequéncia convergente é de Cauchy, que (x,)
é uma sequéncia de Cauchy em Q dos nimeros racionais. Mas evidentemente (x,) ndo
é convergente em Q.

E nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. O exemplo mais simples é dado
por (1,0,1,0,...) na reta. Embora limitada, esta sequéncia ndo é de Cauchy pois
d(xy, xn+1) = 1 para todo n. Porém, assumiremos também aqui que toda sequéncia
de Cauchy é limitada. Na sequéncia de ntimeros reais x, = 1 + = + ... + H ndo é de

2 n
Cauchy porque ndo é limitada.

3.4 Bolzano-Weierstrass

Teorema 4: Consideremos uma familia de intervalos encaixados, isto ¢, intervalos I,, = [a,, b,],
n=1,2,3,..taisquel; DI, O ... D I, D ... Entdo existe pelo menos um niimero c pertencendo
a todos os intervalos I, ou, o que é o mesmo, c € L NI, N ...N I, N ... Se além das hipéteses
feitas, o comprimento |I,| = |b, — a,| do n-ésimo intervalo tender a zero, entdo o niimero c serd

tinico, istoé, L NLN..NI,N...={c}.
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Demonstracédo: E claro que as sequéncias a, e b, séo, respectivamente, ndo decrescente

e ndo crescente. Além disso, como
a Sansbnsblr

vemos que 4, é limitada a direita por b, e b, é limitada a esquerda por a;; logo,
essas duas sequéncias possuem limites, digamos, A e B respectivamente. Como a,<b,,

é claro que

a, <A<B<b,

Isso significa que [A, B] C I, para todo n. Entdo, se A<B, a intersec¢do dos intervalos
I, é o proprio intervalo [A, B]; e se A = B (como € o caso se b, — a, tender a zero), essa
intersecc¢do é o nimero c = A — B. O

A condicdo de que os intervalos I, sejam fechados é essencial no teorema. Em
I, = (O, %) sdo encaixados e limitados, mas nao sdo fechados, sua interseccdo é vazia.
Veja:

Exemplo 13: I; = (0,1) NI, = (0, %) N..NnIL,=(0, %) N ... com n grande.

F também essencial que os intervalos sejam limitados. Em I,, = [0, o) é uma familia
de intervalos fechados e encaixados, mas sua intersec¢do também € vazia, eles ndo sao
limitados.

Exemplo 14: [; = [1,00) NI, = [2,00) N...N [, = [1,00) N ... com n grande.

Teorema 5: Teorema de Bolzano-Weierstrass. Toda sequéncia limitada (a,) possui uma
subsequencia convergente.

Demonstracdo: Seja (a,) uma sequéncia limitada, portanto, toda contida num inter-
valo fechado I, de comprimento c. Dividindo esse intervalo ao meio, obtemos dois
novos intervalos (fechados) de comprimento %, um dos quais necessariamente contera
infinitos elementos da sequéncia; seja I; esse intervalo. (Se os dois intervalos conti-
verem infinitos elementos da sequéncia, escolhe-se um deles para ser I;.) O mesmo
procedimento aplicado a I; nos conduz a um intervalo fechado I, de comprimento %,
contendo infinitos elementos da sequéncia.
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Continuando indefinidamente com esse procedimento, obtemos uma sequéncia de
intervalos fechados e encaixados I,,, de comprimento zc—n, que tende a zero, cada um
contendo infinitos elementos da sequéncia a,,. Seja L o elemento que pelo teorema dos
intervalos encaixados, esta contido em todos os intervalos I,. Agora é s6 tomar um ele-
mento a,, da sequéncia (a,) no intervalo I, a,, no intervalo I, etc, tomando-os um ap6s
o outro de forma que 1n;<n,<.... Assim obtemos uma subsequéncia (@) convergindo
para L. De fato, dado qualquer £>0, seja N tal que 2iN<€' temos que I,, C (L—¢,L + ¢)
para m>N. Portanto, para j>N, n; serd maior do que N (pois 7)), logo, a,; estara no

intervalo (L — ¢, L + €), 0 que prova que a,; — L. m]
3.5 Teoremas Fundamentais do Célculo

Fungdes continuas

Sejam f e g de graficos

Figura 3: Funcdes fe g

y y .
f /
f @ / £ ®) /
l .
_/, :{? - -// ;7 "

Fonte: Guidorizzi[3]

Observe que f e g se comportam de modo diferente em p; o gréfico de f ndo
apresenta ”salto “em p, ao passo que o de g, sim. Queremos destacar uma propriedade
que nos permita distinguir tais comportamentos.

Veja as situacOes apresentadas a seguir

A funcao f satisfaz em p a propriedade

para todo >0 dado, existe 6>0 ( 0 dependendo de ¢€), tal que f(x) permanega entre

f(p) —€e f(p) + € quando x percorre o intervalo (p — 6, p + 0 ), com x no dominio de f.

Ou de forma equivalente
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Figura 4: Propriedade da fungdo

Yi ya

i
fpy+ e
R

f(le
fip)y—e

Fonte: Guidorizzi[3]

para todo €>0 dado, existe 6>0 ( 6 dependendo de €), tal que, para todo x € Dy
p—e<x<p+e = f(p) —e<f(x)<f(p) +e€. (V).

Entretanto a fun¢do g ndo satisfaz em p tal propriedade
Figura 5: Propriedade da funcao

| / §
T
i
1

gp)+ ef————!
g - '
g(p)e__//

Fonte: Guidorizzi[3]

para €>0 acima, ndo existe 6>0 que torne verdadeira a afirmacao:
Qualquer que seja x € Dy, p —e<x<p + € = g(p) — e<g(x)<g(p) + €.

Qualquer que seja 6>0 que se tome, quando x percorre o intervalo (p =96, p+6), g(x)
ndo permanece entre g(p) — € e g(p) + €.
A propriedade (¥) distingue os comportamentos de f e de g em p. Adotaremos esta

propriedade como defini¢do de fun¢do continua em p.
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A defini¢do acima pode ser reescrita assim:

para todo €>0 dado, existe 6>0 ( 6 dependendo de ¢), tal que, para todo x € D¢
Ix — pl<é6 = |f(x) — f(p)I<6. (A).

Exemplo 15: Mostre que f(x) = 2x + 1 é continuaem p = 1.

Solugéo: Por defini¢do, para todo €>0, dado, existe 6>0 tal que, para todo x € Dy,
temos 1 -0<x<1+6 = f(1)—e<f(x)<f(1)+e. Considere €>0, dado, fazendo as contas,
temos:

f(1)—e<f(x)<f(1l)+e &= 3-€e<2x+1<3 +e.

Somando-se —1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, temos:

fQ)—e<f)<f()+ee=1- §<x<1 + g

Entdo, dado €>0 e tomando-se 6 = g, inclusive um 0<6<g também servird, resul-
tando em:

1-0<x<14+06= f(1) —e<f(x)<f(1) +e.

Logo, f é continuaem p = 1.

As demonstragoes realizadas nos teoremas 6 e 7 se baseiam em Guidorizzi.

Teorema 6: Teorema do Anulamento . Se f for continua em [a,b] e se f(a) e f(b) ti-

verem sinais contririos, entdo existird pelo menos um c em [a, b] tal que f(c) = 0.

Figura 6: Teorema do anulamento

f

i
i
I
|
i
!

b

Fonte: Guidorizzi[3]

Demonstracdo: Suponhamos f(2)<0 e f(b)>0. Fagamos a = ay e b = b e seja ¢y o ponto
médio do segmento [ao, by]. Temos f(cy)<0 ou f(co) > 0.
Suponhamos f(cp)<0 e fagcamos ¢y = a; e by = b;. Temos f(a;)<0 e f(b1)>0, Seja c; o

ponto médio do segmento [a;, b1]. Temos f(c1)<0 ou f(cq) > 0.
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Suponhamos f(c;) > 0 e fagamos a; = a, e ¢; = by. Assim, f(a2)<0 e f(b2) > 0.
Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma sequéncia de intervalos
[a0, bo]l D [a1, 1] D [a2, b2] D ... D [an, by] O ...

que satisfaz a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo n,

(1) fa)<0e f(bs) 2 0
Seja ¢ 0 tinico ntmero real tal que, para todo n,
a, <c<b,

As sequéncias de termos gerais a, e b, convergem para c. Segue, entdo, da continui-

dade de f, que
(2) limyy— 1o f (@) = f(c) € limy o0 f(b2) = f(c)
Segue de (1) e de (2) que
(2) fl)<0e f(c)20
e, portanto, f(c) = 0. O

Vejamos um exemplo:

Exemplo 16: Seja f(x) = x* + 3x® — 9x2 + 3x — 10, sabemos que f(2) = 0 e que
lim,_> f(x) = f(2) = 0, fixemos [a,b] = [0,3] € Dy C R. Notemos que:

ap = 0eby =3 = [ap; by] = [0;3], com f(ap) = f(0) = =10<0 e f(by) = f(3) = 80>0,

bp 0+3
Dtb _TF2_ 1,5, temos que f(cp) = f(1,5) = —10, 5625<0, fazendo

2 2
+b 1,5+3
611:c0=1,5e191:bo:3=>[al;bl]:[1,5,'3],sejac1:a1 L =2,25,¢e

seja ¢y =

2 2
f(c1) = £(2,25) = 10,98828125>0, pondo
+b
G o=a =1,5eb, = ¢ =225 = [ayb] = [1,52,25], seja ¢ = 222 =
1,5+2,25 2
% =1,875, ¢ f(c2) = f(1,875) = —3,8806152344<0, escrevendo
+b
03 = =1,875e by = by = 2,25 => [a5;b5] = [1,875;2,250], seja c3 = = 5 ? =
1,875 + 2,250 .
s = 2,0625, e f(c3) = f(2,0625) = 2,3191070557>0, continuando
+Db
0y =03 =1,875e by = c3 = 2,0625 => [a4; by] = [1,875;2,0625], seja c; = — > 2 =
1,8750 + 2, 0625

> =1,96875, e f(cs) = f(1,96875) = —1,0618581772<0, escrevendo
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as = ¢4 = 1,96875 e bs = by = 2,06250 = [a5;b5] = [1,96875;2,0625], seja

b 1 75+ 2,062
QSZ > — ,968 52+ /0625 = 2,015625, e f(cs) = f(2,015625) = 0,5549736619>0,
continuando

ae = as = 1,96875 e bg = ¢5 = 2,015625 = [aq; bs] = [1,96875;2,015625], seja cs =

be 1,96875 +2,01562
”6’; 6 - 1,968 5+2 015625 _ 1,9921875, e f(cs) = f(1,9921875) = —0,2714285813<0,

observe que

Cs =

[a7; by] = [1,9921875;2,015625], continuando o processo, segue, entdo, da continui-
dade de f, que lim, o f(a,) = f(c) e lim,—o f(bn) = f(c) = f(2) = 0.
Observe como ficaram as sequéncias:

a, = {ag,m,00,0as,0a4,0s5,4a4,...} =1{0;1,5;1,5;1,875;1,875;1,96875,1,96875,1,9921875...}

b, = {bo, b1, b2, b3,b4,b5,bs, ...} =1{3;3;2,25;2,25;2,0625;2,0625,2,015625, 2,015625, ...}.
Segue do exposto acima que f(c) < 0e f(c) > 0 e portanto, f(c) = 0
Teorema 7: Teorema do Valor Intermedidrio. Se f for continua em [a,b] e se y for um

niimero real compreendido entre f(a) e f(b), entdo existird pelo menos um c em [a, b] tal que

fe)=y.

Figura 7: Teorema do Valor Intermediario
yi

f
Y
f@

el ST

=

Fonte: Guidorizzi[3]

Demonstracdo: Suponhamos f(a)<y<f(b). Consideremos a fungdo g(x) = f(x) =y, x
em [a,b]. Como f é continua em [g, b], g também o é; temos, ainda g(a) = f(a) —y<Oe
g(b) = f(b) — y>0. Pelo teorema do anulamento, existe ¢ em [a, b] tal que g(c) = 0, ou

seja, f(c) = y. m|
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4 COMPRIMENTO
4.1 Definicdes e exemplos de Espacos Métricos

Definic¢ao 14: Uma métrica num conjunto M é uma fungio d : M X M — R, que associa a
cada par ordenado de elementos x, y € M um niimero real d(x,y), chamado distincia de x a y,
de modo que sejam satisfeitas as sequintes condi¢des para quaisquer x, Y,z € IM:

dl) d(x,x) = 0;

d2) Se x # y entdo d(x,y) > 0;

d3) d(x, y) = d(y, x);

d4) d(x,z) < d(x,y) +d(y, z)

Os postulados d1) e d2) dizem que d(x, y) > 0 e que d(x,y) = 0 se, e somente se, x =
y. O postulado d3) afirma que a distancia d(x,y) é uma funcdo simétrica das varidveis
X, y. A condicdo d4) chama-se desigualdade do tridngulo; ela tem origem no fato de
que, no plano euclidiano, o comprimento de um dos lados de um tridngulo ndo excede

a soma dos outros dois.

Figura 8: Espaco metrico

Y

x z %
dix, z) < d(x, ¥) + dy, 2)
X z x by z

dix, 2) < dix, v) + d(y, 2) ol = in A )

Fonte: Elon Lages[4]

Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica em
M.

Os elementos de um espago métrico podem ser de natureza bastante arbitraria:
nameros, pontos, vetores, matrizes, funcoes, conjuntos, etc.

Vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 1: A reta, ou seja, o conjunto R dos ntmeros reais, é o exemplo mais
importante de espago métrico. A distancia entre dois pontos x,y € R é dada por
d(x,y) = | x —y |. As condi¢bes d1) a d4) resultam imediatamente das propriedades
elementares do valor absoluto de nimeros reais. Esta é a chamada "métrica usual”da
reta. A menos que seja feita mencdo explicita em contrario, é a ela que nos referimos
sempre que consideramos R como espago métrico.

Exemplo 2: O espago euclidiano R". Este exemplo generaliza o anterior. Os pontos
de IR" sdo as listas x = (x, ...x;) onde cada uma das n coordenadas x; ¢ um ntiimero real.
Vamos definir a distancia entre dois pontos de acordo com o espago métrico explorado

no nosso trabalho, ou seja, até o R?, entdo, dado x = (x;, Y1) e y = (X2, 12), escreveremos:
d(XIY) = Vi—x2)2 4 (y1-12)2

A fungdo d: R?%xR*? — R é uma métrica, pois, cumpre as condi¢des d1), d2), d3) e
d4). A métrica d é chamada euclidiana. Ela provém da férmula para a distancia entre
dois pontos do plano (em coordenadas cartesianas) a qual se prova com o Teorema de
Pitdgoras. Evidentemente, para considera¢des de natureza geométrica, d é a métrica
natural pois fornece a distancia da geometria euclidiana.

Vamos mostrar que as condig¢des d1), d2), d3) e d4) sdo cumpridas:

d1): Seja x = (x1,y1) e y = (x2, Y2) cOMO X1 = X € Y1 = Y, portanto x = y.

Segue que d(x,y) = VE-22401-122 = Via-m240n-1m2 — V02402 =,

d2): Seja x = (x1, y1) e y = (X2, Y2) COMO X1 # Xz € Y1 # Yo, portanto x # y.

Segue que d(x,y) = Vo224 (-2 = 240w >, posto que x; # x; e
Y1 # Yo entdo p = M17224 017122 ¢ sempre positivo e a fungdo d(p) = +/(p) também é.

d3): Seja x = (x1,y1) e y = (x2, y2) e d(x, y) = d(y, x).

Segue que d(x,y) = Va2 1 (=122 @ d(y,x) = V)24 (1212 @ como *17*2)2 =(2=x1)2
e W1my2)2 =272 concluimos que d(x,y) = d(y,x).

d4): Sejax = (x1, 1),y = (x2, ¥2), Z = (x3, y3), sabemos que trés pontos x, y e zno plano
ou estdo alinhados ou formam um tridngulo, justamente dai reside o argumento para a
desigualdade triangular, pois, caso o angulo oposto ao d(x, z) sejam 90, pois cos 90 = 1,
ocorre a igualdade, caso seja agudo, como o cosseno de um angulo agudo esta entre 0

e 1, ocorre a desigualdade, entdo, d(x, z) < d(x,y) + d(y, z).
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4.2 Medida de um segmento de reta

Indicaremos com o simbolo AB a medida do segmento de reta AB. A medida, ou
comprimento de AB seré definido a seguir.

Comecemos fixando um segmento de reta u, ao qual chamaremos de segmento
unitdrio de comprimento igual a 1. Todos os segmentos de retas congruentes a u terdo
comprimento 1.

Caso exista um ponto intermediario C (situado em AB) tal que AC = CB = u, entdo,
o comprimento de AB serd 2, podendo escrevermos AB = AC + CB = 2.

Genericamente, dado um ntmero inteiro positivo n se for possivel obter n — 1 pon-
tos intermedidrios Aj, Ay, ..., A,-1 no segmento AB, de tal modo que os n segmentos
AAy,A1A,y, ..., Ay—1B sejam todos congruentes ao segmento unitario u, entdo, o compri-

mento de AB serd n, escreveremos assim:

AA +A1A + .+ An_lB =n

Figura 9: segmento de reta

>
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>
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4

Fonte: Elon Lages[5]

Podemos representar AB = n, pois, AB é decomposto em n segmentos de reta
justapostos todos de comprimento u = 1.

Nesse caso, como AB =n (n inteiro) é natural assumir que AB contém n vezes o
segmento unitdrio u.

Nao é dificil perceber que podemos conseguir um segmento AB que ndo contenha
0 segmento u um nimero inteiro de vezes, basta que o segmento AB seja menor que u,
entdo, como definir o comprimento de AB?

Elaboremos uma hipétese. Suponhamos que, embora AB ndo contenha u um
numero inteiro de vezes, existe entretanto um segmento menor, w, tal que w esteja

n vezes contido em u e m vezes contido em AB, sendo m e n niimeros inteiros.
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u=3weE:5w:>A—B:5—w:§.
u 3w 3

Figura 10: segmentos de reta

L L L !
T T T T

Fonte: Elon Lages|5]
O segmento w é definido como submultiplo comum de AB e u. AB e u sdo tidos
como ja dissemos segmentos comensurdveis. Note ainda que, se escolhéssemos um
e . w , . »
submultiplo ainda menor, por exemplo t = X obteriamos como medida uma razao
equivalente a anterior.
De fato, teriamos:
u=23w,AB=5wew=2t=>u=32tu=6teAB=>52t, AB = 10t
L AB 10t 10 5
oge0—m=—= — = —,
8 "6t "6 3
Entretanto, nossos olhos ou até mesmo os instrumentos mais sofisticado de afericao
tem um limite de percepcéo (precisdo), sendo incapazes de distinguir dois pontos que,
embora distintos, achem-se a uma distancia inferior a esse limite, tudo entdo leva a crer
que dois segmentos sdo sempre comensuraveis.
Por algum tempo acreditou-se nisso.
Coube aos pitagoricos abalar essa estrutura de pensamento, causando enorme im-

pacto na matemadtica grega. Provaram que o lado e a diagonal de um quadrado sdo

grandezas incomensuréaveis.

Figura 11: segmentos de reta

1

Fonte: Elon Lages|[5]

A demonstracao tradicional desse fato é a seguinte:
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Se o lado e a diagonal de um quadrado fossem comensurdveis, tomando o lado
. . . . P s
como a unidade e o comprimento da diagonal como um racional —, por pitdgoras
q

(Aplicado a um dos tridngulos retangulo da figura 11 acima), temos:

2
(E) =124 12,
q

Ou seja

(P)2 _, .
E = 2, com p e g inteiros.
Dai resulta p* = 2¢°.
A igualdade é um absurdo, pois, os inteiros p* e g* contém cada um dos seus fatores
primos um nimero par de vezes, pois, estdo elevados ao quadrado. Por conseguinte,
24* contém um nuamero impar de fatores iguais a 2 e assim ndo pode ser igual a p?.
Podemos apresentar uma outra demonstragdo, a saber:
Suporemos que o lado e a diagonal sejam comensuraveis, e que
d=muel =nu,sendo - = %, irredutivel.

l

m A P .y

Logo d = —.I. Como o tridngulo ABC é retangulo e isésceles, temos que:

n
2_pR 2 2 m\? o m)\? 2 2
d=F+F=>d=2'= (-] =2F = |—| =2=m"=2n"
n n

isto é m? é par.

Se m? é par, entdo m é par. Logo m = 2k, com k inteiro.

Mas como — é irredutivel, temos que n é impar.

n

No entanto, ao substituirmos m = 2k, podemos observar que

(2k)* = 2n® = 4k* = 2n* = 2k* = n?, ou seja, n é par, um absurdo!.

Como definir entdo o comprimento de um segmento AB que é incomensurdvel com
o segmento unitario u?

A medida de AB serd, neste caso, um niimero irracional.

E o que é um numero irracional? A resposta ndo é muito simples. Enquanto

. : ~ : p o

um numero racional tem uma expressdo “exata”’como quociente — de dois nliimeros
inteiros, um ntmero irracional néo fica determinado quando se conhecem seus valores
aproximados (os quais sdo ntimeros racionais).

O matemadtico grego Eudoxo, o primeiro a lidar de modo preciso com grandezas
incomensuréaveis, ja havia desenvolvido, ha mais de 25 séculos, uma teoria que, em

linguagem moderna, se resume assim: para conhecer um numero irracional x basta
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conhecer 0s ntimeros racionais menores do que x (suas aproximagdes por falta) e os
numeros racionais maiores do que x (suas aproximagdes por excesso).

Por exemplo, V2 (por defini¢ao: ntimero positivo cujo quadrado é 2) é um nimero
irracional, como vimos acima. Os vdrios processos de cdlculo de raiz quadrada nos
permite obter valores racionais aproximados de V2 com erro tdo pequeno quanto se
queira. Assim, podemos escrever 1,414 < V2 < 1,415. Isto significa que (1,414)* <2 <
(1,415)?, o0 que é correto, como qualquer pessoa pode verificar.

As desigualdades 1,414 < V2 < 1,415 significam que 1,414 é um valor aproximado
por falta e 1,415 é um valor aproximado por excesso para o ntmero irracional V2.
Como 1,415 - 1,414 = 0,001 vemos que, ao substituirmos V2 por qualquer um desses
valores aproximados, cometemos um erro inferior a 1 milésimo. Assim, 1,414 é um
valor aproximado de V2 com trés algarismos decimais exatos. (Em outras palavras,
se escrevermos uma aproximagio por falta de V2 com erro inferior a 0,001 os trés
primeiros algarismos decimais devem ser 414.)

. . P < . .
Se desenvolvermos um nuamero racional — em fracdo decimal, dois casos podem

. . 3
ocorrer: ou obtemos uma fracdo decimal exata (finita), como 3= 0,375 ou entdo uma

fracdo decimal periédica (infinita) como % =0,363636...

E reciprocamente, dada qualquer fragdo decimal peri6édica, existe sempre um nimero
racional (sua “geratriz”), do qual a decimal dada é o desenvolvimento. Podemos entdo
definir os ntimeros irracionais como aqueles que, escritos como fragdes decimais, pos-
suem expressdes que nem sdo finitas nem periddicas.

Dada esta explicagdo sobre ntimeros irracionais, voltemos a medida dos segmentos.

Temos um segmento AB. Sabemos que ele ndo é comensurédvel com a unidade de
comprimento u. Sua medida AB 6, portanto, um namero irracional. Quais os valores
aproximados (por falta e por excesso) desse ntimero irracional AB?

Seja dado um ntamero inteiro positivo n. (Por exemplo, n = 1.000 ou n = um
milhdo). Dividimos o segmento unitdrio em n partes iguais. Cada uma dessas partes é
um segmento de comprimento % Seja w uma dessas partes. Existe um ntimero inteiro
positivo m tal que AB contém m segmentos congruentes a w e ainda sobra alguma

coisa, mas m + 1 segmentos congruentes a w, justapostos, formam um segmento maior
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que AB. Quando isto ocorrer, tem-se

<@<erl

3

n

. ., . m . ~ .
Ou seja, o ntiimero racional — é uma aproximacao por falta para o comprimento de
n
m+1

e 1 .
AB, com erro inferior a —. Da mesma forma é uma aproximacao por excesso do
n

numero irracional AB, com erro inferior a —.
n

Figura 12: segmentos de reta

- S A B
| l
1 !

w

Fonte: Elon Lages|[5]

Concluimos assim nossa discussdo sobre a medida AB (ou comprimento) de um
segmento de reta AB. Essa medida pode ser inteira, fraciondria ou irracional. Os
primeiros casos ocorrem quando AB é comensuravel com a unidade de comprimento
escolhida. O dltimo caso se dd quando AB e o segmento unitario sdo incomensuréveis,
isto é, ndo possuem um submultiplo comum. Neste caso, dado qualquer inteiro n,

. N ) .om m+1
podemos obter aproximagdes racionais — e
n

, por falta e por excesso, para o

. - . e 1 1
comprimento AB. O erro cometido é, portanto, inferior a —. Como — pode se tornar
n n
um valor tdo pequeno quanto o desejemos, (bastando para isso tomar n grande) vemos
que é possivel obter valores aproximados para AB com erro tdo insignificante quanto

se queira.
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5 AREA

Trataremos aqui da medida da por¢ao do plano ocupada por uma figura F comparando-

acom aunidade de area. O resultado desta comparacdo serd um niimero, que exprimira
quantas vezes a figura F contém a unidade de 4rea. Daremos um significado preciso
a esta ideia e estabeleceremos as férmulas para as dreas das figuras geométricas mais

conhecidas.
5.1 Area do quadrado e do retingulo

O quadrado é o quadrilatero que tem os 4 lados iguais e os 4 angulos retos. Conven-
cionaremos tomar como unidade de drea um quadrado cujo lado mede uma unidade
de comprimento, e a ele chamaremos de quadrado unitdrio.

Definiremos, qualquer quadrado de lado 1, como tendo &rea igual a 1.

Um quadrado Q que tenha medida o ntimero inteiro n pode ser decomposto, por
meio de paralelas aos seus lados, em n quadrados justapostos, cada um deles com lado
unitario e portanto com area 1. Segue entdo que Q tem &rea .

Analogamente, se o lado de um quadrado Q tem por medida %, onde n é inteiro,
entdo o quadrado unitdrio se decompde, mediante paralelas aos seus lados, em 7?
quadrados justapostos, todos congruentes a Q. Estes n* quadrados a Q compondo um
quadrado de area 1, entdo, a area de Q deve satisfazer a condigdo n*x dreade Q = 1e,

1

portanto, drea de Q = pt

Figura 13: Quadrado de lado 6 decomposto em 6* = 36

[

Fonte: Elon Lages[5]

m
Se olado de um quadrado Q tem oracional — por medida, entdo podemos decompor
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: : 1
cada lado de Q em m segmentos cada um dos quais tem comprimento m Tracando
paralelas aos lados de Q a partir dos pontos de divisdo, obteremos uma decomposicao

. 1
de Q em m quadrados, cada um dos quais tem lado —. Portanto, a drea de cada um
n
1
desses quadrados menores € —. Segue que a drea de Q é:
n
, (1 m?
m- X ===
n n
ou seja
2
B m
dreade Q = (—)
nz
m . P 2
Portanto, sendo a = —, concluimos que a 4rea de Q =2
n
Quanto aos quadrados cujos lados sdo incomensuraveis com o segmento unitério,
perceba que na figura abaixo ha dois tipos de quadrados: uns com lados inclinados,
outros com lados horizontais e verticais. Seja qual for a unidade de comprimento

escolhida, pelo menos um tipo tém lado irracional.

Figura 14: Quadrado de lado incomensuréavel

Fonte: Elon Lages[5]

Sendo Q um desses, o lado de Q tem por medida um niimero irracional a. Mostrare-

mos ainda neste caso que deveremos ter drea de Q = a%.

Note que nesse caso o quadrado cuja medida do lado é (irracional), tem 4rea maior

que ado quadrado de medida doladoiguala % (racional) e menor que a do quadrado de
+1

medida (racional), propriedade inerente a drea dos poligonos. Como jad mostramos

no capitulo anterior sobre segmentos, o que define a sdo as aproximagdes que pudermos

k+1

k
fazer na desigualdade _<a< . Além disso j& provamos que a drea do quadrado



43

Figura 15: Quadrado de lado incomensuravel

L -
n n

|~

k+1

S|+ w3

Fonte: Elaborada pelo autor

vale para os racionais, valerd também para os quadrados de lado irracional, pois a
funcdo area é continua, entdo, o teorema do valor intermedidrio garante o resultado.

Concluimos, desta maneira, que a drea de um quadrado Q, cujo lado mede a, deve
ser expressa pela formula: drea de Q = a°.

O retangulo é o quadrilatero que tem quatro angulos retos.

Para provar que a 4rea do retdngulo é o produto da base por sua altura, procedere-
mos com argumentos andlogos aos usados no quadrado.

Sendo que os lados do retangulo R tem como medidas os ntimeros inteiros m e n,
entdo, mediante paralelas aos lados, podemos decompor R em mn quadrados unitérios,
de modo que se deve ter drea R = mn.

Mais geralmente, se os lados do retangulo R tém como medidas dois ndmeros
racionais a e b, podemos escrever estes nimeros como duas fragdes a = Peb= z, com
o mesmo denominador q. Dividindo cada lado de R em segmentos de comprimentos

O lado a serd decomposto em p segmentos justapostos, cada um deles medindo

1
O lado b sera subdividido em r segmentos iguais, de comprimento —. Tragando

Q=

paralelas aos lados a partir dos pontos de subdivisdo, o retdingulo R ficard subdividido

1
em pr quadrados, cada um deles de lado —. A 4rea de cada um desses quadradinhos é

2
(% ) = ? Logo a drea de R devera ser igual a:

L _pr_p_r

(x5 =5 =Exr

PEETE T
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Ou seja, a dreade R =a X b.

Portanto, se os lados de um retdngulo R de medidas dos lados como ntimeros
racionais a e b, a 4rea fica determinada pela férmula: Area de R = a X b.

Diz-se entdo que a drea do retangulo é o produto da base pela altura.

Isso é valido ndo s6 quando a e b sdo nimeros racionais, como também com a e b
irracionais, ou ainda, um deles racionais e outro irracional.

Mostrar o caso em que a e b ndo sdo ambos racionais, poderiamos utilizar o método
da exaustdo, como usado para drea do quadrado. Em vez disso, usaremos um artificio
simples e elegante, fazendo recair a 4rea do retdngulo na drea do quadrado. Procedendo
assim, ficamos inclusive dispensado de considerar separadamente o caso em que a base

e a altura do retdngulo tém medidas racionais.

Figura 16: O quadrado Q contém dois retdngulos iguais a R mais um quadrado de lado
a e outro de lado b

Fonte: Elon Lages|[5]

Dado o retangulo R, de base b e altura a, construimos o quadrado Q, de lados a + b,
o qual contém 2 cépias de R e mais dois quadrados, um de lado a e outro de lado b.

Como sabemos,
area de Q = (a + b)> = a® + 2ab + b2

Por outro lado, como os quadrados menores tém areas iguais a 2 e b? respectiva-

mente, temos:

A édrea de Q éigual a (a + b)* = a® + b* + 2xT, sendo T = drea de R.
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Segue que a dreade R =a X b.
5.2 Area do paralelogramo e do tridngulo

Consideremos a seguinte proposicado:

A drea do paralelogramo é o produto do comprimento de um de seus lados pelo comprimento da
altura relativa a este lado.

Vamos provar que a drea do paralelogramo ABCD é b X a. Para isto tracemos, a partir
dos pontos A e B, dois segmentos, AE e BF, perpendiculares a reta CD. O quadrilatero
ABFE é um retangulo cuja rea é AB X BF a qual, é exatamente b x a. Para completarmos
a demonstragdo observe que os tridngulos ADE e CBF sdo congruentes pelo caso LAA,,
e que:

Leia : S como darea.
S(ABCD) = S(ABCE) + S(ADE)
S(ABCD) = S(ABCE) + S(CBF)
S(ABCD) = S(ABFE) =bXa

Figura 17: Area do paralelogramo
A B

D E b

Fonte: Elaborada pelo autor

Seja a proposicgao:
A drea de um tridngulo é a metade do produto do comprimento de qualquer de seus lados pela
altura relativa a este lado.
Dado um tridngulo ABC, trace pelo vértice C uma reta paralela ao lado AB, e pelo

vértice B uma reta paralela ao lado AC. Estas duas retas se interceptam em um ponto
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D. O poligono ACDB é um paralelogramo, e os dois tridngulos ABC e CDB sdo
congruentes, pelo caso ALA. Como S(ABDC) = S(ABC) + S(CDB) e S(ABC) = S(CDB),
entdo: S(ABC) = %S (ABCD). Observe ainda que a altura do vértice C do tridngulo ABC

é exatamente a altura do paralelogramo ABDC relativo ao lado AB.

Figura 18: Area do triangulo

Fonte: Elaborada pelo autor

Num tridngulo temos trés escolhas para a base b e, portanto, trés escolhas para a
altura a. Seja qual for a escolha, o produto b X a serd o mesmo, pois, em cada caso ele
fornece o dobro da 4rea do tridngulo.

Sejam r e s retas paralelas e b um ntimero real positivo. Segue-se da férmula acima
que todos os triangulos ABC com vértice A sobre r, base BC sobre s e BC = b, tém a

mesma area.

Figura 19: Tridngulos com mesma base e altura = area iguais

A A A"

Fonte: Elaborada pelo autor

Para um poligono qualquer, o processo de calcular sua drea consiste em subdividi-

lo em tridangulos, paralelogramos ou quaisquer outras figuras cujas dreas sabemos
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calcular. A &rea do poligono procurada serd a soma das areas das figuras em que o
decompusemos.

Por exemplo, seja ABDC um trapézio. Isto significa que AB e CD sdo paralelos.

Escrevamos AB = by, CD = b, e chamamos de a a distancia entre as paralelas AB e
CD, isto é, o comprimento de qualquer perpendicular ligando um ponto da reta AB a
um ponto de reta CD.

A diagonal AD decompde o trapézio nos tridngulos ABD e ACD, com bases b; e b,
respectivamente, e mesma altura a. A drea do trapézio ABDC é a soma das dreas desses
dois tridngulos, logo

. _aby ab, by +Db
4rea de ABDC = > + > =5 X a.

Figura 20: Trapézio ABDC

D

I
i
1
!
I

a

1

I

1

|

Fonte: Elon Lages|[5]

Assim, a drea do trapézio é igual a semi soma das bases vezes a altura.

5.3 Definicdo geral de drea

Para que um conceito qualquer de drea para poligonos tenha utilidade, postulamos
que as seguintes propriedades (intuitivamente desejaveis) sejam vélidas:

1) Poligonos congruentes tém areas iguais;

2) Se P é um quadrado com lado unitario, entdo a drea de P = 1.

3) Se P pode ser decomposto como uma reunido de n poligonos Py, ..., P, tais que
dois quaisquer deles tém em comum no maximo alguns lados, entdo a drea de P é a
soma das areas dos P;.

Apesar de ndo termos definido formalmente a nogdo de congruéncia para poligonos,
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a idéia é de que um deles pode ser deslocado no espago, sem deformaé-lo, até coincidir
com o outro.

Segue de 3) que se o poligono P estd contido no poligono Q entdo a 4rea de P é
menor do que a drea de Q.

Se observamos bem, notaremos que as férmulas para as dreas do quadrado, do
retangulo, do paralelogramo, do tridngulo e do trapézio foram todas deduzidas a
partir destas trés propriedades.

Entdo, a 4rea de uma figura plana F deve ser um ntiimero real ndo-negativo, que
indicaremos com a(F). Ele se aproximara cada vez mais do seu valor real a medida que
conhecermos seus valores mais aproximados, por falta ou por excesso.

Os valores de a(F) aproximados por falta sdo, por defini¢do, as areas dos poligonos P
contidos em F. Os valores de a(F) aproximados por excesso sdo as dreas dos poligonos
P” que contém F. Por conseguinte, quaisquer que sejam os poligonos P (contido em F)

e P’'(contendo F), o nimero a(F) satisfaz as desigualdades
a(P) < a(F) <a(P’)

Por simplicidade, em vez de considerarmos poligonos quaisquer, limitaremos nossa
atencdo aos poligonos retangulares, para os quais é mais facil calcular a area.

Um poligono retangular é a reunido de varios retangulos justapostos (isto é, dois
desses retdngulos tém em comum no mdaximo um lado). A drea de um poligono
retangular é a soma das areas dos retangulos que o compdem.

Ainda para maior simplicidade, limitaremos nossa atengdo a poligonos retangulares
contidos na figura F cuja drea desejamos calcular.

Em outras palavras, consideremos apenas os valores aproximados por falta para o
numero real a(F).

Assim, definiremos a drea da figura F como ntimero real cujas aproximagdes por
falta sdo as areas dos poligonos retangulares contidos em F.

Isto significa que, para todo poligono retangular P, contido em F, tem-se

a(P) < a(F)
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Figura 21: Uma figura plana F (negra), contida num poligono P’ e contendo um
poligono P. A drea de P é uma aproximacdo por falta e a drea de P’ uma aproximacgdo
por excesso, para a drea de F.

Fonte: Elon Lages|[5]

Além disso, dado qualquer ntimero b<a(F), existe um poligono retangular P, contido

em F, tal que

b <a(P) < a(F)

Poderfamos, também, ter definido a drea de F como o ntimero real cujas aproximagdes

por excesso sdo as areas dos poligonos retangulares que contém F.

5.4 Aplicacao de drea: Como calcular a 4rea de um Poligono, se vocé sabe con-

tar

Uma rede de um plano é o conjunto infinito de pontos dispostos regularmente ao
longo de retas horizontais e verticais, de modo que a distadncia de cada um deles aos
pontos mais préximos na horizontal ou na vertical é igual a 1. Tomando um sistema de
coordenadas cartesianas, com origem num ponto da rede, um eixo na dire¢do horizontal
e outro na vertical, a rede pode ser descrita como o conjunto de todos os pontos do
plano cujas coordenadas (1, 1) sdo ntiimeros inteiros.

O matemadtico theco George Alexander Pick publicou, em 1899, uma férmula sim-
ples e bonita para a 4rea de um poligono cujos vértices sdo pontos da rede. Foi um

matemadtico que nasceu em 1859, em Viena, Austria. Morreu em 1942, com 83 anos,
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Figura 22: Rede

' ® 3 ® ® '
® ® 2 ® ® ®
® ® 1 ® ® ®
0
T
2 1 o 1 2 3
® ® 1 ' ® ®
® ® 2 = @ ®

Fonte: Elaborada pelo autor

num campo de concentragdo, durante a II Guerra Mundial. A sua carreira profissional
se deu na Universidade de Praga, embora tenha trabalhado e estado ligado a outras
universidades da Europa. Pick ganhou destaque pelo teorema que leva seu nome e que
permite calcular a drea de poligonos simples desenhados sobre uma rede pela simples
contagem dos pontos. A demonstragdo deste teorema ndo serd meu objeto de estudo,
mas, é possivel encontrar no livro “Meu professor de Matemética”, de Lima, Elon Lages
e em trabalhos como o de Liu, Andy C.F. Lattice Points and Pick Theorem, descrito nas

referéncias bibliograficas.

5.5 F6rmula de Pick

A &rea de um poligono cujos vértices sdo pontos de uma rede é dada pela expressdo

B
[+=-1
+2 ,

onde B é o ntimero de pontos da rede situados sobre o bordo do poligono e I é o nimero
de pontos da rede existente no interior do poligono.

Exemplo 1: Na figura temos um pentagono nado regular ABCDE cujos vértices sdo
pontos de uma malha. Como se calcula a 4rea desse poligono?

Uma possivel solugdo é completar a figura de modo que ela forme um retangulo,
calcula-se sua drea e subtrai as dreas dos tridngulos que as completaram, dai teremos a

area do pentagono.
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Figura 23: Célculo de area

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 24: Completamento do poligono ABCDE

Fonte: Elaborada pelo autor

3x?2
Note que a drea do retangulo = 5 X 3 = 15; a 4rea do tridngulo amarelo = — = 3;
2X2 1x1
a do verde = — = 2 eadocinza = — = 0,5. Logo, as dreas dos 3 tridngulos é

iguala=3+2+0,5=5,5

2 1x1
A(ABCDE):SXS—(3>2<2+2>2< +—2=)=15-(3+2+0,5=9,5

De maneira mais simples, usemos a férmula de Pick, note que no interior do
poligono temos 6 pontos (I = 6) e sobre seus lados temos 9 pontos da malha (B = 9),

portanto,



B 9
A=I+—--1=6+--1=9,5
2 2

Exercicios Resolvidos

1) Calcule a drea do poligono “estrela”usando a férmula de Pick.

Figura 25: Poligono estrela

Fonte: Elaborada pelo autor

Solugéo:
1
Observem que B = 16; I = 17, portanto: A =17 + 76 —1=24u

2) Vamos calcular a drea do poligono ndo regular da figura 4.14:

Figura 26: Hexagono

Fonte: Elaborada pelo autor

Como B = 12; 1 = 10, portanto: A = 10 + 12—2 —1=15u.
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6 OBMEP NA ESCOLA

Neste capitulo faremos uma apresentacdo sucinta da avaliagdo externa a escola, que
tem acontecido anualmente desde 2005, e que talvez seja a mais desfiadora avalia¢do de
matemadtica que os alunos do ensino fundamental e médio participam durante o ano,
além de poder proporcionar a nossos alunos(as) e por que ndo a nossos professores(as)
a voos mais altos em sua vida. Mostraremos também, questdes e suas resolugdes das

OBMEPs em sua primeira fase em todos os seus niveis.

6.1 Breve Historico

Em 1894, acontece a primeira olimpiada matematica, na Hungria.

Em 1959, foi criada a Olimpiada Internacional de Matematica (IMO). Hoje a competicdo
retine alunos de mais de 100 paises.

Em 1977, acontece a primeira Olimpiada Matemadtica no pais, em Sdo Paulo, orga-
nizada pela Academia Paulista de Ciéncias.

Em 1979, surge a Olimpiada Brasileira de Matematica (0BM), organizada pela Soci-
edade Brasileira de Matematica (SBM).

Em 2001, o Brasil figura entre os 20 melhores colocados da (IMO), a frente de paises
como Canad4, Franca e Inglaterra.

Em 2005, é realizada a primeira edi¢do da Olimpiada Brasileira de Matemaética das
Escolas Publicas (OBMEP), com mais de 10 milhdes de participantes.

Em 2009, recorde: mais de 19,5 milhdes de alunos se inscreveram para a edi¢do em
5.518 municipios brasileiros.

Em 2011, Dos seis (6) alunos selecionados para representar o Brasil na Olimpiada
Internacional de Matematica (IMO), trés (3) sdo de escolas publicas participantes da
OBMEP. Esses alunos receberam duas medalhas de prata e uma de bronze.

Em 2014, foi realizada a décima edicdo da OBMEP.

6.2 Sobre a OBMEP
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A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Pablicas(OBMEP) é uma realizagdo
do Instituto Nacional de Matemaética Pura e Aplicada - IMPA - e tem como objetivo
estimular o estudo da matematica e revelar talentos na area.

Atualmente, a OBMEP desenvolve sete programas e/ou projetos,a saber:

1 - Programa de Iniciagdo Cientifica Jr. (PIC) - Destinado aos alunos medalhistas
da OBMEDP, o PIC é realizado por meio de uma rede nacional de professores em polos
espalhados pelo pais, e também no férum virtual. Tem como objetivo despertar nos
alunos o gosto pela matemaética e pela ciéncia em geral e motiva-los na escolha pro-
tissional pelas carreiras cientifica e tecnolégicas. Ao longo de suas edi¢des, a OBMEP
j& ofereceu a mais de 36 mil alunos a oportunidade de estudar matematica por 1 ano,
com bolsa do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq)
e mais de 1800 alunos participam do programa como ouvinte.

Pagina: PIC - www.obmep.org.br/pic.html.

2 - Portal da Matematica - Aplicativo e videoaulas que cobre todo curriculo da
matemadtica do 6° ano do ensino fundamental ao 3° ano do ensino médio. Possui cerca
de 500 videos ja preparados.

No Banco de Questdes e provas antigas - Cada volume apresenta uma selegdo de
problemas similares aos problemas das provas divididos por niveis e assuntos.

Pagina: http://matematica.obmep.org.br

3 - Portal Clube da Matematica - Encontre toda semana um desafio no blog. Crie
com seus amigos um clube da matematica.

4 - POTI - Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo - O programa é destinado
aos interessados em se preparar para as provas da OBMEP e da OBM que esteja
matriculados na oitava ou nono ano do ensino fundamental ou em qualquer série do
médio.

Péagina: http://poti.impa.br

5- PICME - Programa de Iniciagéo cientifica e mestrado - E um programa que oferece
aos estudantes universitarios que se destacaram nas OBMEP e OBM a oportunidade de
realizar estudos avancados em matematica simultaneamente com sua graduagdo. Os
participantes recebem bolsas por meio de parceria com o CNPq e a CAPES (mestrado).

Mais de 2000 alunos ja foram beneficiados.
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Péagina: http://www.obmep.org.br/picme.html.

6 - Programa OBMEP na escola - Voltado para o professor de matemdtica das escolas
publicas, o programa quer estimular atividades extraclasse com o uso dos materiais da
OBMEPD, tais como prova e banco de questdes. Professores de todo o pais sdo habilitados
e preparados para desenvolver essa atividade em sua escola ou em escolas vizinhas. O
programa conta com o apoio da CAPES.

Pagina: http://www.obmep.org.br/OBMEP na_escola.html.

7 - O PECI - Preparacao Especial para Competicdes Internacionais - E um programa
da OBMEP destinado a preparar um grupo seleto de medalhistas da OBMEP para
competi¢des internacionais, foi criado em 2009. As atividades sdo virtuais, no férum

do PECI e presenciais.
6.3 Questoes das OBMEPs - (2005-2014)

Veremos algumas questdes sobre comprimentos de segmentos e dreas que cairam
nas OBMEPs anteriores, para que possamos ver que esses assuntos sdo cobrados e de

que maneira eles sdo cobrados nessas avaliagdes externas:

Figura 27: OBMEP

OBMEP 2005 OBMEP 2006

2. Guilherme esta medindo o comprimento de umselocom 4. No retadngulo da figura temos AB=6cm e
um pedaco de uma régua, graduada em centimetros, como  BC =4 cm. O ponto E é o ponto médio do lade AB. Qual

mostra a figura. Qual &€ o comprimento do selo? é a area da parte sombreada?
' D F c
(A) 3 em o (A) 12 cm?
(B) 3,4 cm ¢# '.',;";,.'\;,:‘ﬁ:;; (B)15 cm?
(C) 3’6 cm Somanda noves Wlestos para o Srask (C) 18 sz
(D)4 cm R$1.60 (D)20 cm?2
(E) 4,4 cm ' ' ! L (E) 24 em?2 A E B

Fonte: Provas da OBMEP



OBMEP 2007

15. Afigura mostra trés poligonos desenhados em uma folha
quadriculada. Para cada um desses poligonos foi assinalado,
no plano cartesiano a direita, o ponto cujas coordenadas
horizontal e vertical sdo, respectivamente, seu perimetro e

sua area.

area

[T

Figura 28: OBMEP

] [

Qual é a correspondéncia correta entre os poligonos e os

pontos?

A) I—=>C, II—=B, I—>A
B) I—B, II—=A, II—C
C) I—A, I—=C, lI—B
D) I—A, II—B, II—C
E) I—C, I—A ll—B

OBMEP 2010

14. A figura mostra quatro quadrados iguais dentro de um
quadrado maior. A area em cinza & 128 cm? e a area de
cada quadrado menor € igual a 9% da area do quadrado

maior. Qual € a area do quadrado maior?

A) 128 cm?
B) 162 cm?
C) 200cm?
D) 210cm?
E) 240 cm?

OBMEP 2012

12. O retangulo ao lado, que foi recortado de uma folha
de papel quadriculado, mede 4 cm de largura por 5 cm de
altura. Qual & a area da regido cinzenta?

perimetro

]
N

A) 10 cm?
B) 11cm?
C) 12,5em?
D) 13 cm?
E) 145cm?

OBMEP 2008

4. Uma tira retangular de cartolina, branca de um lado e
cinza do outro, foi dobrada como na figura, formando um
poligono de 8 lados. Qual & a area desse poligono?

48 cm 24 cm
-

12(:m” ‘—*‘ =

(A) 216 cm’
(B) 264 cm?
(C) 348 cm?
(D) 432 cm?

(E) 576 cm?

OBMEP 2009

2. O quadriculado da figura é feito com quadradinhos de
1 cm de lado. Qual € a area da regido sombhreada?

A) 16 cm?
B) 18 cm?
C) 20cm?
D) 24 cm?
E) 30cm?

OBMEP 2011

11. Na figura, o lado de cada quadradinho mede 1 cm.
Qual € a area da regido cinza?

A) 10cm?
B) 12,5cm?
C) 14,5cm?
D) 16 cm?
E) 18 cm?

Fonte: Provas da OBMEP
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Figura 29: OBMEP
OBMEP 2013 OBMEP 2014

6. A figura representa um retangulo de area 36 m?, dividido 7. Um retdngulo ABCD de papel branco, com area de 20 cm?,
em trés faixas de mesma largura. Cada uma das faixas estd & dobrado como mostra a figura, formando o pentagono
dividida em partes iguais: uma em quatro partes, outra em BCD’EF com érea de 14 cm?. Se pintarmos de azul os dois
trés e a terceira em duas. Qual € a area total das partes  |ados do papel dobrado e desfizermos a dobra, o retdngulo

sombreadas? ficarda com uma regido nfo pintada. Qual é a area dessa

A) 18 m? regiao? = 5

B) 20m? A) 10 cm? D ¢ b, E c E c

C) 22m? B) 12 cm? ‘

D) 24m? C) 14cm? )

E) 26 m? D) 16 cm? A B A F B F B
E) 18cm?

Fonte: Provas da OBMEP

6.4 Resolucao das questdes - (2005-2014)

(OBMEP 2005 - NIVEL 1 e 2) Pela leitura da figura, as extremidades dos selos estdo
na marca 20 cm e 16,6 cm. O comprimento do selo é 20 — 16,6 = 3,4. Alternativa B.

EBxB
(OBMEP 2006 - NIVEL 1 e 2) A &rea do triangulo BEF é *BC

, onde EB = base e

BC = altura, ou seja, % = 6cm? e a area do retangulo ABCD é ABx CD = 6x4 = 24cm?.
Logo, a drea da parte sombreada € a area do retangulo ABCD - drea do tridngulo BEF
=24 — 6 = 18cm?. Alternativa C.

(OBMEP 2007 - NIVEL 2 e 3) Tomando o lado 1 de um dos lados dos quadradinhos
do quadriculado como unidade de comprimento, a contagem direta na figura nos da
o perimetro e areas das figuras da seguinte forma: Perimetro I - 20; Perimetro II - 20 e
Perfmetro IIT - 30. Area I - 25; Area IT - 22 e Area III - 18. Entdo a correspondéncia é
1(20,25), 11(20,22) e 111(30,18). Os pontos correspondes a I e II tem a mesma abscissa
(perimetro) logo estdo na mesma vertical no plano cartesiano; como o ponto correspon-
dente a I tem ordenada (drea) maior, ele é o que estd mais acima. Logo, I-C;II- A elll
- B. Alternativa E.

Note que aqui podemos aplicar a férmula de Pick, para figura I, temos B =20, I =

2 2
16, entdo ?O +16 — 1 = 25, para figura II, temos B = 20, I = 13, entéo 70 +13-1=22e¢

para figura III, temos B = 30, I = 4, entdo ? +4-1=22.
(OBMEP 2008 - NIVEL 1 e 2) Na figura dada a parte cinza obtida depois da primeira
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dobradura pode ser dividida em duas partes: um quadrado de lado 12 cm e um
triangulo de area igual a metade da drea do quadrado. A area do quadrado é 12x12 =
144cm?, logo a area do triangulo é %x144 = 72cm?. Assim, a drea dessa parte cinza é
144 + 72 = 216cm?. Depois da segunda dobradura, obtemos dus dobraduras iguais,
cuja area total é 2x216 = 432cm?. Alternativa D.

(OBMEP 2009 - NIVEL 1) A figura pode ser decomposto em 20 quadradinhos e 8
tridngulos, de acordo com o quadriculado. Juntando dois desses pequenos tridngulos
formamos um quadradinho. Temos assim um total de 20+ 5= 20+4 = 24 quadradinhos.
Alternativa D.

Aqui também podemos aplicar a férmula de Pick, para poligono maior, temos B =
28, 1 = 36, entdo 2—28 + 36 — 1 = 49, e para poligono menor, temos B = 20, I = 16, entdo
% +16 — 1 = 25. Portanto a drea hachurada é 49 — 25 = 24.

(OBMEP 2010 - NIVEL 2) A &rea de cada quadrado menor é 9% da drea do quadrado
maior, como sdo 4 quadrados menores, temos 4x9 = 36%. A d4rea da regido cinza
corresponde a 100% —36% = 64% correspondente a 128¢m?, 0 que equivale a 1% = 2cm?.
Portanto, a drea do quadrado maior é 100x2 = 200cm?. Alternativa C.

(OBMEP 2011 - NIVEL 2) Podemos calcular a drea da regido cinza por partes,
dividindo-a em regides triangulares e retdngulares. Portanto a drea é iguala 0,5+0,5+
1+1+1+1+2+2,5+3=12,5. Alternativa B.

(OBMEP 2012 - NIVEL 1 e 2) Basta dividir a figura em regides A, B e C, como mostra
a figura abaixo. Regides com a mesma letra sdo idénticas e tanto a parte branca quanto
a parte cinza consistem de duas regides A, duas regides B e duas regides C, segue que
a area da regido branca é igual a drea da regido cinza. Cada uma dessas areas é entdo
a metade da 4rea total do retangulo, que é 4x5 = 20cm?. Logo a area da parte cinza é

10cm?. Alternativa A.

(OBMEP 2013 - NIVEL 1) As faixas sdo retangulos iguais, portanto, eles tem a mesma

36 12
area que é 3 = 12m?. Segue que: - Na faixa inferior, a drea de cada parte é 5 = 6m?;

. . . 12
essa é a area da parte cinza; - Na faixa do meio, a 4rea de cada parte é 3= 4m?; as

duas partes cinzas tem 4rea igual a 2x4 = 8m?; - Na faixa de cima, a drea de cada parte
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Figura 30: obmep

C
B /. B
A A
B|B
CXC
A cC A

Fonte: Provas da OBMEP

12
é — = 3m?; as trés partes cinzas tem drea igual a 2x3 = 6m?. A &rea total da regido

colzcl)rida de cinza é, portanto, 6 + 8 + 6 = 20m?. Alternativa B.

(OBMEP 2014 - NIVEL 3) Quando pintamos o papel em forma de pentagono dos
dois lados, a édrea total pintada serd de 28cm?. Esta drea pintada inclui a drea de um
dos lados do retangulo original, que ficara totalmente azul, e a drea pintada do outro

lado. Se da érea total de 40cm?, correspondente aos dois lados do retangulo, retirarmos

a rea pintada de 28cm?, teremos 12cm?* de érea ndo pintada. Alternativa B.
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7 CONCLUSAO

Com o trabalho, esperamos ter provocado uma pequena reflexdo sobre o qudo é im-
portante sabermos trabalhar bem os temas comprimento e dreas no ensino fundamental
e médio, base para as geometrias plana, espacial e analitica.

Em comprimento nos deparamos com os conceitos de comensurabilidade e inco-
mensurabilidade de segmentos de reta com a unidade de medida o que nos levou a
discussdo sobre a racionalidade e irracionalidade dos niimeros, trabalhando assim o
conjunto R, base no ensino fundamental e médio. Uma férmula prética, bonita e inte-
ressante (Formula de Pick) foi apresentado como mais uma ferramenta para o cdlculo
de éreas de figuras planas.

Trago um recado aos professores que como eu atuam no ensino fundamental e médio
a montarem projetos que incentivem seus alunos a participarem bem das OBMEPs,
acabando com o que acontece ainda em muitas escolas, a participacdo com apatia quase
que total por partes de professores e alunos. A OBMEP através de sua pagina na internet
oferece muitos recursos (como programas e projetos) a professores e alunos, ofertando
bolsas de estudos e premiacdes aos mesmos. Trabalhar as questdes da OBMEP nos mais
variados niveis de dificuldade com certeza é uma ferramenta poderosa que garantirdo

melhoras nos resultados da educacéo.
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