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RESUMO

O estudo dos vetores é apresentado buscando mostrar o tema nas aulas de Matemética
e Fisica no Ensino Médio. Um modelo conceitual que é postulado e fundamentado nas
publicacoes sobre vetores; ou seja, dos livros didaticos de calculo vetorial e algebra li-
near. Introduziremos o estudo de vetores geometricamente de modo construtivo e pela
visualizacao do mesmo, dentro do espaco bidimensional e tridimensional. Em seguida,
utilizamos o método analitico e geométrico para introduzir outros conceitos e operacoes.
Nos preocupamos em expoOr algumas aplicacoes na geometria plana e espacial como de-
mostracoes de alguns teoremas e problmeas classicos como caclculo de volume e areas
através de vetores e também na area de fisica como o Céclulo do trabalho e do campo
magnético que sao obtidos através do uso de vetores.

Palavras-chave: Vetores. Operagoes com vetores. Aplicagbes vetorias na geometria.
Aplicacoes vetoriais na Fisica.



ABSTRACT

The study of vectors will be presented here in order to show the subject in classes of
mathematics and physics in high school . A conceptual model to be postulated and
based on publications on vectors ; i.e textbooks of vector calculus and linear algebra.
Introduce the study of vectors constructively geometrically and the view of it, within the
two-dimensional and three-dimensional space . Then we use the analytical and geometric
method to introduce other concepts and operations. Care to expose some applications
in flat and spatial geometry as demonstrations of some classical theorems and problmeas
and volume céaclculo and areas through vectors and also in physics as Caclulo labor and
magnetic field that are obtained through the use of vectors.

Keyword: Vectors. vector operations. Vectorial applications in geometry. Vector appli-
cations in physics.
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Capitulo 1

Introducao

O trabalho apresenta uma proposta de material para o ensino de vetores no ensino
médio, onde o estudo de vetores é abordado apenas na disciplina de Fisica, mas possui
grande relevancia no estudo da Matematica. Implementamos esse estudo fazendo uma
abordagem através da interdisciplinaridade. A interdisciplinaridade oferece uma nova
atitude diante do conhecimento, uma mudanca de postura em busca do conhecimento, ela
visa garantir a construgao de um conhecimento globalizante, rompendo com os limites das
disciplinas. A utilizacao da interdisciplinaridade como forma de desenvolver um trabalho
de integracao dos contetidos da disciplina de Fisica com outras 4reas de conhecimento é
uma das propostas apresentadas pela proposicao das Diretrizes Curriculares para o Ensino
Médio (DCNEM) que contribui para o aprendizado do aluno.

As DCNEM articulam-se em trés areas do conhecimento: Linguagens, Codigos
e suas Tecnologias; Ciéncias da Natureza, Mateméatica e suas Tecnologias; e Ciéncias
Humanas e suas Tecnologias. Elas estabelecem, também, as competéncias e habilidades
que deverao servir como referenciais para as propostas pedagogicas, além de recomendar a
interdisciplinaridade e a contextualizacao, principios condutores da organizacao curricular.
O documento apresenta as consideracoes teoricas sobre esses dois principios como recursos
pedagobgicos para um ensino que coloque o aluno como centro de sua aprendizagem.

A motivagao para a escolha deste tema foi a observacao que o estudo dos Vetores
desde o primeiro ano do Ensino Médio na disciplina Fisica, é feito de modo desconexo e
sem uma abordagem Matematica consistente. Além disso, cabe destacar que os livros de
matematica do ensino médio usados no Brasil nao trabalham com vetores, o estudo é feito
e apresentado pelos professores da disciplina fisica, e os alunos tem extrema dificuldade
em compreendé-lo pois os vetores sao apresentados de forma direta sem um conhecimento
prévio de suas estruturas algébricas e geométricas, deixando de atenuar a importancia
dessas estruturas matematicas e que o conceito de vetor é puramente mateméatico. assim,
essa proposta foi desenvolvida com essa particularidade de desenvolver o estudo de vetores
de do ponto de vista da matematica sempre dando exemplos da utilizagao na matematica

e fazendo aplicacoes tanto na disciplina de fisica quanto na de matematica.
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E recomendavel que professor de Matematica aborde o conceito de Vetor tanto
do ponto de vista geométrico (colegdo de segmentos equipolentes) quanto algébrico (ca-
racterizado por coordenadas). A inclusao da nogao de Vetores na aula de Matematica,
corrigiria um erro basico do Ensino Médio, pelo fato de se tratar de um topico matemaético
de um alto grau de relevancia, mas que é tratado no ensino médio apenas na disciplina
de Fisica. E interessante também utilizar problemas da Antiguidade resolvidos através de
conceitos geométricos. Como metodologia de pesquisa, foi adotada a pesquisa bibliogra-
fica, para produzir uma proposta de abordagem dos contetidos sob uma 6tica geométrica
e algébrica, buscando o equilibrio entre conceitos abordos e aplicagoes.

No Capitulo 2 introduzimos o estudo de vetores geométricamente de modo cons-
trutivo e pela visualicao bidimensional, come¢ando pela teoria vetorial, citamos também
segmentos orientados (vetores na sua exéncia), a no¢ao intuitiva, e algumas caracteristicas
geométricas dos vetores.

O Capitulo 3 é dedicado ao enfoque de operagoes com Vetores (soma, multipli-
cacao, sempre buscando relacionar a definicao com um exemplo geométrico relacionado a
matematica.

Nos Capitulos 4 e 5 damos alguns exemplos de aplicacoes da teoria estudada nos
capitulos 2 e 3, nas disciplinas de Fisica e Matematica.

No capitulo 6 fazemos uma introducao ao estudo de Vetores no R*, dando um
exemplo para cada defini¢cao e no fim buscando aplicacdes da algebra vetorial para situa-
¢oes que o aluno encontra no Ensino Médio, mas nao sao abordadas usualmente pelo seu

professor.
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Capitulo 2
Introducao a Algebra Vetorial

A algbera vetorial é apresentada mostrando as propriedades operacionais dos
vetores que sao fundamentais para o entendimento dos proximos capitulos. Para este
capitulo foram usadas as referencias [2], [7] e [10].

Existem trés maneiras de se introduzir o estudo de vetores:

e Geometricamente: os vetores sao representados por segmentos de reta orientados

(setas) e as operagoes com eles sao definidas geometricamente;

e Analiticamente: os vetores e correspondentes operacoes sao descritos em termos
de numeros reais, chamados componentes vetoriais. A descricao analitica resulta
naturalmente da descricao geométrica, desde que seja introduzido um sistema de

coordenadas;

e Axiomaticamente: nao se faz qualquer tentativa para se descrever um vetor ou
as operacoes algébricas com vetores. Neste caso, vetores e operagoes vetoriais sao
considerados conceitos nao definidos, relativamente aos quais se sabe apenas que eles
satisfazem certo conjunto de axiomas. Tal sistema algébrico, com axiomas apropri-
ados, chama-se espaco vetorial. Em todos os ramos da Matemética se encontram

espagos vetoriais.

Nesta secao, introduzimos o estudo de vetores geometricamente de modo cons-
trutivo e pela visualizacao do mesmo, dentro do espaco bidimensional e tridimensional.
Em seguida, utilizamos o método analitico e geométrico para introduzir outros conceitos

e operacoes.

2.1 Grandezas Escalares e Vetoriais

Certas grandezas fisicas como massa ou a temperatura absoluta podem ser de-

finidas por apenas um ntmero real, desde que acompanhadas de uma unidade adequada
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um exemplo claro é a Temperatura, pois é devidamente definida por um ntimero e sua
unidade de medida, exemplo 30°C', é definido pelo nimero 30 e a unidade de medida é
o (°C), como nesse exemplo. Estas grandezas sao chamadas escalares. Existem, no en-
tanto, outras grandezas fisicas que tém intensindade, direcao e sentido, sao as grandezas
vetoriais; a intesidade pode aumentar ou diminuir, e a direcao e o sentido poderm se
inverter. Estas quantidades podem ser adicionados de forma que a se considerar direcao,
sentido e intensidade (ou médulo). Forga é um exemplo de uma grandeza que atua em
um determinado sentido e dire¢ao com alguma intensidade que medimos em Newtons(N)
. Quando duas forcas atuam sobre um mesmo objeto, a soma das forcas depende tanto da
direcao, sentido e intensidade das duas forcas. Posicao, deslocamento, velocidade, acelera-
¢ao, forca, impulso e torque sao todas as quantidades fisicas que podem ser representadas
matematicamente por vetores. Vamos comecar por definir precisamente o que entendemos

por um vetor.

2.2 Segmentos de Reta

Geometricamente, vetores sao representados por segmentos (de retas) orientados
(segmentos de retas com um sentido de percurso) no plano ou no espago. Um segmento de
reta nada mais é do que uma parte de uma reta que possui um ponto inicial e um ponto
final, chamados de extremo. Na figura 2.1 temos uma reta r, e a parte compreendida

entre os pontos A e B é um segmento de reta.

Figura 2.1: Seguimento AB
Fonte: Préprio autor

Note que o segmento AB = BA . E o segmento AA sera considerado segmento
nulo.

Um segmento orientado E ¢ definido por um segmento AB mais a escolha de
um dos seus extremos como ponto inicial e o outro como ponto final. Observe na Figura
2.2 que a orientacao dos seguimentos é dada a partir da escolha do ponto inicial e ponto
final.

13



(a) Segmento Orientado AB  (b) Segmento Orientado BA

Figura 2.2: Segmentos orientados
Fonte: Proprio autor

Exemplo 2.1. Observando o paralelepipedo(Figura 2.3), notamos que ele tem varios

seguimentos orientados representados na figura. O segmento E tem ponto inicial A e
—

ponto final B. Vale destacar que 1@ é diferente de BA

A B

Figura 2.3: Paralelepipedo ABCDEFGH

Fonte: Proprio autor

2.3 Norma, Direcao e Sentido

Para efeito da definicao e estudo de vetores, precisamos comparar um segmento

orientado a um outro, observando as trés seguintes caracteristicas:

e Norma: é o comprimento do segmento orientado AB , denotado por HEH .

e Direcao: dois segmentos orientados Ag e C 23 terao mesma direcao se as retas que

os contém sao coincidentes ou paralelas.

e Sentido: dois segmentos orientados 1@ e @ que tiverem a mesma direcao e nao
forem colineares, tém o mesmo sentido quando 1@ N B? = {} , caso contrario

tém sentidosopostos. Os segmentos orientados A§ e 013 colineares terao o mesmo

14



—
sentido, quando um outro segmento auxiliar A’ B’ nao colinear com 013 € No mesmo

sentido de AB , satisfazer AC N BD — {}.

Exemplo 2.2. Ainda com relacao a figura 2.3, podemos listar varios exemplos de Norma,

direcao e sentido

e {AD,CB,HE,FG} é um conjunto de segmentos orientados que possuem a mesma

norma.

e {AB,EF,DC,HG} é um conjunto de segmentos orientados que possuem mesmo

sentido.

e {AB,BA,FH,HE} & um conjunto de segmentos orientados que possuem a mesma

diregao.

2.4 Seguimentos Equipolentes

Definigao 2.1 (Seguimentos equipolentes). Dois segmentos orientados A§ e C’B, nao
nulos, sao eqiiipolentes se os segmentos tiverem a mesma norma, mesma direcao e mesmo

sentido, e representaremos essa relacao com A§ = C’ﬁ

/7 /
// /

Figura 2.4: Seguimento equipolentes
Fonte: Proprio autor

Propriedades de Seguimentos Equipolentes

Dados trés segmentos orientados quaisquer f@ , @ e ﬁ , a relacao de equi-

polencia goza das seguintes propriedades:
(1) reflexiva: AL = 1@;
(7i) simétrica: se AB = @, entio CD = 1@;
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(7ii) transitiva: se AB=CDeCD = ﬁ, entio AB = EL

Observacoes:

o
e Todos os segmentos nulos sao eqiiipolentes entre si, ou seja, AA = @ .

e Toda relacao que é reflexiva, simétrica e transitiva é chamada de relacao de equiva-

léncia, logo a eqiiipoléncia é uma relacao de equivaléncia.

e Note que, com as propriedades de eqiiipoléncia, podemos construir em qualquer
local do espaco tridimensional, um segmento eqiiipolente a um outro segmento dado

qualquer.

Exemplo 2.3. Observando o paralelepipedo(Figura 2.5), nota-se varios conjuntos de
segmentos orientados equipolentes. notamos que ele tem varios seguimentos orientados

representados na figura 2.5.
° {1@, lﬁ, ﬁ, ﬁ} ¢ um conjunto de segmentos orientados equipolentes.
° {@, B?, E—})[, ﬁ} ¢ um conjunto de segmentos orientados equipolentes.

° {ﬁ, ﬁ, C@, ﬁ_{)} ¢ um conjunto de segmentos orientados equipolentes.

............... _—————

A B

Figura 2.5: Paralelepipedo ABCDEFGH

Fonte: Proéprio autor

2.5 Vetores

Introduziremos o conceito de vetor do ponto de vista geométrico, o que permite
uma visualizacao para compreensao de modo intuitivo dos vetores. Por isso, vamos nos
restringir ao plano e mais tarde, quando considerarmos vetores do ponto de vista algébrico,
0 que nos permitira estudar vetores em espacos de tridimensionais.

Note a diferenca entre um segmento orientado e um vetor. Um segmento orien-

tado ¢ um segmento de reta direcionado, o qual ¢ fixado e tem um ponto inicial e final
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fixados. Um Vetor é um representante da classe dos segmentos orientados eqiiipolentes
a um segmento orientado dado qualquer, ou seja, o vetor nao ¢ um segmento orientado
(conjunto de pontos) especifico, mas um representante dos segmentos orientados que tem

a mesma dire¢ao, mesmo sentido e mesmo comprimento de um segmento dado.

Figura 2.6: Vetor ¥
Fonte: Proprio autor

Observacao:
O vetor determinado pelo segmento orientado AB sera representado por jﬁ, ou por uma

letra mintscula 4.

Os vetores possuem algumas caracteristicas especiais, como ¢ o caso do médulo
de um vetor, que é a medida que obtemos quando comparamos um vetor com outro de
mesma espécie, considerado como unidade. Por exemplo: o mdédulo da velocidade de um
carro em certo instante é de 50km/h, se o vetor velocidade adotado como unitério estiver
contido 50 vezes no vetor considerado que possui varias aplicabilidades tanto em Fisica
quanto em Matematica. Na matematica o médulo do vetor indica o comprimento do
segmento que o representa enquanto que na Fisica pode representar a intensidade de uma
forca representada por um vetor. Um vetor de comprimento 1 é chamado vetor unitario.
Para indicarmos o moédulo de um vetor, usaremos a seguinte notacao ||7|| e o moédulo do
vetor v é indicado por ||U]] = VU - U.

Dizemos que dois vetores ou mais sao iguais ou equipolentes se seus modulos
também forem iguais, se suas diregoes forem iguais e se possuirem o mesmo sentido.
Porém, quando pelo menos uma das caracteristicas citadas anteriormente é diferente,
dizemos que os vetores sao diferentes. Chamamos de vetor oposto de um vetor v = 1@ , 0
vetor B—1>4 indicado por —7 ou —zﬁ, que possui o mesmo modulo, mesma direcao, porém
seu sentido é oposto ao de v.

De modo geral, conceitos envolvendo vetores sao definidos utilizando seus repre-
sentantes. Finalizando esta secao, dois vetores ¢/ e @/ sao ditos ortogonais, se ao escolhermos

dois representantes para esses vetores que iniciam no mesmo ponto, Ag e A(E esses seg-

17



mentos forem ortogonais, ou seja, se o angulo determinado por esses segmentos for um

angulo reto.

Figura 2.7: Vetores ortogonais
Fonte: Proprio autor
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Capitulo 3
Operacoes com Vetores

Operar com vetores é de suma importancia na aplicacao de vetores, pois o me-
canismo é diferente da operacao com nimeros reais, uma vez que nao envolve apenas
valores numéricos, mas também orientacoes espaciais. Portanto, as regras para a algebra
de vetores sao diferentes das utilizadas para a algebra dos ntimeros. Nesse capitulo vamos
apresentar as operagoes com vetores. Para tanto usamos as seguintes referencias 2], [8],
[10] e [11].

3.1 Soma de Vetores

A soma de dois vetores u e ¥ quaisquer, é obtida graficamente, da seguinte maneira

(ver figura 3.1):
e Escolhe-se um ponto A qualquer;
e Do ponto A construa um outro representante para o vetor u, ou seja, U = 1@;

e Do ponto B construa um outro representante para o vetor v, ou seja, U = Bi%;

O vetor soma w = © + v serd representado pelo vetor w = AC.

Figura 3.1: Soma dos vetores u e v/
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Propriedades

Dados trés vetores i, U e W quaisquer a soma de vetores goza das seguintes propriedades:

[S1 | Comutatividade: @+ 7 =7+ d

Da figura 2.5, temos:

i+7=AB+BC=AC =AD+DC = 5+1

[S2 |Elemento neutro do vetor soma: i + 0 =

=1

+u=1u

Da figura 3.1, temos:
S — S
@+0=AD+BE = AB = AA+ AB =0
[S3 |Distributividade da soma @ x (0 + @) =@ X U+ 4 X W
Da figura 3.1, temos:
H =
i+ (—@)=AB+ BA=AA=0

l

[S4 |Associatividade: (4 + ¢) + @ = @ + (U + o)

Da figura 3.2, temos:

(ii4+0)+1 = (AB+BC)+CD = AC+CD = AD = AB+BD =

U+ (U + )

s
w

U+ v+

— —

Figura 3.2: Soma dos vetores u, U e W
Fonte: Préprio autor

AB+(BC+CD) =

3.2 Multiplicacao de Vetores por um Escalar

Defini¢ao 3.1 (Multiplicagao por Escalar). A multiplicagdo do vetor ¥ por a € um novo

vetor representado pelo simbolo a, que tem mesma direcao do vetor ¥, norma igual a

|a|||7]], mesmo sentido do vetor ¥, se a > 0 e, se a < 0, sentido oposto.
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(a) (b)

Figura 3.3: Multiplicagao do vetor ¢ por (a) o > 0, e (b) por o < 0.
Fonte: Préprio autor

Observacao:

Qualquer vetor multiplicado por a = 0 serd o vetor nulo, ou seja, 00 = 0 e qualquer

escalar a real multiplicado pelo vetor nulo sera o vetor nulo, isto é a0 = 0.

Propriedades
Dados os vetores @ e ¥ quasiquer e os nimeros reais « e [, temos:

[M1 ] Propriedade distributiva do escalar em relagdo a soma de vetores:
a(i + V) = atl + av;

[M2 | Propriedade distributiva do vetor em relacao a soma dos escalares:
(a+ B)U = av + BV

[M3 ] Elemento neutro da multiplicagao:

[M4 ] a(ft) = (af)u

Observacao:

Um conjunto qualquer onde sao definidas as operagoes de soma e multiplicacao, e que
satisfaz as propriedades da soma S1, S2, S3, S4 e as propriedades da multiplicagao por
escalar M1, M2, M3 e M4 é chamado de espaco vetorial. Os elementos desse conjunto sao

chamados de vetores.
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Exemplo 3.1. Observe na figura 3.4 o vetor ¢, depois o mesmo vetor multiplicado por

escalares 20 e —47.

Figura 3.4: Vetores v, 20 e —4v
Fonte: Préprio autor

3.3 Combinacao Linear

Defini¢ao 3.2 (Combinagao linear). Um vetor ¢ é uma combinacdo linear dos vetores

U1, Vg, -+ - , Uy S€ existirem ntimeros reais aq, am, - - - v, tais que o vetor ¥ possa ser escrito
na forma: v = o101, aals, - -+ , QpUh,.

Os numeros aq, ao, - - - a, sao chamados de coeficientes do vetor v em realacao aos
vetores U1, Ua, - -+ , Up.

u

Figura 3.5: Vetor @ como combinagao linear de ¢ e @
Fonte: Proprio autor

Exemplo 3.2. Da figura 3.5, temos que « é uma combinacdo linear de v e u, pois

W= 2u ~+ 1v.

Observacao:

Todo conjunto de vetores ¢ combinacao linear do vetor nulo.
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3.4 Dependéncia e Independéncia Linear

Defini¢ao 3.3 (Dependéncia e Independéncia Linear). Os vetores ¢, vs,- - , 1, serao,
sao linearmente dependendte (LD), se qualquer um dos vetores, for combinagao linear
dos outros n — 1 vetores restantes, caso contrario, diremos que sao linearmente indepen-
dentes(LI).

Observacoes:

e Dois vetores ¢ e ¥ sdo LD se tiverem a mesma direcao, ou seja, um for miltiplo do

outro: U = av;
e Trés vetores u, U e w sao LD, se e somente se, sdo paralelos a um plano;

e Quatro vetores quaisquer sao sempre LD num espaco tridimensional.

Exemplo 3.3. Da figura abaixo, considerando os vetores u, v e W, temos:

e Os vetores 1@, 1@ e 1@ sao LD;

o@elﬁséoLD;

, U e w sao LI.

£y

Figura 3.6: Paralelepipedo formado pelos vetores u, v e w
Fonte: Proprio autor

3.5 Base

Defini¢ao 3.4 (Base). O conjunto {#,7s,-- ,,} é uma base para R™ se ¢, vy, - , U,

forem vetores LI de R".
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Ou seja, base é um conjunto de vetores Linearmente Independentes que formam

uma base tridimensional.

Exemplo 3.4. Exemplo da base candnica, os vetores i, j, k nao sao coplanares. Logo sao

Linearmente Independentes, consequentimente formam uma base no espaco R3.

|

.

Figura 3.7: Base canonica
Fonte: Proprio autor
Exemplo 3.5. Em realagao a figura 3.6, temos:

e O conjunto de vetores {u,¥,w} é uma base do R?, pois sao trés vetores (LI) no

espaco tridimensional;

e O conjunto de vetores {i,w} nio é uma base do R3, pois sdo apenas dois vetores.

3.6 Base Ortogonal e Ortonormal

Defini¢ao 3.5 (Base Ortogonal e Ortonormal). Uma base {vy, v, - ,0,} para o R™ é
chamada de base ortogonal se seus vetores sao ortogonais dois a dois, e de base ortonormal

se além de serem ortogonais, seus vetores sao unitarios, ou seja, de norma igual a 1.

Exemplo 3.6. Da figura 3.6 Fica claro que o conjunto {u, ¢, w} ¢ uma base do R?, pois

seus vetores sao ortogonais dois a dois.

Exemplo 3.7. Da figura 3.6 Fica claro que o conjunto

{ T VA1) }
e et

¢ uma base do R3 pois seus vetores sdo ortogonais dois a dois e unitarios.
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3.7 Angulo entre Vetores

Definicao 3.6 (Angulo entre vetores). O angulo entre dois vetores i e ¥ ndo-nulos é
o menor angulo 6 formado pelos vetores u e U tendo eles o mesmo ponto inicial, onde
0<6<m(0<90%<180°).

Figura 3.8: Angulo entre os vetores @ e ¥
Fonte: Préprio autor

3.8 Produto entre Vetores

Os produtos entre vetores sao operacoes que trazem um apelo geométrico bem
interessante e que serao muito tteis na compreensao das defini¢oes, propriedades e reso-
lugoes de alguns problemas, pois estes produtos estao relacionados com as grandezas de
comprimento (produto interno), rea (produto vetorial) e volume (produto misto), gerado

por vetores em certas condicoes.

3.9 Produto Interno

Defini¢ao 3.7 (Produto Interno). O produto interno entre dois vetores @ e U, é o nimero

u - U definido pela expressao:

—

-0 = ||| - ||V - cos

Note que o produto interno surge de uma razao trigonométrica em um triangulo
retangulo ABC
Considerano o vetor @ como sendo um vetor unitario, e usando as relagoes tri-

gonométricas no triangulo da Figura 3.9 , temos:
|AC = @] - cos(8) = [1F[|| - cos (¥, @) = |i - &

ou seja, podemos ver este nimero como sendo o comprimento da projecao do vetor v em

relacao a direcao do vetor unitario .
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. [ ]

Figura 3.9: Triangulo ABC

Fonte: Préprio autor

Exemplo 3.8. Sendo ||i]| =2, ||¢]] = 3 e 120° 0 angulo entre @ e ¢, Calcule @ - ¥.
Pela definicao temos:
@ -0 = ||| - (|9l - cos1207 = (2)(3)(—5) = =3
Exemplo 3.9. Sendo ||d]| =2, ||7]] = 3 e 120° o angulo entre 4 e ¥, Calcule 4 - .
Propriedades:
Dados os vetores 4 e ¥ quasiquer e os nimeros reais « e [3, temos:
[£1 |Comutatividade: @ -7 =¢-4
Da definicao temos:
-0 =[] - (|t - cos(a, ¥) = [|U]| - [|a]| - cos(¥, ) = ¥
[F2 |Propriedade distributiva do produto interno em relagdo i soma:
U-(V+w)=u-v+u-u
Da figura 2.9 e considerando o vetor @ como sendo unitério, temos:
o ||AC,|| = ||+ W - cos(u, ¥ + W) = ||d|| - ||V + @ - cos(il, ¥+ W) = U - (T+ W
o [|ABy|| = [|7]] - cos(a, ©) = ||l - ||7]| - cos(u, V) = @i - ¥



v+

Figura 3.10: Propriedade distributiva £2
Fonte: Préprio autor

o [BiCil| = 5] - cos(@, @) = ||| - ] - cos(it, ) = it -

Como [|ACY|| = [|AB, || + || B1Ch]|, concluimos que @ - (¥ + W) = 4 - ¥+ @ - @

—

[E£3 | Associativa em relagao a escalar: «o(uv) = (at) - 0

a(uv) = ajal| - |]] - cos(d, v) = [ladl - [[d] - cos(a, v) = (etr) - ¥;

[E4 | Norma: @ -4 = ||d])?

Como a medida entre os angulos de « e u é zero, da defini¢ao, temos:

—

i~ = ||| - || - cos(@, i) = ||@|]? - cos0® = ||if]|2

—

[E4 | Vetores Orogonais: 4 L 7< -7 =0
Se um dos vetores é nulo a equivaléncia é verdade, se nao, temos:

U-1=0cos0=0ulv

Exemplo 3.10. Provar, utilizando produto interno, que o dngulo inscrito em uma semi-

circunferéncia é reto.

Considerando os vetores @ e ¥ como na figura 3.11, os vetores 4 + ¢ e @ — v determinam o

angulo inscrito na semicircunferéncia. Devemos mostrar que (4 — 7) = 0, temos:

(@ + ) - (i — v) = [[a]|* — [|]|* = 0



Figura 3.11: Angulo inscrito numa semicircunferéncia
Fonte: Proprio autor

Pois ||| = ||7]|(Medida do raio).
Proposicdo: Em uma base ortonormal {uj, 01, w1}, se U = x1u] + 1207 + 23w € @ =

—

ToUy + YoU1 + 2owh, entdao o produto interno entre os vetores u e v é:

‘U= 21%2 + Y1Y2 + 2122

i~

3.10 Produto Vetorial

O produto vetorial entre dois vetores é um vetor cuja norma esta relacionada com
uma medida em duas dimensoes, ou seja, uma area. Tem muitas aplicagoes a geometria
em problemas como éareas, perpendicularismos de retas e planos, entre outros. O produto
vetorial também é largamente utilizado na descricao de fenoémenos fisicos nas areas da

Mecanica, Eletricidade e Eletromagnetismo.

Defini¢ao 3.8 (Produto Vetorial). O produto vetorial entre dois vetores @ por @ é o vetor

indicado por « x ¥ definido pelas seguintes caracteristicas:

—

Direcao: Perpendicular aos vetores tev, ou seja U X U L@ e u X v L ;

e Norma: [|4 x U|| = ||d] - [|V] - sen(d, V) ;

Sentido: E dado pela regra da méio direita que é equivalente, algebricamente a

{u,v,d x U} ser uma base positiva do R3.

Em relacao as caracteristicas do produto vetorial, temos:

Direcao: Se tivessemos apenas a direcdo, teriamos infinitas representacoes para o
vetor i X U, pois qualquer vetor pertecente a reta r, satisfaz a diregao exigida(Figura
3.12).
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E

Figura 3.12: Produto vetorial de @ x ¢/
Fonte: Proprio autor

e Norma: Com relagao acaracteristica da norma, teriamos duas possibilidades para
o vetor u X ¥, o veotr A§ eAg

e Sentido: O sentido de @ x ¥, podera ser determinado utilizando a "regra da mao
direita"(Figura 3.13). Sendo 6 o angulo entre @ e ¥, suponhamos que @ sofra uma
rotacao de angulo  até coincidir com ¢. Se os dedos da mao direita forem dobrados

na mesma dire¢ao da rotacao, entao o polegar estendido indicara o sentido u X .

Figura 3.13: Regra da mao direita
Fonte: Préprio autor

Propriedades:

Dados trés vetores i, U e W quaisquer e um niumero « pertencente ao conjunto dos niime-

ros reis, temo:
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Observacoes:

e O paralelogramo determinado pelos vetores nao-nulos @ e ¥ (Figura 3.14), tem base

@ e altura ||U||senfl. Observemos que a area A deste paraleogramo ¢ dado por:
A = (base)(altura)= ||u||||v]|send.

Chegando a conclusdo que A = ||4 x 9|, ou seja, "A area do paralelogramo

determinado pelos vetores 4 e v ¢ numericamente igual ao comprimento do vetor

UXT

<1

I

AT'E’{}
|[7]|sené
' [

lll

Figura 3.14: Interpretagao geométrica do moédulo do Produto Vetorial
Fonte: Proprio autor

e Norma: |[u x U|| = ||d] - [|V] - sen(d, V) ;
e Sentido: E dado pela regra da mao direita que é equivalente, algebricamente a

{1, 7,1 x U} ser uma base positiva do R?.
w},

— -

Proposicao 3.9 (Base Ortonormal Positiva). Em uma base ortonormal positiva {i, U,
v é

se = a:J—i— yJ+ zllg ev= xJ—i— ygj'—i- 22];7 entdao o produto vetorial dos vetores U X

o "determinante:

-~
<
=]

UX U= T Y1 21

T2 Y2 =2
Observacao:

O determinante estd entre aspas, para enfatizar que o calculo é igual ao de um determi-
nante qualquer, porém a primeira linha ¢ composta de vetores, ou seja, o determinante é

utilizado apenas para facilitar os célculos, ja que este é estudado no ensino médio.
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3.11 Produto Misto

Como o nome ja sujere, o produto misto é uma juncao dos dois produtos an-
teriores, e com um resultado geométrico importante: o moédulo do produto misto esta
relacionado, geometricamente, com uma medida em trés dimensoes, ou seja, um volume.

O fato que este volume ser positivo revelard, por exemplo, que trés vetores sao LI.

Defini¢ao 3.10 (Produto Misto). O produto misto entre os vetores «, ¢’ e w é o niimero,

denotado por [u, U, W] definido plea expressao:

—

[0, 0,0] = il x 00

Interpretacao Geométrica do Produto Misto

Geometricamente, o produto misto [@, U, W] é o volume do paralelepipedo deter-
minado pelos vetores nao-coplanares u, v e w, conforme a figura 14, pois basta observar
que o volume de um paralelepipedo qualquer é sempre a area da base vezes a altura. No

caso do paralelepipedo ABCDEFGH , formado pelos vetores u, ¥ e w, temos:

Figura 3.15: Paralelepipedo formado pelos vetores u, v e W
Fonte: Préprio autor

Area da base do paralelepipedo é ||i@ x 7]|.

Seja 6 o angulo entre os vetores w e u X U. Sendo @ X ¥ um vetor orgonal a base,

a altura serd paralela a ele, e, portanto:
h = [|v][[|cost|
Logo o volume do paralelepipedo é:
V = ||d x ||||d||cos(t x ¥, ),
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que por definicao de produto interno, implica:
V=ux7v 0= u,v,d]

Proposi¢ao 3.11 (Produto Misto). Em uma base ortonormal positiva {u, v, 0}, se i =
T1U + U+ 210, U = X9l + yoU + 20W € W = 13U + y3U + 23w entdo o produto misto enire

08 vetores i, U e w € o determinante:
1 Y1 A
UXU-W= To Yz 22
T3 Ys =3

Exemplo 3.11. Calcular o volume do paralelpipedo (Figura 3.15), considerando os ve-

tores u, U e 1.

A ¢
T T 1 T
| | | | |
| | | | |
E I I R R AN
T T [ T [
4l 1 _ _ S R O D
|//I | | | |
3@ s | | | |
w Y
D S S A .
| /s / / 4
L __ L /L
7 7 7 /
2U , 7 7 s/
A 5@ B

Figura 3.16: Paralelepipedo formado pelos ABCDEFGH de medidas bx3z2

Fonte: Proprio autor
Pela definicao de Produto Misto, temos:
V = [AB,AD, AL) = AB x AD - AE
logo

10 - 3w = 30

3.12 Volume do Tetraedro

Sejam A, B, C e D pontos nao-coplanares. Portanto, os vetores f@,fﬁezﬁ
também nao sao coplanares. Em consequéncia, esses vetores determinam um paralelepi-

pedo (Figura 3.15) cujo volume é:

V = ||(AB, AC, AD)].
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Figura 3.17: Tetraedro
Fonte: Préprio autor

Este paralelepipedo pode ser dividido em dois prismas triangulares de mesmo
tamanho e, portanto, o volume de cada prisma triangular V, é a metade do volume V' do
paralelepipedo. O prisma, por sua vez, pode ser dividido em trés piramides de mesmo

volume. Assim, o volume do tetraedro yt é um terco do volume do prisma, isto €,
1
Vi = £l (AB, AC, AD)|

Exemplo 3.12. Calcular o volume do tetraedro (Figura 3.15), gerado pelos vetores u, U

Vi = < I(4B, 4C, AD)|

logo

1
‘/;:6-30:5&1).
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Capitulo 4
Aplicacoes a Fisica

A aplicacao de vetores é bastante abordada no ensino médio, mas requer atencao
especial visto que o contetido nao é transmitido de forma satisfatoria. Neste capitulo
sao apresentados solucoes de problemas fisicos simples(buscando a interdisciplinariedade)
também muito importante atualmente. Neste capitulo usamos as seguintes referéncias
[11] e [12].

4.1 Composicao de Movimentos

Todo movimento é relativo e depende de um ponto referencial. Existem véarios
tipos de trajetorias, como a vertical, a parabola, a espiral, a helicoildal e a cicldide.
Podemos dizer que toda composi¢ao de movimentos equivale & soma vetorial de grandezas

como posicao, velocidade e aceleracao.

Exemplo 4.1. A escada rolante de uma galeria comercial, de comprimento AB = 9,0m,
liga os pontos A e B em pavimentos consecutivos com uma velocidade ascendente de
modulo vp= 0,50m/s, como ilustra a figura a seguir. Suponha que uma pessoa, mantendo
uma velocidade constante de modulo v, em relagdo a escada, desga-a de B para A (contra
o arrastamento da escada) num prazo de 18s.

Determine o tempo que a pessoa gastaria se tivesse efetuado o inverso: subisse

a escada de A para B, caminhando sobre ela com velocidade de médulo v,,.

Resolucgao:
a) Em relagdo ao solo, a velocidade da pessoa serd a resultante das velocidades

U e vp. Ou seja:

—

VR = VUp + Vg.

No trajeto BA, v, e vg possuem sentidos opostos. Logo, em modulo, temos:

-

Up — VE-

UR
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Figura 4.1: Composicao de movimentos
Fonte: http://interna.coceducacao.com.br/ebook /pages/1895.htm

Observando-se os dados, nota-se que a pessoa cumpriu o trecho BA de 9,0m em

18s, ou seja, sua velocidade em relagao ao solo vale:

com base nisso, vem:

b) Na subida AB, v, e vg possuem o mesmo sentido. Logo, a nova velocidade

resultante terd modulo igual a:
Up = Up + UE
v =1,0+0,5

Up = 1,5m/s.

Assim, o tempo que seria gasto na subida AB é:

AB
UR
Logo,
At =6, 0s.
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4.2 Trabalho Realizado por uma Forca

O produto escalar é uma importante ferramenta matemaética para a Fisica, uma
vez que intumeras grandezas fisicas sao definidas com seu emprego, como o trabalho.

O trabalho realizado por uma forca constante F ao longo de um determinado
deslocamento d ¢ definido como o produto escalar desta forga pelo deslocamento efetuado
pelo corpo no qual a forca esta aplicada.

Pode-se observar que a componente da forca F que realiza o trabalho é F, pa-
ralela a0 deslocamento AB = d, conforme mostra a Figura 4.2 abaixo. Logo ||F,| =
| F||cosb.

A d B

Figura 4.2: For¢a Aplicada a um corpo
Fonte: Proprio autor

onde # é angulo entre a forca e o deslocamento.
A grandeza fisica trabalho, notada por W, é uma grandeza escalar e tem como
unidade no Sistema Internacional (SI) o joule, notada por J.

A expressao para o calculo do trabalho W é

—

W=Fxd

W = ||F|||d]|cosb.

Exemplo 4.2. Calcular o trabalho realizado pela forca F para deslocar o corpo de A até
B (Figura 4.3), sabendo que F' = 10N, HEH = ||d]| = 20m e 6 = 36,9°.

Figura 4.3: Forca aplicada a um corpo
Fonte: Proprio autor

Resolucgao:

Usando a equacao do trabalho, temos
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W = || ||d]jcos
W = (10N)(20m)(cos36,9%)
W =160J.

4.3 Lancamento Obliquo

O lancamento obliquo consiste em lancamento geralmente de um projétil em que
este faz um angulo qualquer em relagdo a um referencial (geralmente o chao). Pode-se
notar que o lancamento obliquo ocorre em dois eixos cartesianos, o eixo x e o eixo y. Por
isso epor ele estar sob a agao da aceleracao da gravidade pode ser decomposto em dois

movimentos mais simples sendo um em cada eixo cartesiano.

Exemplo 4.3. A figura a seguir mostra em escala a velocidade v adquirida por uma bola,
t segundos apos ocorrer seu disparo horizontal da janela de um prédio. Adote g = 10 m/s2

e despreze a resisténcia do ar.

ﬁ. = = ““ I\:
y
h .
LY
o Y (1) 5 mjfs
D -1"1& 15 m/s
]
Y,
1‘\
41U

Figura 4.4: Velocidade
Fonte: http://interna.coceducacao.com.br/ebook/pages/1841.htm

Determine o o tempo t decorrido e a velocidade da bola no instante ¢ segundos.

Resolucao:
Decompondo-se a velocidade ¥, temos sua componente horizontal v, = 10m/s
isto é:

o= 10 mfs

\ L5 mfs

Figura 4.5: Decomposicao de Forcas
Fonte: http://interna.coceducacao.com.br/ebook/pages/1841.htm

Também concluimos que v, = 20m/s, assim para calcular a velocidade da Bola no
instante ¢, basta aplicar a adi¢ao dos vetores v, e v;, e como os vetores sao perependiculares

basta usar o teorema de pitagoras:
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UR = 22,36m/s.

4.4 Campo Magnético

Uma particula eletrizada ao mover-se num campo magnético, fica submetida a
acao de uma forga Fp. Seja v a velocidade da particula e ¢ sua carga elétrica. Seja B
o vetro inducao magnética e # o angulo que formam entre si os vetores v e B. Experi-
mentalmente demonstra-se que, se nao forem modificados os fatores que criam o campo

magnético, esta carga sofre uma forca magnética Flg.

=13

+q e

=
v

Figura 4.6: Forca Elétrica
Fonte: Serway

Onde gv x Béo produto veotrial entre 7 e B, lembrando o calculo do produto

vetorial visto no Capitulo 3, temos:

Fp = |lgll[|] Bsend
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Fy = Blq]|[[¥]|send

A unidade adotada para a intensidade do Campo magnético é o tesla (T), em

homenagem ao fisico iugoslavo Nikola Tesla.

N

TZC’-m/s2

Exemplo 4.4. Cientistas créem ter encontrado o tao esperado boson de Higgs em expe-
rimentos de colisdo protons com energia inédita de 47eV (tera elétron-Volts) no grande
colisor de hadrons, LHC. Os protons, de massa 1,7 x107%"kg e carga elétrica 1,6 x 107C,
estao praticamente & velocidade da luz (3 x 10%m/s) e se mantém em uma trajetoria cir-
cular gracas ao campo magnético de 8 Tesla, perpendicular & trajetéria dos protons. Com

esses dados, Qual a for¢a de deflexdo magnética sofrida pelos protons no LHC?

Resolucao:

Usando a equagao da Forca Magnético explicada anteriormente, e dada por:

Fy = Bl|q||[[#] send

Vamos substituir os valores correspondentes de tal forma que

Fp=1,6%x10"" %3 x 10% x 8

obtendo

F =3,84 x 1071°N
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Capitulo 5
Aplicacoes a Geometria em Geral

E comum ouvir reclamacdes dos estudantes de todos os niveis sobre a Matematica
em especial, sobre o quao distante da realidade ela é ou parece ser. Neste Capitulo serao
utilizados os recursos vetoriais para apresentar uma sequéncia de teoremas importantes
da geometria Euclidiana com o uso de uma ferramenta que para o Ensino Médio nao é o

usual. Para isso foram usados as referéncias [11], [5] e [1].

5.1 Teorema de Pitagoras

Aqui mostraremos uma versao do teorema de Pitagoras do ponto de vista da
Algebra dos Vetores, de acordo com a qual em todo espaco vetorial real com produto

interno, vale uma féormula andloga aquela bem conhecida dos estudantes do ensino médio.

Defini¢ao 5.1 (Teorema de Pitagoras). Num triangulo retangulo, a soma dos quadrados

dos catetos ¢ igual ao quadrado da hipotenusa.

a’ = b* +

b

Figura 5.1: Triangulo retangulo ABC
Fonte: proprio autor
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Demonstragao:
—
Considere os vetores = CAe v = zﬁ, portanto o vetor C@ = u+, calculando
a norma ao quadrado do vetor C@ , temos:

H@W = ||@ + 0| = (4@ + 0) (¥ + V) = wd + 40 + vu + vv = ||u]|* + 47 + vd + ||7))?

Como o triangulo é retangulo, os vetores @ e ¢ sdo ortogonais, portanto o - v =

-1 = 0, o que resulta em:

<y

i+ 3l = [[al]* + [[0]]* < a® = b* + ¢*

5.2 Leil dos Cossenos

A lei dos cossenos é uma parte da generalizacdo do Teorema de Pitagoras, que
pode ser utilizada em situagoes envolvendo triangulos quaisquer, isto é, nao necessaria-

mente restritas a triangulos retangulos.

Definic¢ao 5.2 (Lei dos Cossenos). Em um triangulo ABC qualquer, de lados opostos aos

angulos internos A, B e C, com medidas respectivamente a, b e ¢, valem as relacoes:

a2:b2+02—26~c~cosg
P=a2+c2—2  c-cosB
02:a2+bz—2a-b-cosa

b C

Figura 5.2: Lei dos Cossenos a2 = b% + ¢ — 2b - ¢ - cosA
Fonte: proprio autor

Demonstragao:
Considere os vetores W = B? eu= f@ temos um triangulo formado pela soma

W+ U=,

e Sabendo que W = ¢ — @(Figura 3.3) e u? = ||u]|?, temos:
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Figura 5.3: Lei dos Cossenos ||w]|? = ||]| - ||7]] - cos(f)
Fonte: proprio autor

lail)* = [|(& — @)
[ail)* = (0 — @) - (7' = )
[l = |1 + [[al]* — 20 4.

e Pela definigdo de Produto escalar, sabemos que 4 - v = ||d|| - ||7]| - cos(6) sendo 0 o

angulo entre os vetores u e 7, temos:
[af]|* = [[o)1* + [|@]|* — 20 @ = [|4]]* + [|al|* — 20 - @@ = ||| - ||2]] - cos(0)
Logo:
|| = [|d]| - ||1]] - cos() < a? =b* +c* —2b-c- cosA
Da mesma forma, pode-se demonstrar as demais relacoes:

R=a2+c -2 c-cosB

A=a2+b0—2-b-cosC

5.3 Lei dos Senos

As relacbes trigonomeétricas do seno, cosseno e tangente sao validas somente
no triangulo retangulo, porém, podemos estabelecer algumas identidades trigonométricas
para um triangulo qualquer, sendo ele acutangulo ou obtusangulo. Faremos o estudo da

lei dos senos para um triangulo qualquer.

Definigao 5.3 (Lei dos Senos). Em um triangulo ABC qualquer, de lados BC, AC e
AB que medem respectivamente a, b e ¢ e com angulos internos A\, BeC vale a seguinte

relagao:
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a b c

simA sinB sinC

. . : a _ b _ ¢
Figura 5.4: Lei do Se’no. S T T E T oD
Fonte: proéprio autor

Demonstracgao:

e —
Considere os vetores @ = C@, U= BA e w = CA temos um tridngulo formado

pela soma 4 + ' = w(Figura 3.5);
e Das propriedades do Produto Veorial temos:

— —

WXU=(U+V)XxT=UXU+T XU

e Pela definicao de Produto Vetorial:

|@ x d|| =0

[ x @ = ||]|||d]|senC ~

|7 x ]| = ||o/]| || ]| sen(180° — B)
e Entao:

|@il[|allsenC = 0 + ||| sen(180° — B)

||@||senC = ||7]|sen(B) (i).

De maneira aniloga podemos chegar a outra conclusao:

e Das propriedades do Produto Veorial temos:
WXT=(U+0) X UT=0TXU+UXT
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e Pela definicao de Produto Vetorial:

& x & =0
[l > 7| = |||} |9 senA
1 < 3l = [[all[|v]|sen(180° — B)
e [ntao:

[45]1[3]|senA = 0+ ||| ] sen(180° — B)

||@||senA = ||7||sen(B) (ii)

De (i) e (ii), concluimos que:

0 7 7 b
el _ Al _ el e c

sinA sinB sinC simnA sinB sinC

Figura 5.5: Lei dos Senos ||@]|? = ||@|| - ||7]| - cos(f)
Fonte: proprio autor

5.4 Base Média de um Triangulo

Exemplo 5.1. Considere um triangulo ABC' qualquer, e os pontos D e E como pontos

médios dos segmentos AB e CB respectivamente, entdo os seguimentos DE e AC sio

paralelos e o seguimento DE ¢ metade do seguimento AC.

Demonstragao:

Considere um triangulo ABC' qualquer, e os pontos D e E como pontos médios
dos segmentos 1@ e B? respectivamente e 4 = E, e v = ﬁ e w = 1@, da figura

abaixo, temos:
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Figura 5.6: Base Média de um Triangulo

C

Figura 5.7: Base Média de um Triangulo com Vetores
Fonte: proprio autor

U+ U =10

Como D e FE sao pontos médios, logo

AD = DB = i

BE =EC = %17
Sabemos tambem que

DE = %ﬁ — %w

pois



Além de mostrar que o seguimento DE é paralelo ao seguimento AC, mostramos

também que o seguimento DE tem a metade do comprimento do seguimento AC.
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Capitulo 6
Geometria Analitica no Espaco

Este capitulo trata de uma breve Introducao a Geometria Analitica no Espacco,
fazendo conexao com o ensino médio,usando exemplos e resultados ja estudados nos ca-
pitulos anteriores em auxilio aos novos apresentados nesse capitulo. neste capitulo foram

usadas as referéncias [11] e [2].

6.1 Vetores no R?

A partir desta se¢ao, iremos trabalhar em um sistema ortogonal de coordenadas
do espaco R? , onde representaremos pontos e vetores por uma terna ordenada de niimeros
reais, chamados de coordenadas, e onde aplicaremos toda a teoria anteriormente estudada.

Para tanto, iremos usar a base canonica ortonormal positiva {4, j, k} do R3.

Definigao 6.1 (Sistema Ortogonal no R?). Seja O um ponto pertencente ao R? e o con-
junto B = {i, j, k} uma base ortonormal positiva. A dupla (O, B) é o Sistema Ortogonal
de Coordenadas no R? e base B = {i, j, k}.

~

Figura 6.1: Base canonica ortonormal positiva {i, j, k} do R?
Fonte: proprio autor
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Com os eixos coordenados definidos, podemos definir a representacao de pontos

no R3.

Defini¢ao 6.2 (Representagio de pontos no R? ). Fixando-se um sistema de coordena-
das (O, B), denominam-se coordenadas de um ponto P qualquer, pertencente ao R?, as
coordenadas de O? em relacdo 4 base {i, j, k}, ou seja, se ﬁ’ =21+ yj’+ zl;, entao as

coordenadas de P, serdo denotadas pela terna P = (x,y, 2).

A Figura 6.2 representa um ponto P(x,y, z) no espago, enquanto que a Figura
6.3 corresponde ao vetor ¥ = OP, que representa a diagonal do paralelepipedo cujas

arestas sao definidas pelos vetores zi, yj e zk.

~
-~
~
~
~~
~
~
~
~
~
~
~
~
~~
=

Figura 6.2: Representaciao de pontos no R?
Fonte: préprio autor

Y
Y

X

Figura 6.3: Diagonal do Paralelepipedo definido pelos vetores i, yj e zk
Fonte: proéprio autor
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6.2 Igualdade de Vetores

Dois vetores 4 = (z1,y1,21) € U = (22, Y2, 22) S30 iguais, se e somente se, T = T,

Y1 = Yo € 21 = 29, escrevendo-se U = 7.

Exemplo 6.1. O vetor @ = (x4 1,0,6) é igual ao vetor v = (—4,0,y+2)sez + 1= —4

ey+2=6ouxr=-5ey=4. Assim,se =717, entdox = -5, y=4ed=1=(-5,4).

6.3 Operacoes com Vetores

Sejam os vetores 4 = (z1,y1,21) € U = (g, ya, 22) € a pertencente ao R. Define-se:

(1) U4 U= (z1 + T2, y1 + Y2, 21 + 22)
(11) ot = (axy, ayp, azy)

portanto, para somar dois vetores, somam-se as correspondentes coordenadas, e para
multiplicar um nimero real por um vetor, multiplica-se cada componente do vetor por

este nimero.
Exemplo 6.2. Dado os vetores @ = (1,3, —2) e U = (2, —4, 3), determinar ¢+ ¥ e 3u+ 27.

u+v=(1,3,
34 200 = 3(1,3, —

—2) +(2,-4,3) = (1+ 2,3+ (—4), -2+ 3) = (3,—1,1)
2) +2(2,—4,3) = (3,9,—6) + (4, —8,6) = (7,1,0)
6.4 Vetor Definido por Dois Pontos

Definicao 6.3 (Vetor definido por dois pontos). Dados dois vetores @ = (z1,y1,21) €

U = (w9,%2, 22) quaisquer no sitema de coordenadas R?® , temos que as coordenadas do
vetor Ag sao dadas por:

E = (T2 — T1, Y2 — Y1, 22 — 21)
Note que o vetor E pode ser escrito como uma soma de dois vetores,
AB =40+ 0B = ~0A+ 0B = —(@1, 51, 21) + (@2, 92, 22) = (22 — 21,92 — Y1, 22 — 21)
logo,

f@ = (9172 — X1,Y2 — Y1, 22 —21)
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6.5 Mobdulo de um Vetor

Defini¢ao 6.4 (Modulo de um Vetor). O modulo de um vetor v = (z,y, z) é dado por

7] = va? +y* + 27

6.6 Aplicacoes

A partir desta secao vamos fazer, via exercicios e exemplos, todos os produtos
entre vetores,destacando a aplicabilidade na resolucao de exercicios comuns no Ensino
Médio, bem como calcular comprimentos, areas, volumes e outros resultados que consi-

deramos importantes, a partir do sistema de coordenadas do R? definido.

Exemplo 6.3. Sejam os pontos A(—1,—1,2), B(2,1,1) e C(m, —5,3). Para que Valores
de M o triangulo ABC' é retangulo em A

Solucao:

Sendo A angulo reto, os vetores AB e m(Figura 4.4) sdo ortogonais, isto é,
AL - AC =,

Como

AB = (3,2,—1) e AC' = (m+1,—4,1), vem
3(m+1)+2(—4) - 1(1) =0
3m+3-8—1=0
3m =26

m =2

Figura 6.4: Triangulo ABC' retangulo em A
Fonte; Préprio autor

Exemplo 6.4. Dados os vetores 4 = (1,—1,1) e v = (2, —3,4), Calcular
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(a) a area do paralelogramo determinado por 4 e ¥

(b) a altura do paralelogramo relativa a base definida pelo vetor .

Solucao:

(a) Da segao 1.16.2 sabemos que a area é dada por

A= |ux 1
como
i 7k
ixv=11 -1 1/ =(-1,-2,-1)
2 -3 4
tem-se

A=|(-1,-2,-1)|| = VI + 4+ 1 =+6 ua.(Unidades de area).
(b) Denotano por h a altura que se pretende calcular, sabemos que de

A = (base)(altura) = ||9]| - h

vem
o Al
|| ]|
ou seja

VB VB
Ll Ty S

Exemplo 6.5. Sendo @ = (—1,-3,0), ¥ = (1,—1,4) e @ = (1,2,4) vértices de um

paralelepipedo. Calcular o volume do paralelepipedo formado pelos vetores i, ¥ e 0.

o1



Solucao:

Lembrando que o médulo do produto misto é exatamente o volume pedido, temos

1 -3 0
[@,5,w) = |1 —1 4/ =12
1 2 4

logo o Volume do Paralelepipedo é:

V = |[@,7,d]| = |12| = 12.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

O trabalho aqui apresentado mostrou uma possibilidade para a abordagem do es-
tudo de Vetores no Ensino Médio, que pode ser aplicado tanto na disciplina de Matematica
quanto na Fisica. Os vetores sao ferramentas matematicas de fundamental importancia
e com varias aplicacoes em diversas areas, apesar disso seu conteido é ministrado, na
maioria das escolas, apenas nas aulas de Fisica.

O presente trabalho ressalta que os alunos teriam melhor aproveitamento em
muitos topicos de Matematica, se no estudo destas disciplinas fossem utilizados conheci-
mentos relacionados ao conceito de vetor. Assim, por exemplo, a Geometria Euclidiana e
os contetdos que se enquadram no contexto da Algebra Linear do ensino médio (Matrizes,
Determinantes e Sistemas Lineares) sao alguns contetidos que seriam certamente melhor
assimilados pelos alunos tendo em vista “potencialidades” oferecidas pelos vetores.

Cabe observar, que a proposta desse trabalho é apresentar de forma bem simples e
sempre com o auxilio de exemplos os vetores utilizados na geometria plana, em aplicacoes
matematicas, em fisica e expandindo os conhecimentos até a geometria espacial.

Assim, este trabalho apresenta novas ferramentas para que o aluno do Ensino
Médio consiga resolver problemas e estudar os contetidos das disciplinas de Matematica e
Fisica de maneira sistematizada, onde a compreensao de suas representacoes algébricas é
de grande relevancia no estudo para um aprendizado mais consistente por parte do aluno.

Por fim, a teoria e os exemplos aplicados ao longo do texto mostram:

e a viabilidade da proposta tendo em vista que a maior parte das aplicagoes necessita

de calculos simples;

e a proposta complementa a compreensao do espaco de trés dimensoes iniciada na

Geometria Espacial;

e 0s problemas de fisica e algumas férmulas importantes, apds a implementacao ve-

torial, sao simplificadas o que facilita o entendimento.
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O que mostra a real necessidade da implementacao do estudo de Vetores no Ensino
Médio.
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