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Resumo

Neste trabalho apresentamos ferramentas que possibilitam uma melhor abordagem
das fungoes trigonométricas e suas inversas. Com o intuito de motivar o estudo destas
funcoes relatamos a aplicacao de um experimento feito em sala de aula do Ensino Médio,
que também pode servir para a fundamentacao dos conceitos preliminares. Para a vi-
sualizacao dinamica dos graficos destas funcoes usamos como meio o software Geogebra.
Fornecemos tutoriais das construcoes dos graficos dinamicos de forma mais simplificada
que as encontradas no Geogebratube. Incluimos a construgao de uma animagao com a
roda-gigante para correlacionar com a pratica desenvolvida durante o experimento.

Palavras-chave: Fungoes Trigonométricas; Geogebra; Graficos Dinamicos.



Abstract

In this work we present tools that enable a better approach of the trigonometric
functions and their inverses. In order to motivate the study of these functions we report
the application of an experiment done in high school classrooms, this study can also serve
to substantiate the preliminary concepts. For dynamic visualization of graphics of these
functions we used the Geogebra software. We provide tutorials of the constructions of
dynamic graphics in a simpler form than those found in the Geogebratube. We include
the construction of an animation of a Ferris wheel to correlate to the practice developed
during the experiment.

Keywords: Trigonometric Functions; Geogebra; Dynamic Graphics.
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Introducao

Na literatura encontrada, [14] e [I5], sobre discussao do conteido das fungoes
trigonométricas, os autores informam que dificilmente elas sao abordadas da forma devida
no Ensino Médio. O problema é ainda maior quando se trata de fungoes trigonométricas
inversas que na maioria das vezes nao sao incluidas nos planos de curso.

A fim de contribuir com o didlogo entre professor e escola sobre a pratica docente
foram elaboradas as Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio em 2006, criadas
através de discussoes entre alunos e professores da rede publica, além de representantes

da comunidade académica [4]. De acordo com essas orientagoes

o ensino da Matematica pode contribuir para que os alunos de-
senvolvam habilidades relacionadas a representacao, compreensao,
comunicagao, investigacao e, também, a contextualizacao sociocul-

tural ([4] p. 69).

Neste trabalho tratamos das funcoes trigonométricas, as quais se caracterizam
por relacionar a medida de um arco as suas razoes trigonométricas numa circunferéncia
unitaria no plano cartesiano.

Nosso objetivo é apresentar uma proposta de estudo dessas fungoes com o uso
de construcoes dinamicas. Utilizamos o software Geogebra, amplamente explorado na
comunidade matematica. Pretendemos com esta proposta apresentar ferramentas para
que o professor possa explorar em sala de aula e o aluno obtenha uma melhor visualizacao
dessas fungoes, podendo relaciona-las com fenomenos da realidade.

No Capitulo 1, faremos uma breve apresentacao do contexto histérico das funcoes
trigonométricas e, além disso, algumas observagoes acerca do seu ensino e propostas de
abordagens contidas em algumas referéncias. No Capitulo 2, consta a fundamentagao
tedrica sobre fungoes inversas. Definiremos também algebricamente e geometricamente

cada funcao que abordaremos posteriormente. No Capitulo 3, apresentaremos o Geogebra



e suas potencialidades indicando os comandos necessarios a execucao deste trabalho. Por
conseguinte, no Capitulo 4, faremos um tutorial da construcao do grafico da funcao seno e
das inversas arco-seno e arco cosseno. Por fim, no Capitulo 5, relataremos um experimento
na sala de aula que motiva o estudo dessas fungoes e propomos esta atividade como uma

aplicacao feita no Geogebra.



Capitulo 1

Sobre o Ensino de Funcoes

Trigonométricas no Ensino Médio

1.1 Breve Historico

Acredita-se que a Trigonometria surgiu na Grécia através de problemas da Astro-
nomia relativos ao célculo de tempo e distancias inacessiveis [§]. Além disso foi bastante
desenvolvida para ser utilizada na navegacao e na Geografia como método de localizagao
e determinacao de hora. Com a expansao da Navegacao muitas tabelas foram construidas
através de relagoes no triangulo retangulo com o objetivo de obter precisao nas medidas.

Com Galilei (1564-1642) e apos a descoberta da Geometria Analitica por Descartes
(1596-1650) e por Fermat (1601-1665), o estudo das curvas desenvolveu-se abundante-
mente. Foi a partir dai que a curva seno apareceu através dos estudos de Gilles Personne
de Roberval (1602-1675) sobre a cicloide no livro Mecanica de John Wallis (1616-1703)
onde aparece um grafico de dois periodos da funcao seno, ver Figura 1.1. Foi o primeiro

aparecimento de uma funcao trigonométrica, [6].



Fonte: [7]

Figura 1.1: Cicloide

Manipulando com habilidade o método dos indivisiveis no calculo de areas, Ro-

b . . (o
berval mostrou que fa senxdx = cosb — cosa e as fungoes trigonométricas passaram a ser
mais discutidas em Matemadtica nas aplicacoes em Topografia, Navegacao e Astronomia
de posicao. Nos séculos XVIII e XIX essas fungoes mostraram ser essenciais para solucoes

de problemas da Matemadtica e Fisica tornando posigao central na Andlise, [6].

1.2 Abordagens no Ensino Médio

Por muito tempo a Matematica foi ensinada pelo método tradicional, entendido
como “meio utilizado pelo professor para comunicar a matéria e nao dos alunos para
aprendé-la”, ([17] p. 64).

O curriculo tradicional preza pela elegancia da Matematica sem se preocupar com
novas ideias dos alunos e o principal interesse do professor esta em transmitir aquele
conhecimento oriundo de matematicos renomados como Euclides e Newton, [13].

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (Lei n°® 9.394/96),
[3], o Ensino Médio tem como uma de suas finalidades: “a compreensao dos fundamentos
cientifico-tecnologicos dos processos produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no
ensino de cada disciplina”.

Partindo desse principio os curriculos sao organizados de maneira pela qual os
contetidos nao sejam ensinados apenas de forma disciplinar, sem ligagao com a realidade
ou restrito somente ao que aparece nos livros didaticos. Um desafio encontrado é escolher
o conteudo a ser trabalhado e sua metodologia.

Sobre fungoes trigonométricas e suas relagdes LIMA (2012) afirma que:



Uma propriedade fundamental das funcoes trigonométricas é que
elas sao periédicas. Por isso sao especialmente adaptadas para des-
crever fenomenos de natureza periddica, oscilatéria ou vibratoéria, os
quais abundam no universo: movimento dos planetas, som, corrente
elétrica alternada, circulacao do sangue, batimentos cardiacos, etc,

([T4], p.239).

Baseando-se nessa afirmacao concluimos que o estudo das funcoes trigonométricas
nao pode ser suprimido do plano de curso escolar pela sua importancia em diversas
areas do conhecimento como, por exemplo, Fisica, Engenharia, Arquitetura e Ciéncias
Biolégicas.

Nos livros didéticos de Ensino Médio analisados em [I5], propostos pelo Programa
Nacional do Livro Didético (PNLD), [5], essas fungdes em geral sdo apresentadas de
maneira estatica, com exemplos e exercicios, privilegiando as férmulas e construcao de
graficos sem ligacao com fenomenos da natureza.

Para LIMA (2007)

trés componentes basicos cujo equilibrio determina o éxito do bom
ensino da Matematica: conceitualizacao, manipulacao e aplicacao,
uma espécie de tripé que sustenta o ensino da Matemética. (...)
quando se quer modelar um fenomeno matematicamente, tem que
se conhecer as propriedades caracteristicas da funcao que vai se usar

([16], p.207).

Em [2] encontramos uma abordagem bastante interessante na qual o autor introduz
o conteido com um desenho do movimento de uma roda-gigante. Baseando-se na ideia
desse autor procuramos encontrar uma maneira pela qual o aluno manipule e investigue
esse movimento antes de conceituar as fungoes trigonométricas e posteriormente abordar

as suas inversas com o auxilio do Geogebra.

1.3 Proposta Didatica

Durante nossa pesquisa na internet visualizamos interessantes propostas didaticas
que o professor podera realiza-las através de um trabalho investigativo com seus alunos.

No Ambiente Educacional Web, [1], plataforma desenvolvida pela Secretaria de Educagao



do Estado da Bahia, na qual sao organizadas aulas, com o intuito de facilitar o trabalho
do professor, podemos encontrar essas propostas devidamente fundamentadas.

Encontramos um experimento com o objetivo de introduzir o conceito de funcao
periddica através de uma roda-gigante construida com materiais reciclaveis. O experi-
mento intitulado A roda-gigante de autoria da professora Maria Zoraide M. C. Soares,
tem como objetivo motivar o estudo de arcos e angulos, das fungoes trigonométricas e
do conceito introdutério de funcao periddica. Este material faz parte do portal M? Ma-
tematica Multimidia, que contém recursos educacionais em formatos digitais desenvolvidos
pela Unicamp para o Ensino Médio de Matematica no Brasil e pode ser encontrados em
[18].

Além do experimento precisamos validar geometricamente os dados coletados pelos
alunos, para isso utilizaremos o recurso computacional Geogebra, o qual pode ser encon-
trado gratuito na internet, [10]. De acordo com [9] o uso do mesmo enriquece a abordagem
do contetdo e o ensino de Matematica. Com esse recurso diminuiremos o tempo gasto na
construcao dos graficos no quadro branco, além da possibilidade de explorar essas fungoes
de forma dinamica e com animagoes.

Acreditamos que essa proposta motivara os alunos no estudo das fungoes trigo-

nométricas, contextualizando o contetudo e facilitando o processo de aprendizagem.



Capitulo 2

Conceiltos Preliminares

Restringiremos o estudo neste capitulo as funcoes trigonométricas seno e cosseno
e suas inversas arco-seno e arco cosseno, respectivamente. Veremos o Teorema da Funcao
Inversa e outras defini¢coes importantes como funcao periddica e o conceito de radiano.
Por fim, definiremos e construiremos os graficos das fungoes escolhidas de forma como

apresentada nos livros didaticos, [6], [12], [T11] e [19].

2.1 Radiano

Consideremos uma circunferéncia A de raio OA = R = 1. Seja o angulo AOBeo

arco AB de comprimento S, conforme apresentado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Radiano

Quando tivermos R = S = 1, diremos que o angulo AOB mede exatamente 1

radiano. Donde segue a seguinte defini¢ao:



Definicao 2.1.1. Radiano é a medida do angulo central que determina na circunferéncia

um arco cujo comprimento € igual ao raio.

Sabemos que o comprimento de uma circunferéncia de raio R é dado por C = 27 R.

Se R é o raio de comprimento 1 entao o arco de uma volta tem medida 27 radianos. Como
o

uma volta tem 360° entao 360° equivale a 27 radianos e 1 radiano equivale a ~ b7, 3°.

Esta relagao é muito til na transformacao entre as medidas dos arcos.

2.2 Funcao Periddica

Definicao 2.2.1. Uma funcao f : R — R € periodica quando existe um nimero real p

tal que f(x 4+ p) = f(x).
O menor nimero p > 0 tal que f(x + p) = f(z) chama-se periodo da fungao f.

Exemplo 2.2.1. Seja f : R — R a fun¢do definida por f(k) = 0, se k € Z e

flk+a)=a,se0<a<1ekeZ. Esta é chamada funcio dente-de-serra.

Vamos provar que f é periédica com periodo igual a 1. Dado x € R:

Caso 1: se x € Z entdo v + 1 € Z. Logo f(z+1) =0 = f(z).

Caso 2: se x € R podemos escrever x = k + «, onde k é a parte inteira de x e o é
a parte fraciondria. Assim f(z+1) = f(k+ 1+ a) = a = f(z).

Portanto f ¢é peridédica como queriamos demonstrar.

O gréfico da fungao dente-de-serra é apresentado na Figura 2.2.

Yu
//1 //
2 -1 0 1 2 3 X

Fonte: [14], p. 251.

Figura 2.2: Funcao dente-de-serra



2.3 Funcao Seno

Considere uma circunferéncia de centro O e raio unitario OA. Seja P um ponto per-
tencente a circunferéncia, B a projecao ortogonal do ponto P ao eixo O, e C a projecao or-
togonal do ponto P ao eixo O, conforme mostrado na figura 2.3. Os triangulos retangulos
OPB e OPC sao congruentes, pois OP é lado comum, PC' = BO e BP = OC. Assim,
a medida do arco AP é igual a medida do angulo BPO, isto é, POC = o = BPO. As

razoes trigonométricas no triangulo retangulo temos

PC OB _

op~ 1 9B

A esta medida OB chamaremos de seno do angulo a e denotaremos

sena = 0B
y
Bt» ————— 1
Q A T
@) C

Figura 2.3: Razoes trigonométricas na circunferéncia unitaria

Se pensarmos nas varias voltas que uma circunferéncia pode dar chegamos a con-
clusdo que o valor do seno dos arcos formados sempre estara limitado ao intervalo [-1,1],

ou seja, aparecerao arcos com mesmos valores para o seno (arcos congruos).

Definicao 2.3.1. Dois arcos sao congruos quando a diferenca entre eles é um maltiplo

mteiro de 2.
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A expressao geral dos arcos congruos é dada por
r4+2kn, keZ, 0<x<2nm.

Podemos definir seno para angulos maiores que 360°, de forma que se a e [ sao
congruos entao sena = sen . Desta forma podemos estender a definicao de seno para

qualquer valor de z € R.

Definicao 2.3.2. A funcao seno € a funcao f: R — R que associa cada nimero real a

um unico sen x, ou seja, f(xr) = sen x.
Proposicao 2.3.1. A funcao seno € periodica com periodo 2.

Demonstragao. De fato, pela Figura 2.3, se sen © = OB e k € Z entao sen (z + 2km) =

OB, pois x e x + k - 21 sdo congruos. Logo, sen © = sen (x + 2km). O

Com esta proposicao, podemos restringir o estudo da fungao seno no intervalo
[0, 27] sendo possivel verificar como ela se comporta em todos os intervalos seguintes ou

anteriores de comprimento 27.
Proposicao 2.3.2. A funcdao seno é limitada.

Demonstracao. Como P esta no ciclo trigonométrico sua ordenada varia no intervalo

[—1,1]. Logo, —1 < sen x < 1. O
Proposicao 2.3.3. A fung¢do seno é impar, ou seja sen (—x) = —sen x.

Demonstracao. Considere o ciclo trigonométrico indicado na Figura 2.4.
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Be - ---—-

Figura 2.4: Paridade da fungao seno

Seja P um ponto pertencente ao ciclo trigonométrico e P’ um ponto simétrico a
P, em relagao ao eixo x, isto é, se P = (x,y) entao P’ = (z, —y). Considere a o angulo
central AOP ¢ —a o angulo central AOP'. Pela definicao do seno de um arco temos
sen a = OB e sen (—a) = OB’. Pela simetria dos pontos P e P’ temos OB’ = —OB, ou
seja sen a = —sen (—a).

Logo, sen (—x) = —sen x.

O

Reunindo as proposigoes anteriores e através da Tabela 2.1, chegamos ao esboco
do grafico da funcao seno, formado pelo conjunto dos pontos do plano de coordenadas

(x, sen x), conhecido como senoide, Figura 2.5.

x | f(z)=senx
0 0

Z 1

s 0

3T

3 1

2m 0

Tabela 2.1: Tabela de valores do seno
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S 1 f(x) =sen x

Figura 2.5: Senoide

Esta forma de construir o grafico é normalmente apresentada nos livros didaticos

do Ensino Médio.

2.4 Funcao Cosseno

Considere a Figura 2.3. Notemos também que

BP 0OC

0P = 1 oC.

A medida OC sera chamada o cosseno do angulo « e denotada por cos a = OC.
Analogamente a funcao seno estenderemos a definicao do cosseno para qualquer x € R

usando arcos congruos.

Definigao 2.4.1. A funcdo cosseno € a funcao f : R — R que associa cada nimero real

a um unico cos x, ou seja, f(x) = cos x.
Proposicao 2.4.1. A funcao cosseno € periddica com periodo 2.

Demonstragao. De fato, pela Figura 2.3, se cos x = OC e k € Z entao cos (x + k- 27) =

OC, pois x e x + k - 27 sdo congruos. Logo cos x = cos (x + k - 2m). O]

Com esta proposicao, podemos restringir o estudo da funcgao cosseno ao intervalo
[0, 27], sendo possivel verificar como ela se comporta em todos os intervalos seguintes ou

anteriores de comprimento 2.

Proposigao 2.4.2. A funcdo cosseno € limitada.
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Demonstracao. Como P estd no ciclo trigonométrico sua ordenada varia no intervalo

[—1,1]. Logo, —1 < cos = < 1. O
Proposicao 2.4.3. A func¢do cosseno € par, ou seja cos (—x) = cos x.

Demonstracao. Considere o ciclo trigonométrico da Figura 2.6.

y

—_————— e —_ - —— — — — —

Figura 2.6: Paridade da fungao cosseno

Pela defini¢ao do cosseno de um arco, temos cos a = OC' e cos (—a) = OC. Dai
cos o = cos (—a).
Logo, cos (—x) = cos x.

]

Através das proposigoes 2.41, 2.42 e 2.4.3 e da Tabela 2.2 podemos esbocar o grafico

da funcgao cosseno, também chamado cossenoide. O mesmo é mostrado na Figura 2.7.
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z | f(z)=cosx
0 1

z 0

T -1

3

o5 0

2m 1

Tabela 2.2: Tabela de valores do cosseno

f(x) =cos x

Figura 2.7: Cossenoide

2.5 Funcao Inversa

Vejamos algumas defini¢oes importantes para o conceito de funcao inversa.
Definicao 2.5.1. Uma funcao f de A em B € injetiva se quaisquer que sejam T, e To de
A, 11 # x4y entao f(x1) # f(x2).

Definicao 2.5.2. Uma funcao f : A — B € sobrejetiva se para todo y € B existe um

elemento x € A tal que f(x)=y.
Definicao 2.5.3. Uma funcao f: A —> B € bijetiva se [ € injetiva e sobrejetiva.

Dada uma funcao f : A — B, sera que podemos construir uma funcao que faca
o processo contrario de f, ou seja, uma funcao f~!: B — A tal que f~!(y) = z se, e

somente se, f(z) =y ,Vr € Aey € B?
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Definicao 2.5.4. Seja f : A — B uma funcado, se a relacio f~' : B — A € uma

fungdo entdo f=1 € dita funcdo inversa de f.

Apresentaremos uma versao mais simples do Teorema da Funcao Inversa, encon-
trada em [I1]. Dada uma funcao f este teorema nos dé as condigdes minimas para a

existéncia da sua inversa f~!.

Teorema 2.5.1. Teorema da Funcdo Inversa Seja f: A — B. A relagio f~! €

uma funcao de B em A se, e somente se, f € bijetiva.

Demonstragdo. =] Devemos mostrar que se existe f~! entdo f é injetiva e sobrejetiva.
i) Por hipétese, dado y € B, existe um x € A tal que f~'(y) = z. Segue da
definigao de funcao inversa que f(z) =y, Vx € A e y € B. Logo f é sobrejetiva.
ii) Suponhamos por absurdo que f nao é injetiva, isto é x1 e xo € A, com 7 # x5
e tais que f(z1) = f(z3) = y. Dai f~'(y) =21 e f'(y) = 22 e 21 = T3, 0 que é uma

contradicao, pois por hipotese x1 # x5. Portanto f é injetiva.

<] Devemos mostrar que para todo y € B existe um tunico z € A tal que
fy) ==

i) Como por hipétese a funcao f é sobrejetiva entao dado y € B, existe = € A tal
que f(z) =y, portanto, f~'(y) = x. Logo, temos a existéncia.

ii) Agora veremos a unicidade. Sejam 1 e x5 € A quaisquer, tais que f~!(y) = x;
e f~Y(y) = xy. Pela definigdo de f~! temos f(z1) = y e f(x2) = y. Como f é injetiva
segue que f(z1) = f(x3) = 1 = x5. Portanto concluimos que f~! é uma fungao.

[]

Baseando-se nas defini¢oes encontradas em [20], veremos como obter o grafico da

funcao !, inversa da funcao f, em torno da reta bissetriz.

Definicao 2.5.5. Chama-se reta bissetriz, ou bissetriz dos quadrantes impares, a reta

formada pelos pontos que tem abscissas e ordenadas iquais.

Definicao 2.5.6. A mediatriz de um segmento € o conjunto de todos os pontos equidis-

tantes dos extremos do segmento.

Definicao 2.5.7. Dada uma reta r, dizemos que dois pontos P e P’ sdo simétricos em

relacdo a r quando r € mediatriz do segmento PP’.
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Proposicao 2.5.1. Sejam P = (x,y) e P, pontos do plano. Se P e P’ sdo simétricos

em relagdo a reta bissetriz, entao P' = (y,x).

Demonstrag¢ao. Considere o plano cartesiano e a bissetriz r. Sejam @, S € r, dai
Q = (z,x) e S = (y,y). Por hipétese P e P’ sao simétricos, logo PP’ é diagonal do
quadrado formado pelos pontos PSP’'Q, ilustrados na Figura 2.8. Portanto P’ = (y, ).

o~

y

P=(X!Y) S:(y',y)

Q=(xx) P'=(y.X)

w

Figura 2.8: Grafico da simetria de um ponto em relacao a bissetriz

]

Proposicao 2.5.2. Seja uma funcao f e sua inversa f~', o grdfico G' da funcio f*

pode ser obtido através da reflexdo do grifico G da fungao f em torno da reta bissetriz.

Demonstragao. O gréifico G é formado pelos pontos (z,y) tais que y = f(z). Como f~1
é fungio inversa de f, temos z = f~!(y) , ou seja os pontos da forma (y,z) formam o
grafico . Logo, pela proposicao anterior, o grafico de f~! é simétrico ao gréfico de f em

relacao a reta bissetriz.
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2.6 Funcao Arco-seno

Vimos que para angulos congruos os valores do seno sao iguais, logo, a funcao seno
nao ¢ injetiva. Podemos também analisar o grafico usando o Teste da Reta Horizontal,

como pode ser visualizado na Figura 2.9.

Figura 2.9: Funcao seno - Teste da Reta Horizontal

Para encontrar a funcao inversa da fungao seno devemos restringir o dominio ao
. T T .
intervalo —5 < 5 no qual a funcao é injetiva.

Além disso, como a fungao seno é limitada em [-1,1], para que f seja sobrejetiva

é necessario que seu contradominio fique restrito a [-1,1], como ilustra a Figura 2.10.

Portanto, a funcao f : [—g, g} — [—1, 1] é bijetiva, logo, pelo Teorema 2.5.1, f possui
inversa f~!, a qual é denotada por arcsen =.
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Figura 2.10: Grafico da funcao seno limitada

Definic¢ao 2.6.1. A funcao arco-seno € a fun¢ao f:[—1,1] — [—%, g], tal que
f(z) = arcsen x

e tem a sequinte propriedade: y = arcsen r < xr = sen y.

Utilizando os valores para angulos notaveis da Tabela 2.3, podemos esbocar o

grafico da funcao arco-seno, o qual esta apresentado na Figura 2.11.

x | f(x) = arcsenx
1 -z

0 0

1 3

Tabela 2.3: Tabela de valores do arco-seno
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Figura 2.11: Gréfico do arco-seno

Outra forma de obter o grafico de f~1(x) = arcsen x é fazer a reflexao do gréfico

sen x, em em relagao a reta bissetriz y = x, conforme mostrado na Figura 2.12.

TR o s

g S e e S

/ i
- féx)= arcsen &

Figura 2.12: Gréfico da fungao arco-seno através da reflexao na reta bissetriz
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Seguem das proposicoes 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, as seguintes propriedades da funcao

arco-seno.
1) O conjunto dominio é D(f~1) = [—1,1];
. . , _ T
2) O conjunto imagem é Im(f~!) = [—57 5],

3) A fungao é fmpar, ou seja, dado z € D(f™!) tem-se arcsen(—x) = —arcsen z.

2.7 Funcao Arco Cosseno

Pelo teste da reta horizontal, Figura 2.13, podemos verificar que a funcao cosseno

nao ¢é injetiva.

Figura 2.13: Funcao cosseno - teste da reta horizontal

De modo analogo ao processo da fungao seno precisamos restringir o dominio da
fungao cos z ao intervalo [0, 7] para que seja possivel determinar a sua inversa.

A funcao cosseno é limitada em [-1,1], desta forma para que f seja sobrejetiva é
necessario que seu contradominio fique restrito a [-1,1], Figura 2.14.. Portanto a fungao
f:10,m] — [—1, 1] é bijetiva, logo, pelo Teorema 2.5.1, f possui inversa que é denotada

por arccos x.
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Figura 2.14: Funcao cosseno limitada

Defini¢ao 2.7.1. A funcao arco cosseno é a fungao f :[—1,1] — [0, 7], tal que
f(z) = arccos x

e tem a sequinte propriedade: y = arccos x < x = cos Y.

O grafico do arco cosseno indicado na Figura 2.15 pode ser esbocado utilizando os

valores da Tabela 2.4.

x | f(x) =arccos x

—1 T
0 3
1 0

Tabela 2.4: Tabela de valores do arco cosseno
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Figura 2.15: Gréfico do arco cosseno

O gréfico da funcao arco cosseno também pode ser obtido pela reflexao do grafico

da funcao cosseno em relagao a reta bissetriz y = z, conforme indica a Figura 2.16.

-1
I (x)= aw{cos ‘

32

’ f(x) =cosx

Figura 2.16: Grafico da funcao arco cosseno através da reflexao na reta bissetriz

Das propriedades da funcao cosseno e pelo grafico da fungao arco cosseno segue



que:
1) O conjunto dominio é D(f~1) = [-1,1];
2) O conjunto imagem ¢é Im(f~') = [0, 7;

3) A funcao é par, ou seja, dado x € D(f~1) tem-se arccos(—z) = arccos .

23



Capitulo 3

O Geogebra

Este capitulo apresenta informagoes relevantes sobre o software Geogebra incluindo
tutoriais de uso das principais funcionalidades.

O Geogebra é um software livre destinado a aprendizagem de contetidos ma-
tematicos de forma dinamica, desenvolvido por Markus Hohenwarter da Universidade
de Salzburg. Possui varios recursos associados as trés grandes areas da Matematica:
Geometria, Algebra e Calculo. Além disso, possui interconexao e criacao de materiais
didaticos envolvendo planilhas de Calculo, graficos, Probabilidade e Estatistica, com o
objetivo de apoiar o ensino e aprendizagem em Ciéncia e Tecnologia.

Para instalar o software acesse o site https://www.geogebra.org clicando na
opcao downloads. Escolha seu dispositivo (tablet ou desktop) e o sistema operacional.
Execute o pacote de instalacao e aguarde até finalizar o processo. Com o Geogebra
instalado, abra-o, clicando no icone da area de trabalho ou da lista de programas. Neste
trabalho a versao utilizada foi a 5.0.

Ao abrir o software encontramos a pagina mostrada na Figura 3.1.

24
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17 GeoGebra - — - i 0 e
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Barra de menus Entrar.

@E = E@@@@ < Barra de ferramentas =

} Janela de Algebra } Janela de Visualizagio ]

Janela de algebra B

Janela de visualizagao

Campo Entrada 3

\ .

Entrada. (1)

Figura 3.1: Pagina inicial do Geogebra

Caso a tela apareca apenas com a barra de menus podemos ativar as janelas e

barra de ferramentas clicando em Exibir.

3.1 Barra de menus

A barra de menus é composta pelos icones Arquivo, Editar, Exibir, Opgoes, Fer-

ramentas, Janela e Ajuda, cada um com propriedades especificas.

Arquivo

Utilizando esta opcao podemos abrir novos arquivos, do repositorio Geogebratube
ou arquivos recentes. O site https://tube.geogebra.org/ compoe uma plataforma de
recursos e construcoes realizados com o Geogebra por membros de uma comunidade mun-
dial formada por professores, alunos e simpatizantes do software. E nele que o professor
pode procurar a melhor construcao para enriquecer suas aulas, adaptando o arquivo, caso
necessério, ao seu uso. E no menu Arquivo que devemos salvar o arquivo na opcao gravar

ou gravar como, assim como visualizar a impressao.

Editar

Este menu é composto pelas opcoes Desfazer, Refazer, Copiar, Colar, Copiar para

area de transferéncia, Inserir imagem de, Propriedades, Selecionar tudo. Para facilitar o


https://tube.geogebra.org/
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trabalho também podemos utilizar as teclas de atalho indicadas ao lado das opgoes.

Exibir

Neste menu podemos ocultar elementos principais da péagina inicial do software
bem como exibir outros auxiliares como planilhas, calculadora de probabilidades e outras
janelas de visualizacao. Podemos configurar o layout e atualizar janelas.

O protocolo de construgao, indicado na Figura 3.2, pode ser visualizado clicando
neste menu. FEsta ferramenta permite que o usuario do Geogebra acompanhe passo a

passo as construgoes, bem como aprender a construir um objeto a partir de um ja feito.

¥ Protocolo de Construcao
E~ &~ |7 & o

N.| Nome | Definic&o Valor | Legenda

k(= Jorof e [

Figura 3.2: Protocolo de construgao do Geogebra

Na barra de navegagao para passos de construcao, na parte inferior do protocolo,
temos botoes utilizados para visualizar a construcao de cada elemento do inicio ou a partir

de um numero indicado por N.

Opcoes
Este menu é responsavel por configurar os objetos construidos, além da opcao de
rotular, modificar a fonte e o idioma. Vamos usar a fonte 18pt em nosso trabalho. Veja

a Figura 3.3.
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&3 GeoGebra - — - -
Arquivo Editar Exibir |Opgdes| Ferramentas Janela Ajuda
Descricdes Algébricas Pl as
R AL =28
| ¥ =) Arredondamento 4 Ly ki
b Janela de Algebra sualizacao
A Rotular v T
Tamanho da Fonte ) 12pt
; 14 pt
=4 |dioma !
16 pt
.+ Avangado ... @ 18 pt
- 20 pt
@ Gravar Configuragdes 24 pt
Restaurar Configuragéo Padréo 28 pt
32 pt
48 pt
1 4
0
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
_1 4

Figura 3.3: Tamanho da fonte do Geogebra

Ferramentas
Podemos configurar a barra de ferramentas inserindo ou removendo as janelas
responsaveis por auxiliar as construgoes, permitindo gerenciar uma ferramenta ou criar

uma nova.

Janela

Facilita a mudanca de arquivos pelo usuario ao abrir uma nova janela.

Ajuda
Aqui consultamos tutoriais, manuais, féruns de discussao além de reportar possiveis
erros, direcionados diretamente para o site. Também podemos obter informagoes e licenca

do software.
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3.2 Barra de ferramentas

B

Al

BN o®EN

Figura 3.4: Barra de ferramentas do Geogebra

ABC

P

=2
e

A barra de ferramentas, esta divida em 12 janelas, ver figura 3.4, responsaveis por
auxiliar a construcao de objetos matematicos. Cada janela apresenta varias ferramentas,

basta clicar em cada uma delas para explora-las.

Mover

R

—
% Maver

_L\aﬁ‘ Rotagio em Torno de um Ponto
r

Figura 3.5: Ferramenta Mover do Geogebra

Esta ferramenta permite mover qualquer objeto construido além de rotacionar o

objeto em torno de um ponto, veja a Figura 3.5.

Ponto

A
® FPanto

r:;‘\\ Ponto em Objeto

/ Vincular / Desvincular Ponto

>( Intersecio de Dois Objetos

® Ponto Médio ou Centro

° Mumero Complexo

Figura 3.6: Ferramenta Ponto do Geogebra
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Com esta ferramenta podemos marcar pontos em qualquer local desejado, usando
o cursor, marcando diretamente no plano, ou inserir as coordenadas no campo entrada.

Detalhes na Figura 3.6.

Reta

[

/ Reta
_/' Segmento

- Segmento com Comprimento Fixo

./'/ Semirreta

Caminho Poligonal

.:% \

Vetor

Wetor a Partir de um Ponto

Ny

Figura 3.7: Ferramenta Reta do Geogebra

E possivel construir reta, semirreta e segmento de reta, além de vetores no plano

e caminhos poligonais utilizando os comandos ilustrados na Figura 3.7.

Reta Perpendicular

Reta Perpendicular

} _ RetaParalela
o Mediatriz

Bizssetriz

Reta Tangente

@ Reta Polar ou Diametral
}/n Reta de Regressao Linear

)\,‘ Lugar Geométrico
e

Figura 3.8: Ferramenta Reta Perpendicular do Geogebra
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Nesta opcao é possivel construir retas especificas: perpendicular, paralela, media-

triz, bissetriz e tangente. Temos também a opcao de construir lugares geométricos como

indica a Figura 3.8.

Poligono

Figura 3.9: Ferramenta Poligono do Geogebra

ﬁ- -
Va

L]

Poligono

Poligono Regular

Poligono Rigido

Poligono Semideformavel

vV vV

Os diversos tipos de poligonos existentes podem ser construidos com o auxilio desta

ferramenta, Figura 3.9.

Circulo

Figura 3.10: Ferramenta circulo do Geogebra

djo] o

D,

#
|
"

D> O o) QI

Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

Circulo dados Centro e Raio
Compasso

Circulo definido por Trés Pontos

Semicirculo Definido por Dois Pontos
Arco Circular

Arco Circuncircular

Setor Circular

Setor Circuncircular

Esta ferramenta permite construir quaisquer elementos circulares. Observe os co-
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mandos na Figura 3.10.

Conicas

[
@ Elipse

e

] Hipérbole

"-Il:\\:\- Parabola

O Cdnica por Cinco Pontos

Figura 3.11: Ferramenta Conicas do Geogebra

A Figura 3.11 ilustra os comandos necessarios, encontrados nesta ferramenta, para

desenhar as conicas: elipse, hipérbole e parabola.

Angulo

é}. Angulo

.-'inguln com Amplitude Fixa

Distancia, Comprimento ou Perimetro

Nk

(]
3
)

Area

/Lr Inclinacio

{1,2} Criar Lista

Figura 3.12: Ferramenta Angulo do Geogebra

Podemos com esta ferramenta desenhar angulos através de trés pontos, duas re-
tas ou de amplitude fixa, calcular distancia, area ou perimetro, além de determinar a

inclinagao de uma reta, semirreta ou segmento de reta. Veja a Figura 3.12.
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Reflexao em Relacao a uma Reta

N

| R, W

N Reflexdo em Relacdo a uma Reta
Reflexdo em Relagio a um Ponto
N

- Inversao

s Rotacdo em Tomo de um Ponto
v Translacio por um Vetor

Homotetia

Figura 3.13: Ferramenta Reflexao do Geogebra

E possivel, com o auxilio desta ferramenta, executar as transformacoes geométricas:

reflexao, translagao, rotacao e homotetia, Figura 3.13.

Texto

ABC Texto

Inserir Imagem
.\/ Caneta
\"-/ Funcio a Mo Livre

ai p Relacdo

f Inspetor de Funches

Figura 3.14: Ferramenta Texto do Geogebra

Esta ferramenta, Figura 3.14, permite inserir textos e equacoes, sendo possivel
escreve-los na linguagem IXTEX comumente usada em textos matematicos. Temos também

a opcao de escrever utilizando uma caneta virtual e ainda esbocar graficos a mao livre.
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Assim como a ferramenta permite inserir uma imagem, ela também verifica nume-

ricamente se objetos interceptam-se e detalha propriedades gréficas de fungoes.

Controle Deslizante

&

I

Pt
] —

[
I
L

Controle Deslizante

+

“
L |

Caixa para Exibir/ Esconder Objetos

|

Botdo

(@)
-

|

Campo de Entrada

@
Il
—

Figura 3.15: Ferramenta Controle Deslizante do Geogebra

O Controle Deslizante indicado na Figura 3.15 é responsavel pelas configuracoes
de animacao do objeto construido. Também nesta ferramenta encontramos as opgoes:
formar uma caixa agrupando objetos para exibi-los ou oculta-los; inserir um Botao com

comando especifico de uso; inserir um campo de entrada na Janela de Visualizagao.

Mover Janela de Visualizacao

[+]

Mover Janela de Visualizagio
Ampliar

Reduzir

Exibir / Esconder Qbjeto

Exibir / Esconder Rdtulo

R |

Copiar Estilo Visual

ﬁ Apagar

Figura 3.16: Ferramenta Mover Janela do Geogebra

Esta ferramenta permite mover a Janela de Visualizacao, ampliar, reduzir, exibir
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ou esconder objetos e rotulos, apagar ou copiar o estilo visual de um objeto, veja a Figura

3.16.

3.3 Campo Entrada

‘ Entrada: @ @

Figura 3.17: Campo Entrada do Geogebra

Este campo é responsavel pela facilidade em inserir objetos apenas digitando seu
comando. Clicando em “a”aparece um menu de simbolos utilizados com frequéncia para
nomear objetos ou inserir um comando. Na seta situada ao canto inferior direito podemos
visualizar uma ajuda que dispoe de um menu de comandos que podem ser inseridos no

campo, veja a Figura 3.18.
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Ajuda
+| Fungoes Matematicas!

+ Todos os Comandos
+| 3D

+ Algebra

+| Conicas

+| Diagramas

+| Estatistica

+| Fungdes e Calculo

+ GeoGebra

+ Geometria

+ Listas

+ Légica

+| Matematica Discreta
+| Matematica Financeira
+| Otimizagao

+ Planilha

+ Probabilidade

+| Programagéao

+ Texto

+| Transformagdes

+ Vetores e Matrizes

4 I

| Colar | ExibirAjudaoniine | f&

®

Figura 3.18: Menu de comandos do Geogebra

3.4 Janela de algebra

Nesta janela aparecem as defini¢oes dos objetos construidos no Geogebra. Podemos
ocultar os elementos clicando na bolinha azul ao lado da definicao do objeto, veja Figura

3.19.



» Janela de Algebra B
Funcao :
® g(x) = arccos (x)
-@® h(x) = cos(x) (0<>
Ponto -
®A=(1,m)
-~ B=(0, -1.57)
C=(1,0)
D = (0, 1.57)
E=(1,1.57)
F=(1,0)
G=(0,m)

Figura 3.19: Janela de algebra do Geogebra
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Capitulo 4

Funcoes Trigonométricas no

Geogebra

Este capitulo visa fornecer um tutorial das construcoes dos graficos das funcoes
trigonométricas seno, cosseno, arco-seno e arco cosseno através do Geogebra utilizando o

movimento de uma roda-gigante e a reta bissetriz dos quadrantes impares.

4.1 A Funcao Seno na Roda-Gigante

Nesta secao, analisaremos o grafico do movimento de uma roda-gigante encontrado
no repositorio Geogebratube. Podemos encontrar com facilidade véarias construgoes nesse
ambiente digitando o nome do objeto preterido ou contetido especifico na barra de procura.

Aqui pesquisamos o objeto roda-gigante trigonométrica como indica a Figura 4.1.

GeaGebra

| roda-gigante trigonométrica

Figura 4.1: Pesquisa no Geogebratube
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Encontramos diversos materiais produzidos e escolhemos aquele que melhor se
ajusta ao alcance dos objetivos propostos. Escolhemos o material https://tube.geogebra.
org/material/show/id/177971 e optamos em baixar o arquivo, que neste caso permite
ser modificado de acordo com a proposta didética.

Na opcao Baixar, ver Figura 4.2, selecione o termo de licenga do software e clique

em Arquivo Geogebra (.ggb).

‘ Baixar Embutir Compartilhar

O que vocé quer baixar?

Wocé pode baixar o arquivo .ggh apenas ou a pagina WEB completa para estudantes com tarefas.

¥/ Eu concordo com os termos de licenga ndc-comercial do GeoGebra

= Arquivo GeoGebra {_ggb)
/ = Arquivo para uso Off-Line {.zip}

= SCORM package (.zip) (see tutorial)

= Book Widget: on-line (_zip)

= Book Widget: off-line ( zip) (see tutorial)

Figura 4.2: Baixando o arquivo

A Figura 4.3 indica como o arquivo aparecera ao ser aberto.

[ material 177971 (1)agb ® - =R

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda
SEEENE
BEEECEENT

"D xc~

Entrar

Mover s L=
$'v Arraste ou selecione um ou mais objetos 7

h

a
cadeiras= 12 8=90" x=(m x o
. e a4

)rad = 6.28 rad

Figura 4.3: Construgao do grafico da funcao seno no Geogebra


https://tube.geogebra.org/material/show/id/177971
https://tube.geogebra.org/material/show/id/177971
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Em geral o arquivo é aberto na fonte 12pt, para modifica-la clique no menu Opgoes,

selecionando Tamanho da Fonte. Aqui utilizamos a fonte 18pt como ilustra a Figura 4.4.

&% material-177971 (1).ggb

Arquive Editar Exibir [09;595] Ferramentas Janela Ajuda

Y|P P eweossinlRON] ¥ (B3] [
| =) v )
M @ S~ .. Rotular 3
Tamanho da Fonte @ 12pt
Idioma 14 pt
. Avancado ... ol /
i 18 ot A%
@ Gravar Configuracies 20 pt }
Restaurar Configuracdo Padrdo 24 pt i
28pt | |
61 a2 pt i
agpt | |
|
|
|
|
|

s
—

Figura 4.4: Modificando o tamanho da fonte no Geogebra

Caso o objetivo seja aprender a construir passo a passo o material, clique na
ferramenta Exibir selecionando Protocolo de Construgao ou as teclas Ctrl+Shift+L. Para
que o protocolo apareca ajustado a Janela Principal clique no canto superior direito como

indica a seta vermelha da figura 4.5.

s Janela Ajuda

= AL 1L AL 1_=
}‘ A;; L || Protocolo de Construgio - material-177971 (1).ggb . lilﬂlﬂ]
v Ta —
T Ay E 7 & Y
N. |[Nome |Definigdo | Valor |Legenda |Exibir na Janela Principal| |
1 Numer... cadeiras = 12 =
________ 2Ndmer... A1=0
3Angul... 8 =90°

4Numer...8/°/180 ©'=157
5Vetorv Vetor[(0,1)] v =(0,1)

8Angul... a = 360°

7 Ponto O 0=(7,52) 78 30 32 34

8Ponto E Ponto de E =(4,0) v

Figura 4.5: Exibindo o Protocolo de Construgao

Primeiramente ocultamos o quadrilatero azul clicando com o lado direito do mouse
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na imagem e selecionando Exibir Objeto, Figura 4.6.

N v—vAv‘

Ih
12

Quadrilatero poligono‘/
Exibir Objeto /.

Exibir Rétulo
Habilitar Rastro

A

’

Renomear
'/ Apagar

¢ Propriedades ...
0

o = 360°
® Y
cadeiras = 12 6 =9D° ¥ = (,._
e e 4] — A

Figura 4.6: Ocultando objetos

O mesmo processo é feito para ocultar o texto em forma de equacao.
Organizaremos as figuras de modo que os objetos fiquem afastados. Antes disso
necessitamos deslocar os controles deslizantes, clique com o lado direito do mouse e sele-

cionando fixar objeto, Figura 4.7.

17 -10 -A S -4 — T ] il
Numero cadeiras

cadeiras - Exibir Objeto "
® — 4. Exibir Rétulo

Animar

Fixar Objeto

Posi¢do Absoluta na Tela

iy | =~

Renomear

Qe

Apagar

Figura 4.7: Movimentando objetos

A figura 4.8 mostra a disposigao visual dos objetos na Janela de Visualizacao. Para



iniciar o movimento basta clicar no botao reproduzir no

indicado pela seta vermelha.
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canto inferior a esquerda como

[y material-177971 (1).ggb s & - > [ I ) T o e ]|
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
g a= lover o <
REDNOERNC D =K
b g Dv AL > ‘E]
h
ur: 0 10
cadeiras = 6
8
8=0°
. [
(= =
4
2
X
* 0 ™2 ™ 3m2 am 512 3m T2
E’|Reproduzir
Figura 4.8: Botao reproduzir para inicio do movimento da roda-gigante

A figura 4.9 ilustra o movimento através dos controles deslizantes. Variando o

nimero de cadeiras ou os angulos.

|7 material-177971 (1).9gb

A - (=@ ]
Arquivo Editar Exibir Op¢8es Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A AN wover e
"0~ @
h
u; 360 it
cadeiras = 6 s
6=0°
. 3
)
4
2
X
0 2 ™ 3mi2 2m am/2 3m T2
>

Figura 4.9: Movimento da roda-gigante no Geogebra e o rastro deixado pelo ponto
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4.2 A Funcao Arco Cosseno na Roda-Gigante

Apresentamos agora um tutorial para a construgao da fungao arco cosseno que se

encontra disponivel no Geogebratube com link http://tube.geogebra.org/m/1504961.

1. No Campo Entrada digite as coordenadas do ponto A = (-1,0) e o comando Circulo[A,1]

para formar a circunferéncia c.
2. No campo Entrada digite Perpendicular[A, EixoY] para aparecer a reta a.
3. No campo Entrada digite Intersegao[c,a] para aparecer os pontos B e C.

4. Digite no campo Entrada o comando Perpendicular[A EixoX]| para aparecer a reta

b.
5. Utilize a ferramenta ponto para na circunferéncia ¢ marcar o ponto F.
6. Com a ferramenta Reta, marque os segmentos BC = d, DE = e e AF =f.

7. Procure uma imagem que lembre uma cadeira de roda gigante e utilizando a ferra-
menta Texto selecione inserir imagem. Clique na janela de visualizagao e a imagem

figl aparecera em funcao dos pontos G e H.
8. No campo Entrada digite PontoMédio|[G,H] para aparecer o ponto .

9. Com a ferramenta Reflexao faca a reflexao da fig? em torno do ponto I. Iré aparecer

a figl’
10. Com a ferramenta Reta crie o vetor ﬁ .
11. No campo Entrada digite Angulo[d,f] para que o angulo « apareca.
12. Digite no campo Entrada o comando SetorCircular[A,B,F].

13. Com a ferramenta Reflexao faca a reflexao da fig?” em torno do vetor u. Ira aparecer

a figl”.
14. No campo Entrada digite Perpendicular[F, EixoX] surgindo a reta h.

15. Com a ferramenta Reflexdao a uma Reta faca a reflexdo da figl” em relacao a reta

h.


http://tube.geogebra.org/m/1504961

16.

17.

18.

19.
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Com a ferramenta Ponto, marque o ponto de interse¢io (L) entre a reta h e o
segmento d. Propriedades desse ponto: Na aba cor escolher amarelo, na aba estilo

escolher espessura da linha 7.

No Campo Entrada digite (x(L)+1,a). Propriedades desse ponto: Na aba cor esco-
lher rosa, na aba estilo escolher espessura da linha 7. Com o lado direito do mouse

clique no ponto escolhendo a opcao Habilitar Rastro.
Oculte os elementos desnecessarios a visualizacao clicando em exibir objeto.

O material construido ¢é visualizado na Figura 4.10.

2

X
? 2 3 =1 o ’ 2 3

\

¢ 2 3|

o
\ 0\
e e

Figura 4.10: Grafico do arco cosseno na roda-gigante

O material construido, visualizado na Figura 4.10, também pode ser encontrado

clicando no link.
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4.3 Reflexao pela Bissetriz

Construiremos os graficos das fungoes arco-seno e arco cosseno através da reflexao
dos graficos das funcoes seno e cosseno, respectivamente, em relacao a reta bissetriz
dos quadrantes impares no plano cartesiano. Serd feita de modo dinamico utilizando

a animacao de pontos oferecida pelo Geogebra.

4.3.1 Grafico Dinamico da Funcao Arco-seno

1. Clique no menu Arquivo e selecione a op¢ao Gravar Como. Escolha um nome e

clique em Gravar.
2. Configure o Geogebra através do menu Opcoes aumentando a fonte para 18 pts.

3. No menu Exibir, clique em Layout. Na aba preferéncias - janela de visualizacao,

. . A . T . . c A
configure o EixoX selecionando a distancia 5 €0 EixoY selecionando a distancia 1.

4. No campo Entrada digite o comando Fungao[senx, -pi/2, pi/2]. Dessa maneira

™ .~ -
—], condicao necessaria para

~ Lo . 7r
a funcao seno aparecera limitada no intervalo [—5, 5

existéncia da sua inversa.

5. Para tracar a reta bissetriz r digite a equacao y=x no campo Entrada. Podemos
renomear a reta r clicando com o mouse direito na equagao da reta na Janela de

Algebra, selecionando a opc¢ao renomear.

6. Marque um ponto P pertencente ao grafico da fungao f. Caso apareca outra letra
podemos renomeé-lo clicando com o mouse direito no ponto na Janela de Algebra

e selecionando a opg¢ao Renomear.

7. Trace uma reta s perpendicular a reta bissetriz r utilizando a ferramenta Reta

Perpendicular. Clique no ponto P e na reta r.

8. Com a ferramenta Reflexao em Relacao a uma Reta selecione o ponto P e clique na

reta bissetriz r para aparecer o ponto P’.

9. Selecione o ponto P’, e clique com o lado direito do mouse para selecionar a opcao
Habilitar Rastro. Clique novamente com o lado direito do mouse e selecione a op¢ao

Propriedades. Na aba Cor, escolher preto.
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10. Para ocultar as retas r e s construidas, na Janela de Algebra, clique nos pontos

referentes as equagoes das mesmas.

11. Clique com o lado direito do mouse na funcao f e selecione a opcao Propriedades.

Na aba Estilo, escolher espessura da linha 9.

12. Selecione o ponto P e com o lado direito do mouse clique em Animar para que o

ponto se mova.

13. Mova o ponto P para que o grafico da funcao do arco-seno seja formado, como

ilustra a Figura 4.11.

-T2 0 2 -2 0 2 -T2 0 ™2

P P

" -1 -1
P /
R

Figura 4.11: Grafico dinamico da funcao arco-seno

4.3.2 Grafico Dindmico da Funcao Arco Cosseno

1. Clique no menu Arquivo e selecione a opgao Gravar Como. Escolha um nome e

clique em Gravar.
2. No menu Opcgoes, configure o Geogebra aumentando a fonte para 18 pt.

3. No menu Exibir, clique em Layout. Na aba preferéncias - janela de visualizacao,

configure o EixoX selecionando a distancia 7 e o EixoY selecionando a distancia 1.

4. No campo Entrada digite o comando Fungao[cosx, 0, pi]. Dessa maneira a fungao
cosseno aparecerd limitada no intervalo [0, 7], condigdo necessaria para existéncia

da sua inversa.



10.

11.

12.

13.
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. Para tracar a reta bissetriz ¢, digite a equacao y=x no campo Entrada. Podemos

renomear a reta clicando com o mouse direito na equacao da reta na Janela de

Algebra, selecionando a opc¢ao renomear.

. Marque um ponto () pertencente ao grafico da fungao g. Caso queira modificar o

nome do objeto, podemos renomea-lo clicando com o mouse direito no ponto na

Janela de Algebra e selecionando a opcao Renomear.

Trace uma reta w, perpendicular a reta bissetriz ¢, utilizando a ferramenta Reta

Perpendicular. Clique no ponto () e na reta t.

. Com a ferramenta Reflexao em Relacao a uma Reta, selecione o ponto @) e clique

na reta bissetriz ¢ para aparecer o ponto ('

. Selecione o ponto @' e clique com o lado direito do mouse para selecionar a opcao

Habilitar Rastro. Clique novamente com o lado direito do mouse e selecione a op¢ao

Propriedades. Na aba Cor, escolher vermelho.

Para ocultar as retas t e w construidas, na Janela de Algebra clique nos pontos

referentes as equacoes das mesmas.

Clique com o lado direito do mouse na fungao g e selecione a opgao Propriedades.

Na aba Estilo, escolher espessura da linha 9.

Selecione o ponto ) e com o lado direito do mouse clique em Animar para que o

ponto se mova.

Mova o ponto () para que o grafico do arco cosseno, ilustrado na Figura 4.12, seja

formado.
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- 0 :\W :
-1

Figura 4.12: Grafico dinamico da fungao arco cosseno

Através desse recurso digital o professor pode enriquecer suas aulas incorporando
em sua pratica pedagdgica o uso do Geogebra. Além da interacao do aluno com o de-
senvolvimento do conteudo, este recurso permite explorar propriedades geométricas e de
interdependéncia funcional de objetos, como é possivel verificar na construcao do arco

cosseno na roda-gigante.



Capitulo 5

Relato de Experiéncia

Durante o 2° bimestre do ano de 2015, na turma unica da 2* série do Ensino
Médio do Colégio Estadual Padre Alexandre de Gusmao, situado na cidade de Cachoeira,
Bahia, aplicamos o experimento A Roda-Gigante, antes de iniciar os estudos sobre funcoes
trigonométricas. Fizemos uma comparacao dos graficos construidos pelos alunos através
das relagoes: altura x angulo e angulo x altura afim de encontrar a melhor fungao que
modela este movimento. Os contetidos iniciais arcos e angulos ja haviam sidos abordados.

O tempo necessério para realizagdo da atividade foi de 6 horas/aulas, sendo divi-
didas em: 2 aulas para construgao da roda-gigante; 1 aula para medicoes; 2 aulas para
construcao dos graficos e 1 aula para visualizacao e comparacao a partir das animagoes
feitas no Geogebra.

Vale ressaltar que foi pedido com antecedéncia aos alunos que trouxessem os ma-
teriais necessarios a realizacao da aula: papelao, tampinhas de garrafa PET e barbante.
Os outros materiais foram disponibilizados pela unidade escolar: lapis, borracha, régua,

compasso, transferidor, papel milimetrado e cépias impressas de um mini transferidor.

5.1 Construcao da Roda-Gigante

1°) A sala foi dividida em 5 grupos: 4 grupos com 5 alunos cada e 1 grupo com 4 alunos.

2°) Para desenhar duas circunferéncias de mesmo raio R, entre 5 ¢cm e 15 ¢cm, no pa-
pelao e corta-las, formando dois discos, alguns alunos utilizaram o transferidor de
360° pois nao sabiam manusear adequadamente o compasso, porém apos o desenho

tiveram dificuldade em encontrar o centro da circunferéncia, lugar onde deveriam

48
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inserir um lapis posteriormente. Assim, eles solicitaram ajuda para desenhar com
o compasso. Nesse momento é importante que o professor incentive o aluno no ma-
nuseio adequado dos instrumentos de desenho para que o erro nas medidas sejam

0S menores possiveis.

Ao construir as circunferéncias foram marcados dois diametros perpendiculares,
como indica a Figura 5.1. Nas extremidades dos diametros de uma das circun-
feréncias foram coladas as quatro tampinhas de maneira alternada, uma virada

para baixo e outra para cima com o intuito de fixar melhor os discos.

Figura 5.1: Molde da roda

Para construir o disco da base da roda-gigante foi necessario desenhar uma circun-
feréncia com raio de aproximadamente 6 cm. Para o suporte, foi preciso desenhar
um hexagono formado por um retangulo e dois triangulos isésceles de altura h um

pouco maior que o raio R, além de dois furos, como indica a Figura 4.2.
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Figura 5.2: Molde do suporte da roda-gigante

Os alunos sentiram dificuldade em desenhar o retangulo do molde pois as medi-
das nao foram preestabelecidas. Isso fez com que eles, por meio de aproximacoes,
construissem a melhor sustentacao da sua roda-gigante. Um dos grupos conseguiu
construir o molde usando os instrumentos de desenho régua e compasso pedindo

auxilio ao professor. Os outros fizeram a mao livre.

Os alunos colaram o disco da base no retangulo do suporte, o mini transferidor e
depois um lapis passando pelos furos indicados. A Figura 5.3 mostra a mini roda-

gigante.

Figura 5.3: A mini roda-gigante feita com materiais reciclaveis
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5.2 Medicoes dos Arcos e Construcao das Tabelas

1°)

2°)

3°)

Divisao de tarefas para os componentes de cada grupo: 2 alunos para medicao, 1
aluno para anotacao na tabela, 1 aluno para desenhar o grafico, 1 aluno para marcar

o ponto no grafico.

Na divisao da roda gigante em 8 cadeiras (angulos de 0°, 45° e 90°, juntamente com
seus simétricos na 1* volta), os alunos marcaram pontos na extremidade utilizando

o minitransferidor.

Medindo a altura da cadeira da roda-gigante em relagao a base conforme ela se
movimentava os alunos perceberam que apods o angulo de 90° os valores das alturas
comegavam a se repetir. No momento de intervencao foi dito que o gréfico repre-
sentava movimento periddico da roda e por isso alguns valores se repetiam. Além
disso nao era linear, pois a taxa de variacao da altura em relagao do angulo dada

por

Ak h(8:) = h(8:)

= _ 1
Ad 01— 0y (5.1)

nao é constante neste movimento.

A Figura 5.4 ilustra os alunos o processo de realizagao do experimento.
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Figura 5.4: Alunos realizando a atividade

5.3 Analise e Discussao dos Resultados

Ao término da construcao dos graficos os alunos fizeram uma comparacao com
os demais grupos. Perceberam que embora as rodas-gigantes apresentassem medidas
diferentes o comportamento dos pontos foram semelhantes, com valor maximo e minimo.
Alguns ligaram os pontos com segmentos de reta e foi preciso uma intervengao pois para
que o grafico fosse formado por retas a taxa de variacao da altura em relacao aos angulos
deveria ser constante.

Apés a realizacao da atividade os alunos visualizaram o experimento no compu-
tador. A roda-gigante construida no Geogebra (ver Capitulo 3) pode ser explorada de

modo dinamico fazendo com que ao desenrolar o arco no plano cartesiano as medidas
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fossem mais precisas e o movimento virtual fosse semelhante ao real. Foi explicado aos
alunos que tratava-se do gréafico de uma funcao trigonométrica, pois ela é definida numa
circunferéncia unitaria com sentido anti-horario através da projecao de um ponto contido
na extremidade. No experimento o ponto é representado pela cadeira da roda-gigante e
a projecao € a altura da cadeira em relacao a base de sustentacao.

Definindo as fungoes seno e cosseno no ciclo trigonométrico concluimos que o grafico
altura x angulo é melhor representado pela funcao seno. Para o gréfico angulo x altura foi
necessario chamar atencao que nao se configura como funcao, pelo teste da reta vertical.
E]. Neste
2

momento definimos a fun¢ao inversa do seno, apresentando a construgao do seu grafico

. . y e e . o . 7T
Para isso foi necessario limitar o intervalo para os angulos da meia-volta [—5,

feita no Geogebra e da mesma maneira definimos a funcao inversa do cosseno.



Consideracoes Finais

Diversos tutoriais de construgoes feitas no Geogebra sao encontrados com facilidade
na internet, porém o que podemos perceber é que os professores ainda sentem dificuldade
em sua utilizagdo por nao terem uma familiaridade com o software e pela falta de tempo
em aprendé-lo. Neste trabalho, procuramos facilitar esse processo através da abordagem
dos tutoriais no repositorio Geogebratube ensinando o professor a adaptar os materiais
encontrados as suas experiencias em sala de aula.

Em [I6], o autor critica o0 método de ensino atual de Matemética, ressaltando
que para o seu bom éxito é necessario uma tripla acao: conceitualizacao, manipulacao
e aplicacao. Para atender esses fins procuramos criar uma proposta didatica através
da aplicagdo de um experimento com graficos dinamicos, sem perder de vista o rigor
matematico do conteido que o professor deve ter como bagagem.

Em Matematica é importante salientar que a formalizacao é fundamental para que
o aluno possa resolver questoes inerentes ao conteiido em outros momentos sem perder de
vista que a Matematica é baseada em argumentos validados através da logica. De acordo
com LIMA (2007) “a conceituagdo é indispensavel para o bom resultado das aplicagoes”.
Para atingir essa meta organizamos no Capitulo 2 uma sequéncia de conteidos necessarios
ao estudo das fungoes trigonométricas escolhidas e suas inversas.

Apés a aplicagao do experimento, relatada no Capitulo 4, chegamos a conclusao
que, de maneira contextualizada e interdisciplinar, os alunos foram levados a defini¢cao
das fungoes seno, cosseno, arco cosseno e arco-seno com a constru¢ao dinamica dos seus
graficos e algumas propriedades. Pudemos explorar a modelagem de fenomenos osci-
latérios que sao descritos por funcoes trigonométricas devido ao seu carater periddico,
além de relacionar com outras areas do conhecimento.

Nao existe uma receita pronta para o sucesso no ensino de Matematica. Aqui

apresentamos uma metodologia diferenciada de trabalhar um contetido do Ensino Médio
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de maneira que fique claro aos alunos a importancia de estudar Matematica através da sua
relacao com as situagoes cotidianas e do trabalho em equipe. O Geogebra é um excelente
instrumento de validagao geométrica de ideias, pois 0 mesmo permite abordar contetidos
matematicos de forma dinamica e visual.

Esta proposta é motivadora e muito importante no contexto sociocultural ao qual
atuamos, buscando mudar a forma de compreensao dos contextos matematicos. Acre-
ditamos que ela nao esta fechada no sentido de que pode ser adaptada dependendo do
professor e o publico-alvo. Esperamos também que seja proficuo em pesquisas e discussoes

relacionadas a area de ensino da Matematica.
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