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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar aos alunos do Ensino Médio um roteiro para a
construcao de graficos de fungoes polinomiais do terceiro grau utilizando conceitos basicos
de limites e derivadas, que nao costumam ser trabalhados na Educacao Basica.

A maneira proposta provém da necessidade de se ampliar o entendimento de conteidos
que o aluno utiliza sem se aprofundar em sua origem, muitas vezes memorizando as
técnicas sem, de fato, compreendé-las.

Para tal objetivo, fazemos uma andlise das principais defini¢oes e teoremas relaciona-
dos a sequéncias, limites e derivadas. Em seguida, hé o estudo das variagoes das fungoes

e, por fim, a proposta de um roteiro para a construcao de graficos.

Palavras Chave: Graficos de Fungao Polinomial. Limites. Derivadas. Atividade

Préatica.



Abstract

This work aims to introduce some guidelines to High School students in order to build
on third degree polynomial function graphs. It is intended to use basic concepts of limit
and derivatives, which are not usually taught at Junior School.

The suggested approach outlines the necessity of enlarging and improving the under-
standing of syllabus that is used by the student with no adequate knowledge of its origin,
and occasionally trying to know techniques by heart without understanding them. Thus,
we do an analysis of the main definitions and theorems related to sequences, limit and
derivatives. Afterwards, there is the study of function variation and, finally, the proposed

guidance to graph construction.

Keywords: Polynomial function graphs. Limits. Derivatives. Practical Activity.
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Capitulo 1
Pré-Requisitos

No presente capitulo estudamos alguns conceitos e resultados utilizados como pré-

requisitos para o restante deste trabalho.

1.1 Supremo e Infimo de um Conjunto

Definicao 1.1.1. Seja A um conjunto de nimeros reais. O maior elemento de A, quando
existe, denomina-se mdzrimo de A e indica-se por max(A). O menor elemento de A,

quando eziste, denomina-se minimo de A e indica-se por min(A).

Definicao 1.1.2. Dizemos que um numero M ¢ uma cota superior de A se M for mdzimo
de A ou, se M for estritamente maior que todo niumero de A. Dizemos que M € uma
cota inferior de A se M for minimo de A ou, se M for estritamente menor do que todo
numero de A. A menor cota superior de um conjunto A, quando ewiste, denomina-se
supremo de A e indica-se por sup (A).

A mator cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se infimo de A e indica-
se por inf (A).

Se A admitir uma cota superior, entdo diremos que A € limitado superiormente. Se A

admatir uma cota inferior, diremos que A € limitado inferiormente.

Proposigao 1.1.3. Seja A C R, A # 0. Um elemento ¢ € R é o supremo de A se, e
somente se, ¢ € um limite superior de A e, dado € > 0 em R, existe a € A de maneira

que c — € < a.
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Demonstracao:

(=) Temos de provar apenas a segunda afirmacdo. Suponhamos que dado € > 0
tivéssemos r < ¢ — €, para todo x € A. Entao ¢ — € seria um limite superior de A e como
¢ — € < ¢ haveria uma contradi¢ao com a defini¢ao de supremo. Logo, deve existir a € A
de maneira que ¢ — € < a.

(<=) Seja ¢ um limite superior de A e suponhamos ¢’ < ¢. Sendo € = ¢ — ¢ entao
€ > 0ecd = c— e Por hipétese decorre entdo que existe a € A tal que ¢ < a o que é

absurdo uma vez que ¢’ é um limite superior de A. 0

Teorema 1.1.4 (Propriedade do Supremo). Todo conjunto de nimeros reais nao-vazio e

limitado superiormente (inferiormente) admite supremo (infimo).

Definicao 1.1.5. Uma sequéncia de niumeros reais ¢ uma fun¢ao x : N — R que a cada
nidmero natural n associa um niamero real x, = x(n), chamado de n-ésimo termo da
sequéncia. Denotaremos por (1, T, X3, ..., Ty, ...), 0U Por (Ty)nen, 0u simplesmente por

(), a sequéncia x : N — R.

Definicao 1.1.6. Uma sequéncia (z,,) € dita limitada, se existe ¢ > 0 tal que |z,| < c,

V n € N. Quando uma sequéncia (z,) nao é limitada, dizemos que ela € ilimitada.
Definicao 1.1.7. Seja (x,,) uma sequéncia.

e (x,) € decrescente se x,11 < x,, V n €N.

e (z,) € nao crescente se T, < T, ¥V 0 €N,

o (z,) € crescente se xr, < x, 11, Vn €N.

e (x,) € nao decrescente se r, < Tpy1, Vn €N.

As sequéncias crescentes, nao decrescentes, decrescentes ou nao crescentes sao chamadas

de sequéncias monotonas.

Definicao 1.1.8. Sejam (x,) uma sequéncia de nimeros reais e I wm nimero real. Defi-

nIMmos

lim z,=10l<Ve>0,Iny>0, tal que |z, —1] <€,V n=nyg.

n—>-+400
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Quando nao ezistir um nimero | para o qual (x,) convirja, dizemos que a sequéncia

(x,) diverge, ou que € divergente.
Teorema 1.1.9. Toda sequéncia mondtona e limitada de niumeros reais é convergente.

Demonstragao: Seja (z,) uma sequéncia de nimeros reais nao decrescente e limitada
e considere A = {xy, 9, ...,xp, ...} 0 conjunto de seus termos. Por hipdtese A é limitado
superiormente e, pelo Teorema 1.1.4, existe ¢ = sup(A). Vamos mostrar que IETOO Tn = C.
Seja ¢ > 0 dado. Como ¢ = sup(A), pela proposigao 1.1.3, existe ny € N tal que

c—e < x,, <c Como asequéencia é nao decrescente temos que se n > ng entao r,, < T,.

Assim, dado € > 0, existe ng € N tal que
n=nyg=c—€e< Ty STy <c+e, isto é |z, — | <e

A demonstracao para sequéncias crescentes é feita de forma andloga e para sequéncias

decrescentes ou nao crescentes também, apenas trocando o supremo pelo infimo. OJ

Observacao 1.1.1. Na demonstracao desse teorema mostra-se que se a sequéncia for
crescente ou nao decrescente ela converge para o supremo do conjunto de seus termos

{z1,9,...} € se for decrescente ou ndao crescente ela converge para o infimo.

Teorema 1.1.10 (Conservacao do sinal). Seja (x,) uma sequéncia, tal que lim z, = 1.
n——oo

a) Sel >0, entdo existe ng € N, tal que x,, > 0, para todo n > ny.
b) Sel <0, entao existe ng € N, tal que x,, < 0, para todo n > ny.
Demonstracao:

a) Como lim =z, = [ tomando-se em particular e = [ (por hipdtese [ > 0), existird um
n—-aoo

ng € N tal que

Vnz>ng, l—l<z,<l+],

e, portanto, x,, > 0.

b) Como lim x, = [ tomando-se em particular ¢ = —[ (por hipétese [ < 0), existird
n—-aoo
um ny € N tal que

Vnzng l+l<z, <l—1,

e, portanto, x, < 0. 0



12

Corolario 1.1.11. Seja (x,) uma sequéncia tal que lim z, = .
n—~oo

a) Se x, >0 entao | > 0.

b) Se x, <0 entao | < 0.

1.2 Limite e Continuidade

Nesta se¢ao estudamos os conceitos de limite e continuidade e mostramos algumas de
suas propriedades que serao utilizadas posteriormente. Para tanto, trabalharemos com

funcoes cujo dominio sao intervalos, Dy = I, ou intervalos menos um ponto, Dy = I'\{p}.

Definicao 1.2.1. Sejam f uma func¢ao, p um ponto do dominio de [ ou extremidade de
um dos intervalos que compoem o dominio de f e L € R. Definimos:

lim f(zr)=L<& Ve>0,35>0, tal queV p € Dy,

T—>p

O<|z—p|l<d=|f(x)—L|<e

Definigao 1.2.2. Sejam f uma fung¢do e p um ponto de seu dominio. Definimos:

f continua emp << Ve>0,30>0, tal queV p € Dy,
[z —pl<d=|f(z)— flp) <e

Dizemos que f € continua em A C Dy, se f for continua em todo p € A. Dizemos,

simplesmente, que f é uma funcao continua se f for continua em todo p de seu dominio.

Observacao 1.2.1. Suponhamos f definida em p. Comparando as defini¢coes de limite e
continuidade, resulta

f continua em p < lim f(x) = f(p).

T—rp

Exemplo 1.2.1. Vamos provar que f(z) = x* é continua em R.
Primeiro vamos mostrar que f € continua em 0. Vamos provar que, dado € > 0 existe
0 >0, tal que

|z — 0] <6 = |2? — 07| <e.
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Temos

12| < e & |z| < Ve
Tomando-se § = /€ teremos
|z — 0] <§=[2° — 0% < e

Logo, f(z) = x* € continua em 0.
Vamos provar, agora, a continuidade de f em todo p # 0. Seja € > 0 dado, € < p*. O

congunto solugao da inequagao

2% —p?| <€

€ dado por Iy U Iy, onde Iy = (\/p* — €,\/p* + €), I = (—/p* + €, —\/P* —€).
Sep >0 entio p € I e, como I, é aberto, existe 6 > 0 tal que (p — d,p+06) C ;. Assim

z—pl<d=zel = |2*—p*<e

Sep <0 entdo p € I e, como Iy é aberto, existe 6 > 0 tal que (p — d,p+0) C . Assim
lz—p|l<d=zelh=|2?—p*<e

Logo, f(x) = x* é continua para todo p real.

Exemplo 1.2.2. Vamos provar que f(x) = — € continua em todo p # 0.

SHE

ep>10

1
Seja € > 0 dado, € < —. A solugao da inequagao
p

1 1‘
——=|<e
r p
€ o intervalo aberto I = P , P . Como I € aberto e p € I, existe § > 0 tal que
1+pe 1—pe

(p—39,p+0) CI. Assim,
1 1

r p

lt—p|l<d=zel= <e€

1

e, portanto, — € continua.
x

ep <0

1
Seja € > 0 dado, e < ——. A solucdo da inequacdo
p
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p p
1+pe’ 1—pe

€ o intervalo aberto I = ( ) Como I € aberto e p € I, existe 6 > 0 tal que

(p—0,p+9) CI. Assim,
1 1

lt—p|l<d=zel=
r p

<€

1
e portanto, — € continua.
x
O teorema a seguir estabelece a relagao entre limite e sequéncia.

Teorema 1.2.3. Sejam f : X — R, p € X e L um numero real. A fim de que
lim f(x) = L € necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia de pontos x,, em X —{p}
T—p

com lim x, =p, tenha-se lim f(z,) = L.
n—r+00 n—r+00

Demonstra¢ao: Suponhamos, primeiro, que lim f(x) = L e considere uma sequéncia
T—p

x, € X — {p} com lirf x, = p. Seja e > 0 dado, como lim f(z) = L, existe 6 > 0 tal
n—-+00

T—p
que
reX,0<|z—p|l<d=|f(x)—L|<e. (1.1)
Como lir}rq rn, = p, existe ng € N tal que
n—-+0oo
n>mny=0< |z, —p| <9, (1.2)

pois x,, # p para todo n. Assim,

n>ng S 0< [z, —pl < 6% | f(2a) — Ll < e

L li = L.

ogo lim f(un)

Reciprocamente, suponhamos que dada z,, em X — {p} com lim z, = p tenhamos
n——+00

lirf f(x,) = L. Vamos provar que lim f(x) = L. Fagamos por absurdo, isto é, vamos
n—+00 T—=p

supor que lim f(z) # L. Entao existe € > 0 com a seguinte propriedade: V4§ > 0, 3z € X
T—p

1 1
tal que 0 < |x—p| < 0 mas |f(x)—L| > e. Fazendo § = — teremos x,, € X,0 < |z,—p| < —
n n
mas |f(z,) — L| > e. Assim, lirf T, = p mas ligl f(z,) # L, contrariando a hipétese.

O

Teorema 1.2.4. Sejam f e g fungoes tais que Im(f) € D,. Se lim f(x) = L eg

T—p

continua em L, entao

lim g(f(z)) = lim g(u) = g(L).

T—p u—>L
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Demonstracao: Sendo ¢ continua em L, ling(u) = ¢g(L). Precisamos provar que,
u—s»

Ve>0,30>0tal que
0<|z—pl<d = g(L)—e<g(f(z)) <g(l)+e
Como ¢ é continua em L, dado € > 0, existe d; > 0 tal que
L-—0<u<L+d=9L)—e<glu)<g(L)+e. (1.3)

Como lim f(x) = L, para §; > 0 acima existe 6 > 0 tal que

T—rp

O<|r—p|<d =L—-056<f(x)<L+6. (1.4)
De 1.3 e 1.4 segue-se que
0<|z—pl<d=g(L)—e<g(f(z)) <g(L)+e
Assim, segue o resultado. Il

Observagao 1.2.2. O teorema acima mostra que, se g for continua em L e lim f(x) = L,

entio lim g(f(z)) = g(L) =g (lim f(x)) | T—p

T—>Dp T—>p

Teorema 1.2.5 (Propriedades Operatérias dos Limites). Sejam f, g funcgdes tais que
lim f(x) =L, lim g(z) = L1 e k uma constante, entao:
T—p T—p
a) im(f 4+ g)(z) = L + L.
T—p
b) im(kf)(x) = kL.
T—p

o) lim(f9)(w) = LLy.

. L
d) ilg; (g) (x) = I desde que Ly # 0.

Demonstracao:

a) Queremos mostrar que dado ¢ >0, 3 § > 0 tal que

O<|z—pl<d=|[(f+9)(z)— (L+Li)|<e
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Como lim f(x)=L,dadoe> 0,3 >0talqueVp € Dy

T—rp

0<|J:—p|<51:>|f(x)—L|<§.

Como lim g(x) =Ly ,dadoe> 0,36, >0tal que Vp € D,

T—>p
€
0<|z—p|<ds=l|g(x)— L] <3

Assim, dado € > 0, tomando-se 6 = min{d,d2}, se 0 < |z — p| < ¢ entdo

(1.5),(1.6) €
|f(x) +g(z) = (L+ L) < |f(z) — LI+ [g(x) — L.| < t3

DO | ™

Dal, 0 < |z —p| <d=|(f+9)(z)— (L+ L) <e
b) Queremos mostrar que dado € > 0, 3 § > 0 tal que
0<lz—pl<d=|[(kf)(x) = (kL) <e
e k=0

kf(z) =0 para todo = € Dy, logo

lim kf(z) =0=F lim f(x).

z—p z—p
e k#£0
Como xlinpf(x) =L,dadoe>0,36>0talqueVp € Dy
O<|z—p|<d=|f(z)-L| < ﬁ
Como
|k(f(x) = L) = |K[|f(x) = LI,
temos

1.7),(1.8
ef(x) — kr| 2 )|k|ﬁ:e.

Dai, 0 < |z —p| < § = |kf(x) — kL| < e.

= €.

(1.5)

(1.6)
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¢) Temos que f(z)g(x) = i[(f(x) +9(x))* = (f(x) — g())?]. Assim, pelo teorema 1.2.4

e pelo exemplo 1.2.1, temos
Tim (£(2) 4+ g(0))? = (I (7(2) + 9(@)* = (L + Lo)? e
Tim (£(z) — g(a))? = (Jim (/(2) = g(@))* = (L — Ls)?. Dai

. 1
lim f(z)g(z) == [(L+ L)*> — (L — L)% = LL,.
z—p 4
) 1 :
d) Pelo teorema 1.2.4 e pelo exemplo 1.2.2) temos que lim —— = — e pelo item

T—>p 9@) B Ly

lim (f) (z) = lim f(z). lim —— — 2

T—p g

anterior,

1.3 Derivada de uma funcao

Nesta secao estudamos o conceito de derivada e suas propriedades.

Definicao 1.3.1. Sejam f uma funcdo real e p um ponto de seu dominio. O limite

i (@) = 1)

T—p r—0p
quando eziste e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p). Assim

o) — i T@ =)

T—p T —DP

Se f admite derivada em p, entao diremos que f é derivavel ou diferencidvel em p.
Dizemos que f € derivdvel ou diferencidvel em A C Dy se [ for derivdavel em cada
p € A. Diremos, simplesmente, que f € uma fungao derivavel ou diferencidvel se f for

derivdvel em cada ponto de seu dominio.
O préximo teorema apresenta as regras de derivacao.

Teorema 1.3.2. Sejam f e g derivaveis em p e considere k uma constante. Entdo
a) (f+9) ()= 1) +d (D)
b) (kf)'(p) = kf'(p).
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c) (f.9)(p) = f(pglp)+ fp)d(p)

Ny few) — f0)g )
Y <9> ®) = 9(p)?  5e 9(p) #0.

Demonstracao:

0) (f +9)(p) = lim LE+9@) = U ©) + () _

— lim (f(fc‘) — /() 9(z) -9
r—p r—0p

T—p

b) (k‘f)’(p) — lim kf($) _ k’f(p) _

T—p r—Dp T——>p r—p

= i | FO2I0 4 g2 =I0 g0+ 1019 0
f@) o)
AN L og@) gp) (@) — f(P)g() AW
! (9) L wlw< T—p ) (g<a:>g<p>)

Somando e subtraindo f(p)g(p) ao numerador resulta

([)’(p) . (f(x)—f(p)‘g(m_f(p)'g(fv)—g(p)) (g( )1 ) e, portanto,

g r—p T —p T—p z)g(p)
N ®e) — flp)d (p)
(5) #) = 9(p)? ' -

1.4 Extensoes dos Conceitos de Limite

Nesta secao estudamos os conceitos de limites infinitos e limites no infinito e algumas

de suas propriedades.
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Definicao 1.4.1. Seja f uma fungdo e suponhamos que exista a tal que |a,+oo[ C Dy.

Definimos

‘ Ve>0 36> 0 comd > a, tal que
lim f(z)=L <
phee r>0=|f(zr)—L| <e.

Definigao 1.4.2. Seja f uma fungao e suponhamos que exista a tal que | — oo, a[ C Dy.

Definimos

) Ve>0 36> 0 com—6 < a, tal que
lim f(z)=L <
e r< =0 =|f(x)-L|<e

Exemplo 1.4.1. Nesse exemplo vamos mostrar, usando as definicoes acima, que

1
lim — =0.
rz—s4oo T

Devemos provar que ¥ ¢ >0, 30 > 0 tal que x > § = < € no caso de x — +00 ou

xn
r < —=0= |—|<e€nocaso de x — —00.
x
Temos que
<<:>]”]>1<:>||>1<:>>1 < !
—|<e&|x - x> —4=r>—our < ——-.
" € e e e
. 1

Assim, tomando-se 0 = —= seque o resultado.

{L/E

Definigao 1.4.3. Suponhamos que exista a tal que |a,+oo] C Dy. Definimos:

) Ve>0 36> 0 comd > a, tal que
a) xirg@f(x)z%—oo(:) 5 £(o)
T >0 = ) > €.

) Ve> 036> 0 comd > a, tal que
b) lim f(z)=—0c0 &
pheo r>d0= f(z) < —e

Definigao 1.4.4. Suponhamos que exista a tal que | — 0o, a] C Dy. Definimos:

) Ve>0 36> 0 com—0 < a, tal que
a) lim f(z) =+o0 &
e r < —0= f(x)>e
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) Ve>0 36> 0 com—0 < a, tal que
b) lim f(z) = -0 &
T—r—00

r< —0= f(z) < —e

Teorema 1.4.5. Sejam f e g funcoes e L um niumero real.

a) Se lirf flz) = L, lirf g(x) = 400 entao lim f(z).g(x) = 400 se L > 0 ¢
T—r+00 T—r+00

T——+00

xllﬁloof(x)g(ac) = —o0 se L < 0.

b) Se lini f(z) =L, lim g(z) = —o0 entdo lim f(z).g(x)=—oco selL > 0e
Tr—>r+00

Tr—>—400 T—>+400

lim f(z).g9(z) = 400 se L < 0.

T—>+00

¢) Se lim f(z) = L, lim g(z) = 400 entdo lim f(x).g(x) = +o0 se L > 0 e

r——00

lim f(z).g(x) = —oco se L <0.

d) Se lim f(x) =L, lim g(zr) = —oco entdo lim f(z).g(x) =—oc0seLl > 0e
T—>—00 T—>—00

T—r—00

lim f(x).g(z) = +o0 se L < 0.
T—>—00
Demonstracao:
a) (Caso L > 0): Queremos mostrar que dado ¢ > 0,3 6 > 0 tal que
r>0= f(r).g(x)>e

Seja € > 0 dado. Como lim f(x) =L e L > 0, usando a defini¢ao, 3 §; > 0 tal

r—>+00

que

L L L
x>51:>L—§<f(:c)<L+§,istoé,0<§<f(x).

Como lim g(z) = +oo, por defini¢do, 3 d > 0 tal que

T—>—+00

€
x>62:>g(a:)>f.

Tomando-se 0=m&x{dy, Jo} temos
>0 = f(z).g(x) > e
(Caso L < 0): Agora queremos mostrar que dado € > 0, 3§ > 0 tal que

r>0= f(r)g(xr) < —e
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Como lim f(x) = Le L <0, temos que lim —f(z) = —L > 0 e usando a
T—>+00 T—>+00

definicao, 3 6; > 0 tal que

L L L
x>61:>§—L<—f(:v)<—§—L,ist0é,0<—§<—f($)'

Como lim g(z) = +o0, 3 d2 > 0 tal que

r—>+00

x>62:>g(:c)>—f>0.

Tomando-se 0=m&x{d;, I} temos
x>0 = —f(2).9(x) > = f(z).9(z) < —e.
(Caso L > 0): Queremos mostrar que dado ¢ > 0,3 ¢ > 0 tal que
r>0= f(r)g(xr) < —e

Seja € > 0 dado. Como lim f(x) = L e L > 0, usando a defini¢ao, 3 4; > 0 tal

Tr—>+00
que
L L L
x>51:>L—§ < f(x) <L+§,istoé,0<§<f(:c).
Como lirE g(x) = —o0, por definigdo, 3 d5 > 0 tal que
T—>+00
2 2
x>0 = g(x) < —fe,isto é, —g(z) > fe > 0.

Tomando-se d=méx{dy,d} temos
x>0= —f(x).9(z) >e = f(x).9(x) < —e.
(Caso L < 0): Agora queremos mostrar que dado € > 0, 3§ > 0 tal que
r>d0= f(r)g(r)>e

Como lim f(x) = L e L <0, temos que lim —f(z) = —L > 0 e usando a
r—>+00 r—>+00

defini¢ao, 9 4; > 0 tal que

L L L
x>61:>§—L<—f(x)<—§—L,istoé,0<—§<—f(:v).
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Como lim g(z) = —o0, 3 2 > 0 tal que

r—>400

T >0 = g(x) < % < 0,isto é, —g(x) > —— > 0.
Tomando-se d=méx{dy,d2} temos
x>0 = f(x).9(x) >e.
¢) Demonstracao andloga ao item a).

d) Demonstragao anédloga ao item b).

Exemplo 1.4.2. Nesse exemplo vamos mostrar, usando a definicao que

lirE " =+o00, Vn €N. Queremos mostrar entdo que ¥ € >0, 36 > 0 tal que
T—>+00

>0 = 12" > €.

Dado € > 0 temos
" >es Vat > (ﬁ@)ox> Ve

Tomando 6 = {/e, seque o resultado.

Exemplo 1.4.3. Como no exemplo anterior, usando a defini¢do mostraremos que

. n +00 ; n par
lim 2" = VneN
T —00; n fmpar

Queremos mostrar que ¥ € >0 ,3 9 > 0 tal que

x" > €,5e n € par.
r< ==

" < —e€,sen € impar.
Se n par temos:
" > e Yan > {L/Egm > e x> e oux < —J/e
Em (%), usamos que |x| = /z™, se n € par.
Se n impar temos:
"< —ee Y < Y—eox < — /e

Assim, tomando § = /e em ambos os casos, seque o resultado.



Capitulo 2

Graficos de Funcoes

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados que nos auxiliarao a esbogar graficos

de funcoes.

2.1 Resultados auxiliares

Nesta secao apresentamos uma série de resultados importantes para este trabalho.

Teorema 2.1.1. (Teorema dos Intervalos Encairantes)
Seja [ag, bol, [a1, b1], [ag, ba], ..., [an, bpl, ... uma sequéncia de intervalos fechados satisfazendo

as sequintes condigoes:
i) [ao, bo] 2 [a1,b1] 2 [az,ba] 2 ... 2 [an, by] 2 ...
it) Vr>0, 3neN tal que b, — a, <.

Nessas condigoes, ﬂ [a;, b)) = {c}.
i>0
Demonstragao: Considere os conjuntos A = {ag, ai, ..., ay, ...} € B ={bg, by, ..., b,,...}.

Vamos mostrar que A é limitado superiormente e B é limitado inferiormente. Para isso,

vamos mostrar que

A < by, vV m,n € N. (2.1)

De fato, sejam m,n € N. Se m > n temos, por (i), [am,bn] C [an, by]. Logo,

am <bm <bn

23
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Se m < n temos [an, by] C [am,bn]. Logo an < a, < b,. Pelo Teorema 1.1.4 existe
a = sup(A) e b=1inf(B) e por 2.1 temos que a, < a < b, e a, < b < by,.
Vamos mostrar que a = b. De fato, |b — a| < b, — a,,V n e assim, pela condigao (i7)

temos |b —a| <7,V r >0, entdo b —a = 0. Logo a = b. O]

Teorema 2.1.2. (Teorema do Anulamento) Se f for continua em [a,b] e se f(a) e

f(b) tiverem sinais contrdrios, entdo existird pelo menos um ¢ em [a,b] tal que f(c) = 0.

Demonstracao: Vamos supor que f(a)f(b) < 0 e, sem perda de generalidade, vamos

supor f(a) > 0e f(b) <O.
agp +b0

Faca ag = a, by =0, ¢y = . Se f(cp) = 0, segue o resultado. Se f(cy) > 0 faca

ar = co, by = by. Se f(co) <0 faga ay = ag, by = .

Em ambos os casos temos f(a;) >0, f(by) <0eb —a = %(bo — ap).

Seja ¢ = al;bl. Se f(c1) = 0 o resultado estd demonstrado. Se f(c;) > 0 faga
as = c1, by =by. Se f(c1) <0 faga ag = ay, by = ¢;.

Em ambos os casos temos f(ag) > 0, f(by) <0 e by —ag = %(bl —ay) = i(bo — ag).

Seguindo o raciocinio, para cada n € N encontramos a,,, b,, ¢, satisfazendo f(c,) =0 ou
Flan) >0, f(by) <0 e by — ay — 2in(bo — a).

Se, para algum n, f(c,) = 0 o resultado estd demonstrado. Caso contrario, temos
uma sequéncia de intervalos fechados [a,, b,] satisfazendo as condigoes do Teorema 2.1.1.
Nesse caso existe um c¢ real tal que ¢ € [a,,b,], ¥V n € N e, além disso, pela observagao

1.1.1

lim a, = lim b, =c.
r——+00 r—r+00

Como f é uma funcao continua, pelo Teorema 1.2.3

lim f(an) = lim f(bn) = f(c)

n—-+o0o n—-+o00

e pelo Corolédrio 1.1.11 f(¢) = 0 e f(c) < 0. Logo f(c) =0. O

Teorema 2.1.3. (Teorema do Valor Intermedidrio) Se f for continua no intervalo
fechado [a,b] e se v for um nimero real compreendido entre f(a) e f(b), entao existird

pelo menos um ¢ em [a,b] tal que f(c) =1.
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Demonstragao: Sem perda de generalidade vamos supor f(a) <y < f(b). Considere-
mos a funcao g(z) = f(x) — ~ definida em [a, b]. Sendo f continua em [a,b], g também é
continua e temos

g(a) = f(a) =7 <0, g(b) = f(b) =7 > 0.

Pelo Teorema 2.1.2, existe ¢ em [a, b] tal que g(c) = 0, ou seja, f(c) = 7. O

2.2 Teorema do Valor Médio

Nesta secao enunciamos e demonstramos o Teorema do Valor Médio, que é um resul-

tado fundamental para os objetivos deste trabalho.

Definicao 2.2.1. Sejam f uma fun¢do, A C Dy e p € A. Dizemos que f(p) € o valor
mdzximo de f em A ou em p um ponto de mdximo de f em A se f(x) < f(p), para todo
x em A. Se f(x) > f(p) para todo x em A, dizemos entao que f(p) € o valor minimo de

f em A ou que p € um ponto minimo de f em A.

Definigao 2.2.2. Sejam f uma fung¢do e p € Dy. Dizemos que f(p) € o valor mdzximo
global de f ou que p é um ponto de mdzimo global de f se, para todo x em Dy, f(x) < f(p).
Se, para todo x em Dy, f(x) > f(p), diremos entdo que f(p) é o valor minimo global de

f ou que p € um ponto de minimo global de f.

Definigao 2.2.3. Sejam f uma funcao ep € Dy. Dizemos que p é ponto de mdzimo local

de f se existir r > 0, tal que

para todo x em |p—r,p+r[ () Ds. Por outro lado, dizemos que p é ponto de minimo local

de f, se existir r > 0, tal que

para todo x em |p —r,p+ 1] () Dy.

Teorema 2.2.4. Seja [ uma funcgao derivavel em um ponto p interior a seu dominio. Se

p € ponto de mdximo ou minimo de f entao f'(p) = 0.
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Demonstracao: Vamos supor que p seja um ponto de maximo local de f. Como p é

ponto interior, podemos supor que existe r > 0 tal que

flx) < f(p), Ve e(p—rp+r)C Dy

Sendo f derivavel em p temos f'(p) = lim M Queremos mostrar que
a—=p T — P
f'(p) = 0. Sejam (z,), (y,) sequéncias satisfazendo lir}rq T, = 11111 Yo =P, T < P e
n—-+0o0 n—-+0o
yn = p. Pelo Teorema 1.2.3, temos que
f(@n) = f(p fyn) — f(p
Tpn — P Yn — P
Como
f(xn)_f(p) 206 f(yn)_f(p) <0’
Tp —P Yn — P

pelo corolario 1.1.11 temos f'(p) > 0 e f'(p) < 0. Logo f'(p) = 0. A demonstracao é

analoga para o caso de p ser ponto de minimo local. Il

Teorema 2.2.5 (Teorema de Weierstrass). Se f for continua em [a,b], entao existirao

x1 e o em [a,b] tais que, f(r1) < f(x) < f(x2) para todo x em [a,b].

Teorema 2.2.6 (Teorema de Rolle). Se f for continua em [a,b], derivdvel em (a,b) e

fla) = f(b), entao existird pelo menos um ¢ em (a,b) tal que, f'(c) = 0.

Demonstragao: Se f for constante em [a,b], entdao f'(z) = 0 em (a,b); logo existira c
em (a,b) tal que f'(c) = 0. Suponhamos, entdo, que f nao seja constante em [a, b]. Como
f é continua no intervalo fechado [a, b], pelo Teorema de Weierstrass, existem x; e xo em
[a,b], tais que f(z1) e f(x2) sdo, respectivamente, os valores méximo e minimo de f em
la,b]. Como f(z1) # f(x2), pois estamos supondo f nao-constante em [a, b], segue que x;
ou x5 pertence a (a,b) (usando a hipétese f(a) = f(b)), dai f'(z1) = 0 ou f'(x2) = 0 pelo
Teorema 2.2.4. Portanto, existe ¢ em (a,b) tal que f'(c) = 0. O

Agora podemos, entao, demonstrar o Teorema do Valor Médio.

Teorema 2.2.7 (Teorema do Valor Médio). Se f for continua em [a,b] e derivavel (a,b),
entao ezistird pelo menos um ¢ em (a,b), tal que

f(b) = f(a)

b_a = f'(c) ou f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).
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f(b) = f(a)
b—a
por g(x) = f(z) — S(x), x em [a,b]. Sendo f e S continuas em |[a, b] e diferencidveis em

Demonstragao: Considere a fungao S(z) = f(a) + (x — a) e seja g dada

(a,b), entdo g é continua em [a, b, derivavel em (a,b), além disso, g(a) = g(b). Assim,

pelo Teorema 2.2.6 existe ¢ em (a, b) tal que ¢’(¢) = 0. Temos

J(@)= 1) - (@), 8 = 1O,
e assim ¢'(x) = f'(z) — w. Entao
)~ (0

gc)=0= f(c) - = 0= f(b) = fa) = f(c)(b—a).

b—a

OJ

Observacao 2.2.1. Geometricamente este teorema mostra que se S é a reta passando
pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), entdo ezistird pelo menos um c € (a,b), tal que a reta

T, tangente ao grdfico de f no ponto (c, f(c)), € paralela d reta S.
YA

1 r
f®)

f@

o |

Exemplo 2.2.1. Neste exemplo vamos mostrar que todo polinomio de grau impar possui
uma raiz real. Seja entdo p : R — R dado por p(x) = a,2"™ + a, 12" + ... + a17 + ay,

com n um inteiro impar e a, # 0. Temos entdo que

Qp, a1
n—1

L
X X

_|_

. . a +oo, se ap > 0.
lim p(z) = lim 2" <an + —2) ’ "
Ereo Treo X —00, se a, < 0.
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Qn

I
X i

_|_

a ag —0o0, se a, > 0.
n—1 _> -

lim p(z) = lim 2" <an +

— — n
T T X +00, se a, < 0.

Isso significa que, p(R) = R e, pelo Teorema 2.1.2 , existe ¢ € R tal que p(c) = 0. Logo ¢
¢ raiz de p(z).

2.3 Crescimento, Decrescimento e Concavidade

Nesta secao estudamos as fungoes com relacao a concavidade e intervalos de cresci-

mento e decrescimento.
Definicao 2.3.1. Sejam f uma funcao e A um subconjunto do dominio de f.

o f € crescente (decrescente) em A se, quaisquer que sejam s et em A, s < t =

f(s) < [(t) (f(s) > [(t)).
o f é nao decrescente (nao crescente) em A se, quaisquer que sejam s et em A,
s<t= f(s) < f(t) (f(s) = (1))
Teorema 2.3.2. Seja f derivdvel no intervalo 1.
a) Se f'(x) > 0 para todo x interior a I, entao f serd crescente em I.
b) Se f'(x) < 0 para todo x interior a I, entdo f serd decrescente em I.
Demonstracao:

a) Precisamos provar que quaisquer que sejam s e t em I,

s<t= f(s) < f(t).

Sejam entao, s e t em I, com s < t. Da hipétese, segue que f é continua em [s, ] e

derivéavel em |s,t[. Pelo Teorema 2.2.7 existe T €]s, t[ tal que

f@&) = f(s) = f'(@)(t = s).
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Como f'(T) > 0, pois T estd no interior de I e t — s > 0 segue que f(t) — f(s) >0

ou f(s) < f(t).
Portanto

Vs, t e l,s<t= f(s)<f(t).
b) Precisamos provar que quaisquer que sejam s e ¢t em 1,

s<t= f(s) > f(t).

Sejam entao, s e t em I, com s < t. Da hipétese, segue que f é continua em [s, ] e

derivéavel em |s,t[. Pelo Teorema 2.2.7 existe T €]s, t[ tal que

f@) = f(s) = (@)t = s).

Como f'(Z) < 0, pois T estd no interior de [ e t — s > 0 segue que f(t) — f(s) <0

ou f(s) > f(t).
Portanto

Vs, tel,s<t= f(s)>f(t).

Definicao 2.3.3. Seja f derivdvel no intervalo aberto I e considere p um ponto de I. A

reta tangente ao grdfico de f mno ponto (p, f(p)) €

y—f(p)=f' ) (x—p)ouy=f(p)+ f(x—p).

Deste modo, a reta tangente em (p, f(p)) € o grdfico da funcdo T dada por

Ty(x) = f(p) + f'(p)(x — p).

Definicao 2.3.4. Dizemos que f tem a concavidade para cima no intervalo aberto I se
f(x) > Tp(x) quaisquer que sejam x e p em I, com x # p.
Dizemos que f tem a concavidade para baizo no intervalo aberto I se f(x) < T,(x)

quaisquer que sejam x e p em I, com x # p.
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Definicao 2.3.5. Seja p € Dy e considere f uma fungao continua em p. Dizemos que p
€ ponto de inflexdo de f se existirem numeros reais a e b, com p € la,b[ C Dy, tal que f

tenha concavidades de nomes contrdrios em |a, p| e |p, .

Teorema 2.3.6. Seja f uma funcao que admite derivada até a 2* ordem no intervalo

aberto I.

a) Se f"(x) > 0 em I, entao f terd a concavidade para cima em I.

b) Se f"(x) < 0 em I, entao f terd a concavidade para cima em I.
Demonstracao:

a) Seja p um real qualquer em I. Precisamos mostrar que, para todo x em I,

x#p, flz)>T,(x).

Consideremos a fun¢io g(x) = f(x) — Ty(z), x € I. Vamos provar que g(x) > 0
para todo x em I, v # p.
Temos
g'(x) = f'(z) = T(x)
Ty(x) = ['(p)
dat

g'(z)=f'(x) = f(p), v €L

Como f"(x) >0 em I, seque que f" € estritamente crescente em I. Entdo,

g (x) > 0 parax > p

g (z) < 0 para x < p.

Seque que g € estritamente decrescente em { x € I | x < p } e estritamente crescente

em{x €l |xz>p}. Comog(p) =0, entio
g(x) >0,V eml, x+#p.

b) Seja p um real qualquer em I. Precisamos mostrar que, para todo x em I,



31

xr # p, f(z) <T,(x).

Consideremos a fungao g(z) = f(z) — Tp(x), x € 1. Vamos provar que g(xz) < 0
para todo x em I, x # p.

Temos
9'(z) = f'(z) = T)(z)
Ty(z) = f'(p)

dat

g (x)=f'(z)— f'(p), v €.

Como f"(x) <0 em I, seque que f’ € estritamente decrescente em I. Entao,

g (x) < O0parax >p

g'(z) > 0 para x < p.

Segue que g € estritamente crescente em { x € I | x < p } e estritamente decrescente

em{xel|xz>p} Comog(p)=0, entio

g(x) <0,V zeml, v #p.

2.4 Graficos

Utilizando tudo o que foi visto até agora, para o esbogo do grafico de uma fungao f,

podemos seguir o seguinte roteiro:
a) explicitar o dominio;
b) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento;
c¢) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexao;

d) calcular os limites laterais de f em p, nos casos:
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(i) p ¢ Dy, mas p é extremo de um dos intervalos que compoem Dy;

(ii) p € Dy, mas f nao ¢é continua em p;
e) Calcular os limites para @ — +00 e £ — -00;
f) determinar ou localizar as raizes de f.

Exemplo 2.4.1. Esboce o grdfico de f(z) = 2% —2? —x + 1.
a) Dy =R, uma vez que a fungdo € polinomial.

b) Intervalos de crescimento e decrescimento.
Para isso, calculamos f'(z) e estudamos seu sinal:

f(z) =32% — 2z — 1.

32 —2r—1=0 < o

f(x) >0 para x < —% oux >1;

f'(x) <0 para —% <z <l

c) Concavidade e pontos de inflexdo.

Agora, calculamos f"(x) e estudamos o seu sinal:
f'(x) =6z —2.

6r —2 =0 <= x = —. (ponto de inflexdo)

—_
W =

f"(x) >0 para x > 3
1
f(x) <0 para x < 3

d) Como f € continua em R, precisamos apenas calcular os limites para v — +00 e

T — —00.
3 3 2 . 3 [ ]. 1 1 T
lim [z°—2°—2+1]= lim 2°|l——-—-—=+4+ —| =4
r—>+00 T—+00 i T xr2 ZE?’_
1 1 1
lim [*—a2?—2z+1]= lim 2*[1-- - S+ =| =-c0
T—>—00 T—>—00 T xr2 I3_

e) As raizes de f sao -1 e 1 (1 € raiz dupla).
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Capitulo 3

Minicurso proposto aos alunos do

Ensino Médio

Neste capitulo, descrevemos como foi proposta aos alunos da terceira série do Ensino
Médio a ideia da construcao de graficos das fungoes polinomiais do 3° grau com base
no Calculo, utilizando-se dos conceitos de limite e derivada. O tema foi abordado com o

nome de “Nocoes de limites e derivadas para construgao de graficos de fungao polinomial”.
Limites

Seja a funcao f: R — R, definida por f(x) = = + 3 e o grafico cartesiano correspon-

dente:

34



35

z | flx)=2+3
0 3
1 4
1,5 45
1,75 4,75
92.25 5,25
25 5,5
3 6
4 7

Notamos que, para valores de x cada vez mais proximos de 2, temos valores de f(x)

cada vez mais proximos de 5.

Em simbolos:

lim (x + 3) = 5.
T—>2
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Outro exemplo:

Seja a funcio f : R — {3} — R, definida por f(z) = —

2

5 observe a tabela:

=
2

v | f) =t
2 5

25 5,5

2.75 5,75

2,9 5,9

3.1 6.1

3.25 6.25

3.5 6.5
4 7

Observe que, embora a funcao nao esteja definida em x = 3, para valores de = cada

vez mais proximos de 3, tempos valores de f(z) cada vez mais préximos de 6.

Em simbolos:

Definigao 3.0.1. Considerando uma funcao f(z), definida num intervalo I, temos que
o limite de f(x), quando = tende a a, é o numero b, se para todo ¢ > 0, existir, em

correspondéncia, um nimero § > 0, tal que se 0 < |x —a| < 0 entdo |f(x) —b| < e.
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Em simbolos:

lim f(z) =b&Vex>0,36>0||z—a|l<d=|f(x)—b <e.

Tr—a

Exemplo:

Considere a funcio f: R — R tal que f(z) = 2? — 4 e seu grafico:

r | flz)=2%—-4
2,5 2,25
2,6 2,76
2.7 3,29
2.8 3,84
2.9 4,41
3.1 5,61
3.2 6,24
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Sendo que o dominio de f(x) é o conjunto dos nimeros reais, que f(3) =5 e que os

valores de f(x) se aproximam de 5, para valores de x préximos de 3, entao:

lim f(z)=>5.

r—3

Propriedades dos Limites

Ao definir limite, chegamos a expressao lim f(z) = b.
r—ra
Sejam as fungoes f(z) e g(x), definidas num certo dominio D, tais que lim f(z) =L
r—ra

e lim g(z) = M, valem as seguintes propriedades:
Tr—ra

1. Limite da soma: lim [f(z) +g(x)] =L+ M

rT—ra

2. Limite do produto: lim [f(z).g(x)] = L.M

Tr—ra

Exemplo:

Calcule os limites:

a) mligll(?)xz +2r—1) =3.(1)24+2.(1) - 1 = 4.

b) lim (z+3).(x —5) = xlin2(x +3) . zliLnQ(ﬂc —5) =5.(-3) =—-15.

r—>2
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Limites envolvendo os simbolos —oco e +00

Analisemos as seguintes fungoes:

a) f(z)= %, sendo f: R* — R

T

z | f(x) ~
10 !
) '110
-5 _§
-3 =
:1&
9 Z

2
-1 -1
1 1

I
2 _

1
-
.
10 —

10

Note que, quando z assume valores cada vez maiores, f(x) se aproxima cada vez

mais de zero. Assim:

1
lim — =0.
r—+00 I

E quando z assume valores cada vez menores, f(x) se aproxima de zero. Assim:

lim — =0.
T—>—00 I
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b) f(z) =5, sendo f: R— {3} — R

1

o] fla) = —
A

2
2 -1
4 1

1
o 2

Fazendo x tender a —oo e x tender a +oo, temos:

lim f(z)=0 e lim f(z)=0.

Tr—>—00 r—>—400

c) Seja a funcdo f: R — R definida por f(z) = ax® + bx® + cx + d, com a,b,c e
d € Rea#0, temos que:

Sea<0 lim f(zr)=+4c0e lim f(z)=—00
T——00 T—>+00
Sea>0 zin_loof(x) =—00 € zirgoof(x) = 400

Portanto, toda funcao polinomial de grau 3, possui, pelo menos, uma raiz real.

Exercicios

1. Determinar os limites:

a) lim z;
r—>r+00

b) lim (2 — 1000000);

Tr—r—00

c) lim (x+5);
r—>+00

d) lim >

z—stoo 2 4+ 1’
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1
e) lim (m + —> :
r—>—00 €T
2. Calcular:

)i ?+at+r—3
& z—1>1200 22 —-2x+1

2?4+r—1
b) 1 —_—
) w—l>n—1005x2—|—:c+1’

. 92?4+ 1 -3
¢) lim ————u.
z—+oo 4+ x4+ 5
Derivada de uma fungao em um ponto

O desenvolvimento dos estudos matematicos acompanhou a necessidade do homem
de conhecer melhor o universo fisico que o cerca. Particularmente, o calculo teve sua
aplicacao estendida aos fenomenos fisicos mensurdveis como, por exemplo, eletricidade,
ondas de radio, som, luz, calor e gravitacao.

A seguir, estudaremos as derivadas, parte fundamental do célculo.

Considerando uma funcao f dada por y = f(z), continua e definida num intervalo A,

e xo um elemento desse intervalo representada no grafico.

Se a variavel z for acrescentando Az a partir do ponto xg, teremos z¢o + Az = x ou

Azr =z — x (incremento da varidvel z).
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Logo, a fungao f(x) também serd acrescentado Ay a partir de f(zy). Entao
f(zo) + Ay = f(x) ou Ay = f(z) — f(xo) (incremento da fungao).
Chamamos de razao incremental da fungao f(z), a partir do ponto xg, a razdo entre

esses acréscimos Ay e Az,

fz) = fwo)

x—x0

Dizemos que a fungao f(x) é derivavel no ponto zg, se o limite da razao incremental
x)— f(x A
lim M ou lim =Y existir e for finito.
T—T0 xr — X Az—0 Az
Nesse caso, a derivada da fungao f(x) no ponto z, serd determinada pelo valor desse

limite é representada por f'(zg), ou seja

o) — 1 1) 1)

T—rx0 T — ])0

2

Exemplo: Calcule a derivada da func¢ao f(x) = z* no ponto zy = 3.

Significado geométrico da derivada

Para entender o significado geométrico da derivada é importante rever o conceito de
coeficiente angular da reta, abordado em Geometria Analitica.

Considere a fungao y = f(z) continua e definida no intervalo A, cujo grafico é repre-
sentado pela curva C, sendo = e xy elementos desse intervalo, com x # x.

Se a reta s, secante a curva C, é determinada pelos pontos Py(xo, f(z0)) e P(x, f(x)),
f(@) — f(xo)

r — Tg

podemos dizer que o coeficiente angular de s é tga = , que corresponde a
razao incremental de f(x) no ponto z.

Observe que se Az tende a 0, ou seja, se x tende a xg, o ponto P se aproxima de Py
e a reta secante s tenderd a reta t, tangente a curva C' no ponto F.

Se a reta s tende a reta t, entao « tende a . Portanto,

i @) = f )

T—rx0 T — xo

= tgp.
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Entao, concluimos que:

f'(xo) = tg8.
A derivada da fungao f(x) no ponto z( é igual ao coeficiente angular (tgf3) da reta t,
tangente ao grafico da fungao f(x) no ponto Py(zo, f (o))
A equagao da reta t pode ser assim representada: f(z) — f(zo) = f/'(zo).(x — xp), ou

ainda, se f(z) =y, temos:

y — f(wo) = f'(w0).(x — x0).

Exemplo:

2

Considere a reta t, tangente a curva definida por f(x) = x*, no ponto de abcissa 2,

determinar:

a) o coeficiente angular da reta t;

b) a equagao da reta t.

Derivadas de funcoes elementares

Vamos calcular as derivadas das principais fungoes elementares, utilizando a definicao

ja vista, de tal forma que a sistematizacao dos resultados obtidos facilite o nosso estudo.

1. f(x) = ¢ (fungao constante).

f'(xg) = lim —f(:c) — f(zo) = lim c-C_ 0.
T—>X0 T — 2o T—xo0 T — X
~fl(x)=0.
2. f(z) = cx (funcao linear).
f(xo) = lim —f(x) — f(xo) = lim &7 fim —c(x ) =c
T—>T0 €Tr — {EO rT—xr0 T — xo T—>T0 T — .’L‘O

L fl(z)=c.
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3. f(z) = ca?
f/(xO) _ hm f(‘r> — f(l'o) — h CCEQ — C‘/L‘(z) — h C(ZE + IO)(‘T — IO) — C.2f1f0 —
T—>X0 T — X rT—x0 T — X T—rx0 r — TIg
= 2cxg
o (x) = 2c.
4. f(x) = cx’.
f/(xO) — hm f(l') — f(l'()) — llm ng — ng — hm C(ZE _ m0)‘('1;2 + 'CC:L‘O + l’%) —
T—>T0 r — Xo T—x0 XL — T T—x0 T — Xo

= lim c(a® + 2 + 23) = ¢.37) = 3cx}.
T—>XQ

oo f!(x) = 3ea.
Sejam duas fungoes u(x) e v(z), derivaveis no ponto x, temos:
a) Derivada da soma: f(z) = u(z) +v(z) = u/(x) + v'(z).
b) Derivada da diferenga: f(x) = u(x) —v(z) = v/(z) — v'(z).

Exercicios:

1. Determine as derivadas das seguintes fungoes:
2) f(z) =~z

b) f(z) = -9z + 2;

c) flx) =Tr -4

d) f(z) =2 +2+2;

e) f(z) = =72+ 22% 4+ 5z + 6.

2. Considere f(z) = 22% — 152% + 36x — 7 e g(x) = 2> — 62 + 11z — 6, determine
f'(0) = 24'(1).
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Crescimento e decrescimento das funcgoes

Considere a fungao f(z) = az® + bx + ¢, com a > 0.

Sabemos que
- ) . b A
e 0 vértice da pardbola é o ponto V = | ——, —— |;
2a°  4da
e nesse ponto a reta tangente é paralela ao eixo Oz;
b ~ s s .
e 1no ponto xg = ~5q a fung¢do assume seu menor valor (z é chamado de minimo local
a
da fungao);
b -, . ,
e 1o intervalo Ilz(—oo, —2—> a funcao é decrescente, isto é, dados z1, z9 € I, se
a
x1 < To, entdo f(z2) < f(x1);
e 1o intervalo Io,= “og’ +o0o | a fungao é crescente, isto é, dados x1, xo € I, se x1 < x2,
a
entao f(z1) < f(xa).
Todas essas informagoes podem ser obtidas da seguinte forma:
e calculamos f'(z) = 2az + b;
e fazendo o estudo do sinal de f’, percebemos que:
b
-flx) =0 0=——;
f(a) .
-flle)<0exele

-fllx) >0 x el
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Agora, analisemos a funcao f(z) = az? + bz + ¢, com a < 0.

Percebemos que, ao fazer o estudo do sinal de [’
b
_f(x)_0<:>x__%’
-flle)y <0 xele
-f(z) >0 xel.

b
Neste caso, temos que xg = ~5a é o ponto em que a fungado assume seu maior valor (g
a

é chamado de maximo local da fungao).

Concavidade

Consideremos novamente a funcao f(x) = az? + br + c¢. Sabemos que o grafico dessa
fungao é uma parabola com a “boca” voltada para cima se a > 0 e com a “boca” voltada
para baixo se a < 0. Note que f”(x) = 2a e, portanto, o sinal de f” depende do sinal
de a. Podemos desconfiar, entao, que a segunda derivada de uma fungao (f”) nos fornece
informagoes sobre a concavidade das fungoes. Essa desconfianca pode ser confirmada o-

lhando o exemplo a seguir:

Seja a funcao f(z) = 23, temos:
o f'(x) = 3%
-f(z)=0<2=0;
-f'(z) > 0 Yz € R* (funcdo crescente).
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o f"(x) = 6u;
_f//(x

) =0 < 2z =0 (ponto de inflexao);
-f"(z) < 0 < 2 < 0 (concavidade para baixo);
)

-f"(x) > 0 < x > 0 (concavidade para cima).

Observe seu gréfico:

¥
1.0 ;
- lllllll
0.5t P
- -)j’.l‘
//’
1 1 —E —'-'P-)-.lj 1 1 ‘x:
-1.0 0.5 0.5 1.0
.f//
y
i
-0.5}
."I;
|'|Il.ll|l
-1.0¢

Baseado nas informagoes anteriores, podemos montar um roteiro para desenharmos

graficos de fungoes:

1. Verificamos o crescimento da funcao e seus extremos (através de f'(x));
2. Verificamos a concavidade e o ponto de inflexao (através de f”(z));

3. Determinamos a raiz, se possivel.
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Construa o grafico das funcoes, de acordo com o roteiro acima:
1. f(x)=2a%—3z% - 9;

2. f(z) =23 —32° +2;

3. f(x) = —2® —22% — x;

4. f(x) = 4a® — 2% — 242 — 1;

5. f(x) =23 — 222 + o — 2.
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Atividades

Aqui estao alguns dos exercicios realizados pelos alunos na aplicacao deste minicurso.
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1
©) f(o): 0-300)+2
‘?}X‘:X 3 +2 '?’o):.;)d
) 2 -
(jf*’)“j" 6 x Q“):S’aqu
i , ezl =8-12+2
3)(()‘02)-0 /V \A /a Je’l\:—l
5}:0 oL X¥=2 __:__‘_;__
Yon
N
y\lk):g?_é
O‘ék—é
Y:é/
(%)
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