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RESUMO

Na Grécia Antiga, os sabios buscaram a resolucédo de problemas que se
baseavam na constru¢cdo geométrica utilizando exclusivamente dois
instrumentos: a régua ndo graduada e o compasso. Alguns desses
problemas se tornaram classicos por exigirem, dentro do desenvolvimento
da Matematica, grandes esforcos para se chegar a uma solucdo. Sao eles:
a duplicacdo de um cubo, determinando o lado de um cubo, cujo volume é
o dobro do volume de um outro cubo dado, a trissecdo de um angulo, que
€ dividir um angulo em trés partes iguais ou trés angulos de medidas
exatamente iguais e a quadratura de um circulo, que consiste em construir
um quadrado com area igual a de um circulo dado. Neste trabalho
apresentaremos algumas constru¢cdes geométricas com régua nao
graduada e compasso, algumas solu¢des encontradas que ndo estavam
de acordo com as regras estabelecidas e desenvolveremos a
fundamentacdo algébrica que demonstra a insolubilidade dos trés
problemas classicos citados.

Palavras-chave: régua. compasso. fundamentacédo algébrica. problemas
classicos.



ABSTRACT

In ancient Greece, the sages sought to solve problems that were based on
geometric construction using only two instruments: non-graduated ruler and
compass. Some of these problems have become classics because they
require within the development of Mathematics, great efforts to reach a
solution. They are: the duplication of the cube, the side of a cube whose
volume is twice the volume of a given cube; the trissec¢ao of an angle, which
is to divide an angle into three equal parts or three measures angles exactly
equal and the squaring of a circle, which consists of constructing a square
with the same area as a given circle. In this work we present some
geometric constructions with non-graded ruler and compass, some
solutions that were not in accordance with the rules laid down and develop
the algebraic reasoning which demonstrates the insolubility of the three

classic problems cited.

Keywords: ruler. compass. algebraic reasoning. classic problems.
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1. INTRODUCAO

A Antiga Grécia foi o berco da geometria que conhecemos nos dias
atuais. Os trés primeiros séculos da matematica grega sdo considerados o
periodo de maior relevancia das importantes contribuicbes para o
desenvolvimento dessa ciéncia. Durante esse periodo, iniciando com Tales de
Mileto (por volta de 600 a.C.), trés linhas de desenvolvimento se destacaram.
A geometria, iniciada pelos pitagoricos que ja dispunham de notaveis
conhecimentos matematicos, € uma delas. Os gedbmetras, até entdo, ja sabiam
como utilizar a régua ndo graduada e o compasso de modo a transformar um
triangulo em um quadrado de area equivalente ou ainda, por um ponto qualquer
tracar uma reta perpendicular a uma reta dada, bem como dividir um angulo na
metade. Todos esses resultados culminaram no mais importante trabalho de
Euclides (por volta de 300 a.C.): Os Elementos. As outras duas sdo a geometria
superior (voltada para o tratamento de curvas além da reta e da circunferéncia)
e o tratamento dos processos infinitesimais, das quantidades infinitas e das
somas infinitas.

Grande parte da evolugdo destes conceitos surgiu da tentativa de se
resolver trés grandes problemas, conhecidos como os problemas classicos da
Grécia Antiga, fazendo uso apenas de régua nao graduada e compasso: a
duplicacdo do cubo, a trissecdo de um angulo e a quadratura do circulo. Neste
trabalho, apresentaremos um breve panorama histérico e o enunciado dos
problemas; mostraremos algumas tentativas de resolvé-los e algumas
resolucdes que ndo atendiam as condi¢cdes impostas. Com mais formalidade e
detalhes caracterizaremos 0s nimeros reais que sao construtiveis com régua
nao graduada e compasso e, com isso, a impossibilidade de solucionar os

problemas classicos com os instrumentos citados.
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2. UM BREVE PANORAMA HISTORICO

Muitas culturas antigas, como a babilénica e a egipcia, desenvolveram
varios tipos de Matemética, dentre elas as que vinham ao encontro de suas
necessidades cotidianas, tais como o calculo de areas e de volumes. Todavia,
foram os gregos que introduziram o raciocinio légico, as rigorosas provas
dedutivas e o encadeamento sistematico de teoremas demonstrativos que
tornaram a Matematica uma ciéncia. A matematica grega tinha como foco a
geometria, embora existiam estudos sobre as propriedades dos numeros

inteiros, astronomia e mecanica.

Tales de Mileto (625 a.C. — 547 a.C.) € considerado o precursor da nova
concepcdo do pensamento matematico, buscando demonstrar teoremas
geométricos. Sao dele as seguintes proposicoes:

e Os triangulos equiangulos tém os seus lados proporcionais (Euc.lV, ou II).

e O angulo inscrito num semicirculo é reto (Euc.l11.31).

e Quando duas retas se cortam, os angulos opostos pelo vértice sdo iguais
(Euc.l.15).

e Se dois triangulos tém dois angulos de um, iguais a dois angulos do outro
e um lado de um, igual a um lado do outro (lado este adjacente ou oposto
a angulos iguais), terdo também iguais os outros lados que se
correspondem num e noutro triangulo, bem como o terceiro angulo
(Euc.1.26).

Tales de Mileto
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Pitagoras de Samus (586 a.C. — 500 a.C.), um dos grandes matematicos
da Antiguidade, viajou bastante pelo mundo, tendo visitado o Egito e Babilbnia,
onde entrou em contato com varios matematicos. Quando voltou a Grécia,
fundou a Escola Pitagoérica. Os pitagoricos acreditavam firmemente que a
esséncia de tudo, tanto na geometria como nas questfes praticas e teoricas da
vida do homem, podia ser explicada através das propriedades dos nameros
inteiros e/ou das suas razoes.

Além do teorema que leva seu nome, deve-se também a ele o conceito
geométrico do espacgo, como ente continuo e ilimitado, o estudo e construcéo
dos poliedros regulares e o dos poligonos. Pelo estudo das propriedades das
figuras, traduzindo-se por meio de relacdes entre nimeros, e das propriedades
dos numeros em relacdo com a geometria, chegou a nocdo de numero

irracional e de grandezas incomensuraveis [1, p. 16]

Pitdgoras de Samus

Por volta de 499 a.C. nasceu Anaxagoras, filésofo, bidlogo, astrdnomo,
fisico e matematico grego. Descendente da escola jonica de Tales, foi um dos
responsaveis por mudancas fundamentais na matematica de sua época.

Defendia que ha em cada coisa uma pequena parte de todas as outras coisas.

Euclides de Alexandria (325 a.C. — 265 a.C.), ficou conhecido pelo seu
mais famoso trabalho: "Os Elementos”, conjunto de treze livros que reuniam
todo o conhecimento mateméatico desenvolvido até entdo sobre geometria

(plana e espacial), teoria dos numeros e algebra geométrica elementar. Seu
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nome ficou na historia da ciéncia para sempre associado a primeira concepgao
da Geometria como um conjunto sistematizado e légico de propriedades,
organizando-as de forma logica e demonstrando-as, tomando como ponto de
partida um conjunto reduzido de proposicbes que sao aceitas como
verdadeiras, sem necessidade de demonstracdo e que sdo chamados de
axiomas ou postulados.

Verséo do livro Os Elementos

Arquimedes, nascido em 287 a. C. na ilha Siracusa, atual Sicilia, foi
matematico e inventor grego. Criou o método para calcular o numero Pl
(r) com uma aproximagdo tdo grande quanto se queira: o método dos
perimetros, através do qual sdo calculados perimetros e diametros de
poligonos regulares inscritos e circunscritos ao circulo. Apresentou solucdes
para certos problemas e estudou os solidos gerados pela revolucdo das conicas
em torno dos seus eixos. Em mecéanica, sdo atribuidas a ele algumas
invencdes, tais como a rosca sem fim, a roldana movel, a roda dentada e a
alavanca. Em fisica, no seu Tratado dos Corpos Flutuantes, estabeleceu as leis

fundamentais da estéatica e da hidrostéatica.

Papus, que viveu por volta de 300 a.C., escreveu “Colecbes
Matematicas”, reunido de trabalhos anteriores acompanhado de comentarios
de uma grande quantidade de proposi¢cOes originais com aprimoramentos,

extensdes e notas biogréficas [4, p. 211].
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Outros matematicos contribuiram significativamente para a expansao do
conhecimento grego, tais como: Arquitas (440 a.C.), Hipasus (400 a.C.),
Demdcrito (480 a.C.), Hipias de Elis (480 a.C.), Hipocrates de Quios (viveu por
volta de 430 a.C.), Platdo (427 a.C.—347a.C.), Eudoxio (408 a.C.—355 a.C.), e
Apolbnio (nascido por volta de 462 a.C.).

A Matematica da Grécia Antiga, que prevaleceu entre 600 a.C. e 600 d.C.,
disseminou-se por varios lugares, entre os quais Jonia, Atenas e Alexandria, e
se revelou sem uniformidade no que concerne a intervalos de tempo e, mesmo
em certo tempo e local, foi marcada por diferencas de nivel de interesse e
realizacdo matematica [3, p.120]. Foi neste periodo, marcado por guerras
politicas e o estabelecimento dos Impérios Macedbdnio e Romano, que surgiram
contribui¢des significativas na germinacao e florescimento do conhecimento da
humanidade, tanto no campo da estrutura da Matematica como em outras

ciéncias.
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3. OS INSTRUMENTOS EUCLIDIANOS

Na obra “Os Elementos”, as proposicdes se apresentam na forma de
problemas de constru¢cées geométricas. Tais problemas séo, de certa forma,
um jogo de construcdes que estabelece regras a serem seguidas. Elas
estipulam quais sao os instrumentos que podem ser utilizados para efetuar as
construcdes. Sdo eles: a régua ndo graduada e o compasso euclidiano. Na
verdade, Euclides ndo menciona a régua e 0 compasso como instrumentos de
construcdo, mas sim a linha reta e o circulo. Existe uma linha de pensamento
que considera que as construcbes geométricas aceitaveis, no tempo de
Euclides e por influéncia de Platdo, deviam ser realizadas com régua néo
graduada e compasso. Devido a valorizacdo da matematica teédrica, Platdo
desprezava as construcfes mecanicas, ao passo que as retas e os circulos,
por possuirem propriedades especiais, seriam figuras mais aceitaveis do que

as outras:

“Nos trés primeiros postulados dos Elementos,
Euclides enuncia as trés “constru¢des” permitidas
em geometria: (i) tracar uma reta por dois pontos;
(i) prolongar uma reta limitada continuamente
segundo uma reta; (iii) descrever um circulo com
qualquer centro e qualquer distancia [...] A restricdo
de que essas construcdes devem ser realizadas
apenas com o uso de uma régua sem escalas e um
compasso tem tradicionalmente sido atribuida a
Platdo”[4, p. 29].

Como os postulados de “Os Elementos” restringem o0 uso da régua e do
compasso, esses instrumentos sao conhecidos como instrumentos euclidianos
[4, p. 134].

A régua ndo graduada ndo possui marcas e serve apenas para tracar um
segmento cujas extremidades sdo dois pontos distintos ou tracar uma reta que
os contém. Ou seja, a régua euclidiana € ndo graduada e infinita.

O compasso euclidiano é muito diferente do compasso que conhecemos.
Ele serve apenas para tragar um circulo com o centro num ponto A qualquer,
passando por um ponto B, de forma que o raio seja o segmento AB. Com esse

compasso nao é possivel transportar segmentos, haja vista que seus bragos
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se fecham quando uma de suas pontas é tirada do papel. Essas operacdes

individuais feitas com régua e compasso sdo chamadas de construcdes

elementares. S&o elas:

e Dados dois pontos, tracar uma reta que passe por eles.

e Dados dois pontos, tracar 0 segmento de reta que 0s conecta.

e Dado um ponto e um segmento de reta, tracar a circunferéncia que tem
centro no ponto e raio igual ao comprimento do segmento de reta.

E permitido obter pontos que podem ser construidos através de uma
sequéncia finita de operagdes: intersecoes de retas, intersecdes de
circunferéncias e intersecdes de retas com circunferéncias. Com esses pontos
obtidos, podemos tracar novas retas e novas circunferéncias e assim
sucessivamente.

Alguns exemplos de construgGes com régua e compasso? [6]:

e Construir um triangulo equilatero dado um de seus lados

E dado o segmento AB. Com centro em A e raio |AB|, tracar uma
circunferéncia ¢,. Com centro em B e raio |AB|, tragar uma circunferéncia C,.
A intersecao entre C; e C, sdo os pontos D e E. Os triangulos ABD e ABE sédo

equilateros, ou seja, possuem os trés lados com mesma medida |AB|.

E

Tridngulos equilateros

1: As construgbes geométricas deste trabalho foram feitas com uso do software Geogebra
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e Construir uma reta paralela a outra reta dada, passando por um ponto
dado.

Para tragar por um ponto P, uma reta paralela a uma reta dada r, devemos
construir trés circulos com o mesmo raio: o primeiro (C;), com centro em P,
determinando um ponto A na reta r. O segundo (C,) com centro em A,
determinando o ponto B na reta r. O terceiro (C3) com centro em B,
determinando o ponto Q no primeiro circulo. Pelos pontos P e Q tragcamos a

reta paralela a retar.

Retas paralelas

e Construir a bissetrizde um angulo.

A bissetriz de um angulo AOB é a semirreta OC, tal que a medida de AOC
é igual & medida de COB, isto &, a semirreta que “divide” AOB em dois angulos
iguais. Para construir a bissetriz usando régua e compasso, tragamos uma
circunferéncia de centro em O que determina os pontos D e E nos lados do
angulo AOB. Em seguida, tracamos duas outras circunferéncias de mesmo raio

com centros em D e E de tal forma que elas se cruzem no ponto C. A semirreta

0C é a bissetriz do angulo AOB.
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Bissetriz

e Construir a mediatrizde um segmento.

Consideremos um segmento de reta AB. Chamamos de mediatriz do
segmento AB a reta perpendicular a ele, que passa pelo seu ponto médio. Para
construi-la, utilizamos os seguintes procedimentos: com centros em A e B,
tracamos duas circunferéncias de mesmo raio, sendo este maior que a medida
do comprimento do segmento. Chamemos de C e D os pontos de intersecao
destas duas circunferéncias. Em seguida, tragamos a reta que passa pelo ponto
C e D. Essa reta € a mediatriz do segmento AB. A justificativa é que, por
construcdo, ADBC forma um losango, e com isso, suas diagonais sao

perpendiculares e cortam-se ao meio.

Mediatriz
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4. OS TRES PROBLEMAS CLASSICOS DA GEOMETRIA GREGA

Por volta do século VI a.C. tiveram inicio os estudos que tentavam resolver
trés problemas geométricos que desafiaram indmeros mateméaticos durante
mais de dois mil anos. Nesse periodo diversas solucdes foram propostas, mas
nao estavam de acordo com as regras do jogo, que permitiam apenas a
utilizac&do de régua nao graduada e compasso para se efetuar as construcdes.
Estes problemas tornaram-se classicos, talvez por serem 0s primeiros onde
surgiram grandes dificuldades de resolucdo, com obediéncia as regras
inicialmente colocadas. Sao conhecidos pelos Trés Problemas Classicos da

Geometria Grega.

4.1 A DUPLICACAO DO CUBO

A origem desse problema é relatada ao longo da histéria que conta sobre
a insatisfacdo do rei Minos com o tamanho do tumulo erguido para seu filho
Glauco. Ordenou que o tamanho fosse dobrado e, para tanto, pensou-se que
bastaria dobrar as dimensdes do tumulo para resolver a questao. Ndo sendo
essa a solucdo do problema, os gedbmetras comecaram a estudar qual o modo
correto de como dobrar um dado solido mantendo-se sua forma.

Outro relato diz respeito da orientacdo dada pelo oraculo de Delos
(atualmente um dos grandes sitios arqueoldgicos da Grécia, localizado em uma
ilhota pequena e desabitada) aos delianos de modo a livrarem-se de uma peste
gue os castigava. Para tanto, seria necessario dobrar o tamanho do altar ctbico
de Apolo.

A origem deste problema n&o é muito clara, mas, verdadeiras ou falsas
as lendas e suposicbes sobre ele, uma coisa é certa: ele foi estudado na
Academia de Platdo, onde gedmetras como Arquitas e Menecmo atribuiram
solugbes que nédo se enquadravam na geometria do primeiro livro de Euclides.
O enunciado do problema é simples: dada a aresta de um cubo, construir, com

régua e compasso, a aresta de outro cubo cujo volume é o dobro do cubo inicial.
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— Volume = 2a°

Volume = a*

- — - - k=7 o

Representacao da duplicagdo do cubo

4.2 A TRISSECAO DE UM ANGULO

N&o é conhecida a origem do problema da trissecdo do angulo, mas é
muito provavel que tenha surgido na construcédo de poligonos regulares. Por
exemplo, para construir um poligono regular de nove lados é necessario
trissecar um angulo de 120° [4, p.137]. Isto geralmente ndo é possivel.
Podemos, também, inferir que este problema surgiu como uma extensdo
natural da bissecdo de um angulo, tarefa extremamente facil e possivel de
executar com régua ndo graduada e compasso

Eis o problema: trissecar um angulo qualquer, ou seja, dividi-lo em trés

partes iguais, usando apenas uma régua nao graduada e um compasso.

A d |

0 A
med AOC = med COD = med DOB = 1/3 med AOB

Representacéo da trisse¢do de um angulo
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4.3 A QUADRATURA DO CIRCULO

Quadrar um circulo significa construir um quadrado de area igual a area
de um circulo dado. Muitos matematicos da Grécia Antiga tentaram solucionar
esse problema utilizando curvas ou construcfes mecanicas. O primeiro registro
gue se tem da busca da solucdo desse problema refere-se a Anaxagoras.

Hipdcrates de Quios conseguiu quadrar certas lunulas (figuras em forma
de lua) limitadas por dois arcos de circunferéncia, mas ndo obteve sucesso em
quadrar o circulo. Provavelmente nenhum outro problema exerceu um fascinio

maior ou mais duradouro do que este [4, p. 140].

Ae ®D

B e o C

Area do circulo C = area do quadrado ABCD

Representagdo da quadratura do circulo
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5. TENTATIVAS DE RESOLUCAO DOS PROBLEMAS

O problema de quadrar um circulo talvez tenha chegado aos gregos,
possivelmente pelo interesse em se quadrar poligonos. Um primeiro registro do
problema faz mencdo ao Papiro Rhind (ou Papiro de Ahmes) que contém 85
problemas. Segundo fontes histéricas, ele € um dos mais conhecidos e antigos
papiros da Matematica Antiga. O amplo desenvolvimento matematico dos
egipcios possibilitou que fossem considerados os pioneiros na resolucao do
problema da quadratura. No problema 50, segundo o escriba Ahmes, sem

mostrar qualquer explicacdo, a area de um circulo € dada pela area de um

. ) A o T, .
guadrado cujo lado é o diametro diminuido de 5 isto €, a area de um circulo

8d
com didmetro d é igual a 4rea de um quadrado de lado o5 Sabemos que a

area do circulo de raio r é igual a nr? e a area do quadrado de lado | é igual a

| 2. Considerando as informacdes do problema contido no papiro, temos:

) ) d 2 _ dZ
areadocirculo=mT\=) =T —
2 4
) 8d\2 _ 64d?
areadoquadrado= |— | =
9 81

d? _ 64d?
Fazendo T[T =

, obtemos um valor aproximado de m: 3,1605. Embora

esta ndo seja uma construcao geomeétrica precisa € uma boa aproximacao para
0 numero . Observemos que a diferenca para o valor de m, calculado ap6s o

século X1V, foi de apenas 0,0190.

Na segunda metade do século V a.C., na ilha de Quios, nasceu
Hipocrates. Um de seus maiores trabalhos foi a demonstracéo que as areas de
dois circulos (ou semicirculos) estdo entre si na mesma razdo que 0S
guadrados de seus diametros, resultado este, descoberto por Pitagoras.

Na tentativa de resolver o problema da quadratura do circulo, Hipocrates

foi o primeiro a quadrar lanulas [4, p. 140], que consistem em figuras que
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hY

possuem a forma semelhante a uma lua limitada por dois arcos de

circunferéncia.

Lunulas de Hipocrates

Para obtermos as lunulas W1 e W5, consideremos um triangulo retangulo
ABC, e circunscrevemos um semicirculo de diametro |AB|. Sobre os catetos AC
e BC, tracamos os semicirculos de diametros iguais aos catetos. HipOcrates
demonstrou que a area W1 adicionada a area W- é igual a area do triangulo
ABC. Para provar tal afirmacéo, Hipocrates desenhou trés semicirculos cujos

didmetros séo lados de um triangulo retangulo ABC, conforme figura a seguir.

Semicirculos
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Utilizando-se dos resultados de Pitagoras, HipOcrates estabeleceu as
seguintes relacdes:

area 1 |AC|? area 2 |CB|?

area 3 |AB|? area 3 |AB|?
Fazendo:
area 1 drea2 _ 4real+érea2 |AC|*+ |CB|*> _ |AB|?
area 3 area 3 area 3 [AB|2  |AB|?

Com estes resultados e os associando a figura das lanulas, obtém-se:

area W1 + area K1 + &rea W2 + area K2 = area 1 + area 2 = area 3.

Porém,

area 3 = &rea K1 + area Kz + area do triangulo ABC, pode-se escrever, entéo:

area W1 + area K1 + area W2 + area Kz = area K1 + area Kz + area do tridngulo

ABC. Cancelando termos iguais em ambos os lados da igualdade, obtém-se:

area W1 + area W2 = érea do triangulo ABC.

Tal resultado parece ter encorajado HipGcrates, bem como seus
contemporaneos, a pensar que algum dia se conseguiria quadrar o circulo [2,
p. 46].

Segundo Eves [4], HipOcrates também apresentou o primeiro progresso
em relacdo a duplicacdo do cubo, utilizando-se do conceito de médias
proporcionais? entre dois segmentos de reta de comprimentos s e 2s.

Denotando-se as médias proporcionais por x e y tem-se:

N X y 5 _ 2 _ , .
" > o = XSy e y°= 2sX. Desse resultado, obtém-se que:

2 4

x? x? x 5 5
y=— = |—) = 2x = S—2=25x:> X = 2s°,

2: Média proporcional é outra denominagédo de média geométrica. A média geométrica ou
proporcional é igual a raiz quadrada do produto de dois nimeros.
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onde x é a aresta de um cubo cujo volume é o dobro do volume de um cubo de
aresta s. Notadamente, trata-se de uma equacéao cubica cuja resolucdo nao era
do conhecimento matematico até entdo.

Depois de Hipdcrates fazer sua reducdo do problema, as tentativas
subsequentes de duplicacdo do cubo tomaram como caminho a construcao de
duas médias proporcionais entre dois segmentos de reta dados.

Apesar de persistir a impossibilidade de solu¢cdo usando apenas a régua
nao graduada e o compasso, a contribuicio de Hipdcrates possibilitou o
desenvolvimento de novos mecanismos geométricos as resolucdes
posteriores, contribuindo com a ampliacdo do conhecimento matematico.

Quanto a trissecdo de um angulo, Papus de Alexandria, no Livro IV da sua
Coleccdo Matemética, afirma que os gedbmetras gregos foram incapazes de
resolver o problema usando apenas métodos planos, isto €, utilizando
unicamente régua ndo graduada e compasso, pelo fato do problema néo ser
“plano”, mas sim “sélido”. Acrescenta ainda que, como os primeiros gebmetras
nao estavam familiarizados com as secbes coOnicas, o problema ficou na
incerteza. Apesar disso, mais tarde, executaram a trisse¢do do angulo apés o

terem reduzido a um outro tipo de problema que veremos adiante.
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6. SOLUCOES PARA OS PROBLEMAS
Quando escrevemos solugdes, estamos considerando uma solugéo para
0 problema que néo esta de acordo com 0s requisitos das constru¢cdes com

régua nao graduada e compasso.

6.1 A DUPLICACAO DE CUBO

SOLUCOES DE MENAECMO

Menaecmo, matematico do século IV a.C., esta intrinsicamente associado
a ideia de certas curvas, que hoje conhecemos como elipse, hipérbole e
parabola. Suas descobertas surgiram durante a procura de uma solucao para
o problema da duplicacéo do cubo que envolvia curvas com propriedades que
permitissem encontrar dois meios proporcionais da reducao de Hipdcrates. As
solucdes encontradas tém como base a construcdo de um determinado ponto
de intersecdo entre uma parabola e uma hipérbole equilatera (primeira
solucao), ou ainda, entre duas parabolas (segunda solucao).

Primeira solucao:

M| P
a
—i& £ b L
A © N
B ¢

Primeira solu¢cdo de Menaecmo
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Ele supds que AO e OB s&o dois segmentos de reta, sendo |AO| > |OB] e
gue eles formam um angulo reto em O. O préximo passo foi tracar a média
proporcional OM ao longo de BO e a média proporcional ON ao longo de AO.
Logo apos ele completou o retangulo OMPN.

|AO| |OM| |ON]|
Como — = — = —— , temos:

|OM| ON| |OB|
0} |OB| . |OM| = |ON|2 = |PM|? de modo que o ponto P esta sobre uma
parabola que tem como vértice o ponto O, OM como eixo e OB como corda

focal de menor comprimento.

(1)  |AO|.|OB| = |OM]| . |ON| = |PN| . |[PM| de modo que o ponto P esta sobre
uma hipérbole com o ponto O como centro e OM e ON como assintotas. Assim,
para encontrar o ponto P, temos que construir uma pardbola com vértice em O,
OM como eixo e OB como corda focal de comprimento minimo. Construimos,
agora, uma hipérbole com assintotas OM e ON de modo que a area do retangulo
compreendido pelos segmentos de retas PM e PN construido a partir do ponto
P, seja igual a area do retadngulo compreendido pelos segmentos AO e OB.
Sendo o ponto P a intersecdo da parabola com a hipérbole, o problema

fica entdo resolvido, pois

B
©
g
©
=2

I
I
z
IS
=
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Segunda solucéo:

° T
Segunda solugdo de Menaecmo

Do mesmo modo que na primeira solucdo, Menaecmo considerou o
problema resolvido a partir da relacéao

|AO| . |OM]| . |W|_
[OM| = |ON|  |OB]

Assim, estabeleceu as seguintes relacoes:
() |OB| . |[OM| = |ON|2 = |PM|?, de modo que o ponto P esta sobre uma
parabola que tem como vértice o ponto O, OM como eixo e OB como corda focal

de comprimento minimo.

(1) |AO|. |ON| = |OM|? = |PN|?, de modo que o ponto P esta sobre uma
parébola que tem o ponto O como vértice, ON como eixo e AO como corda focal
de comprimento minimo. Assim, para encontrar o ponto P devemos construir
duas parabolas com eixos OM e ON, e OB e AO como cordas de comprimento
minimo, respectivamente.

Sendo o ponto P a interse¢cédo das duas parabolas, o problema fica entdo
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resolvido, pois lA—_Ol = |O__M| — loN],
’ |OM| |ON| OB|

| Z

Analisando as resolucbes vemos que o problema que se coloca é
encontrar dois meios proporcionais entre dois segmentos a e 2a (sendo a a

aresta do cubo que seré duplicado), ou seja, a determinacédo de x e y tais que

Que nos leva as seguintes expressoes:

) x¥*=ay = y:?
2 — -y
() y*=2ax = X ==

(1) xy = 2a2.

Utilizando os conceitos da Geometria Analitica, podemos reconhecer que
() e (I) representam parabolas e (lll) representa uma hipérbole equilatera.

Dessa forma podemos obter x de dois modos:

2
a) como abscissa do ponto de intersecao da pardbolay = % com a hipérbole

equilatera xy = 2a2? (primeira solucdo de Menaecmo). Substituindo (I) em

(111), temos:

XZ
x(—):Za2 = x3=2as.

a
X2 y2
b) como abscissa do ponto de intersecéo das parabolas y = Y e X= oa

(segunda solucéo de Menaecmo). Substituindo (1) em (ll), temos:

2

1 [x2 1 x* x*
X=—|— = X=—-.5 = X=-—= = x3 = 2a3.
2a \a 2a a 2a

Podemos notar que, em ambos 0s casos, se conclui que x3 = 2a3, ou seja,

X € a aresta do cubo cujo volume € o dobro do volume do cubo dado, de aresta
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a. E importante ressaltar que, embora se encontre a aresta do cubo procurado,
esta solucdo nado se restringe ao uso exclusivo da régua ndo graduada e do
compasso, haja vista que néo é possivel desenhar todos os pontos de uma

parabola (ou de uma hipérbole) com tais instrumentos.
SOLUCAO DE PLATAO, SEGUNDO EUTOCIO

Eutocio (480 d.C. — 540 d.C.), foi o primeiro matematico grego a atribuir a
Platao a solucéo que seré apresentada a seguir. Como essa solucao usa meios
mecanicos? e estes eram reprovados por Platdo, percebe-se que a atribuicéo é
errada [4, p.136].

Consideremos dois triangulos DAB e CBA retos em A e B,
respectivamente, de modo que o cateto AB seja comum. Suponhamos que as
hipotenusas DB e AC se interceptam perpendicularmente no ponto P. Sendo os
triangulos CPB, BPA e APD semelhantes.

proporcionais entre |PC| e |PD|. Desse modo o problema fica resolvido desde

E
Ha!
Il
E
=l
Il
=
>

Segue que Logo, |PB| e |PA| sdo duas médias

w’
A
"U‘
D>

3
o

que se possa construir uma figura em que |PD| = 2|PC].

D

Tridngulos sobrepostos

3: Chamamos de meios mecéanicos 0s procedimentos que se utilizam do movimento de objetos ou
figuras com o propésito de se obter pontos e/ou retas.
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A figura a seguir mostra como construir, mecanicamente, a figura

desejada.

Deslizamento de um triéngulo\

Tracemos duas retas perpendiculares interceptando-se no ponto P e
marguemos PC e PD sobre elas, com |PD| = 2|PC|. A seguir, coloquemos um
esquadro de carpinteiro, de lados internos RS e ST, sobre a figura de modo que
SR passe por D e o vértice S do angulo reto fique no prolongamento de CP. Faca
escorregar sobre ST um tridngulo retangulo UVW com o cateto VW no lado ST,
até que VU passe por C. A seguir, manipule o tridangulo até que V esteja sobre

o prolongamento de DP.

No decorrer da historia, outras solu¢cdes sdo encontradas, como por
Nicomedes (280 a.C. — 210 a.C.) através da construcdo dos dois meios
proporcionais utilizando a constru¢do por néusis (construcdo por ajustamento
ou a insercao de um segmento de reta predefinido entre duas curvas ou retas,
de modo que um ponto fixo se encontre ou neste segmento ou no seu
prolongamento), que resolveu por meio de uma curva - a conchoide - também
usada para resolver o problema da trissecdo do angulo.

Outras solugdes vieram de Diocles (240 a.C. — 210 a.C.) que utilizou uma
curva — chamada posteriormente de cissoide — para a resolucéo do problema e
de Herdo (10 d. C. — 80 d. C.) que utilizou, também, a ideia de duas medias

proporcionais.
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6.2 A TRISSECAO DE UM ANGULO

As primeiras tentativas de solucionar a trissecdo do angulo utilizam,
primeiramente, a geometria plana, ou seja, usam apenas retas e circulos.
Posteriormente, com o avanco do conhecimento matematico e a descoberta
das sec¢des conicas, o problema da trissecédo do angulo foi reduzido ao que se
conhece hoje como constru¢ao por néusis.

Consideremos um angulo ABC qualquer, que pretendemos trissecar.
Basta-nos pensar num angulo agudo, pois no caso de um angulo reto é possivel
trisseca-lo com régua ndo graduada e compasso, recorrendo a um triangulo
equilatero. Vejamos: tomemos o angulo reto ABC e tendo como base o
segmento BC, construimos o tridangulo equilatero BCD. Em seguida, tracamos a
bissetriz do angulo DBC. Assim, obtemos a trissecdo do angulo reto. Se
considerarmos um angulo obtuso, podemos decompd-lo na soma de um angulo

reto com um angulo agudo.

A

B

Figura construida no software GeoGebra

SOLUCAO DE PAPUS

Papus indica estes dois casos como corolarios da proposi¢ao 32 do Livro
IV da sua Coleccdo Matematica.
Vejamos, agora, a trissecdo de um angulo agudo onde se utiliza a

construcao por néusis.
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Consideremos um angulo qualquer ABC, que pretendemos trissecar.

Sejam AB e BC os lados desse angulo, como mostra a figura a seguir.

Construgao, por néusis, no software GeoGebra

Tragamos, pelo ponto A, uma reta paralela e uma reta perpendicular ao
lado BC. O segmento DE ¢é inserido entre estas duas retas de modo que o seu
comprimento seja o dobro do comprimento do segmento AB e que o ponto B,
vértice do angulo a trissecar, esteja no seu prolongamento. Entdo, o angulo
DBC ¢ a terca parte do angulo ABC.

A construc&o que se segue tem como objetivo verificar que o angulo ABC

é trissecado pela reta DB.

Construgéo, por néusis, no software GeoGebra

Marcamos G, ponto médio do segmento DE e tracamos o segmento de

reta AG. A reta DE intercepta as retas paralelas AE e BC, formando os angulos
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alternos internos GEA e DBC que tém medidas iguais. O angulo EAD é reto,
entdo podemos inscrevé-lo em uma semicircunferéncia cujo diametro seja |DE]|
e centro no ponto G. Assim, |GE| = |GA| (ambos s&o raios), o tridangulo AGE é
isésceles e, portanto, os angulos EAG e GEA (angulos da base) tém medidas
iguais. Temos, ainda, que |DE| € o dobro de |BA|, G é o ponto médio de DE e
|AB| € igual a |AG|. Chegamos a conclusdo que o triangulo ABG ¢ isosceles,
portanto os angulos ABG e BGA tém medidas iguais. Como o angulo BGA é um
angulo externo ao triangulo AGE, podemos afirmar que a medida do angulo
BGA é igual & soma das medidas dos angulos internos opostos, EAG e GEA.
Mas, a medida do angulo BGA é o dobro da medida do angulo GEA (ou do
angulo EAG) e como os angulos ABD e BGA s&o iguais, tem-se que a medida
do angulo DBC é a metade da medida angulo ABD e, finalmente, que a medida
do angulo DBC é a terca parte da medida do angulo ABC.

Pelo que foi exposto acima, o problema da trisse¢cao de um angulo agudo
fica resolvido se soubermos inserir o segmento DE (cuja medida é o dobro da
medida de BA) entre as retas FA e AE apontando para o ponto B. Assim, o
problema da trissecao do angulo, foi reduzido a outro, que os gedmetras gregos

designaram por “problema de construgéo por néusis”.
SOLUCAO ATRAVES DA CURVA DE HiPIAS

A curva de Hipias, curva exoética mais antiga conhecida, foi criada pelo
grego Hipias de Elis com o objetivo de resolver o problema da trisse¢do de um
angulo arbitrario. Outro grego, Diostrato de Atenas, usando a mesma curva,
solucionou a questdo da quadratura. Por estes motivos, a curva recebeu o
nome de trissetriz ou quadratriz de Hipias.

Uma curva é mecanica quando seus pontos sdo gerados pela intersecao
de figuras geométricas em movimento. E o caso da curva de Hipias.

Podemos descrever a sua construgao do seguinte modo:

a) seja um quadrado OABC, de acordo com a figura seguinte;
b) construimos uma reta FG, paralela ao lado AB e que gradualmente desce, a
uma velocidade constante, desde a sua posicéo inicial coincidente com o

lado AB, até coincidir com o lado OC:
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c) fazemos o lado OA rotacionar em torno do ponto O, com movimento circular
uniforme, desde a posicao inicial OA até a posicao final coincidente com o
lado OC.

Ambos o0s movimentos descritos acima comegam e terminam
simultaneamente e tém velocidades constantes. Enquanto se deslocam, as
duas linhas interceptam-se num determinado ponto E, ponto esse que descreve

a trissetriz de Hipias, em destaque na figura abaixo.

A / B

Construgdo da curva de Hipias

Do modo como foram considerados 0os movimentos anteriores podemos
afirmar que a distancia percorrida pela reta FG ¢ proporcional ao tempo gasto
no seu percurso. Do mesmo modo, a amplitude do arco determinado na
circunferéncia de centro O e raio |OA| € proporcional ao tempo percorrido no
percurso circular deste raio. Assim, existe proporcionalidade entre a distancia

retilinea percorrida pela reta FGea amplitude angular percorrida pelo lado AO,

>

— arc AC |
arc DC

0)
ou seja, em todas as posi¢coes do ponto A, a condigéo ||W
verificada.

Para trissecarmos um angulo agudo EOC, utilizando a trissetriz de Hipias,
comegamos por construir um quadrado OABC, a partir do lado OC do angulo

EOC. Construimos a curva trissetriz de Hipias e designamos por E (sem perda
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de generalidade) o ponto de intersecdo de um dos lados do angulo EOC com a
curva. Por E, tracamos uma paralela (ﬁ) ao lado AB e designamos por P o
ponto de intersecdo dessa paralela com o segmento OA. Trissecamos o
segmento OP (a trissecdo de um segmento é possivel com régua ndo graduada
e compasso), sendo OR a sua terga parte. Por R, tragamos uma outra paralela
a AB e designamos por L o ponto de intersecdo dessa paralela com a trissetriz
de Hipias. Assim, a medida do angulo LOC é a terca parte da medida do angulo

A

EOC.

A / B

1)

®T
L ]

R L

Construgado da curva de Hipias (trissecéo)

Tendo em vista que uma questao de proporcionalidade entre angulos se
reduziu a uma questao de proporcionalidade entre segmentos de reta, a curva
trissetriz de Hipias permite dividir um angulo agudo em n partes iguais dividindo
um segmento de reta em n partes iguais. Observemos que, embora seja
possivel construir com régua ndo graduada e compasso alguns pontos da curva
trissetriz de Hipias, ndo é possivel desenhar a curva na sua totalidade, com o
uso apenas dos instrumentos euclidianos. Continuamos, assim, sem uma
solugéo para o problema de acordo com as regras de resolucéo inicialmente

impostas.
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SOLUCAO DE ARQUIMEDES

Arquimedes deu uma grande contribuicdo matematica ao tentar resolver
o problema da trissecdo de um angulo bem como o problema da duplicacdo do
cubo. Para esse fim ele usou uma construgdo por néusis, criando um lugar
geométrico chamado de espiral de Arquimedes.

A espiral é definida como o lugar geométrico de um ponto que se move
no plano, partindo da extremidade de um raio ou semirreta, uniformemente ao
longo do raio enquanto este, por sua vez, gira uniformemente em torno de sua

origem [2, p. 87].

Espiral de Arquimedes com uma volta Espiral de Arquimedes com vérias voltas

Ao utilizarmos a espiral de Arquimedes para trissecar o angulo, nos
fixamos ao fato de que a distancia entre a origem da espiral (B), e o ponto sobre

a espiral (A), na figura abaixo, é proporcional ao angulo cujos lados séo a reta

inicial e a retaBA. Isto é, a ideia para a trisse¢cdo, como no caso da curva
trissetriz de Hipias, € a da proporcionalidade entre uma distancia em linha reta
e uma medida angular. A curva espiral de Arquimedes permite dividir um angulo
em n partes iguais dividindo um segmento de reta em n partes iguais. No nosso
caso particular, para trissecar o angulo necessitamos apenas de trissecar um

segmento de reta.
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Uso da espiral de Arquimedes na trissecao de um angulo

Consideremos o angulo agudo ABC que pretendemos trissecar.
Construimos a espiral de Arquimedes cuja origem € o vértice do angulo (ponto
B), fazendo coincidir um dos lados do angulo, o lado BC, com a reta inicial e o
outro lado do angulo, o lado BA interceptando a espiral no ponto A. Como o
nosso objetivo € trissecar o dngulo, basta trissecarmos o segmento AB, que é

possivel executar com reta ndo graduada e compasso. Designamos por E o

ponto de BA tal que |BE|= glﬁl. Com centro no ponto B, construimos a

circunferéncia de raio |BE|, a qual vai intersecar a espiral de Arquimedes no
ponto D e o lado BC, no ponto F . Assim, a medida do angulo DBF € a terca
parte da medida do angulo ABC.

Vamos, agora, provar que a medida do angulo DBF é de fato a terca parte
da medida do angulo dado ABC. O fundamental da espiral é relacionar o
comprimento do segmento de reta, que chamaremos de [, com o angulo
gerado pelo segmento de reta a partir da sua posicdo inicial, o qual
chamaremos de 6, ou seja, em coordenadas polares, p = kd, com k € R*.

Como A e D séo dois pontos da espiral vem que |BA| = k6 e |BD| = ké,,
considerando 6 a amplitude do angulo ABC e 6, a amplitude do angulo DBC.

Da maneira como o ponto E foi obtido, temos que |BA| = 3|BE| = 3|BD|. Assim,
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0 “~
temos que k6@ = 3ké, ou seja, 6, = 3 Portanto, a medida do &ngulo BDC é a

terca parte da medida do angulo ABC.

Notemos que se quisermos dividir o angulo ABC em sete partes iguais,
basta dividirmos o segmento BA em sete partes iguais. No entanto, ndo é
possivel construir a espiral de Arquimedes com régua ndo graduada e

compasso.

6.3 A QUADRATURA DO CIRCULO

O problema da quadratura do circulo era, para Papus, um problema
‘linear”, ou seja, que faz uso de construcdo de curvas especiais.

De acordo com Sebastiani [8]:

“O primeiro matematico grego que apresentou uma
solugéo foi Anaxagoras (499-428 a.C.), considerado por
Papus o maior fil6sofo grego que viveu por volta de 450
a.C. Ndo conhecemos a construgdo de Anaxagoras,
mas o que se tem é o que escreveu Plutarco, que ele se
ocupou desse problema quando estava preso. Em 1964,
Gershenson e Greenber questionaram tal afirma¢éo no
livro: “Anaxagoras and the birth of Physics” publicado
pela Baisdell, N.Y. Por outro lado, os pitag6ricos
disseram ter sido resolvido o problema por Sextus, o que
também foi facilmente refutado, pois, no periodo em que
Sextus viveu ndo poderia ter frequentado a escola de

Pitagoras.”

Como vimos anteriormente, Hipias inventou a trissetriz (ou quadratriz),
gue pode ser usada tanto na trissecdo de um angulo como na quadratura do
circulo. Nao se sabe ao certo quem a usou, mas credita-se 0 uso desse método
a Diondstrato (350 a.C.). Tal método foi criticado por Esporo de Niceia (séc. lll
a. C.) tendo como base dois fatores: sé conseguimos construir a curva se
conseguirmos sincronizar as velocidades, ou seja, se conhecermos a relagao

entre o comprimento do circulo e seu diametro (nesse caso o problema estaria
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resolvido) e a impossibilidade de definir o ponto que se procura para a
quadratura do circulo, no Gltimo momento em que as retas se interceptam, pois,
elas se tornam coincidentes.

Vejamos, agora, uma solucéo para o problema, mencionado por Papus,

através da quadratriz.

SOLUCAO DE PAPUS

®) X A

Quadratriz

— 2T . . a
Podemos provar que |0X| = —, onde r € o raio da circunferéncia. Ao
T

determinar OX seria possivel, com régua e compasso, quadrar o circulo.
Tomemos |MO| =y, |MP| = x, |0B| = |0A| =r e med (AOC) = 4, com 0 < 6< g

Como mostrado anteriormente, na quadratriz existe proporcionalidade entre os

dois movimentos que nela estado contidos. Desse modo, podemos escrever:

5=k (1)
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T
com k uma constante de proporcionalidade. Quando 4 = > temos y = r.

Substituindo em (1), obtemos:

LA, I
—= k. (1

Por (1) e (I1), podemos escrever:
_2r.e "
y==——- (i)
Em coordenadas polares y = p.sen(6), ou ainda, p = 565(6’) . Substituindo

(1) nessa ultima expressao, obtemos:

_2r.e v
P = rsen R (V)

Quando 6 — 0, em (IV) temos:

= limﬂ— limﬁ limL
P = oomsen (0) o0 T 90 sen(6) °

Do Calculo, sabemos que

. 2.r 2r .
lim—== e lim
8—>0 T T[ 6—0 sen (0)

Assim, substituindo em (IV), concluimos que:
p= P

Quando =0, temos que p = |0X]|.
. . 2r . .
Apos obtermos um segmento de comprimento ——, € possivel construir 1 para

obter a quadratura do circulo. Com efeito, € possivel dividir, usando somente

2r
régua e compasso, — por 2r (desde que r seja construtivel) e, em seguida,
T

) . 1
considerar o inverso de —
TC
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Essa € uma solucdo da quadratura do circulo, porém ndo nos moldes
propostos no problema original de utilizar apenas régua e compasso, pois a

guadratriz ndo é construtivel com esses instrumentos.

SOLUCAO DE ARQUIMEDES

Arquimedes usou a espiral que leva seu home para encontrar a solugao.
Sua equacao em coordenadas polares é p = a.6. Sendo o ponto fixo O,
encontramos P o ponto da curva que completou uma volta. Nesse ponto
tracamos sua tangente, que corta a reta perpendicular OP no ponto T.
Arquimedes provou que |OT| é o comprimento da circunferéncia do circulo de
raio |OP|. Isso, € claro, ndo mostra como achar a quadratura do circulo, mas
ele ja tinha mostrado que a area de um circulo é igual a area de um triangulo
retangulo cujo cateto menor é igual ao raio e o maior é igual ao comprimento
da circunferéncia, isto é, a area da circunferéncia de centro O e raio |OP| é igual

N~ 7

area do triangulo OPT.

/7
S

Solucéo de Arquimedes

Agora basta achar um quadrado cuja area seja igual a do triangulo. Para

tanto, recordemos como fazé-lo.
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Para construir um quadrado cuja area seja igual a um triangulo dado,

conhecidos seus lados, procedemos como se segue:

Quadrado de area igual a de um triangulo

e Seja um tridngulo ABC qualquer. Tracamos sua altura CJ e encontramos seu
ponto médio e o chamamos de H.

e Construimos um retangulo com base AB que passe por H. Este retangulo
ABDI possui a mesma area que o triangulo ABC.

e Com centro em D descrevemos uma circunferéncia de raio |BD]|.

e Prolongamos o segmento ID interceptando a circunferéncia em N.

e Marcamos o ponto médio do segmento IN e que chamaremos de M.

e Com centro em M, descrevemos uma circunferéncia de raio |[MN]|.

e Tracamos a perpendicular a IM por D e marcamos o ponto E na
circunferéncia maior.

e Construimos um quadrado sobre o segmento DE. Este quadrado tera a
mesma area do triangulo ABC.

Demonstracao:

A area do triangulo é dada por:
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base. altura |AB||.C]] — __
At = > = > = |AB| . |HJ| = Ar,

onde Ar é a area do triangulo e Ar é a area do retangulo de mesma area que o
triangulo.

A area do retangulo € dada por:

Ar = |ID|.|DB| = |ID|.|DN].

Da figura, temos:

[ID| = [IM] + [MD| e [DN|=|MN]| - |MD|.
Assim:
Ar =|ID|. [DN| = (|IM]| +|MD]) . (ITM| — [MD|) = (|IM]) - (|MDI)2.
Do triangulo retangulo MDE, temos que:
(IME|)? = (IMDI)? + (|DE|),
Mas |ME| = |IM]|, logo:
(IM])2 = (IMDI)? + (|DE|)? .
(IDE|)? = (JIM|)2 = (]MD])2 = Aq (area do quadrado DEFG). Portanto,
At = Ar = Ac.
n

Como vimos, varios matematicos tentaram resolver os trés problemas, ora
por aproximacdes, ora com uso de curvas e meios mecanicos. Porém, somente
com régua nao graduada e compasso, nenhum obteve éxito. Todas as
tentativas contribuiram significativamente para a evolu¢cdo do conhecimento
matematico. Somente com o uso da Algebra na Geometria, iniciada por
Descartes com a sua Geometria Analitica, e com o advento da Algebra e da
Teoria das Equacdes Algébricas € que se pdde comprovar a insolubilidade da

qguadratura do circulo, da trissecéo do angulo e da duplicagéo do cubo.
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7. FUNDAMENTACOES ALGEBRICAS

Podemos, agora, perguntar. que relacdo existe entre a geometria
euclidiana e as teorias algébricas modernas?

Sabemos que a matematica grega teve seu percurso subordinado a
geometria, cujo desenvolvimento foi influenciado pelas tentativas de resolver
matematicamente os trés problemas classicos da Grécia Antiga.

Foram necessarios mais de vinte séculos para que se desenvolvessem
novas teorias matematicas que pudessem responder as impossibilidades de
algumas constru¢des com régua ndo graduada e compasso.

Como € que se pode demonstrar que € impossivel efetuar uma
determinada construcéo com régua e compasso? E claro que para mostrar que
uma certa construcdo é possivel, basta efetua-la. O primeiro matemético a
publicar efetivamente uma demonstracado da impossibilidade de se efetuarem
determinadas construcfes geométricas (duplicacdo do cubo e a trissecao de
um angulo) apenas com régua e compasso foi o francés Pierre Laurent
Wantzel, em 1837. O que Wantzel conseguiu provar, influenciado pelas ideias
de Gauss, foi que se conseguir, partindo de dois pontos A e B, construir um
ponto C com régua e compasso, entao o quociente g entre as distancias de A

a C e de A a B tem as seguintes propriedades:

« O numero g é solucédo de alguma equacao polinomial com coeficientes
inteiros ndo todos nulos (ou seja, € aquilo que se designa por um numero

algébrico);

e« Se p(x) = 0 for uma equacdo polinomial de grau minimo entre as
equacdes polinomiais com coeficientes inteiros nao todos nulos das quais q €

uma solucéo, entdo o grau de p(x) € uma poténcia de 2.

Em 1882 o matematico alemé&o Ferdinand Von Lindemann demonstrou
que 1T € transcendente (ou seja, ndo é solugédo de nenhuma equagéo polinomial
com coeficientes inteiros ndo todos nulos) o que torna impossivel efetuar a
guadratura do circulo apenas com régua e compasso.

Dentre os diversos matematicos que contribuiram para a criacdo e o
desenvolvimento da algebra moderna estdo o noruegués Niels H. Abel (1802—
1829), o italiano Paolo Ruffini (1765-1822) e o francés Evariste Galois (1811—
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1832). Os dois primeiros dominaram expressivamente a éalgebra classica
enquanto Galois foi pioneiro na atual teoria dos corpos. A reunido dos trabalhos
desses renomados matematicos culminou na prova da impossibilidade de
solucionar equacdes de grau superior a quatro empregando férmulas
envolvendo operagdes racionais e extragéo de raizes sobre os coeficientes das
equacoes.

Apresentaremos a seguir, um estudo dos fundamentos da algebra que
permitem caracterizar todos 0s numeros construtiveis e, portanto, delinear os

critérios para as resolucdes dos problemas construtiveis de uma forma geral.

7.1 NUMEROS ALGEBRICOS E POLINOMIOS
Um numero complexo € algébrico se ele é raiz de um polinbmio com
coeficientes racionais, ou equivalentemente, se ele € raiz de um polindBmio com

coeficientes inteiros. Caso contrario, o nimero é dito transcendente.

Desse modo, todo nlmero racional a = Z (p,q € Z,q #0) é

p
algébrico pois @ ¢é raiz do polinbmio f(x)=gx— p. No entanto, existem
infinitos nimeros algébricos que ndo séo racionais. Um exemplo disso sdo os
ndmeros irracionais como V2 (comn € N) que é raiz do polinémio
g(x)=x"-2.

Seja F um subcorpo do corpo R dos nuameros reais, isto €, F c R. A
reunido de todos os polindmios sobre F, na incégnita x é representado por
F[x], ou seja,

F[x]:{zn:aix‘|ai eF, n >0}

i=0

Considerando f(x)=a x"+a_,X"" +---+aX-+a, um polindmio n&o nulo, com

coeficientes em F, se &, #0, dizemos que o grau de f(x) é igual a n e
denotamos por of (x) = n.

. . Ak -1 Z P
Dizemos que o polinémio f(x)=a,x"+a, X" +---+aX+a, é monico se
seu coeficiente a,, forigual a 1, ou seja, se

f(x)=x"+a, X" +---+ax+a,
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Na teoria de polinémios, um polinémio

p(x)=a x"+a X" +---+ax+a, € F[X] é dito irredutivel sobre o corpo
F c R seograude p(x) € maior ou igual a 1 e, além disso, € impossivel

escrevermos P(X) como o produto de 9(X) e h(X) € F[X], com 0g(X) =1 e

oh(x) >1.
O polinémio moénico em F[x] de menor grau, que tem a como raiz, €

chamado de polindmio irredutivel de a sobre F , e é denotado por irr(a; F ). O

termo irredutivel é aqui empregado sem um segundo sentido, porque um tal
polinémio é irredutivel sobre F . De fato, se p(X) é redutivel sobre F, entédo
p(X)=9g(X).h(X) para certos polinamios ndo nulos §(X), N(X)e F[X]com
0g(X) =1 e oh(x)21. como a éraizde px) e p(x) = 9(X).h(X), entso a
também é raiz de J(X) ou de N(X). suponhamos que 9(a)=0e que b,, seja
o coeficiente dominante de ¢ . Entdo 0,(0) = 0, onde 9,(X)= bnﬁl 9(x).
Como gl(x) e Q(X) tem o mesmo grau e gl(x) é monico, P(X) deixa de ser
o polinbmio de menor grau que tem a como raiz, o que é absurdo.

Outro fato sobre irr(a, F ) é que ele é Unico com as condi¢cGes impostas,

caso contrario, ndo poderiamos dizer "0" polindmio irredutivel de a sobre F. De
fato, se §(X)e P(X)sao polinémios ménicos de F[X] de menor grau que tem
a como raiz, entdo 09(X) < Ip(X), pois g(x) = irr(a, F) e op(X) < ag(x) pois
também P(X) = irr(a, F). Assim, 9(X) e P(X) tem o mesmo grau, digamos
n. Como ambos s&o ménicos e de mesmo grau, o polindmio N(X)=p(X)
— 0(X) tem grau menor que n e tem a como raiz. Entdo N(X)=0 (polinémio
nulo). Logo  P(X)= g(X).

Lema 7.1.1:

(@) Seja f(x) e F[x], f(x)=0, tal que f(a)=0. Entdo existe irr(a,F) e

irr(a,F) divide f (x).
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(b) Se |O(X) € F[X] € um polinbmio ménico irredutivel, tal que a é raiz de p(x),

entéo P(X) & o polinémio irr(a, F).

Demonstracao:

(a) Desde que a € zero de f(X), a € algébrico e existe irr(a, F). Seja
p(x):= irr(a,F). Dividindo f(x) por p(X) obtemos f (X) = p(x).h(x)+r(x),com
r(x)=0, ou Or(x) <op(X). se r(X) nao for o polinémio nulo, entdo a é zero
de I'(X),pois aé zerode f(X) ede P(X).Masisto é absurdo, pois sendo

a seria zero de um polinbmio ménico de grau menor que |O(X). Logo,

r(x)=0e p(x) divide f(x).

(b) Pelo item (a), P(X)= q(X).h(X) . Mas P(X)sendo irredutivel vem que
h(X) ¢ uma constante. Agora, como P(X)e 4(X) sao ménicos vem que N(X)

=1, ou seja P(X)= q(X).

Antes ainda de mostrarmos exemplos, enunciemos o0 seguinte critério de

irredutibilidade de polinbmios sobre o corpo dos nimeros racionais:

Lema 7.1.2: (Critério de Eisenstein):

Seja p(X)= ax"+a X" +---+ax+a, €Z[x] um polinémio de grau n. Se
existe um numero primop >0 € Z, tal que para todoi,com 0<i<n-1,
p divide a;, p ndo divide a,, e p? ndo divide a,, entdo p(X)é irredutivel sobre

Z. e, portanto, irredutivel sobre Q também.

Exemplos:

(1) Tomando o numero primo p = 3, no critério de Eisenstein, vemos que o0

polinémio P(X)=x2 -3 € Z[x] é irredutivel sobre Q. PeloLema7.1.1 (b)

irr (v/3,Q) = x2 3.
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Por outro lado, |O(X) € redutivel sobre R, pois em R|[x],

p(x)= (x + V3).(x — V3).Logo, irr (v3,R) =(x— V3).
(2) Tomando o namero primo p = 5, no critério de Eisenstein, vemos que o

polindbmio p(X): x3—5 € Z|[x] é irredutivel sobre Q. Pelo Lema 7.4.1 (b),
ir (¥5,Q) = x3 — 5.

7.2 CORPOS E EXTENSAO DE CORPOS

Quando nos referimos ao conceito de corpos e, mais precisamente, de
extensdo de corpos, fazemos mencdo ao campo das Estruturas Algébricas
desenvolvida apos o século XIX, a qual tem um papel fundamental no tema que
estamos desenvolvendo.

A partir do conceito de extensdo de corpos, introduzido por Galois, foi
possivel obter resultados que garantiiam a impossibilidade de algumas
construcdes por meio de régua ndo graduada e do compasso, e também da
impossibilidade de solu¢do de equacgdes polinomiais gerais de graus superiores
a quatro.

Consideremos, agora, as relacbes entre dois corpos K e L, quando
QEKeclLcgcc

Defini¢cdo 7.2.1. Um numero a € L é algébrico sobre um corpo K, K S L, se
existe um polinémio ndo nulo f(x) € K [x] tal que f(a) = 0. Um ndmero real ou
complexo a é dito algébrico se ele é algébrico sobre o corpo Q@ dos numeros
racionais. Um numero que néo € algébrico sobre K, é dito transcendente sobre
K. Dizemos simplesmente nimero transcendente, se ele é transcendente sobre
Q.

O ndmero complexo i €& algébrico, pois € raiz do polinbmio
fx)=x*+ 1€ Q [x].

Certamente, se a < K, entdo a € um numero algébrico sobre K, pois o €
raiz do polinémio n&o nulo f(X)=x— a € K [x]. Todavia, podem existir

elementos de L que ndo sdo elementos de K, mas que sao algébricos sobre K.
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Exemplo desse fato é que se az\/g, entdo & é uma raiz de
f(x) =x*—- 5 € Q[x], sendo @ , portanto, um nimero algébrico sobre Q.

Os ndmeros reais € e T Sao transcendentes, conforme mostram 0s

resultados obtidos por Charles Hermite (1822-1905) e por Ferdinand
Lindermann (1852-1939).

Definicéo 7.2.2. Um corpo L é uma extensdo de um corpo K, se K < L. Como
L é um espaco vetorial sobre K com as operac¢des usuais de L, a dimenséo do
espaco vetorial L sobre K é dito grau da extenséo e é denotado por [L:K]. Se

[L:K] é finito dizemos que a extenséo é finita.

Definicdo 7.2.3 Uma extensdo L de K é dita extensdo algébrica se todo
elemento de L é algébrico sobre K. Caso contrario, a extensdo € dita
transcendente.

Teorema 7.2.1: Toda extensao finita & algébrica.

Demonstracéo: Seja L uma extensao finita de K, de grau [L:K] = n. Entéo, para

qualquer U € L, 1,U,U2,~°,Un € L sao linearmente dependentes, pois ao todo
sdo n + 1 elementos. Logo existem escalares 4d,,d;,"'*,d, € K, ndo todos
nulos tais que a,+a,u+---+a,u" =0. Assim, U é raiz do polinémio n&o nulo
ay+a,X---+a, X" em K [X]. Por defini¢dio, K = L é uma extens&o algébrica.

Teorema 7.2.2 (Multiplicidade dos Graus). Consideremos as extensdes
K € L € E, com [L:K] e [E:L]finitos. Entao [E:K] é finito e [E:K] = [E:L].[L:K].

Demonstracdo: Basta demonstrar que C = { Cjj =¢€; .fj ,1<i<n, 1< j<m} é
base do K-espago vetorial E, onde B; = {ei,lﬁiﬁﬂ} € base do L-espago

vetorial E e B, = {f;,;1<j<m} & base do K-espago vetorial L.
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m
Seja U € E. Entdo u :z_)lx.e, com X; € L.Como X = J.z::lyij 1:j’ com Vijj € K,

n{m n,m
substituindo vem que u= X | X yjjfj ej= =X (Yij )3ij- Portanto, C gera o
izl j—1 .

n,m
K-espaco vetorial E. Agora, se existem Yij € K, tais que X Yij Cij =0,
i, j=1

entdo substituindo ¢;; e destacando os ei nesta soma finita, temos:

n,m n({m
0= X vyjjej.fj=2% [ Z Yijj fjJei' Como B € base do L-espago vetorial E,

i, j=1 i=1 j=1
m
vem que X Yjj fj =0 em L, parai=1,...,n. Como B, é base do
-
K-espaco vetorial L, segue que Yi =0, parai=1,...,n e j=1,.., m.

Isto conclui a demonstracao.
|

Para o que segue, se d é um elemento de um corpo K, por

K(\/E) entendemos o conjunto {a+ bvd,a,be K}. Se d é um quadrado em
K (isto é, se d « K 2, equivalentemente, Jd € K) entéo K(\/H)Z K, portanto,

K(JE) é um corpo. Se d ndo é um quadrado em K, definimos adicédo e
multiplicacéo por:
(a+bJd)+(c+evd)=(a+c)+(b+e)d e
(a+bd)-(c+evd)=(ac+dbe) + (ae + bc)/d.

Com isto, prova-se facilmente que K(«/E) é um corpo, onde 0+0d e 1+0d

sdo os elementos neutros para adicdo e multiplicagao, respectivamente. O

inverso de um elemento n&o nulo (a+b«/a) € K(\/a) é — adbz -— bdb2 Jd.
a?— a?—

Note que pelo fato de\/a ndo pertencer a K?, vem que a?—-db?nao é zero.

Com isto temos:

Lema 7.2.1: Sejam K um corpoed € K- K?. Entao K(\/a) € uma extensao

de K de grau dois.
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Demonstracdo: Note que dois elementos A=Xx+ y\/a, B:z+tﬁe K(\/a)

sdo iguais se, e somente se, X=Z2 e y =tem K. De fato, se A=B mas

X—2
y =1, entdo \/_=—t

€ K, contradicdo. Logo y =t o que acarreta X = Z.

Portanto, se A=0, prova-se que {l, \/a} é uma K —base para K(\/a) O resto

da demonstracdo segue dos calculos anteriores. =

A extensao quadratica K(\/a) é dita obtida de K por adjuncao de JE

7.3 PONTOS, RETAS E CIRCUNFERENCIAS CONSTRUTIVEIS

Seja P um subconjunto do plano que contém pelo menos dois pontos
distintos. Note que, a principio pode ser até mesmo todo o plano, mas abaixo
especificaremos quais subconjuntos P estaremos interessados. Dizemos que
uma reta r do plano € uma reta em 2 se r contém dois pontos distintos de P, e
dizemos que uma circunferéncia C do plano é uma circunferéncia em P se o
centro de ¢ é um ponto de P e C contém um ponto de P.

Sendo assim, chamaremos os itens (1), (I) e (lll) a seguir de operacdes

elementares em P.

() Intersecdo de duas retas em P.
(1)) Intersecdo de uma reta em P e uma circunferéncia em P.
(1) Intersecdo de duas circunferéncias em 2.

Dizemos que um ponto P do plano é construtivel a partir de P se pudermos
determinar P através de uma dessas operacbes elementares em 2.
Denotaremos por <P > o0 subconjunto dos pontos do plano que sé&o
construtiveis a partir de 2.

De agora em diante, vamos partir de dois pontos distintos no plano, O e
U, e sem perda de generalidade, podemos supor que esses pontos sao tais
como mostra a figura que segue. Note que a reta x, que passa por O e U, e as
circunferéncias C, e C, séo retas e circunferéncias em P se os pontos O e U

pertencem a P.
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4

Se P, = {0, U}, entao, por definicdo < P,> ={0, U, A;, A,, A3, A}
Note que areta x, que passa por A;e A,, € umaretaem <P, > e, portanto,

o ponto médio do segmento OU é construtivel a partir de < P, >.
Sejam P, ={0O, U}, P, =<P,>e P, =< P,;>.

O ponto O é o ponto médio do segmento A,U e a reta r perpendicular ao
segmento A, U que passa por O é uma reta em P,. Denotando esta reta por OY
e a reta suporte de OU por OX vemos que este sistema ortogonal de
coordenadas cartesiano é constituido por retas em 2,.

De acordo com as constru¢cdes os pontos de P; com suas respectivas
coordenadas séao: 0(0,0), U(1,0), A,(-1,0), A,(2,0), A, [%g] A{%,—?J.
Mais geralmente, sejam:

Po={O,U}, Py =<Py>,P, =<P;> ..., Pps1= < P,>, paratodon € N.

Entao

PycP,CcP,C ...CP,C Pyyqs C ... C R

Seja P,= U P,. Podemos notar que P,, € um conjunto infinito do plano
n=0

embora para cada n, P, seja um subconjunto finito do plano. Também

<P,>=P,e P(mVv)eEPR,, paratodome Z e todo v € Z.

Definicdo 7.3.1: Os pontos do plano que pertencem a ,, sdo chamados de
pontos construtiveis e as retas em P, isto é, retas contendo pelo menos dois
pontos construtiveis distintos, sdo chamadas de retas construtiveis e; as

circunferéncias em 2., isto é, circunferéncias com centro em P,, € contendo
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um ponto de 2,, sdo ditas circunferéncias construtiveis. Um numero real a diz-

se construtivel se P(a,0) é construtivel, isto é, P(a,0) € P.

7.4 PONTOS CONSTRUTIVEIS ESPECIAIS

A seguir vamos construir alguns pontos especiais a partir de outros pontos
construidos, retas e circunferéncias construtiveis, a fim de relacionar pontos

construtiveis com numeros construtiveis.

Proposicéo 7.4.1: Se os pontos distintos A e B sdo construtiveis entdo o ponto

médio M do segmento AB é construtivel.

Demonstracao:

Consideremos dois pontos distintos A e B e a reta r que passa por eles.
Tracemos duas circunferéncias com centros nesses pontos e raio igual a
distancia entre eles, obtendo os pontos C e D na intersecao entre elas. O

segmento CD corta a reta no ponto M.

Como AC = BC, o triangulo ABC é isdsceles e os angulos da base s&o
congruentes. Os tridngulos ACM e CMB s&o congruentes, pois AC = BC e CM é
lado comum. Assim, AM = BM. Portanto, M é ponto médio de AB, assim como
o ponto B é o ponto médio de AF e o ponto A é o ponto médio de BE. A reta que

passa por C e D é mediatriz de AB, sendo perpendicular a reta r.
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Proposicéo 7.4.2: Consideremos um ponto A e uma reta r, ambos construtiveis

de modo que A€ r. Se B e C sdo pontos construtiveis, entdo existe um ponto
construtivel Q tal que Q € r e os segmentos AQ e BC possuem 0 mesmo

comprimento.

Demonstracéo: Tracando circunferéncias centradas em A e em B, podemos

assumir que os pontos A, B e C € r. Caso os pontos B e C ndo pertencam a r,
tracarmos a reta s, passando por B e C. Com centro em A e raio AB, obtemos
o ponto B’. Por B e B’, tragamos a reta t e, em seguida, pelo ponto C, tragamos
uma reta w, paralela a reta t. Pelo ponto B’, tragamos uma reta y, paralela a
reta s, obtendo o ponto C’, intersecéo das retas y e w . Finalizando, com centro
em B’ e raio B'C’ obtemos o ponto C”, interse¢éo com a reta r, de modo que BC
e B'C’ tenham o mesmo comprimento e assim consideremos os trés pontos
sobre a reta r. Utilizando agora a proposicdo 7.4.1, determinamos o ponto
médio M do segmento BC. Marcamos sobre r o ponto D de modo que as
medidas de AB e BD sejam iguais. Dessa forma, os pontos A, B, C, M e D séo

construtiveis.

Tracando a circunferéncia com centro em M e raio |MD|, obtemos o ponto
Q, intersecédo da reta r com a circunferéncia tracada. Temos que DM e MQ
possuem o0 mesmo comprimento. Assim, os segmentos AQ e BC tém o mesmo

comprimento.
|
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Proposicdo 7.4.3: Sejam A, B e C trés pontos construtiveis ndo colineares.
Entdo existe um ponto construtivel D tal que A, B, C e D formam um
paralelogramo. Em particular, a reta passando por C e paralela ao segmento
AB é construtivel.

Demonstracéo: Consideremos os pontos A e B sobre uma reta r e o ponto C

ndo pertencente ar. Por A e C, tracamos a reta s. Utilizando a proposicao 7.4.2,
obtemos o ponto T tal que BT e AC tenham o mesmo comprimento. Ainda
utilizando a mesma proposic&o, obtemos o ponto X sobre a reta s tal que CX e
AB tenham o mesmo comprimento. Tracamos a circunferéncia de centro em B
e raio igual ao comprimento de BD. Em seguida, tragamos a circunferéncia de
centro em C e raio igual ao comprimento de CX. Obtemos o ponto D, uma das

intersecdes dessas duas circunferéncias.

A reta que passa pelos pontos B e D é paralela a reta s e a reta que passa
pelos pontos C e D é paralela a reta r. Dessa forma, os pontos A, B, C e D séo
vértices de um paralelogramo. Portanto, a reta que passa pelo ponto C e

paralela ao segmento AB é construtivel.

7.5 NUMEROS CONSTRUTIVEIS

A matematica grega foi, por longo periodo, essencialmente geométrica. O

conceito de nimero estava associado ao comprimento de um segmento. Desta

maneira, a determinacdo de um numero correspondia a construcao de um
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segmento de comprimento identificado com esse niumero. Para as operacdes
basicas de adi¢cdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo de dois niumeros, existiam
meétodos geométricos e construcdo, a partir de segmentos de retas e
circunferéncias. Desta forma, a partir da unidade, eram construidos os niumeros
naturais e os numeros fracionarios. Alguns niumeros irracionais também podiam
ser construidos como, por exemplo, a raiz quadrada de 2, que é a hipotenusa
do triangulo retangulo cujos catetos tém medida 1, ou seja, corresponde a
diagonal do quadrado de lado 1. Um numero a era (e é) chamado de
construtivel se fosse possivel construir, utilizando somente régua ndo graduada
e compasso, um segmento de medida a, a partir de um segmento cujo
comprimento era tomado como a unidade. NUumeros construtiveis utilizando
régua ndo graduada e compasso hada mais sdo do que numeros que podem
ser obtidos, a partir da unidade, por iteradas aplicacdes das quatro operagdes
basicas e a extracdo da raiz quadrada. No entanto, ndo sabemos se isto é
possivel sem o uso de um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas ou
mesmo, e ainda, sem um tal sistema demonstrar que a raiz cubica de um
ndamero real positivo ndo é construtivel. Em todos os casos, ainda sem

considerar um sistema de coordenadas cartesianas temos 0 seguinte resultado:

Teorema 7.5.1 Se a e b sdo numeros reais positivos construtiveis, entéo
a ~ 7 -
a+b,a—-b(coma>Dhb),a.b, A e Va sdo construtiveis.

Antes da demonstracdo temos o resultado imediato.

Corolério: O conjunto dos nimeros reais construtiveis € um subcorpo do corpo

dos nUmeros reais.

Demonstracao:

Consideremos trés segmentos de reta: u sendo a unidade, a e b, sendo esses

dois ultimos construtiveis, conforme figura abaixo
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Consideremos a reta r e sobre ela marcamos o segmento AB tal que
| AB| = a. Em seguida marcamos o segmento CD tal que |CD| = b de modo

gue C coincida com B e esteja entre A e D.

Construgdo dasomade d +b

Agora, construimos a circunferéncia de centro em B e raio b,

determinando o ponto E # D, intersecao da circunferéncia com a reta r.

A E \ B=C D

/ :

Construgdo da soma de (A + b) e (A — b)

Entdo |AD| =a+b e |AE| = a — b o que mostra que (a + b) e (a — b)
sao numeros construtiveis.

Agora, mostremos que a.b é construrtivel.

Sobre uma reta r tragamos um segmento AB, tal que |E| = a.Por A
tracamos uma outra reta s, concorrente com r, onde marcamos 0 segmento
unitario |AC| = 1. Em seguida, sob a reta s, marcamos o segmento |AD|= b.
Supomos b > 1 (se b < 1 a construgdo serd anéloga). Tragcamos a reta que
passa por C e B e tragamos uma paralela a essa reta passando por D e que

intercepta r num ponto P.
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Construgédo do produto a.b

Considerando os tridngulos ACB e ADP e a semelhanga entre eles,
teremos que:
|ac| _ |4B| 1 a

|E|_ 2P| m=|_P|$|AP|=a+ab.

Mas |AP| = |AB| + |BP| =a+ |BP|. Logo, ab=|BP|, o que mostra

que ab é construtivel.

Vamos considerar agora as mesmas condicdes do caso anterior.
Construimos uma reta que passa por B e D e uma reta paralela a BD passando

por C e interceptando AB num ponto Q.

Construcédo de %
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Considerando os triangulos ACQ e ADB e a semelhanca entre eles,

teremos que:

o

a
Logo, —=|AQ| o que mostra que - é construtivel.

SRS

Se a € um numero positivo ja construido, entdo podemos construir o
, 1 )
nidmero —. Se a = 1 nada temos a fazer. Tomemos a # 1. Consideremos
a

duas semirretas r e s, com origem comum em A, de modo a formar um angulo
de 45°. Tomamos os pontos B e E da semirreta r, tais que |AB| = a e |AE| = 1.
Ao tracarmos retas perpendiculares a reta r, pelos pontos B e E, obtemos as
intersecdes destas retas com a semirreta s, respectivamente, os pontos D e C.
Como o angulo DAB mede 45°, ent&o |CE| = 1 e |BD| = a. Tracamos a reta DE

e por C, tragcamos uma reta paralela a DE, obtendo o ponto F como intersecao.

Construgéo de -
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Considerando os triangulos FCE e EDB e a semelhancga entre eles, teremos

que:
| FE| | EC| 1-AF _ 1 1
p— = p— ﬁ — i F _— —
| E | | B | a—1 a a
Assim, obtemos o inverso multiplicativo de a.
Por fim, sobre uma reta r consideremos o segmento |AB| = a e o
segmento |ﬁ| = 1. Determinamos o ponto médio M do segmento AC e

tracamos a semicircunferéncia com centro em M e extremos A e C. Tracamos
a reta perpendicular ao segmento BC, passando por B, obtendo o ponto D,

intersecao da reta perpendicular com a semicircunferéncia.

D

& L
A a B 1 C

Construcéo de va

Observando o triangulo retédngulo ADC (ele esta inscrito numa

semicircunferéncia) e utilizando as relacdes métricas, temos que:

|AB| . |BC| = |BD|2 = a1=|BD|2 = a=|BD|2 .

Logo, va = | BD| o que mostra que va é construtivel.

No caso de n&o se usar um sistema de coordenadas cartesianas, dizemos
gue um numero real a € construtivel se for zero ou se seu médulo for um
nimero real construtivel, isto é, a é construtivel quando | a | é construtivel.

Pelo Teorema 7.5.1 concluimos que partindo da unidade, podemos
construir todos 0os numeros naturais, assim como todos 0s nameros inteiros.

Logo, os numeros racionais também s&o construtiveis. Além destes, uma vez
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gue a raiz quadrada de um numero (ndo negativo) construtivel € construtivel,
~ . o 3 .
entdo os nameros irracionais v2, V7, v2++/3, 3 ++/15 sdo exemplos de

numeros construtiveis. A figura a seguir dd um método da construcédo de /2.

Proposicdo 7.5.1: Um ponto P(a, b) sera construtivel se, e somente se, 0s

numeros a e b forem construtiveis.

Demonstracao:

(=) Sejam P(a, b) um ponto construtivel, O a origem do plano cartesiano e M
0 ponto médio (construtivel de acordo com a proposicao 7.4.1) do segmento
construtivel OP. Tragando a circunferéncia de centro em M e raio |[MP|, obtemos
0 ponto A, intersecdo da circunferéncia com o eixo OX. O triangulo OPA é
inscrito na circunferéncia e um dos lados é o diametro. Assim, segue que esse
triangulo é retdngulo em A que, por sua vez, € a projecao de P sobre o eixo OX.

Logo, A tem coordenadas (a, 0) e, portanto, € construtivel.
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Para determinarmos o ponto C(b, 0). Tragamos a circunferéncia de centro em
O e raio |PA|. Portanto, b também é construtivel.
(<) Reciprocamente, suponhamos a e b construtiveis. Como a reta OX e 0s
pontos O(0, 0), U(1, 0) sdo construtiveis (7.3), sabemos também construir Q(a,
0) e R(b, 0). A partir de uma circunferéncia de centro em O passando por R(b,
0) podemos construir B(0, b). Tracando paralelas (ou perpendiculares) segue
de imediato a construcdo de P(a, b) a partir de Q(a, 0) e B(0, b), e isto prova a
proposicéo.

m

Desde que um ponto P fica determinado por suas coordenadas (x’,y)), a
Gltima proposi¢éo diz que para determinar 0s pontos construtiveis P, basta
determinar as coordenadas (x’,y’) de P com x’ e y’ construtiveis. Por definicao,
estas coordenadas, sao solugdes de equacgdes do tipo

" {ax+by+c=0

ax+by+c, =0,
gue equivale a intersecdo de duas retas.

(I

x> +y?+ax+by+c, =0
ax+by+c=0,

gue equivale a intersecdo de uma reta com uma circunferéncia.
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x* +y>+ax+by+c=0
(1)

x> +y?+ax+by+c =0,

gue equivale a intersecédo de duas circunferéncias.

Para conhecer melhor os numeros construtiveis, precisamos mostrar que:
(A) Se r: ax+by+c=0 € uma reta construtivel, entdo os coeficientes a, b e ¢ sdo
nameros reais construtiveis.
(B) Se C: x?+y?+ax+by+c=0 é uma circunferéncia construtivel, entdo a, b e ¢
sdo numeros reais construtiveis. E, finalmente,

(C) as coordenadas x' e y' de um ponto construtivel P sendo solucdo de um dos

sistemas (1), (1) ou (ll) entdo elas pertencem ao corpo K ou K(+/d ), onde K é
0 corpo o qual pertence os coeficientes das equacdes.

De fato, para demonstrar (A), sejam Q(xyy;) € R(x,,y,) pontos
construtiveis pertencentes a reta r. Entdo, um ponto X(x, y) do plano pertence
ar, se e somente se, o determinante da matriz ( X4 YR jé nulo.

X=X Y=V
Desenvolvendo o determinante, obtemos X € r se, e somente se, ax + by
+c=0,o0onde a=y,-y;, b=x; —x, € Cc=x;(y1-y2) +y; (x3-x;). Como
os coeficientes de Q e R séo construtiveis segue da proposi¢do 7.5.1 que a, b
e ¢ também s&o construtiveis.

Para o caso (B), sejam C(x; y,) o centro da circunferéncia construtivel ¢
gue passa por um ponto construtivel P(x,, y,). Entdo um ponto X(x, y) do plano
pertence a C, se e somente se, a distancia de X a C é igual a distancia de P a
C, ou seja: (x- Xl)z +(y- yl)z = (Xz - )(1)2 + (yz - yl)z'

Desenvolvendo encontramos: x2+ y? + ax + by + ¢ = 0, onde:

a=-2x, b= =2y, ec=—x%—y+2xx, +2y;y,

Novamente, como os coeficientes de C e P séo construtiveis segue da
proposicdo 7.5.1 que a, b e c também séo construtiveis.

O caso (C) vai nos levar a um resultado importante sobre nuameros
construtiveis, resultado este que sera usado para demonstrar a impossibilidade

de construc¢do da quadratura do circulo, duplicagdo do cubo e da trissecéo de
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um angulo qualquer. Por isso enunciaremos o caso (C) em forma de

proposicéo.

Proposicéo 7.5.2: Suponha que os coeficientes a, a4, b, by, ¢, ¢; das equacdes
em (1), (I) e (111) sejam nameros construtiveis pertencentes a um corpo K. Entdo

as solucdes x', y' destas equacdes pertencem ao corpo K ou ao corpo K(v/d),

para algum d € K — K2,

Demonstracao:

As solucgdes x' e y' do sistema

ax+by+c=0
a,Xx+by+c, =0,

(1
gue equivale a intersecdo de duas retas néo paralelas séo:

‘o b,c-bc y= ac —ac
ab-ab’ ab—ab

Como as retas ndo sao paralelas, o denominador ab—ab, # 0.L0go, as

solugBes deste sistema estdo no proprio K.

Vamos determinar agora as solugdes x' e y' do sistema

{xz +y*+a,x+by+c =0
(In

ax+by+c=0,
gue equivale a intersecdo de uma reta com uma circunferéncia.

Como a ou b é ndo nulo, na segunda equacdo podemos isolar x ou y
(suponhamos y) e obter:

yo 3y C
b b

E, substituindo-o na primeira equacao, teremos:

2
X’ J{_%X_%j +a1x+b1(—%x—%j+c1 =0

ou
(a2 +b? X2 +(2ac-+b?a, —ably Jx+ ¢ ~bbc+bc, )= 0



65

Chamando de A=a’+hb? B=2ac+b’a, —abb,, C=c®-bbc+b’c, podemos

escrever

Ax>* +Bx+C=0

cuja solucéo é dada por:

_ -B*+yB’-4AC

X =
2A

Como A, B e C sdo nameros construtiveis (Teorema 7.5.1) vem que X €
um ndmero construtivel. Além disso, se os coeficientes a, a;, b, by, ¢, ¢; do

sistema (Il) estdo em um corpo K, entdo A, B e C também pertencem ao

corpo K e, portanto, x pertence ao corpo K (se B? - 4AC pertence a K?), ou x

pertence ao corpo K(v/d), com d = B2 - 4AC Analogamente, podemos obter y
através de uma formula semelhante.

Agora vamos determinar as solucdes x' e y' do sistema

() {x2+y2+ax+by+c:0

x?+y?+a,x+by+c, =0,
gue equivale a intersecdo de duas circunferéncias. Subtraindo a segunda
equacao da primeira, obtemos

*)

x> +y?+ax+by+c=0
(a—a )x+(b—b,)y+(c—c,)=0,

gue é um sistema composto por uma equacédo do segundo grau e uma equacao
linear. As solucdes do sistema (Ill) sdo exatamente as mesmas solu¢des do
sistema (*). Como as circunferéncias correspondentes aos sistemas acima sao
distintas, entdo a — a; # 0 oub — b; # 0. Assim o sistema (*) é analogo ao
sistema (ll), j& analisado e, a conclusdo é a mesma do caso anterior, ou seja,
as solucdes x' e y' estdo no corpo original dos coeficientes em K ou em K(v/d),
deK-K?

Pode-se notar que, ambas as coordenadas X' e y' sdo obtidas por meio de
iteradas aplicacOes das operacdes béasicas de adi¢édo, subtracdo, multiplicacéo,
divisdo e extracdo de raizes quadradas nos coeficientes a, a;, b, by, C, ¢;
das equacdes. Supondo estes coeficientes em um corpo F, acabamos de ver

gue a partir da extracao de uma raiz quadrada ndo podemos garantir mais que
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a solucao procurada também esteja no corpo F, pois a raiz quadrada de um
elemento de F nem sempre € elemento de F.

Desde que um ponto R é construtivel, isto €, um ponto de 2= U P, €

n=0

obtido por uma sequéncia finita de operacbes elementares em P, pois R
pertence a B, para algum n, segue das proposicbes 7.5.1 e 7.5.2 que 0s
nameros construtiveis sao obtidos por meio de uma sequéncia iterada das
operacdes basicas: adi¢do, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e extracado de
raizes sobre elementos obtidos inicialmente do corpo Q dos numeros racionais.
Sendo assim, 0s numeros construtiveis se encontram em alguma extensao
finita do corpo dos ndmeros racionais. A seguir vamos demonstrar isto e
veremos que esta extensdo ndo é qualquer extensdo finita do corpo dos
nameros racionais e sim de um tipo especial o que nos possibilitara dar uma
resposta negativa aos problemas de trissecédo de um angulo e duplicacao do
cubo.

Teorema 7.5.2. O corpo dos numeros reais construtiveis é uma extensao
algébrica dos racionais tal que cada numero construtivel estd em alguma
extensdo K do corpo dos nimeros racionais Q cujo grau [K: Q] € uma

poténcia de 2.

Demonstracao:

Como toda extensdo finita € algébrica € suficiente demonstrarmos que cada
ndmero construtivel pertence a uma extensdao K do corpo dos ndmeros
racionais Q com [K: Q] = 2™.

Pela Proposicao 7.5.1 sabemos que se & é construtivel, entdo ele é uma das
coordenadas de um ponto construtivel R pertencente a #,,= U P,. Assim R

n=0

pertence a P,, para algum natural n e, portanto, R é obtido por uma sequéncia
finita de iteragOes das operacdes elementares. Consequentemente, & também
€ obtido por uma sequéncia finita de iteragfes de operacdes basicas a partir do
corpo Q dos numeros racionais. Em outras palavras, existe uma sequéncia de

corpos
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Q=Kyc K;c .. € K1 © Ky, *)

tais que « € K,, — Kp—y e Ky = K;(/d;) onde d; € K; — K7,

Como todos os elementos de @Q sdo construtiveis e o teorema é
verdadeiro para K, = Q, pois [K,: Q] =1 = 2° podemos supor m =1 e
demonstrar por inducdo em m, que para uma sequéncia de corpos como em
(*), tem-se [K,,: Q] = 2™
Se m=1, entdo [K; : Q] = 21 =2
Suponhamos, para hipétese de inducéo, que para uma sequéncia de corpos
comoem (*) para m=r-13> 1 tem-se [K,_;:Q]= 2""1 e provemos
que,se Q =K, c K, c .. ¢ K,_; c K, éuma sequéncia de corpos que
satisfaz as mesmas condicGes da sequéncia (*), entdo [K, : Q] = 2".

Pelo Teorema 7.2.2 (multiplicidade dos graus) temos:

[Kr: Q] = [K;: K] [Kroq 2 Q]
Como [K, : K,_;] = 2, ahipdtese de inducdo nos da que [K, : Q] = 2"
|

Portanto, podemos concluir que, solucionar os problemas geométricos
da duplicacéo do cubo, quadratura do circulo e da trissecao do angulo 8, com

régua ndo graduada e compasso, é equivalente a darmos uma expressao
. . .3 0 . . . .
iterada dos nimeros reais /2, ﬁecos; a partir dos numeros racionais

utilizando as operacfes basicas de adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e

a extracao de raizes quadradas.
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8. IMPOSSIBILIDADE DE RESOLUCAO DOS TRES PROBLEMAS

A impossibilidade de resolucdo dos trés problemas classicos da Grécia
Antiga s6 foi completamente esclarecida no final do século XIX, depois dos
trabalhos de Niels Henrik Abel (1802-1829) e Johann Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) sobre a resolucédo de equagbes algébricas por meio de radicais. A
prova da impossibilidade de resolucdo dos problemas ja mencionados depende
da teoria das equacdes cubicas, isto é, de conceitos algébricos que foram
sendo desenvolvidos ao longo de varios séculos. A primeira demonstracéo
efetiva da impossibilidade da duplicacéo do cubo e da trisse¢cdo do angulo foi
apresentada por Pierre Laurent Wantzel no artigo “Recherches sur les Moyens
de Reconnaitre si un Probléme de Géométrie Peut se Résoudre avec la Régle
et le Compas”, publicado em 1837 no Journal de Liouville. Nesse trabalho,
Wantzel fez uso das ideias iniciadas por Descartes e terminou de uma vez com
as discussoes sobre dois dos trés problemas classicos.

Em 1882, o alemao Ferdinand Von Lindemann (1852-1939) demonstrou
formalmente que 1T é um numero transcendente, isto é, ndo é raiz de nenhum

polindbmio com coeficientes racionais, o que torna impossivel efetuar a

guadratura do circulo apenas com régua ndo graduada e compasso.

8.1 A DUPLICACAO DO CUBO

Retomando o enunciado do problema: dada a aresta de um cubo,
construir, com régua e compasso, a aresta de outro cubo cujo volume € o dobro
do cubo inicial. Como, a partir da unidade, eram construidos os nuameros
naturais, 0s numeros fracionarios e alguns numeros irracionais,
consideraremos o cubo inicial de aresta unitaria.

Queremos encontrar a aresta 8 de outro cubo, de modo que o volume
deste ultimo seja o dobro do inicial. Assim, temos:

=2 = p3-2=0

Vamos demonstrar que isto é impossivel, em dois passos:

(I) Vamos demonstrar primeiro que Q[f] definido por:
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Q[Bl:={a+bB +cB?ab,c € Q}

€ um subcorpo de R tal que [Q[8]: Q] = 3. De B3 -2=0, B é raiz do polindmio
p(x) = x3— 2 € Q[x]. Pelo critério de Eisenstein irr(8, Q) = p(x). A adicdo e
multiplicacdo em Q[fB] sdo as mesmas do corpo R e portanto Q[£] € um anel
de integridade. Agora basta demonstrar que todo elemento ndo nulo de Q[f]
tem inverso em Q[B]. Para isto seja u = a+ bf + cf? € Q[B] ndo nulo e
considere o polinémio ndo nulo r(x) = a + bx + cx? de Q [x]. Como p(x) é
irredutivel, vem que 1 = mdc(p(x),r(x)). Pela identidade de Bezout existem
h(x),f(x) € Q[x] tais que 1=h(x).p(x)+ f(x).r(x). Aplicando em S
obtemos: 1 = 1(B) = h(B).p(B) + f(B).r(B) e como p(B) = 0 ficamos com:

1=fB).rB) )

Mas dividindo f (x) por p(x) podemos escrever: f(x) = q(x).p(x) + s(x) onde
s(x) = ag+ a;x + ax? € Q[x] é 0 resto da divisao.

Consequentemente, f(B) = q(B).p(B) + s(B) = q(B).0+s(B) = s(B).

Substituindo em (*) obtemos

1=s(p).r(p)=s(p)u,

com s(B) € Q[B]. Portanto, u é inversivel em Q[SB] e Q[B] é um subcorpo de R.

Agora vamos demonstrar que [Q[B]: Q] = 3 e para isto basta demonstrar
que B = {1, 8, %} é uma Q —base de Q[f]. Evidentemente, B gera Q[S]. Agora,
se existem a,b,c € Q ndo todos nulos tais que a.1+ b +cf% =0, entdo p é
raiz do polindmio n&o nulo h(x) = a + bx + cx? . Caso ¢ € ndo nulo, entdo g é
raiz do polindmio moénico e irredutivel ¢ 1h(x) € Q[x]. Absurdo, pois
irr(8,Q) = p(x). Portanto, ¢ = 0 e analogamente b e a sé&o nulos. Portanto,

B é linearmente independente. Isto conclui a demonstracdo da parte (1).

(I Agora vamos demonstrar que se g € construtivel, entdo Q[S] esta contido

em alguma extensdo de Q cujo grau € uma poténcia de 2.

Isso ocorre pois, se B é construtivel entdo, pelo Teorema 7.5.2, g pertence

a uma extenséo K do corpo dos numeros racionais Q cujo grau [K:Q] = 2™.

Desde que g < K, vem que todo elemento da forma a+ bf + Cﬂz (com a,b,c €
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Q) pertence a K ou seja, Q[B] esta contido em K. Assim temos a sequéncia de
inclus6es de corpos: Q < Q[B] c K. Pelo Teorema 7.2.2 (multiplicidade dos
graus) vem que 2" = [K: Q] = [K: Q[A]. [Q[B]: Q] = [K: Q[A]].3 Isto mostra que
3 divide 2™, o que é absurdo. Portanto, § ndo é construtivel. Isto conclui a
demonstracao da impossibilidade da duplicacdo do cubo utilizando régua nao

graduada e compasso.

8.2 A TRISSECAO DE UM ANGULO

O problema consiste em trissecar um angulo qualquer, ou seja, dividi-lo
em trés partes iguais, usando apenas uma régua nao graduada e um
compasso. Podemos interpretar esse enunciado da seguinte maneira: dado um
angulo de medida 36 construtivel, construir trés angulos de medida igual a 6.

Podemos notar que ndo definimos o que vem a ser construir angulos, mas
0 conceito é claro e, podemos notar que construir um angulo ¢ equivale a
construir o cosseno ou seno deste angulo. Uma vez obtida uma destas medidas

também obtemos a outra e assim obtemos P(cos@, sen ), obtendo o angulo.

Desse modo, consideremos um angulo de medida 60°. Seja 6=20°, de

modo que 60° =30. Temos:
cos (60°) = g Logo, 36 & construtivel. Por outro lado,

c0s(30) = cos (8 + 20) = cos(8)cos(26) — sen(8)sen(20) =
c0s(30) = cos(6).[cos2(6) — sen2(6)] — sen(6).[2.sen(0)cos(6)]=
c0s(36) = cos().[cos?(8) — [1 — cos?(6]] — 2sen?(8)cos(0)=
c0s(36) = c0s(0).[2c082(0) — 1] — 2.[1 — cos2(6)]cos(8)]=
c0s(30) = 2c0s%(8) — cos(6) — 2c0S(B) + 2c0s%(6)=

c0s(36) = 4c0s3(8) — 3c0s(0). Assim,

c0s(60°) = 4c0s3(20°) — 3cos(20°). Logo,
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% = 4c0s3(20°) — 3c0s(20°) = 8co0s3(20°) - 6¢0s(20°) -1 =0

Fazendo z = cos(20°), temos

8z3-6z-1=0.

Portanto, z é raiz do polinémio f(X)=8x> —6x-1.
Vamos demonstrar que este polindmio é irredutivel e, consequentemente,
irz,Q) = 871 f(x).

O critério de Eisenstein ndo se aplica neste polinbmio. No entanto se

f (x) fosse redutivel ele teria um fator de grau um e, portanto, teria uma raiz

em Q. Considere entdo uma raiz racional u = g € Q com mdc(r,s)=1.
ry’ r

Segue-se que 8[—) —6(—]—1:0, ou depois de alguns célculos podemos
s s

escrever:

8ré—6rs’-s*=0, (=
ou ainda:
r@8r? —6s”)=s.
Como pela hipotese feita, r ndo divide s, vem que r =+1.

Agora, escrevendo a igualdade (**) na forma: 8r® = s(6rs + 82), e notando que

1 1
s ndo divide r3 vem que s divide 8. Logo U ef{tl + E' * Z, * g} Por tentativa

podemos ver que nenhum destes elementos é raiz de f(x). Absurdo. Segue,
entdo, que f(x) € irredutivel. Agora com mesmo raciocinio anterior, feito no

caso da duplicagcéo do cubo, podemos demonstrar que
Q[cos 8] := {a + b.cosO + c.cos?*6,a,b,c € Q}

€ uma extensédo de grau 3 de Q e esta contido em alguma extenséao de Q cujo
grau é uma poténcia de 2. E isto gera um absurdo, como anteriormente.
Concluimos que o angulo de 20° néo é construtivel com régua ndo graduada

€ Compasso.
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8.3 A QUADRATURA DO CIRCULO

O problema consiste em construir um quadrado de area igual a area de
um circulo dado.

Consideremos um circulo de raio construtivel e um quadrado de lado k.

Queremos encontrar a medida de k de modo que

nr? = k% ou k=rJm

Mas se \/; fosse construtivel, pelo Teorema 7.5.1 vem que 7 = \/;-\/;seria
construtivel. Dai 7 estaria em uma extensao finita de @, cujo grau é uma
poténcia de dois e seria um numero algébrico, o que é absurdo. Dai a

impossibilidade de se quadrar um circulo.
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9. ATIVIDADES PARA OS ALUNOS, COM O GEOGEBRA

Geogebra é um programa livre de geometria dindmica criado por Markus
Hohenwarter para ser utilizado em ambiente de sala de aula. Por ser um
software livre, os usuarios podem fazer alteragcdes em seus codigos fontes da
maneira que necessitarem, melhorando, aprimorando atualizando ferramentas
nele disponivel ou acrescentando novas ferramentas. E possivel realizar
construcdes utilizando pontos, vetores, segmentos, retas, se¢cdes conicas bem
como funcdes e alterar todos esses objetos dinamicamente apds a construcao
estar finalizada, explorando a parte geométrica do software.

Vocé pode baixar o Geogebra gratuitamente pela internet acessando a
pagina: http://www.geogebra.org.

E GeoGebra

Arquiva  Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

Barra de Menu
. I Mover

A ' O | L) N
® | /v — | | ®v o /] i — ‘% Arraste urn objeto selecionado (Esc) s
£ Objetos Livres X 5

¥ ¥ % 3 "))

I3 Ohjetos D dent
jetos Dependentes Barra de Ferramentas

Janela Algébrica
Janela Grafica

V||c( VHCumando

@ emasa | Campo de Entrada

Tela inicial do geogebra
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ATIVIDADE 1: construindo um retangulo

e Selecione a opcdo RETA DEFINIDA POR DOIS PONTOS e cligue em dois
pontos na horizontal.

e Selecione a opcdo PONTO e clique em qualquer lugar na janela de
construcao.

e Selecione a opgcao RETA PARALELA e clique na reta e depois no ponto
criado anteriormente.

e Selecione a op¢do RETA PERPENDICULAR e clique no ponto A e na outra
reta. Fagca o0 mesmo no ponto B e na outra reta.

e Selecione a opcdo INTERSECAO DE DOIS OBJETOS e clique na reta que
passa por C e na outra reta, perpendicular a primeira e que passa por A.
Também faca 0 mesmo com a reta que passa por C e na outra reta,
perpendicular a primeira e que passa por B.

e Selecione a op¢do POLIGONO e clique nos pontos ABED. E também clique
uma quinta vez no ponto inicial para fechar o retangulo.

e Selecione a opcao EXIBIR/ESCONDER OBJETO e cliqgue em todas as
quatro retas e também no ponto que nao é vértice do retangulo.

e Em seguida, selecione a opcdo MOVER para desaparecer todos os itens

selecionados.

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

BN cl[s] PN E
Y

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagio

Ponto

® A=(3,2)

® B=(10,2)
C=(4.56, 5)

® D=(3,5

® E=(10,5)

- Quadrildtero

8 poll=21 o E

Reta 5
ay=2
b:y=5
cx=3 4
d:x=10

Segmento

w

a
b, =
d =
e

=7

aaaaaaa
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Atividade 2: dividindo um segmento em cinco partes iguais.

e Selecione a opcdo SEGMENTO e cliqgue em dois locais diferentes no plano,
obtendo os pontos A e B.

e Selecione a opcdo PONTO e cligue num local fora do segmento construido,
obtendo o ponto C.

e Selecione a opgao SEMIRRETA e clique nos pontos A e C.

e Selecione a opcao EXIBIR/ESCONDER OBJETO e cliqgue no ponto C e em
seguida MOVER.

e Selecione a opcdo CIRCULO DADOS O CENTRO E RAIO. Clique no ponto
A e em seguida digite 1 na janela e cligue ok. Selecione a opcéao
INTERSECAO DE DOIS OBJETOS e clique na semirreta e no circulo criado.

e Repita a operacao, com centro em D, obtendo o ponto E.

e Repita a operacao, com centro em E e no ponto D, obtendo o ponto F.

e Repita a operagdo, com centro em F e no ponto E, obtendo o ponto G.

e Repita a operacao, com centro em G e no ponto F, obtendo o ponto H.

e Selecione a opcado EXIBIRIESCONDER OBJETO e clique em cada
circunferéncia construida.

e Em seguida, selecione a opcdo MOVER para desaparecer todos os itens
selecionados.

e Na janela de algebra, selecione os segmentos e com um clique no lado
direito do mouse, clique em EXIBIR ROTULOS.

e Selecione a opcdo SEGMENTO e clique nos pontos H e B.

e Selecione a opcdo RETA PARALELA, clique no segmento BH e no ponto G.

e Selecione a opcdo RETA PARALELA, clique na reta que passa por G e no
ponto F.

e Selecione a opcao RETA PARALELA, clique na reta que passa por F e no
ponto E.

e Selecione a op¢do RETA PARALELA, clique na reta que passa por E e no
ponto D.

e Selecione a opcdo INTERSECAO DE DOIS OBJETOS e clique em cada reta

e no segmento AB, obtendo os pontos |, J, K e L.
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e Na janela de algebra, selecione as retas e com um cliqgue no lado direito do
mouse, cliqgue em EXIBIR ROTULOS.
Observe que o segmento AB foi dividido em cincos partes iguais, ou seja:

|AL| = |LK| = |K]|= []I| = |IB|

€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Al M=l Pl O X ABC | %32 >

b Janela de Algebra # | » Janela de Visualizagdo
GCénica
cKX+y-6x-2y=31.91
d:(x - 3P +{y-1F=1.13
e:(x-3.637 +(y-1.85°=1.
Bx-427F +(y-271F =11
0: (X - 4.9 + (y - 3.56) = 1.1
h: (x - 5.54) +(y - 4.42) = 1.

=1
=
g

=(9.47,1.01)
= (6.86, 6.2)
=(3.63,1.85)
E=(4.27,271)

F =(4.9,3.56)

G =(5.54,4.42)
H=(6.17,5.27)
1=18.18, 1.01)

@ J=1(6.88,1.01)

® K=(559,1.01)

® L=(429,1)

Reta

® [:4.26x+3.3y=38.14
® k:4.26x+3.3y=32.62
@ 1:4.26x+33y=27.11
@ m:4.26x + 3.3y =21.59

onm>
-

(2 X2 X X ¥ ¥ R

- Segmento
@ a=647
@ b=647
o (=539

Atividade 3: aproximacao do numero Tt, por Arquimedes

e Selecione a opcdo CONTROLE DESLIZANTE, cligue na janela de
visualizacdo, utilize a letra n como nome, minimo 3, maximo 100 e

incremento 1. Clique em aplicar.

. Mome

® Nimero

O Angulo "

() Inteiro [ Aleatdrio (F9)

Intervalo  Controle Deslizante  Animagio

min: |3 max: 100 Incremento: |1

Aplicar Cancelar
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e Na janela de entrada, digite A=(5,2) e dé ENTER. Faca o0 mesmo para 0s
pontos B=(6,2). C=(10,2) e D=(11,2).

e Com a opcdo POLIGONO REGULAR clique nos pontos A e B e na janela
digite n para vértices. Faca o mesmo para os pontos C e D.

e Utilize a opcdo MEDIATRIZ e clique, na sequéncia, sobre os segmentos AB,
CD, AE e CF.

e Com a opcdo INTERSECAO DE DOIS OBJETOS, clique nas mediatrizes,

obtendo os pontos G e H.

\s

e Com a opcdo ANGULO COM AMPLITUDE FIXA marque dois pontos na
janela de visualizacédo e em seguida troque 45° por 360°/n.

e Selecione, na janela de Algebra, as retas e com o lado direito do mouse
clique em EXIBIR ROTULOS. Faca o mesmo com os poligonos e
segmentos.

Vamos, agora, construir alguns numeros. Para cada um é necessario criar
um controle deslizante. Criaremos o primeiro. Para os demais, repetem-se 0s
procedimentos, alterando apenas a definigéo.

e Selecione a opcdo CONTROLE DESLIZANTE, clique na janela de
visualizacao, utilize a letra w como nome. Clique em aplicar. Em seguida, na
janela de Algebra, selecione o niimero w e com o lado direito do mouse, va
até PROPRIEDADES e na aba BASICO, digite cos(a) no campo
DEFINICAO.
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Crie os seguintes numeros: t e definicdo 1- w; u definicdo 2t; v definicdo
1/u; r definicdo sqrt(v); R definicdo sqrt(r?> -1/4); m, definicdo n/(2r); g
definicdo n/(2R) e my definicdo (m, + mg)/2.

Com a opcdo TEXTO, no campo editar, digite r = e selecione objeto r. Clique
em OK.

Com a opcado TEXTO, no campo editar, digite R = e selecione objeto R.
Cliqgue em OK.

Com a opcdo TEXTO, no campo editar, digite T, = e selecione objeto ..
Clique em OK.

Com a opcéao TEXTO, no campo editar, digite Tz = e selecione objeto mp.
Cliqgue em OK.

Com a opcao TEXTO, no campo editar, digite my = e selecione objetomy;.
Clique em OK.

Com a opc¢do CIRCULO DADOS CENTRO E RAIO, clique no ponto G e raio
r.

Com a opgdo CIRCULO DADOS CENTRO E RAIO, clique no ponto H e raio
R.

Selecione o poligono 1 e 2, e nas propriedades, pinte-o de vermelho.
Selecione o circulo 2 e pinte-o de branco.

Na janela de Algebra, selecione retas e, com o lado direito do mouse clique
em EXIBIR OBJETO de modo a esconder as retas na construcao.

Com a opgédo MOVER, clique no controle deslizante e mova-0.0 aluno pode
observar que o valor de Tt esta aproximado por falta (poligono inscrito), por
excesso (poligono circunscrito) e a média entre esses valores. O professor
pode discutir os valores atribuidos aos nimeros e outras propriedades de

objetos construidos.
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n=3
R=0.28868

r=0.57735 TR=5.19615

™ =2.59808

™y=3.89711

Abaixo mostraremos a janela de visualizacdo e em seguida a janela de

Algebra, dividida em duas colunas.

o Arquimedes.gghb Ponto
Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela ® A=(52)
----- ® B=(62)
il = - ® D=(10,2)
Rﬁ o ,/ H,lf L\«- @ @ ----- ® E=(11,2)
= v e i v S ® G=(55,2.28868)
v =| -~ ® H=(105,2.28868)
B L, = (14.13008, 3.8136)
Conica M, = {15.41334, 3.83715)
----- ® k(x-557+(y-2.28868F=0.33333 3
..... ® P,:(x-10.5F +(y - 2.28868) = 0.08333 o Ny =(18.07536, 2.73757)
Mimero Rem. _s5
----- R =0.28868 b
..... .1—10.5
""" ® n=3 i -0.5% - 0.86603y = -4.73205
""" r=0.57735 -~ j:-0.5% - 0.86603y = -7.23205
""" t=15 - Segmento
..... u=73 L@ a=
----- v=0.33333 @ d-
..... '|'||'=-U.5 ) TEHU
_____ nM=3,39711 -l textol ="r=0.57735"
@ texto? = "R=0.28868"
----- Wg = 5.19615 @ texto3 ="T_r=2.59808"
_____ T = 2.59808 @ textod ="m_R=5.19615"
T @ texto5="m_M=3.89711"
- Poligono Angulo
-4 pol =0.43301 L a=130°

L@ pol? =0.43301
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10. CONSIDERACOES FINAIS

Longo foi o caminho percorrido pelos matematicos ao tentarem resolver
estes trés famosos problemas da Antiguidade; caminhos que conduziram a
conceitos modernos de algebra. Os gedbmetras gregos falharam nas suas
buscas porque procuravam algo de impossivel, como o proprio Papus afirmou,
foram incapazes de resolver o problema usando apenas métodos planos, isto
€, utilizando unicamente régua nao graduada e compasso, pelo fato do
problema né&o ser “plano”, mas sim “solido”. A busca de solugéo para estes, e
outros problemas geométricos permitiu, ao longo destes dois mil anos, que
inimeros desenvolvimentos matematicos surgissem e novos horizontes se
abrissem no universo da Algebra. Problemas de enunciados muito simples
levaram a criagdo de ramos da matematica mais complexos.

Assim, a busca pelo impossivel acarretou num crescimento da
matematica. A popularidade dos problemas levou muitos matematicos
amadores a buscar solucdo para os mesmos. Mesmo quando ja se sabia que
isto era impossivel, 0 Royal Society de Londres, recebia grande quantidade
de provas falsas.

Esses trés problemas sdo exemplos de que a beleza de um problema
matematico ndo esta na resposta, e sim, nos métodos usados para resolvé-
lo. A ndo existéncia de uma solucao pode ser frustrante, mas os raciocinios
gue afloram nas tentativas infrutiferas da solucdo deles, constituem um
material rico e cheio de descobertas interessantes, que proporcionam ao

homem a evolucéo de seu conhecimento.
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