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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar os maximos e minimos de func¢oes de uma e de
duas varidveis reais, bem como apresentar uma proposta para estudo dos pontos extremos
de funcoes quadraticas no Ensino Médio. Para tanto, estudamos a existéncia de valo-
res maximos e minimos de funcoes continuas, culminando na demonstracao do Teorema
de Weierstrass. Posteriormente, fazemos um estudo detalhado para funcoes derivaveis,
evidenciando resultados conhecidos, como os Testes de Derivadas e, exemplificando tais
resultados através de exemplos de aplicacao direta e problemas classicos voltados para
otimizagao. Por fim, propomos material para o estudo dos maximos e minimos de fungoes
quadraticas, visando o trabalho com vértice de parabolas e fixacao do contetido através
de diversas situagoes problemas que tendem a chamar atencao dos alunos pelo fato de nao

serem totalmente abstratas.

PALAVRAS-CHAVE: Méximos e minimos, fungoes continuas, fungoes derivaveis, fungoes

quadraticas.



Abstract

This work aims to study the mazimum and the minimum for functions of one and two real
variables, as well as submit a proposal to study the extreme points of quadratic functions
in high school. Therefore, we study the existence of mazimum and minimum values of
continuous functions, culminating with the proof of Weierstrass Theorem. Later on, we
perform a detailed study for deriwvable functions, showing results known as the Derived
Test and exemplifying such Fxamples of results through direct application and classical
problems in optimization. Finally, we propose materials for studying the maximum and
minimum of quadratic functions, aimed parabolas working with vertexr and determining
their content via various problem situations that tend to draw students’ attention by not

being totally abstract.

KEYWORDS: Mazximum and minimum, continuous functions, derivable functions,

quadratic functions.
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Introducao

Os conceitos de valor maximo e de valor minimo de funcgoes sao fundamentais em di-
versas areas: na industria busca-se sempre otimizar valores e aproveitar materiais, possi-
bilitando diminuir tempo e custo de producao, obtendo maiores lucros com menos esforco;
em balistica calcula-se a altura maxima e a distancia que devera atingir um projétil; nas
Ciéncias Atuariais determina-se o preco minimo que deve ter uma apdlice de seguros, etc.
Sendo assim, estudaremos esses conceitos de modo que tenhamos base para aplicar em
diversos segmentos, modelando problemas através do conhecimento de geometria, trigono-
metria, raciocinio légico, dlgebra e também de conceitos da fisica. Todos esses problemas,
apds modelados, se resumem a problemas numéricos, facilitando suas resolucoes.

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 1 enunciaremos
alguns conceitos e resultados pertinentes para nosso estudo; no Capitulo 2 o foco serd
a demonstracao do Teorema de Weierstrass, resultado que garante a existéncia de valo-
res maximos e minimos de fungoes continuas de uma e também de duas variaveis reais
definidas em dominio compacto; ja no Capitulo 3, apresentaremos o estudo de maximos
e minimos em fungoes derivaveis, sendo elas de uma ou de duas varidveis reais, cujo
desenvolvimento do contetdo sera detalhado por diversos resultados importantes, suas
respectivas demonstracoes e problemas de aplicacao direta ou de otimizagao para exem-
plificar; o Capitulo 4 tem como objetivo elaborar uma proposta de aplicagao do conceito
de maximos e minimos de funcoes quadraticas para a 1* série do Ensino Médio e, para
tanto, apresentaremos o conteudo tedrico necessario e proporemos diversos problemas e

suas respectivas resolucoes para que o professor trabalhe em sala de aula com seus alunos.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares para o

Estudo de Maximos e Minimos

O estudo de méaximos e minimos de fungoes reais abrange diversos resultados impor-
tantes do Calculo Diferencial, da Anélise Real e também da Otimizacao. Diante disto,
neste capitulo apresentaremos os resultados que citaremos ao longo do trabalho e indica-
remos a referéncia bibliografica onde o leitor encontraréd as respectivas demonstragoes de
forma detalhada.

Para iniciarmos, apresentamos uma definicao de suma importancia para o nosso es-

tudo, principalmente no desenvolvimento do Capitulo 2.

Definicao 1.1. Seja f : A — R, uma funcdo definida no conjunto A C R. Diz-se que f
¢ continua no ponto a € A quando, Ve > 0 dado arbitrariamente, pode-se obter § > 0
tal que x € A e |x—a| < § impliqguem |f(z) — f(a)| < e. Resumindo, f continua no ponto
a significa:

Ve>0,30>0;z €A, |z —al<d=|f(z)— fla)| <e.

A seguir, apresentamos trés resultados utilizados para a demonstracao do Teorema
B.1
Na pagina 82 da referéncia [5] encontram-se as defini¢goes de Limites Laterais que

seguem.
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Defini¢ao 1.2. Sejam f: Dy C R = R uma funcdo, p € R e suponhamos que existe b

tal que |p,b[C Dy, onde Dy € o dominio de f. Definimos:

(i) lim f(zr)=LeVe>0,30>0tal quep<zx<p+6=|f(r)—L|l<e.

z—pT

O numero L, quando existe, denomina-se limite lateral a direita de f em p.

(1) lim f(z)=L&Ve>0,30>0tal quep—d<z<p=|f(x)—L|<e.

T—p—

O numero L, quando existe, denomina-se limite lateral a esquerda de f em p.

Na pégina 137 da referéncia [5] encontra-se a definigdo de Fungao Derivavel conforme

segue.

Definigao 1.3. Sejam f: Dy C R — R uma funcio e p € Dy. O limite

i (L6212 10))

T—p r—0p
quando eziste e € finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p) (leia-se f

f/(p) = lim (M) .

z—p r—0p

Se f admite deriwada em p, entao diz-se que f € derivdvel ou diferencidvel em p.

linha de p). Assim,

J& na pagina 79 da referéncia [5] hd um exemplo com sua respectiva solu¢ao e o
apresentaremos aqui como Teorema da Conservacao do Sinal do Limite, como

segue.

Teorema 1.1. Se lim f(z) = L, onde L > 0, entao existe 6 > 0, tal que, YV € Dy,

T—p

p—o<z<p+dbx#p= f(z)>0.

A seguir segue o Teorema da Unicidade do Limite que é fundamental para a

conclusao do Lema[2.3le sua demonstracao pode ser encontrada na pagina 24 da referéncia

9.

Teorema 1.2. Uma sequéncia de numeros reais nao pode convergir para dois limites

distintos.
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Continuando, apresentaremos um teorema trazido na pagina 152 da referéncia [5] que
relaciona fungdes continuas e fungoes derivaveis, permitindo que os Capitulos[2e[3estejam

interligados.

Teorema 1.3. Sejam f: K C R — R uma funcao e p € K um ndmero real. Se f for

derivdvel em p, entao f é continua em p.

Vale ressaltar que a reciproca deste teorema nao é valida. Assim, derivabilidade im-

plica continuidade, mas continuidade nao implica derivabilidade.

Prosseguindo, para a demonstracao da Proposi¢ao apresentaremos o Teorema do

Valor Médio, cuja demonstracao pode ser apreciada na pagina 225 da referéncia [5].

Teorema 1.4. Se f : [a,b] — R € continua e derivdvel em |a, b, entao existird pelo menos

um ¢ em |a, b tal que

TO=1D _ pe) o 1) - f(a) = F()b - o).

Como consequéncia do Teorema do Valor Médio e utilizacao da definicao de Funcao
Derivavel, temos o teorema a seguir, cuja demonstracao é encontrada na pagina 226 da

referéncia [5] e também ajuda na demonstracao da Proposigao Bl

Teorema 1.5. Seja f derivavel no intervalo I.
(i) Se f'(x) > 0, Y interior a I, entdo f serd estritamente crescente em 1.
(ii) Se f'(x) <0, YV interior a I, entao f serd estritamente decrescente em I.

Para a demonstracao da Proposicao B.4l faz-se necessario apresentar o teorema abaixo,
também conhecido como Férmula de Taylor Infinitesimal e encontrado na pagina 103

da referéncia [9].

Teorema 1.6. Seja f : I — R n vezes derivdavel no ponto a € I. A funcaor : J — R,

definida no intervalo J = {h € R; a+ h € I} pela igualdade

"(q (n)a
f(a+h):f(a)+f'(a)-h+fT<)-h2+---+fT!()-h"+r(h),
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r(h
cumpre lim Q = 0. Reciprocamente, se p(h) é um polinémio de grau < n tal que

h—0 h"
h
r(h) = f(a+ h) — p(h) cumpre ]llin%% = 0, entao p(h) é o Polinomio de Taylor de
—

ordem n de f no ponto a, isto €,

i=0
Um resultado bastante importante é a Regra da Cadeia. A versao vetorial da Regra
da Cadeia para fungoes de R? em R é encontrada na pagina 212 da referéncia [6] e ajudard

nas demonstracoes dos Teoremas 3.3 e

Teorema 1.7. Sejam f : U C R?> — R?, uma funcdo definida num aberto U do R? e
Y(t) uma curva definida num intervalo I, tal que v(t) € Dy, Vt € I. Se f e~ forem

diferencidveis, entdo a composta F(t) = f(v(t)) serd também diferencidvel e vale a Regra

da Cadeia
F'(t) =V (@) -~ (1),

onde Vf(y(t)) -7 (t) € o produto escalar dos vetores V f(y(t)) e ~'(t).

Finalizando o capitulo, apresentaremos a Férmula de Taylor com Resto de La-
grange de Ordem 2, utilizada para a demonstragao do Teorema e encontrada na

pégina 300 da referéncia [6].

Teorema 1.8. Seja f(z,y) de classe C? no aberto A C R? e sejam (xg,y0) € A e
(h,k) # (0,0) tais que o segmento de extremidades (xo,yo) € (xo + h,yo + k) esteja
contido em A. Nestas condigoes,

0 0
f(zo+ h,yo + k) = f(x0,v0) + a—i(%, Yo)h + 8—;;(3707190)]%' + E(h, k),

onde

1 [0%*f 0 f 0?

— | == T.7)hk + —— (T, 7)k>
5 | 922 axay(ﬂc,y) +8y2(9€,y) ,

para algum (T,7) interno ao segmento de extremidades (xo,yo) € (xo + h,yo + k).

E(h. k) = (Z,9)h* + 2



Capitulo 2

Maximos e Minimos de Funcoes

Continuas

Muitos problemas em matematica e nas suas aplicagoes consistem em encontrar pon-
tos de um conjunto A nos quais a funcao real f : A — R assume seu valor maximo ou
seu valor minimo. Antes de se empenhar em resolver problemas desse tipo, é de suma
importancia saber se realmente esses pontos existem. Ha algumas possibilidades a consi-
derar, pois a funcao pode ser ilimitada superiormente e, consequentemente, nao possuir
valor maximo ou pode ser ilimitada inferiormente, o que implica em nao possuir valor
minimo. Entretanto, serd que o fato de considerarmos uma fungao limitada (superior ou
inferiormente) nos garante a existéncia de valor maximo ou minimo? A resposta é nao,
pois mesmo limitada, a funcao pode nao assumir valor méaximo e nem minimo em A, ou
também, nenhum dos dois.

No desenvolvimento do capitulo apresentaremos conceitos que nos permitirao assegurar
a existéncia de valores maximos e minimos de fungoes continuas de uma ou duas variaveis
reais quando possuem dominio compacto. Este resultado é conhecido como Teorema de
Weierstrass e sua demonstragao sera feita mais adiante tanto para uma variavel real,

quanto para duas.

14
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2.1 Existéncia de Valores Maximos e Minimos de

Funcoes Continuas de Uma Variavel Real

O objetivo principal desta secao é apresentar resultados importantes que nos levarao
a construcao da demonstracao do Teorema de Weierstrass para funcoes continuas de uma
variavel real. Para tanto, inicialmente trabalharemos com algumas definicoes e teoremas,

tal demonstracao sera feita ao fim.

Definicao 2.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma fun¢ao x : N — R que associa
a cada numero natural n um numero real x,, chamado n-ésimo termo da sequéncia. As

notagoes para uma sequéncia $ao (Ti,...,Tpn,...), (Tn)nen ou simplesmente (z,,).

Uma sequéncia (x,,) diz-se limitada superiormente (respectivamente inferiormen-
te) quando existe ¢ € R tal que x,, < ¢ (respectivamente z,, > ¢), Vn € N. Diz-se que a
sequéncia (x,) é limitada quando ela é limitada superior e inferiormente. Isto equivale
a dizer que

3k > 0: |z,| <k, ¥n € N.

Dada uma sequéncia r = (z,),en, uma subsequéncia de x é a restrigao da fungao =
a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < --- <ny <---} de N. As notagdes para uma
subsequéncia sao @' = (Tp)nen, (Tnys Tngs -y Tngs - - -) OU (Tp, Jken. A notacdo (zn, )ken
mostra como uma subsequéncia pode ser considerada como uma sequéncia, isto é, uma

fungao cujo dominio é N.
Definicao 2.2. Dada uma sequéncia (),

(i) diz-se que (x,) converge ao pontoa € R seVe > 0,3ng € N;n > ng = |z,—al < e.

Escreve-se x, — a;

(ii) diz-se que o nimero real a é limite de (x,) se, para todo nimero real € > 0, dado
arbitrariamente, pode-se obter ng € N tal que todos os termos x,, com indice n > nyg

satisfazem a condi¢ao |x, — a| < €. Escreve-se entdo a = lim z,.
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Definicao 2.3. Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto A C R quando a € limite
de alguma sequéncia de pontos (x,) € A. FEvidentemente, todo ponto a € A é aderente a

A, bastando tomar todos os x, = a.

Chama-se fecho de um conjunto A ao conjunto A formado por todos os pontos ade-

rentes a A. Tem-se A C A. Se A C B entao A C B.

Definicao 2.4. Um conjunto F' diz-se fechado quando todo ponto aderente a F' pertence

a F, isto é, F=F.
Definicao 2.5. Dado um conjunto L C R, diz-se que:

(i) L é limitado superiormente quando eziste algum b € R tal que x < b,V € L.

Neste caso, diz-se que b é uma cota superior de L;

(ii) L ¢é limitado inferiormente quando existe algum a € R tal que a < x,Vx € L.

Neste caso, diz-se que a € uma cota inferior de L;

(ii) L é um conjunto limitado quando € limitado superior e inferiormente. Isto
significa que L estd contido em algum intervalo limitado [a,b] ou, equivalentemente,

que existe | > 0 tal que x € L = |z| < L.

Caso o conjunto nao seja limitado (ou também limitado superior ou inferiormente),

diz-se que é um conjunto ilimitado (ou também ilimitado superior ou inferiormente).
Definicao 2.6. Um conjunto K C R chama-se compacto quando é limitado e fechado.

Consequentemente, todo conjunto finito é compacto. Um intervalo do tipo [a, b] é um
conjunto compacto. Por outro lado, |a,b[ é limitado, mas nao é fechado, e, portanto,

também nao é compacto.

Agora, munidos da definicao [T, provaremos o resultado que segue.

Lema 2.1. Sejam f : K — R um fun¢ao continua e (x,) uma sequéncia em K. Se

Tn — a, entdo f(x,) — f(a), Va € K.
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Demonstragao: Por hipétese, a func¢ao é continua e x, — a, ou seja, a sequéncia ()

converge para a. Assim,
(i) pela Definigao [ Ve > 0,3 >0,z € Ke |z —a| <0 = |f(x) — fla)] <&
(ii) pelo item (i) da Definicao 221 Ve > 0, Ing € Ny n > ng = |z, —a| <e.
Dado € > 0, usando a hipétese (i),
J0>0,zeKel|lz—al<d=|f(x)— fla)] <e. (2.1)
Para o 4 encontrado, usamos a hipétese (ii) com ¢ no papel do € e obteremos
no € Nyn>nyg= |z, —al <4. (2.2)
Logo, aplicando primeiro (Z2) e depois (1), temos
n>ny=lr,—al<d=z,€Kelr,—a <d=|f(x,) — fla)| <e.

Portanto, se z,, — a, tem-se f(z,) = f(a), Va € K.
| |
Antes de enunciarmos outro resultado importante, definamos supremo e infimo de

nuameros reais.

Defini¢ao 2.7. Seja K C R um conjunto limitado superiormente e nao vazio. Um
numero b € R chama-se supremo do conjunto K e escreve-se b = sup K, quando é
a menor das cotas superiores de K. Analogamente, se K C R é um conjunto limitado
inferiormente e nao vazio, um numero a € R chama-se infimo do conjunto K e escreve-

sea =1nf K quando é a maior das cotas inferiores de K.

Podemos aprofundar um pouco mais nestas definicoes. De fato, b = sup K quando

cumpre as duas condigoes:
(S1) Vx € K, tem-se x < b;

(S2) Sece R étal que x < ¢, Vo € K, entao b < c.
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A condigao S2 admite a seguinte reformulagao: (S2’) Se ¢ < b, entdo Iz € K com
¢ < x. Assim, S2’ evidencia que nenhum niumero real menor do que b pode ser cota
superior de K. As vezes se exprime S2’ da seguinte forma: Ve > 0,dx € K tal que
b—e<u.

Analogamente, a = inf K quando cumpre as duas condicoes:
(I1) Vz € K, tem-se a < z;
(I2) Sece R é tal que c <z, Vz € K, entdo ¢ < a.

A condigao 12 pode ser reformulada da seguinte forma: (I12’) Se a < ¢, entdao Iz € K
com x < c¢. Assim, 12’ diz que nenhum nimero real maior do que a pode ser cota inferior

de K. Equivalentemente: Ve > 0,3z € K tal que z < a + <.

A seguir enunciaremos uma propriedade do supremo de um subconjunto dos niimeros

reais, a qual é conhecida como Axioma do Supremo.

Axioma 2.1. Todo conjunto de niumeros reais, nao vazio e limitado superiormente, ad-

mite supremo.

Para prosseguirmos, apresentaremos a definicao de sequéncia mondtona, fundamental

para demonstrarmos os resultados que veremos em breve.

Definigao 2.8. Diz-se que uma sequéncia (x,) é mondtona quando x, < xr,.1,Yn € N

ou entao, Tpi1 < x,,Vn € N.

Complementando, no primeiro caso, diz-se que (z,) é monétona nao decrescente
e, no segundo, que (z,) é monétona nao crescente. Se, mais precisamente, tivermos
Ty < Tpyy (respectivamente, z, > x,41), Vn € N, dizemos que a sequéncia é crescente
(respectivamente, decrescente).

Toda sequéncia mondétona nao crescente (respectivamente, nao decrescente) é limitada
superiormente (respectivamente, inferiormente) pelo seu primeiro termo. A fim de que
ela seja limitada é suficiente que possua uma subsequéncia limitada. Desta forma, seja

(p )wen uma subsequéncia limitada da sequéncia mondtona (digamos nao decrescente)
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(). Temos x,, < ¢,Vn' € N'. Dado qualquer n € N, 3n’ € N tal que n < n’/. Entéo,
T, < x, <c

O teorema a seguir nos d4 uma condicao suficiente para que uma sequéncia convirja.
Através da tentativa de demonstra-lo ao preparar suas aulas, que o matematico alemao R.

Dedekind percebeu a necessidade de uma conceituagao precisa de niimero real, na metade

do século XIX.
Teorema 2.1. Toda sequéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstragao: Tomemos uma sequéncia (x,) monétona nao decrescente e limitada.
Sejam K = {xy,...,2,,...} e a = sup K. Afirmamos que a = limz,,. Assim, dado € > 0,
o numero a — € nao ¢ cota superior de K. Logo, pela condigao S2’ do complemento da

definicao de supremo e infimo de um conjunto, 3ny € N tal que a — ¢ < x,,, < a. Assim,
n<n=>a—c<ty, <r,<a<ate=ma—ec<zr,<ate=

= —<c<z,—a<e=|zr,—al<e

e, pelo item (i) da Definigdo 22 (x,) converge ao ponto a. Logo, limz, = a.
Analogamente, se tomarmos uma sequéncia (x,) mondtona nao crescente e limitada,
entao lim x,, é o infimo do conjunto dos valores x,,.
[
Através do teorema anterior, demonstra-se o corolario seguinte, também conhecido

como Teorema de Bolzano-Welerstrass.

Corolario 2.1. Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma subsequéncia con-

vergente.

Demonstragao: Pelo Teorema R basta mostrar que toda sequéncia (x,) possui uma
subsequéncia mondtona. Antes de mais nada, diz-se que um termo x,, da sequéncia dada
¢ destacado quando z, > z,,Vp > n.

Seja D C N o conjunto dos indices n tais que z, é um termo destacado. Temos
duas possibilidades para D: ser um conjunto infinito ou um conjunto finito. Se D for

um conjunto infinito, ou seja, D = {n; < ng < --- < ngp < ---}, entdo a subsequéncia
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(n)nep serd mondétona nao-crescente. Entretanto, se D for finito, tomemos n; € N como
um indice maior de todos os n € D, entdo x,, nio é destacado, visto que An € D tal que
n > mn; = Ty, > T,. Logo, Iny > n; com x,, > x,,. Além disso, x,, nao é destacado,
evidenciando que 3ng > ny com x,, > x,, > x,,. Procedendo da mesma forma, obtemos
uma subsequéncia crescente z,, < Tp, < - < Ty, < -
Portanto, sempre conseguimos uma subsequéncia mondétona.
[ |
A seguir apresentaremos dois lemas e suas respectivas demonstragoes serao desenvol-
vidas com base nos resultados vistos até aqui. Estes lemas, apds demonstrados, formarao

um unico resultado, o qual serd apresentado como teorema.

Lema 2.2. Seja f : K — R, uma fung¢ao definida no conjunto K C R. Se K é um

conjunto compacto e f é continua, entao f(K) é um conjunto limitado.

Demonstragao: Suponhamos que f(K) seja um conjunto ilimitado. Assim,
VneN, Iy, € f(K); |y, > n. (2.3)
Como y,, € f(K), entao
Vn, 3z, € K; f(x,) = yn-

Assim, (z,) é uma sequéncia em K, com K compacto. Dai, (z,) é limitada.

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia (z,,) convergente a
algum ponto «a, ou seja, z,; — a. Como K também ¢ fechado, temos que a € K.

Disto segue que f(x,,) — f(a) = y», = f(a), o que contradiz ([2.3)), pelo fato de y,,,
nao convergir para nenhum ponto.

Portanto, se K é compacto e f é continua, entdo f(K) é limitado.

Lema 2.3. Seja f : K — R, uma func¢ao definida no conjunto K C R. Se K € um

conjunto compacto e f € continua, entao f(K) é um conjunto fechado.

Demonstracao: Seja a € f(K). Assim,

Jyn € f(K); yo — a. (2.4)
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Assim, Vn, 3z, € K tal que f(z,) = y,. Como z,, € K, temos que (z,) é limitada.

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequeéncia (z,,;) tal que z,,; — b.
Pelo fato de K ser fechado e z,,; — b, tem-se que b € K.

Sabemos que f ¢é continua, assim f(z,;) — f(b). Logo, y,, — f(b) e, por (2.4,
Yn, — G

Da Unicidade do Limite, resulta que f(b) = a e, consequentemente, a € f(K).

Portanto, f(K) = f(K), ou seja, f(K) é fechado.
|

A seguir, enunciaremos mais um teorema, o qual comentaremos brevemente sua de-

monstragao visto que é uma aplicacao direta dos resultados trazidos nos lemas anteriores.

Teorema 2.2. Seja [ : K — R, uma fun¢ao definida no conjunto K C R. Se f é

continua e K € compacto, entao f(K) é compacto.

Demonstracao: Pelos Lemas e temos que f(K') é limitado e fechado. Assim,
pela Definicao 26 f(K) é compacto.

Para finalizarmos esta secao apresentaremos o Teorema de Weierstrass, resultado
que garante a existéncia de valores maximos e minimos de fungoes continuas de uma

variavel real, cuja demonstracao é feita utilizando basicamente os lemas anteriores.

Teorema 2.3. Seja [ : K — R, uma fun¢ao definida no conjunto K C R. Se f é

continua e K € compacto, entdo 3z, o € K tal que f(z1) < f(z) < f(x2),Vz € K.

Demonstracao: Por hipdtese, f é continua e K é compacto. Assim, pelo Lema 2.2]

f(K) é limitado. Disto, temos que:
Ja=inf f(K) < f(zx) <sup f(K)=bVzxe K.

Pelo Lema 23] f(K) também é fechado, ou seja, a € f(K) eb e f(K).

Portanto,

dxy, 20 € K a= f(21) e b= f(z2) = f(21) < f(z) < f(x2),V2 € K.
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2.2 Existéncia de Valores Maximos e Minimos de

Funcoes Continuas de Duas Variaveis Reais

Ao longo deste trabalho lidaremos nao apenas com fungoes de uma variavel real, mas
também com funcgoes de duas varidveis reais e seus respectivos valores extremos. Para
tanto, precisamos garantir a existéncia desses valores. Com base na secao anterior, nao
h& necessidade de enunciar e demonstrar todos os resultados, visto que podemos assumir
a veracidade dos mesmos para duas variaveis atentando-se para alguns resultados que

traremos a seguir. Nas referéncias [0] e [10] tem-se as ideias de tais resultados.

Definicao 2.9. Uma sequéncia em R? é uma funcio X : N — R? que associa a cada
nimero natural n um ponto X, € R? onde X, = (Tn,yn). As notagoes para uma

sequéncia sao (X1,..., Xy, ...), (Xy)nen ou simplesmente (X,,).

Logo, cada sequéncia em R? pode ser vista como um par de sequéncias em R, que sao
as sequéncias coordenadas.

Por exemplo, temos a fungao X,, € R? dada por X, = (=, =5).
Definicao 2.10. Diz-se que uma sequéncia X,, € R? converge ao ponto a € R? se
Ve>0,3dngeN:n>ny=| X, —a|<e,

onde ||.|| € a norma euclidiana, isto é, ||(z,y)|| = /2 + y2.

O teorema que apresentaremos a seguir é fundamental para a compreensao dos resul-

tados que se estendem da secao anterior.

Teorema 2.4. Seja (X,,) € R? dada por X, = (zn,yn). Diz-se que (X,) converge ao

ponto a = (ay,as) se, e somente se, T, — a1 € Y, — As.

Demonstracgao: Para explicitar toda a demonstracao deste resultado dividiremos o de-

senvolvimento em duas partes, visto que trata-se de uma correspondéncia bicondicional.
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(=) Dado € > 0, por hipétese, In, € N tal que n > ng = || X, — a|]| < e. Logo, para

n > ng temos

|z, —a1] = v/ (xy —a12<\/ n—01)2 4 (yp — a2)? = || X, — a|| <e.

Logo, n > ng = |z, —a1| < e =z, — ay.

Procedendo da mesma forma, temos

|Yn — a2 = /(Yn —a22<\/ n—02)% + (zn —a1)? = || X, —al| <e.

Logo, n > ng = |y, — as| < € = y,, — as.

(«<) Dado € > 0, por hipdtese, dny, ny € N tal que n > n; = |z, — a1 < %

en > ny = |y, — as] < 75+ Tomemos ny = max{ny,ny}. Assim, n > n; e
n>ny = v, —a < Felyn—a < 5

; 2 2
Dai, [|Xn — afl = /(e —a? + (- a2l <\ (55) + () < V==
i

Através destas definicoes e deste teorema, de maneira natural e, simplesmente trocando
modulo por norma, temos as defini¢oes de conjunto limitado, conjunto fechado, conjunto
compacto e de funcao continua. Desta forma, todos os resultados que provamos para uma
variavel real também se estendem para duas varidveis reais. Enunciaremos a seguir um
resultado importante para a conclusao do Teorema de Weierstrass para duas variaveis
reais. Nao ha necessidade de apresentar a demonstracao, visto que ja o demonstramos

para uma variavel.

Teorema 2.5. Seja f : K — R, uma funcdo definida no conjunto K C R%. Se f ¢

continua e K € compacto, entiao f(K) é compacto.

Com base neste teorema apresentaremos e demonstraremos o Teorema de Weierstrass,
resultado que garante a existéncia de valores maximos e minimos de fungoes continuas de

duas varidveis real.

Teorema 2.6. Seja f : K — R, uma funcdo definida no conjunto K C R% Se f ¢
continua e K € compacto, entdo 3 (x1,v1), (x2,92) € K tal que f(x1,11) < f(z,y) <

f(xo,y2), V(x,y) € K.
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Demonstracao: Por hipétese, f é continua e K é compacto. Assim, pelo Teorema
anterior, f(K) é limitado e fechado em R.

Como f(K) ¢ limitado, temos que:

Ja = inf f(K) < f(x,y) < sup J(K) = b,V (2,y) € K.

Sabemos também que f(K) é fechado, ou seja, a € f(K) e b € f(K).

Portanto,
(@1, y1), (T2, 92) € K a= f(x1,51) e b= f(x2,92) =

= f(z1,1) < f(2,y) < f(22,92),V (2,y) € K.



Capitulo 3

Maximos e Minimos de Funcoes

Derivavelis

Neste capitulo focaremos o estudo de maximos e minimos em fungoes de uma e também
de duas variaveis reais, trazendo teoria, exemplos e problemas que envolvem tal conceito.
A principio, focaremos nas funcoes de uma variavel real e posteriormente estenderemos
o conceito para funcoes de duas variaveis reais, possibilitando a resolu¢ao de um nimero

maior de exercicios, bem como problemas de otimizacao e situagoes desafiadoras.

3.1 Maximos e Minimos de Funcoes de uma Variavel

Real

Apresentaremos nesta secao definigoes, resultados importantes, exemplos e problemas
que nos darao uma base sélida sobre o estudo de maximos e minimos em fungoes de uma
variavel real, assim como métodos que evidenciam a existéncia ou nao desses pontos e a
explicitacao dos mesmos, caso existam. Tais resultados foram baseados nas referéncias

21, B, [8] e 7.

Definicao 3.1. Sejam f uma fun¢do, A C Dy e p € A. Diz-se que f(p) € o valor mdzimo

25
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de f em A ou que p é um ponto de mazximo de f em A se f(x) < f(p),Vax € A. Caso
f(x) > f(p),Vz € A diz-se que f(p) € valor minimo de f em A ou que p é um ponto de

minimo de f em A.

P D2

A

Figura 3.1: f(p1) é valor maximo de f em A e f(p2) é valor minimo de f em A

Defini¢ao 3.2. Sejam f uma fung¢io e p € Dy. Diz-se que f(p) € o valor mdzimo
global de f ou que p € o ponto de mdzimo global de f se, V& € Dy, f(z) < f(p). Caso
f(x) > f(p), Vo € Dy, diz-se que f(p) € o valor minimo global de f ou que p é o ponto

de minimo global de f.

Os valores de maximo e minimo global de uma fung¢ao sao chamados valores extremos

da funcao.

Exemplo 3.1. A funcdo f:[—-1,2] — R dada por f(z) = (x — 1)? possui mdzimo global

em x = —1 e minimo global em x = 1. A figura[3.Q mostra o grifico de f.

Nem sempre uma fungao possui maximos e minimos globais. Por exemplo, a funcao
f R — R dada por f(z) = (x —1)? possui minimo global em x = 1 e nao possui maximo
global (Figura [3.3).

O mesmo ocorre com a funcao f : R — R dada por f(x) = |z|, pois f possui minimo

global em z = 0 e nao possui maximo global (Figura B4). Ja a funcdo f : R — R dada
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Figura 3.2: f:[-1,2] - R, onde f(z) = (z —1)?

y
4,
3 y
af
2 3
2}
1 [
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i R a— G
Figura 3.3: f(z)=(z—1)?, z€R Figura 3.4: f(z)=|z|, z€R
por f(x) = —x? 4+ 1 possui méaximo global em x = 0 e nao possui minimo global (Figura

BI). Um caso em que f nao possui nem méximo e nem minimo global é o da fungao

f:R — R dada por f(z) =z (Figura B.4]).

Definicao 3.3. Sejam f uma funcdo e p € Dy. Diz-se que p € um ponto de mdzimo local
de f se 3r > 0 tal que f(x) < f(p), Vo €p—r,p+7r[ N Ds. De modo andlogo, Diz-se que
p € um ponto de minimo local de f se 3r > 0 tal que f(x) > f(p),Yz €|p—r,p+r] N Dy.

A Figura B.7 mostra esses pontos.

As defini¢oes de minimo local e maximo local também poderiam ser dadas da seguinte
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y Y
\ 2
x 1
-2 1 1 2
-1 : x
-2 -1 1 2
-2t -1
-3 2t
Figura 3.5: f(z)=—-2?+1, z€R y Figura 3.6: f(z)=2z, z€R

pL—7T p1 p1L+T p2 — 7T p2 p2+7r

Figura 3.7: p; é ponto de maximo local de f e py é ponto e minimo local de f

forma: p é ponto de minimo local se 3r > 0 tal que p é ponto de minimo de f em
A =|p —r,p+ r[. De modo andlogo, p é ponto de maximo local se I > 0 tal que p é

ponto de méximo de f em A =|p —r,p+r|.

Os pontos de maximo local e minimo local sao chamados extremos locais da funcao.
Vale lembrar que todo ponto de méximo (ou de minimo) global é também ponto de
méximo (ou de minimo) local, mas a reciproca nao é verdadeira. Exemplificamos isto na
Figura 3.8, onde py, ps3 e ps sd@o pontos de minimo local de f, f(ps) é valor minimo global

de f, pa, ps € pg sdo pontos de méximo local de f e f(py) é valor maximo global de f.
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Figura 3.8: Maximos e Minimos Locais e Globais

Exemplo 3.2. A fun¢io f(x) = x? tem minimo local e global em x = 0 (Figura [33).

3

Ja a funcao f(x) = x* ndo possui nem ponto de mdximo nem ponto de minimo globais e

também nao possui valores extremos locais (Figura[3.10).

1.0+

0.5+

: - X
0.5 1.0

Figura 3.9: f(z)=2% z€eR Figura 3.10: f(z) =23, z€R

Mostramos até aqui exemplos que nos dizem se ha ou nao extremos locais ou globais.
A partir de agora precisamos determinar quando uma func¢ao possui valores extremos e
identificé-los (quando existirem).

Para se determinar os pontos de maximo e de minimo de uma fungao, podemos estudar

o crescimento e o decrescimento da mesma.
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Proposicao 3.1. Sejam a < c < b,

(i) se f é crescente em |a, c| e decrescente em [c,b[, entao ¢ é um ponto de mdximo local

de f.

(ii) se f € decrescente em |a, c] e crescente em [c,b[, entao ¢ é um ponto de minimo local

de f.

Demonstragao: Demonstremos o item (i). Para o item (ii) o desenvolvimento é analogo.
Inicialmente, provemos que f(x) < f(c), Vz €]la,cl.

De fato,
e se x = ¢, entdao f(x) = f(c);

e se x < ¢, onde z € ]a, ], entao

x <c= f(r) < f(c), pela definicao de fungao crescente.

Temos entao que

f(x) < f(e), Vo €]a, (]

Provemos agora que f(x) < f(c), Vx € [, b].
De fato,

e se x = ¢, entao f(x) = f(c);

e se x > ¢, onde z € [c, b[, entdo

f(x) < f(c), pela definicao de fungao decrescente.

Assim, temos que
f(z) < f(e), YV € el

Logo,

f(x) < fle), Vo e Ja,d e f(x) < fle), Va € c,b].
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Portanto, se o ponto ¢ leva a fun¢ao ao seu maior valor em |a, ¢|, onde f cresce, e em

[e, b, onde f decresce, entao ¢ é ponto de maximo local de f.

Exemplo 3.3. Estude f com relagao a mdzrimos e minimos, onde
x, sex € [-1,2];

fx) =4 —x4+4, sexc|24];
r—4, sex e [4,7].

Figura 3.11: Gréfico de f

Resolugao: Pelo esbogo do gréafico da fungao na figura B.I1l e pelo crescimento de fungoes

lineares, vemos que, no intervalo [—1, 7], temos:
e f tem minimo global em = = —1, pois f(—1) < f(x), Yz € [-1,7];
e f tem maximo local em x = 2, pois f cresce em [—1,2] e decresce em [2,4];
e f tem minimo local em x = 4,pois f decresce em [2,4] e cresce em [4, 7];
e f tem maximo global em x =7, pois f(z) < f(7), Yz € [-1,7].
Portanto, estes sao os extremos locais e globais de f.

Exemplo 3.4. Determine o nimero real positivo cuja diferenca entre ele e seu quadrado

seja maxima.



32

Resolucao: Tomemos = como o ntmero real procurado. Seja
D(x) =z — 2°.

Como temos uma fungao do segundo grau, podemos resolver o problema analisando o

seu grafico, que é uma parabola, conforme figura [3.12]

Figura 3.12: D(z) =z — 22

As raizes da func¢ao sao r = 0 e x = 1. O valor maximo da fungao sera no vértice da
pardbola, como esta apresentado no grafico. Assim, o ponto em = que leva ao vértice da
parabola é dado pelo ponto médio do intervalo cujos extremos sao as raizes da funcao, ou

seja, a abscissa x do vértice é o ponto médio do intervalo [0, 1]. Vemos facilmente que o

ponto médio de [0,1] é 3

Logo, o ponto x = 5 é o maximo global de D.

1
2

Conclusao: o niimero procurado é %

3.1.1 Estudo de Maximos e Minimos Locais de Fungoes Defini-

das em Intervalos Abertos

Para inicio desta secao, faz-se necessario definirmos de forma simples o conceito de

ponto interior a um dominio de uma certa funcao.
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Definigao 3.4. Seja f uma funcao e p um ponto. Diz-se que p é ponto interior a Dy se,

e somente se, existe um intervalo aberto I, com I C Dy ep € 1.

Com este conceito bem definido, apresentaremos, a seguir, uma condi¢ao necessaria,

mas nao suficiente para que p seja um extremo local de uma funcao.

Teorema 3.1. Seja f uma funcao derivdvel em p, onde p € um ponto interior a Dy.
Uma condi¢ao necessdaria para que p seja um ponto de mdzximo ou de minimo local é que a
derivada da funcao no ponto p seja igual a zero. Resumindo, se f tem mdximo ou minimo

local em p, entao f'(p) = 0.

Demonstracao: Provaremos o caso em que p é ponto de maximo local de f. Para provar
0 caso em que p é ponto de minimo local, o raciocinio é andlogo. Suponhamos que f

tenha um maximo local em p. Assim, 3r > 0 tal que,

f(z) < f(p) em Jp —r,p+r[NDj.

Por hipétese, p é interior a Dy, entdo podemos escolher r de modo que |p—r, p+r[ C Dy.

Assim, reescrevemos:

f(z) < f(p),Vz €lp—r,p+rl.

Sendo f derivavel em p, temos a existéncia dos seguintes limites laterais:

lim (M) e lim (M)’

xz—pt r—0p T—p r—=p

onde,

i) = i (LT gy (J2 1))

z—pt r—0p T—p~ r—0p

Temos entao os seguintes casos:

(i) Parap <z <p+r, f(xi:;j(p) < 0 e, pela conservacao do sinal,
z—pT r—0p

f(@)—f(p)
T—p

(ii) Parap —r < = < p, > 0 e, pela conservagao do sinal,
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= m (K1) 5

T—=p~ r—0p

Assim, f'(p*) <0< f'(p7).

Como a funcao é derivavel em p, temos que

Portanto, lim
T—p

E importante ressaltar que a reciproca deste teorema nao é verdadeira, ou seja, se
f'(p) = 0 para algum p interior a Dy, o ponto p pode ndo ser nem de mdzrimo e nem
de minimo local. Tomemos como exemplo a fungao f(z) = z*, cuja fungiao derivada é
dada por f'(x) = 3x2. Assim, f'(0) = 0, mas f nio possui maximo nem minimo local em
x = 0. Como vimos anteriormente, esta fung¢ao nao possui extremo local.

Diz-se que um ponto p € D é ponto critico ou ponto estacionario de uma funcao
f se f'(p) = 0. Pelo Teorema Bl uma condigdo necessiria para que p seja ponto de
maximo ou de minimo local de f é que p seja ponto critico de f, isto quando p é ponto
interior a Dy e f seja derivavel em p.

Podemos entao reescrever o teorema da seguinte forma: Se p € ponto de mdzrimo ou
de minimo local de f, entdo p € ponto critico de f.

Um ponto p do dominio de uma fungao f também ¢é dito critico se f nao é derivavel
em p.

Caso f seja derivavel em p e o ponto p seja ponto critico de f, mas nao seja ponto de

maximo nem de minimo local, diz-se que p é um ponto de sela de f.

Para se encontrar os maximos e minimos locais de f, devemos nos focar nos pontos

onde f nao é derivavel e nos pontos em que é derivavel com derivada nula.

Antes de apresentar uma condicao suficiente para que um ponto p seja ponto de

maximo ou minimo local de uma funcao, mostraremos um método muito utilizado para
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encontrar-se extremos locais, o chamado Teste da Derivada Primeira. Antes de mais
nada a seguinte proposicao fornece uma correspondéncia entre crescimento e decresci-

mento de f e sinais em f’.

Proposicao 3.2. Seja f :]a,b|[C R — R derivdvel tal que f'(x) > 0,Vax € I, onde

I =]a,b[. Entdo f € crescente em I.

Demonstragao: Suponhamos que f nao é crescente em |a, bl.
Logo, A2,y €a,b], com z < y, tal que f(2) > f(y).
Pelo Teorema do Valor Médio, 3¢ €]z, y] tal que

fly) = f(=)

fle)=H0

Como f nao é crescente, temos que f(y) — f(z) <0ey—z> 0. Logo,

fly) =1z

flo=HE—EE <o,

o que é um absurdo, por hipdtese, f'(x) > 0, Va €]a, b|.

Analogamente, prova-se que f é decrescente em I quando f'(x) <0, Vx € I.

Apresentemos agora o Teste da Derivada Primeira.

Proposicao 3.3. Sejam a funcao f : [a,b] — R continua e derivdvel em ]a,b[ e p um
ponto critico isolado de f, isto €, Ir > 0 tal que em |p—r,p+7r[ p € 0 1inico ponto critico

de f.
(i) Se f" passa de positiva para negativa em p, entdo f tem mdzimo local em p;
(i) Se [’ passa de negativa para positiva em p, entdo f tem minimo local em p;
(iii)Se f' nao muda de sinal em p, entdo f ndao tem mdzimo nem minimo local em p.

Demonstragao: Demonstremos o item (7). Se f’ passa de positiva para negativa em
p, entao Jxg e o1 €la,b[, xg < p < x1, tal que f'(x) > 0 se x €lxg,p[ e f'(zr) < 0 se
x €|e,x1[. Pela Proposigao Bl como f é crescente em [xg,p] e decrescente em [p, x1],

segue que f(p) é valor maximo de f no intervalo [xg, z1], onde p € [xg, z1].
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De modo andlogo provamos o item (ii). Se f’ passa de negativa para positiva em p,
entdo I [zg,z1],20 < p < x1, tais que f é decrescente em [z, p| e crescente em [p, xq].
Logo, f(p) é valor minimo de f no intervalo [xg, z1], provando o item (ii).

Provemos o item (iii). Tomemos I C [a,b] um intervalo que contém p e tal que p
seja o0 Unico ponto critico no intervalo. Pela hipétese, f ndo muda de sinal em p, entao
h& um intervalo [z, z1] que contém p, tal que f é crescente (ou decrescente) em [zg, p]
também crescente (ou decrescente) em [p, x1|. Aproximando zq e 21 de p, podemos supor

que [zg, z1] C I. Logo, f(p) ndo pode ser valor méximo nem minimo em 1.

Para exemplificar numericamente, tomemos a funcao f(x) = z® 4 22% + 5. Temos que

f € continua e derivavel em todo o dominio. Assim,
f(z) = 32* + 4.

Encontremos as raizes de f'.

fl@)=0=32>+42=0=2Bx+4)=0=>z=00uz=—3.
Analisemos os sinais de [’ e f.
P S N S B
_4 0
3 \ /
el -
4
4 0
Figura 3.13: Diagrama de Sinais de f’ e de f
Assim, f é crescente em | — 0o, —3[ U 0,400 e decrescente em | — 3, 0.

Logo, f’ passa de positiva para negativa em —%, entao f tem méaximo local em x = —

[SSITN

e também, [’ passa de negativa para positiva em 0, entdo f tem minimo local em = = 0.

Portanto, f tem maximo local em =z = —% e minimo local em z = 0.
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Exemplo 3.5. Uma bola colocada no chao é chutada para o alto percorrendo uma tra-
jetoria descrita por f(xr) = —x? + 6z, onde f(x) € a altura da bola no instante x, dada

em metros. Encontre a altura mdzima atingida pela bola.

Resolucao: O objetivo do problema é descobrir a maior altura atingida pela bola. Como
a altura ¢ dada pela funciao f(z) = —x? + 6, precisamos encontrar o maior valor que f

pode assumir. Para isso, encontraremos o valor de z onde f é maximo. Assim,
f(z) = —2? + 6z = f'(x) = =22 + 6.
Encontremos o ponto onde a derivada é zero, ou seja, o ponto critico da funcao.
flx)=0= 22 +6=12=3.

Analisemos os sinais de f’ e de f.

+ + + + - - - -
I :
3
f / . \
3
Figura 3.14: Diagrama de Sinais de f’ e de f
Como f’ passa de positiva para negativa em z = 3, temos que f(3) = -3*+6-3 =19

é o maior valor da funcao.

Portanto, a bola assume altura maxima de 9 metros.

Exemplo 3.6. O dono de uma loja de brinquedos vendia cada boneca por R$ 20,00, com
esse preco consequia vender, em média, 30 bonecas por dia. Fazendo algumas promogoes
ele percebeu que, para cada real que tirava do preco de uma boneca, a venda didria au-
mentava em 5 bonecas. Determine qual deveria ser o preco de cada boneca para que o

lucro didrio seja o maior possivel e qual € esse lucro.

Resolucao: Inicialmente precisamos modelar o problema para depois analisarmos como
encontrar os valores pedidos. O problema nos diz que para cada R$1,00 que o comerciante

diminui no preco da boneca, aumenta-se em 5 o nimero total de bonecas vendidas.
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Assim, teremos o lucro didrio (L) dado pelo valor que serd pago por cada boneca
multiplicado pela quantidade de bonecas vendidas.

Tomemos = como o numero de reais diminuidos do prego de cada boneca e L(x) a
funcao que nos dé o lucro diario com as vendas.

Temos entao:

L(z) = (20 —z) - (30 + 5x),

onde 20—z é o preco pago por 1 boneca e 30+ 5x é a quantidade de bonecas vendidas.

Assim, voltando na funcao, temos:

L(z) = (20 — x) - (30 + 5x),

ou seja,
L(z) = 600 — 30z + 100z — 52>
Logo,
L(x) = 600 + 70z — 5z*.
Simplificando,

L(z) = 5- (120 + 14z — 2%).
Agora, munidos da fun¢ao, podemos aplicar os resultados que vimos até aqui para

encontrar valores extremos.

Derivando L em relacao a x, temos:
L'(x) =5-(14 — 2x).
Encontrando a raiz da funcao derivada, chegamos que
L'(z)=0=>14-2x=0=>2=T.

Analisemos os sinais de L' e de L.

Vemos que a fungao tem x = 7 como ponto critico e a derivada passa de positiva para
negativa em neste ponto.

Logo, a func¢do assume o maior valor quando = = 7, ou seja, o valor maximo é L(7) =
(20—7)-(30+5-7) = 13-65 = 845 e o prego da unidade é 20 — 7 = 13. Podemos verificar

esses valores ao analisar a Figura [3.16
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r .

7

L 7 .

7

Figura 3.15: Diagrama de Sinais de L’ e de L
y
o x
-10

~500

Figura 3.16: Gréfico de L(x)

Portanto, o prego de cada boneca é R$ 13,00 e o lucro didrio méximo do dono da loja

6 R$ 845,00.

Estabeleceremos agora uma condicao suficiente para que um ponto p seja ponto de

maximo ou de minimo local. Este resultado é chamado de Teste da Derivada Segunda.

Teorema 3.2. Sejam f uma funcdo que admite derivada de 2* ordem continua no inter-

valo aberto I e p € I, tal que f'(p) = 0.
(i) Se f"(p) > 0, entao f possui um minimo local em p;
(i) Se f"(p) <0, entao f possui um mdzximo local em p.

Demonstracao: As demonstracoes dos dois itens sdo praticamente iguais, por isso pro-
vemos apenas o item (i). Como f” é continua em I e f”(p) > 0, usando o Teorema da

conservagao do sinal, 37 > 0 de modo que |p —r,p+r[ C I, tal que
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f'(x)>0emp—rp+r]
Assim, f’ é crescente neste intervalo e, como f'(p) = 0, temos:
fl(x) <0em|p—r,ple f'(x) >0em |p,p+r|

- - + +

f ] - [
p—r D pt+r
| P

Figura 3.17: Diagrama de Sinais de f’ e de f

Logo, f é decrescente em |p — r, p| e crescente em [p,p + r[.

Portanto, pelo Teste da Derivada Primeira, p é ponto de minimo local de f.

A reciproca deste resultado é apresentada a seguir como um Corolario e sua demons-

tragao é feita de forma simples.

Corolario 3.1. Seja f uma funcdo que admite derivada de 2* ordem continua no intervalo

aberto I e p € I um ponto.

(i) Se p € ponto de minimo local, entio f'(p) =0 e f"(p) > 0;

(i) Se p é ponto de maximo local, entao f'(p) =0 e f"(p) < 0.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado é feita aplicando o Teste da Derivada

Primeira e também do Teorema anterior.

(i) Se p é ponto de minimo local, entdao, Pelo Teste da Derivada Primeira, f'(p) = 0.
Suponhamos que f”(p) < 0. Assim, pelo Teorema anterior, p é ponto de maximo

local, o que contradiz a hip6tese de que p é minimo local. Logo, f”(p) > 0;

(ii) Se p é ponto de maximo local, entdao, Pelo Teste da Derivada primeira, f’(p) = 0.
Suponhamos que f”(p) > 0. Assim, pelo Teorema anterior, p é ponto de minimo

local, o que contradiz a hipétese de que p é méximo local. Logo, f”(p) < 0.
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Portanto, o Corolério esta demonstrado.

Os exemplos e também podem ser resolvidos pelo Teste da Derivada Segunda.

No Exemplo B3] calculamos a segunda derivada que é f”(z) = —2 e aplicamos no
ponto critico z = 3, ou seja, f”(3) = —2 < 0, que nos diz que o ponto x = 3 é um mAaximo
local da funcao que revela a altura da bola.

J& no Exemplo B calculamos a segunda derivada que é L”(x) = —2 e aplicamos no
ponto critico = 7, ou seja, f”(7) =2 < 0, implicando que o ponto x = 7 é um maximo

local da funcao que resulta no lucro diario.

Exemplo 3.7. Um papelao quadrado tem drea 144. Devemos transforma-lo em uma caiza
sem tampa que permita maior volume possivel. Determinar a medida x do lado de cada

quadrado que se deve retirar dos 4 cantos do papelao.

Resolucao: Inicialmente, modelemos o problema para se encontrar uma funcao. Como a
area do papelao é 144, o lado desse quadrado é 12. Assim, o fundo da caixa sera um
quadrado de lado (12 — 2z), onde 2z representa os lados dos dois quadrados que serdo

retirados dos cantos.

T
T
12cm| 12— 2z 12 — 2z
T
N X

12cm

Figura 3.18: Papelao de drea 144 com marcagdes
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A altura da caixa também serd x, o que nos diz que o volume da caixa serd dado pela

fungao V(x) onde
Viz) = (12 — 22)?%,

V(z) = 42® — 4822 + 144x.

Agora, podemos utilizar o que aprendemos até aqui. Derivando a funcao volume em

relacao a x temos:
V/(z) = 1222 — 96z + 144,
que podemos simplificar por
V'(z) = (2* — 8 +12) - 12.
Encontremos os pontos criticos da fungao, ou seja, os pontos onde V'(z) = 0.
Vi(x)=0= (2> —8x+12)-12=0=x=20ouz = 6.

Logo, © = 2 e x = 6 sao os pontos criticos da funcao.
Para sabermos em qual desses pontos o volume é maximo, utilizaremos o Teste da
Derivada Segunda.

Derivando novamente a funcao, temos:
V' (x) = (22 —8) - 12.
Assim,

o V"(2) =(2-2—-8)-12 = —48 < 0 = z = 2 é ponto de maximo local da funcao

volume;

o V"(6) =(2:-6—8)-12 =48 > 0 = = = 6 é ponto de minimo local da fungao volume.

Como precisamos do x que leve V(z) ao seu maior valor, temos que a medida do lado
do quadrado de papelao menor a ser retirado dos cantos (e também a altura) serd 2.

Na Figura podemos verificar os pontos extremos de V.

Portanto, a caixa tera como base um quadrado de lado 8 e altura 2, gerando um
volume V = 2-8% = 128, que também pode ser calculado pela funcio volume avaliada em

T =2, ouseja, V(2) =423 —48-2% + 144 -2 = 32 — 192 + 288 = 128.
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120F
100 [

60
40F

Figura 3.19: V(z) = 42® — 482?% + 144z

Exemplo 3.8. Um desarmador de bombas estava descansando a beira de um rio (ponto
A) quando recebeu um chamado da cidade situada a beira da outra margem do mesmo
rio. Neste chamado alertavam sobre uma bomba que estava na margem proxrima a cidade
(ponto B) e que o reldgio contava regressivamente 22 minutos para a explosao. Imediata-
mente ele pos-se a caminho de canoa para atravessar o rio que tem 1 km de largura e ao
chegar na outra margem continuou o caminho correndo. Sabendo que ele conseque remar
a canoa a 6 km/h, correr a 9 km/h, desarmar a bomba em 30 sequndos e que, pela margem
a distancia entre A e B € 2 km, € possivel que ele chegue a tempo e consiga desarmar a

bomba?

Resolucao: A Figura [3.20] esboca a situacao que o desarmador tem que enfrentar.

1km RN d1 RIO

2km

Figura 3.20: Trajeto de A até B

Precisamos encontrar o tempo minimo que é possivel fazer esse trajeto. Sejam x, d; e
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ds as distancias percorridas de canoa em relagao a margem, de canoa pelo rio e corrida,
respectivamente. Sejam também z a distancia, pela margem, percorrida pela canoa, onde
0 <z < 2. Assim, pelo Teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo retangulo que possui

lados 1, = e d; e pela distancia de A a B pela margem, temos:

di’=2*+12=d =Va2+1e,

d2 =2—2x.
: __ distancia __ _distancia :
Como velocidade = Sempo = tempo = Lo dc> € seja ti e ty os tempos para

percorrer as distancias dy e do, respectivamente, temos:

dy 2 +1 dy 2—=x
== ety =2 = .

t - - -
7% 6 9 9

Logo, a fungao que representa o tempo total em relacao a x é dada por

x2+1+2—x

T(l’):t1+t2: 6 9

Para sabermos qual é o tempo minimo até chegar & bomba, primeiro encontremos o(s)
ponto(s) critico(s) da fungao.

Derivando e igualando a zero, temos:

2x 1 x 1
Tx)=0 ——— — —=0=> ——— = _-=3r=2Vx2+1.
(z) 6-2vVz2+1 9 6vVx2+1 9

Elevando ambos os lados ao quadrado e, sabendo que 0 < z < 2,
4 4 2v/5
9x2:4x2+4:>5x2:4:>:c2:—:>x:\/j:>:c:—\/_.
5 5 5
Logo, o ponto critico é x = %

Derivando a funcao novamente, temos:

12(z%+1)—1222 24191242
6vVZZ+1l—q-—95 .2 (z"+1)—12z 122241212z

T”(aj) _ 2v/x2+1 _ 2v/x2+1 _ 2vz2+1 _
36(22 + 1) 36(x2+1)  36(22 + 1)
—— 6 1 6 1

T36(e2 1) Va2l 36(22+1) 36/ (@2 + 1P 6(2+ 1)
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Substituindo x = QT*/E em T"(z), temos:
T// (2\/5

i

111 _5\/5>0
- - 27 T 162 :
6,/ () 055 55 102

[\
“f,
N——
[\
+
—_
| I |

Assim, pelo Teste da Derivada Segunda x = QT*/E ¢é ponto de minimo da fungao.

O tempo minimo sera dado por:

2
25
2v/5 (22) +1 2-265  \E+1L 10-25

6 Ty T 45
_\/§+1+10—2\/3_\/g+10—2\/3_ 3 2 25
6 45 6 45 65 9 45

454+20V/5—-20 25 +2 2
_BAVE-20 25+ 0\/5:£+—z0,3464
90v/5 90v/5 18 9

Logo, o tempo minimo seré aproximadamente 0,3464 horas, que equivale a aproxima-

damente 20 minutos e 48 segundos.

Portanto, considerando que o desarmador pode chegar em 20 minutos e 48 segun-

dos até a bomba e desarma-la em 30 segundos, totalizando 21 minutos e 18 segundos, é

possivel que ele consiga realizar seu trabalho antes de haver a explosao.

As vezes, ocorre que varias derivadas sucessivas de uma funcao se anulam no ponto

critico. Assim, o critério utilizado para o Teste da Derivada Segunda necessita de uma

ampliacao. Apresentamos a seguir o chamado Teste da n-Esima Derivada.

Proposicao 3.4. Seja f uma funcao que possui todas as n primeiras derivadas continuas

em um intervalo aberto I, onde p € I, tal que p é ponto critico da fung¢ao em I, ou seja,

f'(p) =0 e que

()= ") = ™ (p)=...= f"D(p) =0, mas f™ #0.

Assim,
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(i) sen € par e f™(p) <0, entdo x = p € ponto de mdzimo local da fun¢do;
(ii) sen € par e f™(p) > 0, entdo x = p € ponto de minimo local da fun¢do;

(iii) se n € impar e f(p) # 0, entdo x = p ndo é ponto de minimo e nem de mdzimo

para a funcdao. Este ponto x = p recebe o nome de ponto de sela da funcao.

Demonstracao: Para a prova deste resultado, utilizaremos a Férmula de Taylor Infini-
tesimal.
De fato, a anulacao das derivadas de ordem 1 até n — 1 faz com que a féormula de

Taylor seja dada por:

(n)
for ) =)+ | o] e
onde
p(h) = T}(ﬁ)
]lli_% w(h) =0.

Assim, quando h é suficientemente pequeno, o sinal da expressao dentro do colchete
serd o mesmo sinal de f(p) e, quando n é par, o fator k™ é sempre positivo para h # 0.

Logo, se n é par V h suficientemente pequeno e diferente de zero, entao:

o f(p+h) < f(p) = f(p+h)—f(p) <0, quando f™(p) < 0, o que define um maximo

local em x = p;

o f(p+h)> f(p)= flp+h)—f(p) >0, quando f™(p) > 0, o que define um minimo

local x = p.

Contudo, provamos os itens (i) e (ii).

Para provar o item (iii), suponhamos que n seja impar. Assim, o fator A" terd o sinal
de h. Dai, qualquer que seja o sinal de f™(p) em um intervalo suficientemente pequeno
em torno de p, a diferenga f(p + h) — f(p) ndo tem sinal constante.

Portanto, quando n é impar nao ha méximo e nem minimo local.
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Podemos exemplificar a utilizacdo da Proposicao[B.4lna busca por maximos e minimos

através de fungoes simples, como f(z) = 2, g(z) = 2° e h(z) = —2°.

As derivadas destas trés fungoes sao dadas por:
fl(x) =423 ¢ () =52 e N(x)=—62".
Assim, vemos facilmente que x = 0 é ponto critico de f, g e de h, pois
f(0) =¢'(0) = 1'(0) = 0.

Sabendo disso, analisemos as derivadas sucessivas de cada funcao aplicadas ao seu

ponto critico.

e sendo f(x) = 122% e f"”(x) = 24w, entdo f”(0) = f(0) = 0. Como f)(z) =
f@)(0) = 24, pela Proposicio B4 temos que x = 0 é ponto de minimo local de f;

e sendo ¢"(z) = 202°, ¢"(x) = 602% e g™ (x) = 120z, entdo ¢"(0) = ¢"(0) =
g™ (0) = 0. Como g™ (x) = ¢g™)(0) = 120, pela Proposicio B4}, temos que = 0 é

um ponto de sela de g;

e sendo h'(z) = —30x*, h"(x) = —1202°, A" (z) = —3602% e hV(2) = —T720z,
entdo h"(0) = R”(0) = h™(0) = R (0) = 0. Como A" (z) = KD (0) = —720,

pela Proposigao B.4], temos que x = 0 é ponto de maximo local de h.

Portanto, * = 0 é ponto de minimo local de f, ponto de inflexao de g e ponto de

maximo local de h.

3.1.2 Estudo de Maximos e Minimos Globais de Funcgoes Defi-

nidas em Intervalos Fechados

Nesta secao utilizaremos o Teorema de Weierstrass (visto no capitulo anterior) para

garantir que uma fungao assume em um intervalo fechado tanto valor maximo quanto
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valor minimo, ou seja, seja f uma fungao definida no intervalo fechado [a, b], o Teorema
de Weierstrass garante-nos que f assume em [a, b] valor méximo e valor minimo.

A seguir descreveremos um processo para determinar valores maximos e minimos de
f em [a, b].

Suponhamos que f seja derivavel em |a, b[ e seja f(p) o valor maximo de f em [a, b],
assim, p ou é extremidade de [a,b] oup € la,b[. Se p € ]a,b], pelo Teorema[BT] temos que
f'(p) =0, ou seja, p é ponto critico de f em Ja, b[. Disto, segue que, para se obter o valor
maximo de f em [a, b] é suficiente comparar os valores que f assume nas extremidades de
[a,b], ou seja, f(a) e f(b), com os assumidos nos pontos criticos que pertencem a |a, b|.
O méximo global de f em [a, b] serd entdo o maior desses valores. Consequentemente, o
minimo global de f em [a, b] serd o menor dos valores.

Facamos alguns exemplos para que esse processo seja entendido.

Exemplo 3.9. Seja f(z) = 2* — 4x + 3 definida em [0,5]. Determine os mdzimos e

minimos globais da funcao.

Y y

8j gl

6 6

J

8 .|
SR A NEDZEEEh

Figura 3.21: f(z) =2 —-42+3, z€R Figura 3.22: f(z) =22 —42+3, z€[0,5]

Resolugao: A fungao é derivavel em ]0, 5[. Com isso, primeiramente encontremos os pontos

criticos da funcao, cuja derivada é

f'(x) =2z — 4.
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Temos:

Assim, o tnico ponto critico da funcao é x = 2.
Verifiquemos agora o valor que a funcao assume tanto no ponto critico quanto nos

extremos do intervalo [0, 5].
¢ f(0)=0>—4.04+3=3;
¢ f(2)=22—4.243=—1.
o f(5)=52—4-5+3=58.

Logo, quando = = 2, f tem o menor valor do intervalo e, quando x = 5, tem o maior.

Portanto, temos minimo global em x = 2 e maximo global em x = 5.

Exemplo 3.10. Para a fungio f(x) = 2* — 3z + 1, definida em [—2,2], determine os

mazrimos e minimos globais.

23
=X
_ -1 1 2
—1t
Figura 3.23: f(z)=23-32+1, z€R Figura 3.24: f(z) =23 -3z + 1,2 € [-2,2]
Resolugao: A funcao é derivavel em | — 2,2[. Encontremos os pontos criticos da fungao,

cuja derivada é

f'(z) = 32° - 3.

Temos:
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f(x)=0=32>-3=0=2z=—-1louxr=1.

Assim, os pontos criticos da funcao sao r = —1 e x = 1.

Verifiquemos agora o valor da func¢do nos extremos do intervalo [—2,2] e também nos

pontos criticos.

Logo, f(—2) = f(1) = —1 é o menor e f(—1) = f(2) = 3 é o maior valor que a fungao
assume no intervalo [—2,2].

Portanto, temos minimo global em x = —2 e também em x = 1 e méximo global em

r=1eemx =2.

Exemplo 3.11. Dada a func¢do definida por f(z) = sin(x) 4 cos(x) em [0, 7], encontre,

os extremos globais neste intervalo.

y
L5
y 0.5;
1.5
) N S VR N
A i 0.5 1.0 1.5 2.0 5 3.0
‘ x i
2 /0 2 4 6 —0sf
-1.0 [
-1.5 _1‘0:,
Figura 3.25: f(x) =sin(x) + cos(z), = €R Figura 3.26: f(x) = sin(x)+cos(z),z € [0, 7]

Resolugao: A fungao admite derivada em [0, 7|, e

f'(z) = cos(x) — sin(x).
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Temos,

f'(z) =0 = cos(z) —sin(z) = 0 = cos(z) = sin(z) = = = %

Assim, o tinico ponto critico da funcao em [0, 7] é x = 7.
Analisemos os valores da funcao nos extremos do intervalo dado e também no ponto

critico.
e f(0) =sin(0) + cos(0) = 1;
o f(Z) =sin(F) +cos(T) =L + %2 = /2
e f(m) =sin(m) + cos(m) = —1.

Portanto, a fungao tem maximo global em z = 7 e minimo global em x = 7.

3.2 Maximos e Minimos de Funcoes de 2 Variaveis

Reais

Nesta secao estudaremos o conceito de maximos e minimos em fungoes que possuem
2 variaveis reais. Desenvolveremos o conceito de forma similar a secao anterior, acres-
centando tépicos especificos, desenvolvendo problemas de aplicacao direta e também de
otimizacao, baseados em situacoes diversas. Apresentaremos também, métodos para en-
contrar estes pontos, caso existam. Tais resultados baseiam-se nas referéncias [6] e [1§].

Ao longo do desenvolvimento da secdo utilizaremos a seguinte notagao: B(P,¢), onde

B(P,¢) é a bola aberta que tem centro em P e raio ¢, ou seja,

B(P,e) = {(z,y) €R*: /(x — p1)2 + (y — p2)? < &, onde P = (p;, py) € R?}.

Lembramos que, nas definigoes, teoremas e outros resultados, ao citarmos X e P,

estamos nos referindo a pontos X = (z,y) e P = (p1, p2) do R2

Definicao 3.5. Sejam f: A C R? — R uma fungdo e A um conjunto aberto no dominio

de f. Diz-se que um ponto P € A € ponto de mdzimo de f em A se, VX € A, f(X) <
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f(P). Neste caso, o nimero f(P) é denominado valor mdzimo de f em A. Diz-se
também, que P € ponto de minimo de f em A se, VX € A, f(P) < f(X) e denotamos

que o numero f(P) € o valor minimo de f em A.

Definigao 3.6. Seja f : R? — R wma fungdo. Diz-se que um ponto P € Dy é um
ponto de mdzimo global ou absoluto de f se, VX € Dy, f(X) < f(P). O numero f(P)
¢ denominado valor mdximo de f. Diz-se também que P € ponto de minimo global ou
absoluto de f se, VX € Dy, f(P) < f(X). O nimero f(P) é denominado valor minimo
de f.

Para continuarmos o desenvolvimento desta secao, faz-se necessario introduzir o con-
ceito de curvas de nivel. Seja z = f(z,y) uma funcdo. O conjunto de todos os pontos
(x,y) de Dy, tais que f(z,y) = ¢ denomina-se curva de nivel de f correspondente ao
nivel z = c¢. Assim, f é constante sobre cada curva de nivel. Desta forma, o grafico de
f ¢ um subconjunto do R? e uma curva de nivel é um subconjunto do dominio de f, ou
seja, do R2.

Podemos exemplificar os conceitos vistos até aqui com duas fungoes simples.

Primeiramente, seja f : R? — R definida por f(z,y) = —\/m. Como a raiz
quadrada de um numero é sempre positiva, temos que —\/ﬁy2 <0, VY(r,y) € R~
Temos também que f(0,0) = 0.

Assim, f(z,y) < f(0,0), V(z,y) € Dy.

Logo, (0,0) é ponto de méximo global de f e f(0,0) = 0 é o valor maximo global de
[ (Figura B27).

Agora, tomemos a fungio f : R?> — R, dada por f(z,y) = z* + y?. Temos que
2?2+ 3% >0, V(z,y) € R% Assim, (0,0) é um ponto de minimo global de f e 0 ¢ o valor
minimo de f, visto que 0 = f(0,0) < f(z,y), Y(z,y) € R? (FiguraB3.29).

Definicao 3.7. Sejam f : A C R? — R uma funcgdao, A C R? um conjunto aberto e € > 0,

onde € € um valor pequeno.

(i) Um ponto P é um ponto de mdximo local de f se 3 B(P,¢), tal que

f(P) 2 f(X), VX € B(Pe) C A4
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Figura 3.28: Curvas de nivel

de f(z,y) = —/a? + y?

Figura 3.30: Curvas de nivel

Figura 3.29: f(x,y) = 22 + 4> de f(z,y) = 2% + y?

(i) Um ponto P € um ponto de minimo local de f se 3 B(P,¢), tal que

f(P)< f(X), VX € B(P,e) C A.

Em ambos os casos, P ¢ dito extremo local ou extremo relativo de f e o nimero

f(P) é o valor extremo local de f.

Os pontos de maximo e de minimo de uma fungao f denominam-se extremantes de

f.

Exemplo 3.12. Seja f(x,y) = —2? uma funcio. Verificar se {(0,y) € R*, y € R} é um
congunto infinito de pontos de mdximos locais e globais de f, ou seja, os pontos do eixo y

serao os mdximos locais e também globais de f.
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Resolugao: De fato, —22 <0, V(z,y) € R? e f(0,y) = 0.

Assim, f(z,y) < f(0,y), Y(z,y) € R%.

Logo, f atinge seu valor méximo em qualquer ponto da reta {(0,y) € R* y € R}e
f(0,y) = 0.

Figura 3.32: Curvas de
Figura 3.31: f(z,y) = —2? nivel de f(z,y) = —a2

Portanto, os pontos do eixo y sao os maximos locais e também globais de f.

Para exemplificar um caso em que temos minimos locais e globais, tomemos a funcao
flz,y) =2
Assim, 22 > 0, Y(z,y) € R*e f(0,y) = 0.

Logo, f tem seu valor minimo em qualquer ponto do eixo y.

Figura 3.34: Curvas de
Figura 3.33: f(z,y) = 2?2 nivel de f(x,y) = 22

Portanto, os pontos do eixo y sao os minimos locais e também globais de f.
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Para continuarmos nosso estudo, faz-se necessario uma definicao similar a Definicao

3.4 de ponto interior ao dominio para o caso de funcoes com dominio contido em R?

Defini¢ao 3.8. Seja f uma funcao e P um ponto. Diz-se que P € ponto interior a Dy

se, e somente se, existe uma bola aberta B(P,¢e) inteiramente contida em Dy.

Agora, apresentaremos uma condicao necessaria para que um ponto interior ao dominio
de uma funcédo seja um extremante local desta funcao. Antes de mais nada, definiremos

vetor gradiente de uma funcao.

Definicao 3.9. Seja z = f(x,y) uma fung¢ao que admite derivadas parciais em (o, Yo)-
O wvetor

V f(zo,0) = (g—i(l’o’yo)a g—gjj(ﬂfoayo))

denomina-se gradiente de f em (xg,yo).

O teorema a seguir fornece-nos um critério para selecionar, entre os pontos interiores

ao Dy, candidatos a extremantes locais de f.

Teorema 3.3. Seja f : A C R?> — R uma funcio que admite a existéncia de suas
derivadas parciais. Se um ponto P € A, interior ao Dy € extremante local de f, entao

suas derivadas parciais em P sio nulas, ou seja, V f(P) = 0.

Demonstracgao: Provaremos aqui o caso em que P é um ponto de maximo local de f e
a prova do caso em que P é um ponto de minimo local serd anéloga.

Seja P um ponto de maximo local de f. Assim, 3 B(P,e), ¢ > 0, tal que f(X) <
f(P), VX € B(P,¢).

Tomemos a funcao real h : (—e,e) — R dada por h(t) = f(P + tv)), onde 7 € R
Assim, V7 € R?, a funcao h possui um ponto de maximo em ¢ = 0 e temos pelo Teorema
B que:

h'(0) = E(t)hzo = 0.

Derivando f(P + t¥) em relagao a t, temos, pela Regra da Cadeia:

1(0) =< Vf(P),7> .
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Como t = 0 é o ponto de maximo e h(t) = f(P + tv), temos:

dh
0= E(1t)|0 = Vf(P) -9, VveR%
Logo, Vf(P)=0.
A prova para o caso em que P é ponto de minimo local é analoga.
Portanto, nas condigoes do enunciado do teorema, se P ¢ um ponto interior ao Dy e,

também é um extremante local, entdo Vf(P) = 0.

Diz-se que um ponto P é chamado ponto critico de f ou ponto singular de f,
quando dada f: A C R? — R, com f diferencidvel, tem-se V f(P) = 0.
Para encontrarmos pontos criticos no R, basta resolvermos o seguinte sistema de duas

equacoes e duas incognitas:

—

Vf(z,y) =0,

ou seja,
e (.y) =0,
g—;(:p, y) =0.

Podemos assim, reescrever o teorema anterior da seguinte forma: Seja f : A C R? -+ R
uma fung¢ao que admite a existéncia de suas derivadas parciais. Se um ponto P € A,
interior ao Dy € extremante local de f, entao P é um ponto singular de f.

Disto, podemos dizer que os pontos singulares de f sdo, entre os pontos do conjunto A
(ou também, entre os pontos interiores ao Dy), os tnicos candidatos a extremantes locais
de f.

E importante ressaltar que a reciproca do teorema anterior nao é valida. Podemos
tomar, por exemplo, a funcao f(z,y) = 2% — y*. Esta funcio possui (0,0) como ponto
singular, visto que

of

0 R
) =20 L (a) = 2 = V(0,0 = 0,0) = 0.

mas (0,0) ndo é nem ponto de maximo local e nem de minimo local, pois f(0,0) =0 e

existem pontos arbitrarios préximos de (0,0) em que f assume valores positivos e pontos
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nos quais f assume valores negativos. Exemplificamos esta situagao ao tomarmos os

pontos (0,1) e (£,0), pois teremos f(0, %) = —# <0e f(%,O) = # > 0, mostrando que

n n’

nao ha extremante local no ponto (0,0).

Figura 3.36: Curvas de nivel
Figura 3.35: f(x,y) = 22 — 4> de f(z,y) = 2% —y?

Quando um ponto singular nao é méximo local nem minimo local, denotamos este
ponto por ponto de sela.
No caso da funcao f(z,y) = 2* — y?, o ponto (0,0) é um ponto de sela da func¢ao.

Na fungao f(z,y) = 2 + y*, Dy é um conjunto aberto, pois Dy = R?. Assim,

<
—
8
<

) = 2z,
) =2y,

ou seja, Vf(z,y) = (22,2y) e Vf(z,y) =0 = = = y = 0, ou seja, (0,0) é o tnico

Q

<
—
8
<

candidato a extremante local de f. Vemos facilmente que f(x,y) > f(0,0) =0, V(z,y) €
R2. Logo, (0,0) é um ponto de minimo global de f (Figura [3.29).

J4 na fungao f(x,y) = 2*y+3x, com dominio A = {(z,y) € R; x> 0ey > 0}, vemos
que o ponto (0,0) é um ponto de minimo de f em A, visto que f(z,y) > f(0,0), Y(z,y) €
A. Como % = 3xy + 3, temos, pelo Teorema B3 que %(0, 0) = 3 # 0. Isto nao contradiz
o Teorema B3], pois ele s6 é aplicado a pontos interiores de Dy e (0,0) nao é ponto interior
ao A.

Apresentamos até aqui uma condi¢ao necesséaria para que um ponto interior ao dominio

de uma funcao seja um extremante local desta funcao. No teorema a seguir, acrescen-

tamos a esta condicao ja apresentada, mais uma condi¢ao (também necessaria) e, assim,
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avangamos mais um passo no nosso estudo de maximos e minimos em funcgoes de 2 variaveis

reais.

Teorema 3.4. Sejam f : A C R? — R uma funcgdo de classe C? no aberto A e P = (py, ps)

um ponto interior a A, entdo

(i) se P é ponto de mdzimo local de f, entio %(P) o, %(P) o, %(P) <0
Sl <o

(ii) se P ¢ ponto de minimo local de f, entio g—i(m o, %(P) _ o, %(P) >0
Sl 2o

Demonstragao: Demonstremos o item (i). Seja P um ponto de maximo local, seguindo
a ideia da demonstragao do Teorema B3] tomemos uma fungao real h(t) = f(P + téy),
onde €1 = (1,0). A fungdo h admite ponto de maximo local em ¢ = 0. Pelo Coroldrio B

se 0 é maximo local de h, entao
h'(0) =0 e h"(0) <0,

ou seja,

of , v~ O*f
%(P) =0e @(P) <0.

Analogamente, usando a funcdo ¢(t) = f(P + té3), onde €3 = (0, 1), concluimos que

of, . f
a—y(P)_Oea—yQ(P)go

Para demonstrar o item (ii), basta tomar P como ponto de minimo local e proceder

de maneira andloga ao item (i).

Com base nos tltimos teoremas, se um ponto P = (py, p2) esta no interior do Dy e é
um extremante local, ou seja, um ponto de maximo local ou um ponto de minimo local,
entao ele necessariamente é um ponto singular. Portanto, para encontrarmos pontos de
maximo ou de minimo locais, devemos procurar primeiro os pontos singulares da funcao.

Facamos alguns exemplos.
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Exemplo 3.13. Determine os candidatos a extremantes locais da funcao f(z,y) = x° —

v +ay +5.

Resolugao: Primeiramente encontremos os pontos singulares da fungao. De fato, calcu-
lando as derivadas parciais e igualando a zero, temos o seguinte sistema de equacoes:
of 9,2 _
e (z,y) =327 +y =0,
of — _
5y (.y) = 2y +z=0.
Para resolver o sistema, tomemos x = 2y da segunda equacao e substituimos na

primeira. Assim, temos

2 2 1
320 +y=0= 12y +y:0jy:00uy:_ﬁl
Logo, temos que (0,0) e (—%, —%) sao os pontos singulares da funcao.

Agora, calculando as derivadas de segunda ordem, temos

2 2
%(w,y) =6z e g—y‘é(a:,y) = 2.

Disto, temos que
. ﬁ(0 0)=0<0e ﬁ(0 0) = —-2< 0= (0,0) é candidato a ponto de méximo

or2"’ - oy = )

local de f;

2 2

o %(—%, —11—2) =-1<0e g—y];(_%’ —11—2) =-2<0= (—é, —%) é candidato a

ponto de méximo local de f.

Portanto, os pontos (0,0) e (=%, —75) sdo os candidatos a pontos de maximos locais

de f. Na Figura B.37 verificamos a superficie formada pela funcao.

Apresentaremos agora uma definicao e um lema de suma importancia para enunciar-

mos e demonstrarmos o proximo teorema do nosso estudo.

Definicao 3.10. Seja f : A C R? — R wuma funcdo de classe C? definida no conjunto
aberto A. A funcdo dada por
02 f 02 f

0?f 0 f

H(z,y) = det

denominasse hesstano de f.
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Figura 3.38: Curvas de nivel de
Figura 3.37: f(z,y) =23 — 3>+ 2y +5 fle,y) =2 —y> +ay+5

o2 o2 o2 2
Observanmos aue A, ) = | 5 )| - | L] = | 20w

Lema 3.1. Consideremos a forma quadrdtica Q(h, k) = ah® + 2bhk + ck?.

a b
(i) Sea>0e > 0, entao Q(h, k) > 0,Y(h, k) # (0,0) V(h,k) € R%;
b ¢

a b
(ii) Se < 0, entao A(hy, k1) e (ha, k2) tais que Q(hy, k1) <0 e Q(ha, ka) > 0.
b ¢

Demonstragao: Para a prova deste resultado, desenvolvemos Q(h, k). Assim, supondo

a # 0, temos:
Q(h, k) = ah® + 2bhk + ck* = a {fﬁ FPLIY fk;?] _
a a
2b b b
—a [h2+—hk;+ e fk»?] -
a a a a
b\’ — b2
=a <h+—k:) + X k:2] =,
a a
ou seja,

a b
b

o

k? (3.1)

Q(h. k) =a <h+ gk) +

a
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A demonstracgao do item (i) é imediata pela Equacao (BI).

Demonstremos o item (ii). De fato, se a = 0, teremos necessariamente b # 0. Neste
caso, dJa € R tal que Q(a,1) e Q(a, —1) terao sinais contrarios. Se a # 0, Q(1,0)
a b
b ¢

a
Portanto, para a = 0 e também para a # 0, existem (hq, k1) e (hq, k1) tais que Q(hq, k1) <

Oe Q(h,g, /{ZQ) > 0.

b b
e Q (E’ —1) terdo sinais contrarios visto que Q(1,0) = a e @ (a,—l) =

Até aqui mostramos condicOes necessarias para um ponto ser extremante local de uma
funcao. O teorema a seguir apresenta uma condigao suficiente para que um ponto singular

seja extremo local de uma funcao.

Teorema 3.5. Sejam f : A C R? — R uma funcdo de classe C? definido no conjunto

aberto A e P = (p1,p2) € A. Suponhamos que P seja um ponto singular de f. Entao,

2
(i) se %(P) >0 e H(P) >0, entao P é um ponto de minimo local de f;

62
(i) se 6—:cj2c<P) <0 e H(P) >0, entao P € um ponto de mdzimo local de f;

(iii) se H(P) < 0, entdo P nao € extremo local. Neste caso, ele é chamado de ponto de

sela de f;

(iv) Se H(P) =0, entao nada se pode concluir.

Demonstragao: Provemos o item (i). Por hip6tese, temos que f é de classe C?, ou seja,

82
8—‘7;()( ) e a fungdo hessiana sao continuas, VX = (z,y) € R?.
x
2

Pela hipétese do item (i), tem-se %(P) >0e H(P)>0.
x

Da continuidade das fungoes, temos que existe uma B(P,¢), tal que, VX € B(P,¢),

vale
o’f
ox?

Pela Formula de Taylor com Resto de Lagrange de ordem 1 e pela Equacgao (B.]),

(X)>0e H(X) > 0.

temos que, Y(h, k) € R, se (p1 + h, py + k) € B(P, ¢), entdo existe X = (7,7) € B(P,¢),
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tal que

f(p1+h,p2 + k) = f(p1,p2) + %(p17p2)h + %(plap2)k + %Q(h, k),

onde
e B T
- @("L‘ay) > 07 b= &ray(x’y) €eCc= a—yg(xay)
of .. of

Da hip6t t —(P) =
a hipétese, temos 31’( ) o

a

(P) = 0, pois P é ponto singular de f e também

a b

b ¢
Pelo item (i) do Lema B1l Q(h, k) > 0. Logo,

> 0.

Flpu+hops +8) = Fpupa) + 5@ K) > F(pr o).

Portanto, f(X) > f(P), VX € B(P,¢) é um ponto de minimo local.

A prova do item (ii) é andloga a do item (i).

Provemos agora o item (iii). Seja gz(t) = f(p1 + ht,ps + kt), onde v = (h, k).
Pela Regra da Cadeia,

, 82 62 62
97(0) = 8—;20(2717]72)}12 + 283:6fy (p1, p2)hk + a—zj;(plap2)k2-

Pelo item (ii) do Lema B} como

0 f 0*f o' f
a = @(M,PQ), b= D20y (p1,p2) € c= 8—y2(p1,p2),

entao existem v1 = (h1, k1) e 03 = (ho, ko), tais que g, (0) < 0 e g (0) > 0.

Assim, ¢ = 0 é ponto de méximo local de g (t) e ponto de minimo local de g (t).
Logo, (p1,p2) nao é extremante local de f, mas sim um ponto de sela.

Agora, provemos o item (iv). Sejam fi(x,y) = 2* +y*, fo(z,y) = —at—y* e f3(z,y) =
ot — gyt

Vemos facilmente que (0, 0) é ponto singular das trés fungoes, pois V f;(0,0) = 0, onde j =
1,2,3.

Temos:

0°f; 0°f;
Ox? dy?
Consequentemente, H;(0,0) = 0.

% f;
0x0y

(0,0)=0e —2(0,0) =0 = (0,0) = 0, ondej = 1,2, 3.

Analisando as funcoes dadas, temos:
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o fi(z,y)=2'+y*>0= f(0,0)= (0,0) é ponto de minimo global para fi;
o fo(z,y)=—a*—y* < 0= f(0,0)= (0,0) é ponto de maximo global para fo;

hd f3($7y) =zt — y4 = f3(07 %) = _# <0e f3(%70) = # > 0. L0g07 (070) é pOIltO
de sela de f3.

Portanto, quando H(P) = 0, nada se conclui.

Exemplo 3.14. Seja f(z,y) = 2 + y® — 3z — 3y + 4 uma fungdo. Achar os pontos de

mdadzrimo e minimo locais desta funcao.

Resolucao: Primeiramente, precisamos encontrar os pontos singulares de f, ou seja, en-
contrar os pontos onde V f(z,y) = 0. Como Vf(z,y) = (3z% — 3,3y — 3), basta resolver

0 seguinte sistema:

322 -3=0 2 —-1=0
=
3y —3=0 y?—1=0.

Temos entao 4 possiveis solugoes para este sistema, sendo elas os pontos (1, 1), (1, —1),
(=1,1) e (—1,—1). Assim, estes pontos sao singulares de f.
Encontremos agora a fungao hessiana e a derivada segunda em relacao a x. Temos:
D 2wy
9a2 Y 0zx0y Y 6x 0 0% f
H(z,y) = = = 36xy e W@j’ y) = 6x.
x

O o) Ly | |0 %
axay 7y ayQ 7y

Logo, aplicando os pontos singulares na funcao hessiana e também na derivada parcial
de segunda ordem em relacao a x, temos, pelo Teorema
0*f ) -
e H(1,1)=36>0¢ W@’ 1)=6>0=(1,1) é ponto de minimo local de f;
x

e H(1,—1)=-36 < 0= (1,—1) é ponto de sela de f;

e H(—1,1)=—-36 < 0= (—1,1) é ponto de sela de f;

82
e H(—1,-1)=36>0¢ 8—‘7;(—1, —1)=—-6 < 0= (1,1) é ponto de maximo local de
x
f
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Notamos que (1,1) ndo é ponto de minimo global, visto que f(—3,0) = —14 < 0 =
f(1,1) e também (—1,—1) ndo é ponto de maximo global, pois f(3,0) = 22 > 8 =

Agora, facamos um exemplo de modelagem para minimizar os custos de materiais em

uma producao.

Exemplo 3.15. Hd necessidade de construir uma caiza, sem tampa, com a forma de
um paralelepipedo retangulo e com 1m? de volume, conforme Figura [Z39. O material
a ser utilizado nas laterais custa o triplo do que serd utilizado no fundo. Determine as

dimensoes da caixa que minimiza o custo do material.

Figura 3.39: Caixa

Resolucao: Sejam a, b e ¢ as dimensoes da caixa. O enunciado nos diz que o volume é dado
por V = abc = 1, revelando que ¢ = é A &rea lateral da caixa é dada por A; = 2ac+ 2bc
e a area do fundo da caixa é Ay = ab. Logo, a funcao que devemos minimizar para resolver
o problema é

f(a,b) = 3(2ac + 2bc) + ab.

Substituindo ¢ = é em f, temos

6 6
b) =~ + - + ab.
f(a,b) ;o ta

Calculando as derivadas parciais e igualando a zero para encontrar o(s) ponto(s)

critico(s), temos
of

1 2
8@—6(—¥>+b—():>ab—6
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of 1 B s
%_6<—?)+a—0:>ab = 6.

Logo, subtraindo uma equaciao da outra, a?h — ab®> = 0 = a = b. Disto, temos
a® =6 = a = b= /6. Portanto, o ponto (+/6, ¥/6) é ponto singular de f.

Encontremos agora a funcao hessiana e a derivada de segunda ordem em relagao a a.

02 f o2 f 12
EAL N ACLY @ 144 0% f 12
H(a,b) = = =———1e =—(a,b) = —.
2 2 12 a*b? oa? a?
aaab (a’7 ) abg (a’7 ) b3

62
Aplicando o ponto singular (+/6,v/6) em H(a,b) e em 97

9 (a,b), temos:

3 3 2 1 82 3 3
H(V6,V6) = :4—1:3>0e8—£(\/6,\/6):2>0
12

Logo, pelo item (i) do Teorema B3] o ponto (v/6,+/6) é um ponto de minimo local.

Portanto, para minimizar os custos, as dimensoes da caixa devem ser: a = /6,
, 1 V6
b=a=+vV6ec=—= .
ab 6

No Exemplo B.13] com os resultados que haviamos apresentado até entao, encontramos

que os pontos (0,0) e ( L

—%, —153) eram candidatos a maximos locais. Agora, munidos do
Teorema [3.1] vamos verificar se esses pontos sao realmente méaximos locais.

De fato,

6z 1 0P f
H(z,y) = =—12x—1e %(:c,y)zfix.

Assim, temos:

e H(0,0) = —1. Pelo item (iii) do Teorema B.Hl (0,0) é ponto de sela de f;
1 1 2 1 1
o H <_6’_E) =1le % (_6’_5) = —1. Pelo item (ii) do Teorema B3]
1

1
——,—— | é ponto de maximo local de f.
6" 12
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Portanto, conforme citado anteriormente, o Teorema 3.4l nao ¢é suficiente para saber-
mos se um ponto é ou nao extremante local de uma funcao, diferentemente do Teorema

que nos garante que o ponto analisado é extremante local da funcao.

No Exemplo vimos uma situagao em que, ao modelarmos o problema e aplicarmos
a teoria de maximos e minimos, ajudavamos a salvar uma cidade de uma explosao, pois foi
possivel prever a possibilidade de o desarmador chegar a bomba com tempo habil de evitar
a explosao. Aquela altura, tinhamos ferramentas necessarias para trabalharmos apenas
com uma varidavel. Agora, munidos da teoria de maximos e minimos para 2 variaveis,
adaptaremos o problema e acrescentaremos um obstaculo (ou tipo de caminho) que o
desarmador precisa vencer para chegar até a bomba, como segue no exemplo a seguir que

encerra esta segao.

Exemplo 3.16. Um desarmador de bombas estava em sua casa (ponto A) quando recebeu
um chamado de uma cidade situada do outro lado de um rio, cuja distancia entre sua
casa e a margem do rio € de 3km e o rio possui 1 km de largura. No chamado diziam
que havia uma bomba prézima a margem do rio (ponto B) e que mo relégio constava 1
hora, 5 minutos e 10 sequndos para a explosao. Imediatamente ele pos-se a caminho
correndo por uma estrada onde haviam vdrios trechos com lama até chegar ao rio. Ao
chegar ao Tio, pegou uma canoa e atravessou-o remando. Atravessado o rio, continuou o
trajeto correndo pela margem, desta vez com o caminho limpo, sem lama. Sabendo que
ele conseque desarmar a bomba em 30 sequndos, correr o primeiro trecho (com lama) a 8
km/h, remar a canoa a 6 km/h, correr na outra margem a 9 km/h e que, pela margem, a
distancia entre os pontos A e B é de 7 km, € possivel que ele cheque a tempo de desarmar

a bomba?

Resolugao: A Figura esboca a situacao que o desarmador tem que enfrentar.
Precisamos encontrar o tempo minimo que é possivel fazer esse trajeto. Sejam dy, dy e
dsz as distancias percorridas correndo em solo com lama, remando a canoa e correndo em
solo seco, respectivamente. Sejam também z e y as distancias, pela margem, percorridas
correndo em solo com lama e remando a canoa, respectivamente, onde 0 < z < 7 e

0<y<7—ux.
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A
el dy
3km RN
T y
RIO 1km \f
1 IL ‘I.----d;----B
1 €T [ y 1

Tkm

Figura 3.40: Trajeto de A até B

Assim, pela distancia de A a B pela margem e pelo Teorema de Pitagoras aplicado

aos triangulos de lados 3, d; e = e, 1, dy e y, as distancias dq, ds e d3 sao dadas por:
d12:32+l‘2:>d1: $’2+9,

d? =12+ > = dy =12+ 1e,

d3:7—37—y

distancia
velocidade’

distancia
tempo

Como velocidade = = tempo = e seja ty, ty e t3 os tempos para

percorrer as distancias dy, ds e d3, respectivamente, temos:

dl l’2+9 d2 \/y2+1 d3 7—1’—y
8 8 6 6 9 9

Logo, a fungao que representa o tempo total em relacao a x e y é dada por

\/x2+9+\/y2+1+7—x—y
8 6 9 '

T(x,y) =t +ta+1t3=

Para sabermos qual é o tempo minimo para o trajeto, primeiro encontremos o(s)
ponto(s) singular(es) da func¢do. Derivando parcialmente a fungao em relacao a x e em

relacao a y, temos:
ar 2x 1 x

1
0r  2.8/22+9 9 8/a2+9 9

oT 2y L Y 1

y  2.6/i2+1 9 642+l 9

Encontremos as raizes das derivadas parciais.
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oT x 1 x 1 —
ox Svr2+9 9 Svx2+9 9
Elevando ambos os lados ao quadrado, temos:
576 576
81z% = 642 + 576 = 172° =576 => 2 = —( = v =/ — =
17 17
24 24/ 17
Sr=—=r790= ~ 5,8208 € [0, 7];
V17 17
oT Yy 1 Y 1
o — =0 —  — =0 —— =—-—=3 :2\/ 24+ 1.
oy 6/y2+1 9 6/y2+1 9 Y Y

Elevando ambos os lados ao quadrado, temos:

4 4 2
Y Y+ Y Y 5 Y 5 Y NG
2v/5

D

(2417 25

Logo, o ponto singular da funcao é TR

Encontrando as derivadas parciais de segunda ordem da funcao, temos:

S 16(x24+9)—1622 72
LJOT SV H9-w s 2 TUan - Ven
D2 64(z2 + 9) 64(22+9)  64(z2 +9)
T 1 9

ViZ+9 64(22+9)  8/(x2+9)%

12(y%+1)—12y°

2 .6 2yt ) ley” _ 6
pr VYTV oW e Ve

Oy 36(y% + 1) T 36(y2+ 1) 3612+ 1)
6 1 1 .
2 +1 36(y2+1)  6/(32+1)%
O*T
[ ] e
0xdy

Agora, calculemos a fungao hessiana e apliquemos o ponto singular.

i 9a2 Y 0x0y Y 2T 2T 92T
= |~ laEe] [5re)] - [
9 1 3

8@ 197 62+ 1P 16/ + 9 - /P + )P

(z, y)] 2
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Assim,

by (24\/ﬁ 215

17 5 )16\/[(24”m)2+9r'\/[(Qggyﬂr

B 3 B 3 B
3 3 3 3
16/ (2 +9)" /()" 16/(2) /()
_ 3 B 3 3 85V% -
= - 19683 . 27 8503056 :
16\/(738759210;89)3 . \/(%)3 16- 5701 55 eeves 2094352
Calculando a derivada segunda em relacao a x no ponto singular, temos:
o*T (24\/17 NE) B 9 B 9 B
2 ) - =

9 9 1717

9 9
- = = 10683 157464 > 0.
8 /(%)3 8 /3874%210;89 8- TN 1717 17496
2T (24V/17 2V5 0ol 244/17 2v/5
e -
0x? 17 7 5 17 7 5
244/17 25\ |

7 TE ¢ um ponto de minimo da funcao. Assim,

apliquemos este ponto em 7'(z,y) e encontraremos o tempo minimo para o desarmador

Logo, como ) > 0, temos, pelo item (i)

do Teorema que o ponto

chegar até a bomba.

2 2
2417 2v5
T<24\/17 2\/§>\/( 17) +9 \/(5) +1 7_241\4ﬁ_25ﬁ
17 7 5

o

VT VE L[ 2IT 2B\ VT VB T sVIT 245
-8 6 9 17 5 | 136 10 9 51 45

~ 1,0738 horas =~ 1 hora e 4,428 minutos = 1 hora, 4 minutos e 26 segundos.

Portanto, se o tempo minimo para chegar ao local da bomba é de 1 hora, 4 minutos e 26
segundos e o desarmador leva cerca de 30 segundos para realizar seu trabalho, resultando
em 1 hora, 4 minutos e 56 segundos para a bomba estar desarmada, é possivel que o

desarmador chegue a tempo de evitar a explosao.



Capitulo 4

Maximos e Minimos de Funcoes

Quadraticas

Ao longo deste capitulo estudaremos maximos e minimos de func¢ées quadraticas, apre-
sentando o conceito de forma simples, visto que a ideia principal é formular uma proposta
para aplicagao no Ensino Médio. Para tanto, enunciaremos e, caso necessario, demons-
traremos alguns conceitos que servem de pré-requisitos e que tém influéncia direta nos
principais resultados do capitulo. O texto serd escrito em uma linguagem que se apro-
xima da utilizada nos livros didaticos aos quais os alunos tém acesso e faremos as pro-
vas/justificativas convenientes, mesmo que estas geralmente nao estao presentes nos livros
didaticos. Ao fim, deixaremos uma proposta de aplicacao da teoria de maximos e minimos
vidavel a 1* série do Ensino Médio e a resolucao de diversos exercicios/problemas, sendo
eles de aplicacdo direta e também de otimizagao/modelagem, presentes tanto em livros
didaticos como nos Bancos de Questoes das Olimpiadas Brasileiras de Matemética das Es-
colas Publicas (OBMEP) [11, 12} [13], incentivando que os alunos fixem o conteido através
de situagoes em que estao munidos de uma funcao, precisando apenas aplicar os resultados
e, também, que trabalhem a capacidade de modelagem, onde nao conhecem previamente
uma fungao para aplicarem os resultados que aprenderam, mas sim, buscam trabalhar
o problema a fim de transformé-lo em algo que saibam resolver. Quando necessério e a

titulo de complementacao, faremos algumas observacoes visando explicitar que o Célculo

70
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Diferencial poderia ser utilizado para demonstracao direta de alguns resultados.

Vale ressaltar que esta proposta nao sera aplicada, de imediato, em uma sala de aula
para apresentacao de resultados neste trabalho. Para dimensionarmos a viabilidade da
aplicacao desta proposta em uma sala de aula, traremos alguns comentarios de professores
de escolas publicas e também particulares que terao acesso a este material e darao seus
pareceres através da experiéncia que acumularam ao longo dos anos. Estes comentarios

nos ajudarao na conclusao deste trabalho, prevendo possiveis resultados da aplicacao.

4.1 Um pouco da Teoria sobre Funcoes Quadraticas

Nesta secao focaremos nosso estudo nos pré-requisitos tedricos trazidos por livros
didaticos do Ensino Médio e alguns outros que servem de complemento [3, [7, 14} 15], os
quais sao base para o desenvolvimento do que seré proposto na secao subsequente. Desta
forma, apresentaremos a seguir defini¢oes, resultados importantes e exemplos pertinentes

ao contexto.

Definicao 4.1. Chama-se funcdao quadrdtica ou funcao polinomial do 2° grau, qualquer
fungdo f de R em R dada por uma lei da forma f(x) = ax® + bx + ¢, em que a,b e ¢ sdo

numeros reais e a # 0.
Sao exemplos de funcoes quadraticas:
o f(x)=2>+x+1,ondea=b=c=1,
o f(x)=222+3r—5,ondea=2b=3ec= -5
e f(r)=2>—5z,ondea=1,b=—-5ec=0;
o f(r)=-32>+4,ondea=-3,b=0¢c=4;
e f(z)=52* ondea=5eb=c=0.

Definicao 4.2. Sobre funcoes quadrdticas, definimos:
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(i) O grdfico de uma fungao quadrdtica y = f(x) = ax®+bx+c, com a # 0 é uma curva

chamada pardbola (Figura[{.1);

(i) Toda pardbola é composta de dois ramos simétricos em relagio a uma reta chamada

de eixo de simetria e representada por e (Figura[{.3);

(iii) O ponto comum a pardbola e ao eixo de simetria é um ponto chamado de vértice

da pardbola, o qual estudaremos na se¢ao sequinte (Figural[f.3).

Figura 4.1: Pardbolas

Vv

Figura 4.2: Pardbola com Eixo de Simetria e Vértice em Destaque

E importante ressaltar que a parabola é construida atribuindo infinitos valores reais

para x, mas geralmente escolhemos alguns pontos para termos ideia de como tracé-la,
visto da inviabilidade de encontrarmos infinitos pontos.

Ainda referindo-se a parabola, temos que:

e se a > 0, a pardbola tem concavidade voltada para cima, ou seja, sentido positivo

do eixo Oy (Figura [L3]);
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Figura 4.3: Pardbola quando a > 0 Figura 4.4: Pardbola quando a < 0

e se a < 0, a pardbola tem concavidade voltada para baixo, ou seja, sentido negativo

do eixo Oy (Figura [L4).

Definigao 4.3. A equacao do sequndo grau com coeficientes reais a, b e ¢ € uma expressao

da forma:

az’® +br +c =0, (4.1)

onde a # 0 e x € uma varidvel real a ser determinada. Quando b e/ou ¢ sao iguais a zero,

dizemos que a equagao ¢ incompleta.

Definigao 4.4. Seja f(x) = ax®+bx+c uma fungdo quadrdtica, onde a # 0. Chamam-se

zeros ou raizes de f os mimeros reais x tais que f(z) =0, ou seja, ax?® + bx + ¢ = 0.

A hipétese de que a # 0 é de suma importancia, visto que se a = 0 teriamos uma
equagao afim (ou do 1° grau) da forma bz + ¢ = 0.

Pela defini¢do anterior, as raizes da funciao f(x) = ax? + bx + ¢ sao as solucoes da
Equacao (LI). Para encontrar tais raizes, podemos resolver a equagdo pelo Método
de Completamento de Quadrados, pois ele consiste em escrever a equacao numa forma
equivalente que nos permita concluir quais sao as solugoes diretamente.

Utilizando o método, procedemos do seguinte modo: isolando o termo que nao contém

a variavel x do lado direito da igualdade que temos na Equagao (1),

ar’ +br = —c
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e dividindo ambos os lados por a, temos:

b
2+

—r = —
a

~
Agora, acrescentemos um numero em ambos os lados da equacao, de modo que tenha-

mos do lado esquerdo da igualdade um quadrado perfeito. Observemos que é necessario

b2
T 4a?

2a 2a) 2a)  4a?

adicionar (i ) 2

o aos dois lados da igualdade. Assim,

Geralmente chamamos a expressao b*> — 4ac de discriminante da Equacio [T e
denotamos pela letra maitscula A do alfabeto grego. Assim, escrevemos a igualdade

anterior da seguinte forma:

b\* 0 —dac A
— ) = _ = 4.2
(x * Qa) 4a? 4a? (42)
Analisando a Equagao ([.2]), s6 existird algum nimero real que satisfaga a igualdade,

se A > 0, visto que (:1: + %)2 > 0.

Tomando A > 0, podemos agora extrair a raiz quadrada. De fato,

N b b2 — dac N b b2 — dac
T+ —=/———er+—=—\—.
2a 4a? 2a 4a?

Subtraindo % em ambos os lados das duas igualdades acima, temos:

b Vb?% — 4dac b V0?2 — 4dac

$1=—2—a+Tex2:—%— 5

Logo, substituindo A = b* — 4ac obtemos as seguintes solugoes para a Equacao ([EI):

—b+\/Zex b= VA
— —.

=T 2 2%

—bE VP —dac  —bEVA

5 5 é equivalente a x; e x5 e é chamada
a a

Férmula de Bhaskara e uma das formas de demonstra-la é pelo Método de Completa-

A expressao r =

mento de Quadrados, conforme detalhamos.
Historicamente, acredita-se que a Formula de Bhaskara nao tenha sido desenvolvida

pelo mateméatico indiano do século XII chamado Bhaskara, visto que os babilonios ja
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tinham conhecimento deste método cerca de dois mil anos antes de Cristo. Uma hipdtese
é de que a famosa féormula leve o nome do matematico hindu por ter sido ele quem a
publicara em um livro seu.

Analisando a Férmula de Bhaskara, podemos concluir que
e se A > 0 existem duas solucoes reais;

e se A =0 s6 existe uma solugao real, dada por x; = x9 = —%;

e se A < 0 nao existe solugao real.

Ressaltamos que o ntimero de raizes esta diretamente ligado ao niimero de intersecoes
da parabola com o eixo Ox, ou seja, quando ha duas raizes reais, a parabola intercepta o
eixo Oz nos pontos (z1,0) e (z2,0); quando hé uma tnica raiz real, a parabola é tangente
ao eixo Oz no ponto (z1,0); quando nao ha raiz real, a parabola nao intercepta o eixo

Ox em nenhum ponto.

A seguir, mostremos um exemplo para entendermos como se aplica o Método de Com-

pletamento de Quadrados e também a Férmula de Bhaskara.

Exemplo 4.1. Resolva a equagio x°> — 6z + 8 = 0 completando quadrados e também

aplicando a formula de Bhdskara.

Resolucao: Na equacao, tem-se a =1, b= —6 e ¢ = 8.
Facamos primeiro completando quadrados. De fato, isolando o termo que nao contém
variavel, temos:
z? — 6x = —8.

Como a = 1, o passo da divisao por a nao altera a equagao anterior. Podemos entao,

somar (%)2 = (

—6

E)Q = (—=3)? =9 em ambos os lados da equagao, de modo que do lado

esquerdo fique um quadrado perfeito. Assim,
r? —6x+9=-8+9,

ou seja,

(x—3)? =1
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Extraindo a raiz quadrada, temos:
r—3=4V1l=2-3==l

Logo,x —3=1ouxz —3=—1.
Portanto, as solucoes da equacao 2 —6x +8 =0sao z; =4 e 15 = 2.

Agora, fagamos pela Férmula de Bhaskara, ou seja, usando

b= Vb2 — 4dac

o 2a
Aplicando a = 1, b = —6 e ¢ = 8 na férmula, temos:
—(—6)£+/(—6)2—4-1-8 64++/36—32 6+vV4 6%2 141
T = e —= = —= .
2-1 2 2 2

Logo, x1 =3+ 1=4exy =3—1=2, 0 que condiz com as solugoes encontradas pelo
Método de Completamento de Quadrados.

Vale ressaltar que a Formula de Bhaskara é mais utilizada do que o Completamento
de Quadrados, visto que sua aplicacao é feita de forma direta e nos leva as reais solucoes

da equacao.

Agora, vamos obter coordenadas do ponto V = (z,,¥,), que chamamos de vértice
da parabola. Para tanto, utilizaremos a Definicao para ajudar na justificativa do

resultado a seguir.

Proposicao 4.1. O vértice da parabola que representa o grafico de uma funcdao quadrdtica

da forma f(z) = ax?® + bx + ¢ tem coordenadas x, = —% €Yy = —ﬁ, onde A = b* — 4ac,

b A
)

Demonstracgao: Para demonstrarmos este resultado, precisamos analisar o caso em que

ou seja,

a parabola tem concavidade voltada para cima (a > 0) e o caso em que a pardbola tem
concavidade voltada para baixo (a < 0).
Se a > 0, tomemos k € R tal que k > —% = 4ak > —A, pois assim, no gréafico temos

k acima da ordenada do vértice (Figura [LH]).
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Y
k
Yo
: : x
al Ty i)
Figura 4.5: Gréfico caso a > 0
Resolvendo a equacao
az’® +br +c =k, (4.3)
temos:
ar’> +br+c—k=0.
Assim,

A=0*—4da(c— k) =0* —dac+ dak = A+ 4ak > A -A=0= A >0.

Dalf existem 2 solugoes para a Equagao ([E3]), sendo elas:

- VA b+ VA

rH=——efy= ———
2a 2a

e essas solucoes sao as abscissas dos pontos onde a reta y = k intersepta a parabola
y = ax® + bx + c¢. Devido a simetria da parabola, a abscissa do vértice é o ponto médio

dessas 2 solugoes. Encontremos x,,.

—4vVA | —b—A 2%
_.T1—|—SL’2_ 2a + 2a _%——ijx __i
= = = = v = .

v 2 2 2 % 2%

Para encontrarmos y, basta calcularmos f(z,), ou seja,

yv:f<xv):f(_%) :axv2—|—bxv+cza<—2—ba) —|—b<—2_ba)_|_cz



78

ab®>  b? b b? — 2% + dac  —b% + dac b? — dac

T % T T 4@ 4 4
B A
=y =7

b

Logo, provamos que V = (—%,

—%) quando a > 0.

Se a < 0, basta tomarmos k < —ﬁ = 4ak > —A e a demonstracao serda analoga.
Y

I Ty )

Yo

Figura 4.6: Gréfico caso a < 0

Portanto, o vértice da pardbola que representa o grafico de uma funcao quadratica da

forma f(z) = ax? +br+céV = (—L,—2).

T 20 4a

Exemplificamos a utilizagdo da proposi¢ao anterior através do exemplo a seguir.

Exemplo 4.2. Dadas as fun¢oes y = f(x) = 2> —6x+4 ey = g(x) = —2? + 20 — 5,
obtenha as coordenadas do vértice V.= (x,,y,) das pardbolas que representam cada uma

destas funcoes.

Resolucao: Para a funcao y = 2> — 6x +4 temos a = 1, b= —6 e ¢ = 4. Assim,
b —6
v=——=—7"—=—(—3)=3
e S T
e

AV —dac  (—6)2—4-1-4  36-16 20

4a 4a 4.1 - 4 4 -5
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Logo, V' = (3, =5).
Para a funcao y = —2% 4+ 22 — 5, temos a = —1, b = 2 e ¢ = —5. Assim,

2 2
2.(-1) -2

—(-1)=1

Logo, V = (1, —4).

Agora, mostraremos um resultado que relaciona o eixo de simetria da parabola com a

abscissa do seu vértice.

Proposicao 4.2. O eizo de simetria da pardbola que representa uma fungao y = f(z) =

a:p2+b:p+céa7’eta$:xv:—%.

Demonstragao: Tomemos P, = (z,y) um ponto da pardbola. Assim, y = az? + bx + c.

Para vermos que z = x, = —% é eixo de simetria, devemos mostrar que o ponto

T+T

P, = (Z,y), também pertence a parabola, onde z, = T* = T = 2z, — z, indicando que

x, € ponto médio do segmento cujos extremos sao = e T (Figura 1.

Yy
Yy Pl\ PQ:
| Vv
T T z
€:x =T,

Figura 4.7: Gréfico da Parabola com Detalhes

De fato,

az® + b% + ¢ = a(2z, — 2)* + b2z, — 2) + ¢ = dax,? — dav,x + azx® + 2bx, — bx + c.
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b\’ b ) b
4a(—%) —4a(—%)x+ax +2b<—2—a)—bx+0—

2 b2
:4a<—)+26x+ax2———bx+c:
a

2 b2
=~ 4brtar’——+c=
a a

:ax2+bx+c:y.

Logo, o ponto P, = (T, y) também pertence a parabola.

b

Portanto, o eixo de simetria da pardbola y = az? + bx +c é areta x = x, = — 50

Observacao: 4.1. Para tracarmos um pardbola que representa o grafico de uma fun¢ao
quadrdtica f(x) = ax® +b+ c € importante conhecermos o seu vértice e, assim, utilizando
a simetria da parabola, escolhermos pares de pontos no eixo x que tém x, como ponto
médio, ou seja, pontos que equidistam de x,, pois a fun¢ao nestes pontos tém o mesmo
valor (conforme demonstra¢ao do resultado anterior e também serd tratado na prézima
subse¢do). Para exemplificar, pode-se tomar os pares de pontos: x, —1 ex,+1, z,—2 e
Ty +2, 2y —n ex,+n, comn € N. Desta forma, teremos ideia do quanto a parabola é

“aberta” ou “fechada”.

Com base no que vimos até aqui sobre a teoria de funcoes quadraticas, podemos
desenvolver uma proposta para aplicacao do conceito de maximos e minimos para o ensino

médio, o que segue na proxima secao.

4.2 Proposta de Aplicacao no Ensino Médio

Nesta secao assumiremos que os alunos ja conhecam o conteido teodrico apresentado
na secao anterior. Assim, focaremos em elaborar uma proposta para aplicacao do conceito

de maximos e minimos no Ensino Médio, trazendo o contetido tedrico especifico necessério
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para a sua total compreensao, fixando através de problemas de aplicacao direta dos re-
sultados aprendidos e de uma série de problemas que abrangem diversas situacoes reais,
exigindo interpretagao para modelar e, em seguida, aplicar as ferramentas de resolucao
viaveis. Nao faremos aqui a previsao de quantas aulas serdao necessarias para aplicacao
deste material, visto que a proposta é direcionada ao professor e cabe a ele abordar da
maneira que julgar viavel a cada turma que leciona. Lembramos que a proposta é direcio-
nada a 1?* série do Ensino Médio, de acordo com o Curriculo do Estado de Sao Paulo para
a disciplina de Matemética [I1]. De inicio, apresentaremos um breve resumo da Metodo-
logia de Resolucao de Problemas, a qual é direcionada ao professor a fim de que durante
a aplicagao, haja uma interacao maior através do dialogo professor-aluno, incentivando

que o aluno construa a resposta do problema por partes.

4.2.1 Breve resumo da Metodologia de Resolucao de Problemas

Para aplicacao deste material, é importante que o professor tenha conhecimento de
alguns tépicos importantes sobre resolucao de problemas, visto que durante as aulas é
indispensavel que haja didlogo entre professor e alunos, onde o professor propoe perguntas
como situagoes problemas e o aluno tende a construir a solugao do problema através das
respostas dadas para cada situacao que se depara.

Segundo Dante [4] a Metodologia de Resolugao de Problemas tem os seguintes objeti-

VOS:

Fazer o aluno pensar produtivamente;

Desenvolver o raciocinio no aluno;

e Ensinar o aluno a enfrentar situacoes novas;

Envolver os alunos com aplicagoes da matemaética;

e Equipar o aluno com estratégias para resolver problemas;

Dar uma boa base matematica aos alunos;
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e Tornar as aulas de matemdtica mais interessantes e desafiadoras.

O papel do professor é ensinar o aluno a resolver problemas, visando a construcao de
conhecimento através dos objetivos citados.

Resolver um problema significa encontrar a(s) resposta(s) para o que se pede no pro-
blema. De acordo com o esquema de Polya [16], sdo quatro as etapas principais para a

resolucao de problemas:
a) Compreender o problema

e O que o problema esta perguntando?
e Quais sao os dados e as condigoes do problema?
e E possivel fazer uma figura ou um esquema?

e Qual a incégnita?

b) Elaborar um plano

Qual o seu plano para resolver o problema?

Que estratégia voce tentara desenvolver?

Tente organizar os dados em tabelas ou graficos.

Tente resolver o problema por partes.
c) Executar o plano

e Execute o plano, verificando passo a passo.

e Efetue todos os calculos indicados no plano.

e Execute todas as estratégias pensadas, obtendo varias maneiras de resolver o
mesmo problema.

d) Fazer o retrospecto ou verificagao.

e Examine se a solucao obtida esta correta.

e Existe outra maneira de resolver o problema?
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e E possivel usar o método empregado para resolver problemas semelhantes?

E importante finalizar o problema com a resposta dada através de uma frase que
evidencie claramente o resultado encontrado.

Essas etapas sao desenvolvidas pelo professor em sala de aula por meio de perguntas
que ache viavel e interessantes para a construgao da resposta do problema. Neste tra-
balho nao detalharemos as etapas durante a resolucao dos problemas e nem preveremos
um suposto didlogo, visto que em cada turma tem-se uma realidade e resta ao professor
elaborar suas perguntas e reformulé-las de acordo com as respostas que obter, para assim

ter sucesso no didlogo e, consequentemente, éxito na resposta final.

Visto isto, apresentemos entao a proposta.

4.2.2 Teoria e Problemas de Maximos e Minimos de Funcoes

Quadraticas

O objetivo desta subsecao é apresentar o conceito de maximos e minimos das fungoes
quadraticas através do conteiudo trabalhado até aqui. Para tanto, enunciaremos uma
definicao e uma proposi¢ao, as quais sao as bases destes conceitos e também exemplos e

exercicios/problemas que permitam a melhor compreensao e aprendizado.

Definigao 4.5. Dada a funcao quadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢, chama-se

(i) ponto de mdximo o nimero x tal que f(x) assuma seu valor mdximoy

(ii) ponto de minimo o nimero x tal que f(x) assuma seu valor minimo.
A seguir, mostramos o uso desta definicao em dois exemplos.

2

Exemplo 4.3. Dada a func¢ao quadrdtica y = f(z) = z*, encontre o ponto de minimo e

também o valor minimo assumido pela funcao.

Resolucao: Podemos atribuir valores a x e determinar pontos no plano cartesiano, para

assim, desenharmos a parabola que passa por eles.
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y
z | f(z) =2
2| f(-2)= (-2’ =4
1| (1) =(-1)?=1
0| f(0)=0>=0
1| f()=12=1
2| f2)=22=4 T2t

Figura 4.8: f(z) =2% z€eR

Notamos, tanto pelos valores da tabela, quanto pelo grafico, que o menor valor que a
funcao assume ¢é 0 e se d4 quando x = 0, pois a f é sempre positiva para todo x € R.

Portanto, x = 0 é ponto de minimo da funcao.

Exemplo 4.4. Dada a func¢io quadrdtica y = f(x) = —x?%, encontremos o ponto de

mdximo e também o valor mdximo assumido pela funcao.

Resolucao: Podemos atribuir valores a x e determinar pontos no plano cartesiano, para

assim, desenharmos a parabola que passa por eles.

2 1 2"
r | f(z) = —2* o
2] f(=2) = —(-2° =
1 ey = —1p - :
o | 0= 07 =0 |
L =—ap =1
2| f(2)=—(2?=—4 -4

Figura 4.9: f(z) = —2%, z€eR

Notamos, tanto pelos valores da tabela quanto pelo grafico, que o maior valor que a

funcao assume é 0 e se da quando x = 0, pois a f é sempre negativa para todo =z € R.
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Portanto, x = 0 é ponto de méaximo da funcao.

Proposicao 4.3. Seja o ponto V' = (x,,y,) vértice da pardbola que representa grafica-

mente a fungdo quadrdtica f(x) = ax®+ bx + c.

(i) Se a >0, entao a abscissa de V', x, = 2@, ¢ ponto de minimo e a ordenada de V,
Yy = —ﬁ, ¢ o valor minimo da fungao f.

(ii) Sea <0, entdo a abscissa de' V', x, = —%, ¢ ponto de maximo e a ordenada de V,
Yp = —ﬁ, ¢ o valor madximo da funcgao f.

Demonstracao: Para demonstrarmos este resultado, retomemos a féormula da funcao

quadratica e a escrevamos de outra forma:

b
y:ax2+bx+c:a<x2+—x+£) =
a a

= +b s v e
x T+ —) - —+-
y= 4q? 4a2 a

};»
=>y=a x2+éx+b—2 S =
a 4a2 4a2 a

=y=a

Analisando esta ultima forma, notamos que a, % e ﬁ sao constantes e apenas x é

uma variavel. Assim, dividimos em dois casos, conforme o enunciado da proposicao:

(i) se a > 0, entdo o valor minimo de y ocorre quando ocorrer o valor minimo de

2 2, . . ..
(:c + %) " A Como (a: + 2—2) ¢ sempre maior ou igual a zero, seu valor minimo

ocorre quando x + % = 0, ou seja, quando = = —%. Com isto, o valor minimo de
y €
0 A A
= Q _— = —_——:
Y 4 ia’

(ii) se a < 0, raciocinando de modo semelhante ao item (i), concluimos que o valor

maximo de y ocorre quando x = —%. Assim, o valor méximo de y é
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Portanto, para ambos os casos a proposicao esta provada.

Confirmando o que vimos anteriormente, a funcio f(x) = 22 terd ponto de minimo

e . 2— 7’
emxvz—%:—% :Oeevalormmlmoemyvz—ﬁ :—%:—% =0. Jaa
funcao f(z) = —a? terd ponto de méximo em x, = 0 e valor maximo em 7, = 0.

Observacao: 4.2. Durante a resolucao dos exercicios, o calculo da ordenada do vértice,

caso jd seja conhecida a sua abscissa, pode ser feito utilizando a sequinte expressao:
— 24
Yy = ATy + bz, + ¢,

que equivale a y, = f(x,). Dependendo da situagdo que temos a resolver, é mais simples

A b%—4ac

calcular dessa forma ao invés de aplicar diretamente y, = — - = =

Apresentemos agora uma proposta de exemplos e problemas com suas respectivas
resolugoes. Em sala de aula o professor poderd trabalha-los da forma que preferir (como
exemplo para resolver junto aos alunos na lousa, como exercicio ou até mesmo como

desafios) e na quantidade que julgar necessério.

Exemplo 4.5. Determine o valor mdzimo (ou minimo) e o ponto de mdzimo (ou de

minimo) de cada uma das fungoes:
a) y=a2>—8r+7;
b) y=—22%+2x —3;
c) y=—1*+2x+8;
d) y=3z*—2x+1.
Resolucao: Fagamos item por item o desenvolvimento para encontrarmos o que é pedido.

a) Temosa=1,b=-8ec=7 Comoa=1>0eV = (z,,v,), z, nos dard o ponto

de minimo e y, o valor minimo da func¢ao. Calculando esses valores, temos:
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A Podee  (8P-41-7 64— 36 _
Vo= "0 T la 11 - 1 1

ou
Yp = a2 +bTy+c=1-4>—-8-44 7= 9.

Logo, o ponto de minimo da funcao é 4 e o valor minimo é —9.

b) Temos a = -2, b=2ec=—-3. Comoa=-2<0eV = (z,,¥,), T, nos dard o

ponto de méximo e y, o valor méaximo da funcao. Calculando esses valores, temos:

x”:‘z-f—mz‘(‘%):%

24.(-2)-(-3)  -20 5
ETTTTI () TR Y

Logo, o ponto de maximo da funcao é % e o valor minimo ¢ —3

c) Temosa=—-1,b=2ec=8. Comoa=—-1<0eV = (2,,Y,), T, nos dard o ponto

de maximo e y, o valor maximo da fungao. Calculando esses valores, temos:

Yo = ax,> +br, +c=(—1)-1>+2-1+8=0.
Logo, o ponto de maximo da funcao é 1 e o valor maximo é 9.

d) Temosa=3,b=—-2ec=1. Comoa=3>0eV = (z,,¥,), T, nos dard o ponto

de minimo e y, o valor minimo da func¢ao. Calculando esses valores, temos:

_ =2 (I 1
=TT T 3) 73

e
_ (=2 -4-3-1 -8 2\ _2
Yo = 1.3 TR 3] "3

Logo, o ponto de minimo da funcao é % e o valor minimo ¢ 3.
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Problema 4.1. Um fisico lang¢ou uma pedra obliquamente para cima, constatando que a
fung¢do que demonstra a trajetoria do objeto eray = f(x) = —% +8x, em que y, tem sua
medida em metros, e € a altura atingida pela pedra para um deslocamento x, também em

metros, e na horizontal.
a) Qual foi a altura mdzima atingida pela pedra?
b) Qual foi o deslocamento x para que a pedra atingisse a altura mdzxima?

Resolucao: Pela fungao que descreve a trajetoria da pedra, temos a = —%, b=8ec=0.

Seja V' = (z,,y,) 0 vértice da pardbola que representa a funcao.

a) A altura maxima atingida pela pedra sera dada pela ordenada do vértice da parabola,

pois a = —% < 0. Logo,
A 82 —4-(=1)-0 64 ( 320) <0
y’U = —— = — = = = — _— = .
- 4] = 1

b) O deslocamento x para que a pedra atingisse altura maxima serd dado pela abscissa

do vértice da parabola. Logo,

8 8 ( 40)
xv = - = — _— :20
e A

Portanto, com um deslocamento de 20 metros em z, atingiu-se a altura maxima de 80

metros em y.

Problema 4.2. Segundo previsées de um jornal econémico, o PIB anual de um pais (y),
em bilhoes de dolares, daqui a x anos poderd ser calculado pela ler y = %xQ — 8z + 80.
Pode-se prever um valor mdximo ou minimo para o PIB deste pais? Determine quanto
serd este valor extremo (mdximo ou minimo) atingido e também quanto tempo precisard

para 1880 ocorrer.

Resolugao: Analisando y como uma fungao que depende de x, ou seja, o valor y do PIB
em x anos, temos = 2> 0, a funcdo admitira 1 ini 1 é dad
, que, por a = ¢z > 0, a fun¢ao admitird um valor minimo, o qual ¢ dado
pela ordenada do vértice da parabola que representa a funcao. Para sabermos daqui a
quanto tempo isso ocorrerd, basta encontrarmos a abscissa do vértice da parabola. Seja

V' = (x,,y,) o vértice da parabola.
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Como a = %, b= —8e c= 80, temos:
(—8)?—4-2.80 64 — 120 — 0 ( 960)
yv:— 1 = — 16 = — 16 = — _— :—(—60):60
4-= 5 5 16
e
-8 -8
w=-gg=-F =~(9=5
5 5

Portanto, daqui a 5 anos o PIB deste pais tera seu menor valor, sendo ele 60 bilhoes

de délares.

Problema 4.3. Uma bola é lancada ao ar. Suponha que sua altura h, em metros, t

sequndos apds o langamento, seja dada por h(t) = —t> + 4t + 6. Determine:
a) o instante em que a bola atinge a sua altura mdzima;
b) a altura mdzima atingida pela bola.

Resolucao: Da funcao que evidencia a altura da bola, temos a = —1, b =4 e ¢ = 6. Seja

V' = (ty, hy) 0 vértice da parabola que representa a fungao.

a) Como a = —1 < 0, o instante em que a bola atinge a sua altura maxima serda dado

pela abscissa do vértice da parabola, ou seja,

b) A altura méxima atingida pela bola serd a ordenada do vértice da parabola, ou seja,

h, = h(t,) = 2> +4-2+6 = 10.

Portanto, a bola atinge no instante 2 segundos a sua altura maxima de 10 metros.

Problema 4.4. Durante o tempo em que um baldo de gds estd sendo aquecido, a tempe-
ratura interna (T') varia de acordo com a funcdo T(t) = —t* + 4t + 2, sendo t o tempo

em minutos. Decorridos quantos minutos a temperatura interna é mdzrima?

Resolugao: Da funcao que relaciona a temperatura ao longo do tempo, temos a = —1,

b=4ec=2 SejaV =(t,T,) o vértice da pardbola que representa a fun¢ao. Como
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a = —1 < 0, a temperatura tera seu valor maximo no instante dado pela abscissa do
vértice da parabola, ou seja,

4

SNy

=—(-2)=2.
Portanto, decorridos 2 minutos, a temperatura interna do balao a gas atinge seu valor
MAaximo.

Problema 4.5. O Instituto de Meteorologia de uma cidade no sul do pais registrou a tem-
peratura local nas 12 primeiras horas de um dia de inverno. Uma lei que pode representar
a temperatura (T) em funcdo das horas (h) é T(h) = th* — Ih+k, onde 0 < h <12 ek

¢ uma constante real.
a) Determine o valor de k, sabendo que as 8 horas da manhd a temperatura indicou
0°C.
b) Qual foi a temperatura minima registrada?

Resolugao: Primeiramente resolveremos o item a) para utilizarmos o valor de k no item

seguinte.

a) Temos a informagao de que as 3 horas da manha a temperatura indica O°C', ou seja,

T'(3) = 0. Assim, calculamos o valor de k da seguinte forma:

1 7 9 21 33
T = — . 2 _ = . = - — — = = —.
(3) O:>43 23+/<; 0:>4 2+k; 0=k 1
Logo, temos que k = :1—3.
b) Com base no item a), nossa fungao sera dada por
1 7 33
T(h)=T(h) = ~h®>— —h+ —
() =T(h) = gh* — Sh+ =,
onde a = i, b= —% ec= %. Seja V' = (h,,T,) o vértice da pardbola que representa

> 0, a temperatura minima serda dada pela ordenada do

a funcao. Como a = i

vértice da pardbola. Calculando T, temos:

2
no DAL (m w6

: 22
4.1 4 4 4

Logo, a temperatura minima registrada foi —4°C.



91

Problema 4.6. A soma de dois nimeros naturais € 14. Qual € o maior produto possivel

que se pode obter com esses niumeros?

Resolugao: Chamemos um dos nimeros de x. Assim, o outro ntmero sera 14 — x. Seja
P(z) = (14 — x) = 14z — 2? a fungdo que nos dd o produto de z e 14 — z. Como
P(z) = —2? + 14z é uma funcdo quadrética com a = —1 < 0, a fungao tem seu valor
maximo na ordenada do vértice da parabola que a representa.

Sendo o vértice V' = (x,, P,), calculemos P,.

A 142-4-(-1)-0 196

“da 4-(-1) -4

Logo, o maior produto possivel que se pode obter com os dois niimeros sera 49, sendo

ambos igual a 7.

Problema 4.7. Um onibus de 40 lugares foi fretado para uma excursdo. A empresa
exigiu de cada passageiro R$ 20,00 mais R$ 2,00 por cada lugar vago. Qual é o nimero
de passageiros para que a rentabilidade da empresa seja mdrima? Qual serd o valor dessa

renda mdxima?

Resolucgao: Seja x o nimero de passageiros desta excursao. Cada passageiro pagard R$
20,00 mais R$ 2,00 por assento vago, ou seja, teremos 40 — x lugares vagos. Assim, a
funcao que nos dard a rentabilidade da empresa em relacao ao ntimero de passageiros

presentes na excursao sera:
R(x) = 2[20 + 2(40 — z)] = 2(20 4 80 — 2x) = —22* 4 100z.

Como a fungdo rentabilidade é quadratica com a = —2 < 0 e seja V = (z,, R,) 0
vértice da parabola que representa a funcao, a abscissa do vértice nos darda o nimero de
passageiros para que a renda seja maxima e a ordenada nos dard o valor dessa renda.

Calculando z, e R, temos:

100 _ 100 _
2. (—2) —4

—(—25) = 25

Yy = R(z,) = R(25) = —2 - (25)? + 100 - 25 = 1250.
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Portanto, se forem 25 passageiros na excursao, a empresa tera sua maior rentabilidade,

sendo ela de R$ 1250,00.

Problema 4.8. Para castigar os alunos de sua turma por indisciplina, o professor Zerus
decidiu descontar da nota mensal de cada aluno uma porcentagem igual a essa nota men-
sal, isto é, quem tirou 60, terd um desconto de 60% na nota, quem tirou 20, um desconto

de 20% da nota, e assim por diante. A nota mensal maxima € 100.

a) Quem ficard com a maior nota? Qual serd essa nota?
b) E a menor?

c) Alunos que tiraram boas motas reclamaram que vdo ficar com a mesma nota dos

alunos que tiraram mdas notas. Eles estao certos?

Resolucao: Seja = a representacao da nota mensal. Segundo os critérios do Professor

Zerus, quem teve x como nota mensal terd um desconto de % sobre a nota mensal, ou
. , 2

seja, perderd x% de © = 155 - T = 155

x?

i05- Consideremos a fungao da

Assim, a nota inicial de z, depois do castigo serd x —

nota depois do castigo dada por

2

f(a:)::c—m.

Como a nota minima é 0 e a maxima é 100, trabalharemos apenas com valores de x

entre 0 e 100, ou seja, Dy = {x € R;0 <z < 100}.

a) Como a = —ﬁ < 0esejaV = (x,,y,) o vértice da parabola que representa a fungao,
a maior nota serd dada a quem teve nota igual a x, e o valor dessa nota depois do

castigo serd y,. Calculando, temos:

502

Logo, quem obter nota mensal 50 tera a maior nota apds o castigo, sendo esta nota

25.
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b) Como o dominio da funcao é o intervalo [0, 100] e o ponto médio = 50 é o vértice
da fungao, = = 0 e x = 100 s@o os valores em que f(x) = 0, ou seja, sdo as raizes
da equagao x — % = 0. Logo, tera menor nota final aqueles que tirarem 0 ou 100

como nota mensal.

c) Sabemos que a pardbola é simétrica em relagdo ao eixo de simetria e, neste caso,
o eixo de simetria é a reta * = x, = 50. Assim, f(50 —n) = f(50 + n), para

0 <n <50. Por exemplo,

o f(50—25) = f(25) =25—25 = 18,75 e f(50+25) = f(75) = 75— 1 = 18, 75;

o f(50 —20) = f(30) = 30 — 3% =21 ¢ f(50 + 30) = f(80) = 80 — 52 = 21;

o f(50—49) = f(1) =1 — 45 =0,99 ¢ £(50 +49) = f(99) = 99 — 2 —0,99.

Portanto, os alunos estao certos em suas reclamacoes.

Caso algum aluno demonstre interesse em conhecer a prova algébrica da simetria
da parabola, pode-se apresentar o desenvolvimento a seguir, pois é necessario apenas

manipulacao algébrica e substituicao das coordenadas do vértice da pardbola.

i — — b A - _ _ b . . .
Seja V' = (2y,9y) = (—5,—3) 0 Vértice e z = x, = —5= 0 eixo de simetria da

pardbola que representa a fungao f(x) = ax® + bx + c¢. Esta pardbola é simétrica em

relagdo ao eixo de simetria, ou seja, f(z, —n) = f(z, +n), onde n € R. De fato,

(xv—n) (zy —n)? 4+ bz, — n) + c = ax,® — 2anz, + an® + br, —bn +c =
b v? , b
a —2an +an® +b|—=— | —bn+c=—+bn+an®— ——bn+c=
2a 4a 2a
2+ N v’ —4ac+ ) A+ ) o
=——4anP+c=———— +an’ = —— +an® =y, + an’.
e la la Y
e
f(zy +n) =a(z, +n)® +blx, +n) +c = ax,” + 2anx, + an® + bz, +bn + c =

b b? b?
a<——) +2an( )+an2+b<——>+bn+c:——bn—|—an2———|—bn+c:
2a 4a 2a

b’ — 4ac 9 A 9 9
:——+cm t+c=——+an" = ——+an” =y, +an
4a 4a 4a

Portanto, f(x, —n) =y, +an* = f(x, +n), para todo n € R.
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Problema 4.9. Augusto tem um arame com 10 metros de comprimento. FEle realiza um
corte em um ponto do arame, obtendo assim, dois arames, um com comprimento x e outro

10 — z. Augusto usa os dois pedagos de arame para fazer dois quadrados.

a) Qual é o comprimento do lado de cada um dos quadrados? Qual € a drea de cada um?

b) Qual € o valor de cada um dos dois pedagos de arame para que a soma das dreas dos

quadrados obtidos seja minima?

Resolucao: Ao dividirmos o pedaco de arame de 10 metros em outros dois pedagos, to-
memos que um desses pedagos tem cumprimento x metros e, consequentemente, o outro

pedaco tera comprimento 10 — z metros.

a) Sabemos que um quadrado tem os quatro lados iguais e sua drea é o quadrado do

comprimento de seu lado. Assim,

z2 .

2
Z X Z X
e um quadrado tera lado 7 e area ( 4) =I5

_ , — e\ 2 _ 2
10—z e area (1049&) _ 100—20z+z ]

e ¢ o outro quadrado terad lado = T

b) Seja S(x) a fungado que nos da a soma das areas dos dois quadrados em termos de z.
Pelo item anterior,

S(x) x2+100—20x+x2 100 — 20z +2z> 1, 5 +25
T) = — = =7 — -+ —.
16 16 16 8 4 4

Assim, S(z) ¢ uma fun¢io quadrética com a = £ > 0. Seja V = (z,,5,) o vértice
da parabola que representa a funcao. A area minima sera atingida no ponto dado

pela abscissa do vértice, ou seja,
(_é) _5
8

Portanto, o arame devera ser cortado exatamente ao meio para que a soma das areas

seja minima, ou seja, os dois pedacos terao 5 metros de comprimento.

Observagao: 4.3. Ao longo das resolugoes destes exemplos/problemas em sala de aula, é
importante que o professor faca o grdfico de cada funcgao e indique o vértice da pardbola,
para assim o aluno ter a certeza de que os valores das suas coordenadas evidenciam

mdximos ou minimos.
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4.2.3 Viabilidade de Aplicacao da Proposta em Sala de Aula

Conforme dito no inicio do capitulo, esta proposta nao foi aplicada em sala de aula.
Contudo, alguns professores de escolas ptublicas e particulares foram apresentados a este
material e se posicionaram quanto a viabilidade de sua aplicacdo. A seguir, elencamos

fielmente alguns desses comentarios.

e ‘“achei muito interessante a forma com que foram abordadas as definicoes e propo-

sicoes, exemplificando-as”;

e ‘“eu também trabalharia assim, com exemplos mais praticos de inicio, onde os alunos
possam “treinar”o reconhecimento dos coeficientes, e o calculo das coordenadas do
vértice (ponto de minimo ou de méximo) de cada funcdo para depois introduzir

situagoes problema mais elaboradas”;

e “Gostei dos exemplos abordados. Primeiro, exemplos basicos de aplicagao de férmula
e depois exemplos mais complexos, mostrando que o conteudo se aplica em diferen-
tes situacoes do dia-a-dia, como por exemplo, maximizacao de lucro, além de outras
areas do conhecimento, como a Fisica. Em resumo, a proposta tem tudo para surtir

efeitos positivos ao aprendizado do aluno”;

e ‘“as situacgoes apresentadas sao muito interessantes e pode-se visualizar grande apli-
cacao da teoria de funcao quadratica na fisica e em problemas de engenharia, isso
chama muito a atengao dos alunos, pois permite enxergar a matematica muito além
do que apenas decorar féormulas e também visualizar que a mesma estd presente em

muitas outras areas, bem como em problemas cotidianos”;

e ‘“creio que a maior dificuldade na aplicacao e desenvolvimento destes problemas
enunciados seria o fato de a maioria deles trazer coeficientes fracionarios. Os alunos
da rede publica tém grande defasagem nos conceitos basicos de mateméatica, como
fracoes e regras de sinais, o que dificultaria bastante o desenvolvimento do problema.
A maioria dos alunos da 1* série do ensino médio aos quais a aplicacao do trabalho

é destinado nao tem dominio das operagoes com fragdes, ou seja, ndo sabem (ou
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nao se lembram) como multiplicar, dividir, somar e subtrair fragdes. Ao meu ver
essa seria a maior dificuldade em desenvolver os exercicios que contém coeficientes
nao inteiros. Caso necessite, a saida seria o professor retomar as operacoes com
fragoes antes ou durante a resolucao, revendo conceitos que os alunos nao dominam.
Contudo, a aplicagao desta proposta seria muito interessante, visto que os problemas
abordados sao muito ricos em detalhes, calculos e situagoes intrigantes que tendem

a buscar maior atencao dos alunos”.

Diante destas manifestacoes positivas e sugestoes, concluimos que a aplicacao desta
proposta é viavel em sala de aula e cabe a cada professor as adequacoes que julgar ne-
cessario tanto ao conteido, quanto aos problemas propostos, permitindo uma melhor

compreensao e aprendizado aos alunos.



Consideracoes Finais

Este trabalho dedicou-se a estudar maximos e minimos de fungoes de uma e de duas
variaveis reais, propondo material para o desenvolvimento do conceito de valores extremos
de fungoes quadraticas no Ensino Médio. Desta forma, trabalhamos tal conceito dividindo
nosso estudo de acordo com a conveniéncia e pertinéncia dos resultados envolvidos. Tal
divisao possibilitou que inicialmente apresentassemos apenas resultados preliminares para
utilizagao ao longo do trabalho. No capitulo 2 o trabalho voltou-se para garantir a existén-
cia de extremos locais em funcgoes continuas tanto de uma quanto de duas variaveis, onde
provamos diversos resultados importantes e finalizamos com a demonstracao do Teorema
de Weierstrass. Com a garantia da existéncia dos valores extremos, seguimos adiante com
o capitulo 3, onde visamos o estudo dos valores extremos em funcgoes derivaveis, trazendo
a teoria basica, discutindo-a e, sempre que possivel, apresentando exemplos de aplicacao
direta, de situacgoes cotidianas e também de otimizacao. Dessa forma podemos compre-
ender os demais resultados e métodos do capitulo que nos permitem encontrar os pontos
extremos das funcoes. Ja no ultimo capitulo, trabalhamos com funcgoes quadraticas e,
em especial, desenvolvemos uma proposta para aplicacao na 1* série do Ensino Médio,
evidenciando deducoes de férmulas, demonstragoes de forma simples e trabalhando com
diversos problemas interessantes. Vale lembrar que para tal proposta focou-se em encon-
trar o vértice da parabola, visto que isso nos permite uma melhor visualizacao dos valores
extremos caso seja feito o esboco do grafico da funcao.

Por fim, acreditamos que o trabalho direto com Caélculo Diferencial, Anélise Real e
Otimizacao permite que professores aprofundem seus conhecimentos sobre o conceito de

valores extremos a fim de que tenham suporte tedrico e outras estratégias para preparar
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aulas mais interessantes e interativas, buscando didlogo com os alunos e possibilitando
que situagoes problemas sejam solucionadas. Ressaltamos que o estudo através destas
situagoes permite ao aluno o desenvolvimento da sua capacidade de raciocinio, gerando

resultados positivos no crescimento intelectual discente.
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