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Resumo

Na busca de elaborar atividades para inserir conceitos de Célculo Diferencial e
Integral no Ensino Médio, nos deparamos com conteudos ja apresentados nesse
nivel de ensino, que abordam muito superficialmente o conceito de limite, mais
precisamente referem-se as idéias de infinito e infinitésimos. Com isso, elabo-
ramos atividades que abordem e aprofundem esses conceitos, utilizando novas
tecnologias e possibilitando ainda ao discente, o contato com uma nova sim-
bologia. Inicialmente elaboramos uma pesquisa qualitativa cujo objetivo era de
sondar o conhecimento dos alunos, sobre os conceitos de Infinito e Infinitésimos.
Essa sondagem ocorreu por meio da aplicacao de um questionédrio que apre-
sentava questoes abertas sobre esses conceitos. Apoiados nas conclusoes desse
questiondrio, elaboramos atividades para aprofundar o conhecimento dos alunos
sobre Infinito e infinitésimos além de abordar os conceitos de limites laterais e
no infinito em graficos de fungoes polinomiais ou trigonométricas.

Palavras-Chave: Infinito, Limite de Fungoes, Area de Circulo e Céleculo.
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Capitulo 1
Introducao Geral

A Educacao Bésica brasileira vem sofrendo mudancas ao longo do tempo. Muitas
dessas mudangas foram desencadeadas por politicas publicas que priorizam o de-
senvolvimento social, cultural e tecnoldgico brasileiro. A criagdo do Pardametro
Curricular Nacional regulamentado em 1996 pela Lei de Diretrizes e Bases
(LDB), serviu para unificar o ensino em todo paifs, respeitando as diferengas
culturais e sociais de cada Estado. Porém, apesar de as mudangas serem em
diversos ambitos, nao se discutia uma nova reformulacao dos componentes cur-
riculares de matematica ao fim do Ensino Béasico, mais precisamente no Ensino
Médio. Segundo o artigo 22 da LDB, a seguir

“Art 22. A educagdo bésica tem por finalidade desenvolver o e-
ducando, assegurar-lhe a formagao comum indispensavel para o e-
xercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no
trabalho e em estudos posteriores”.

E fundamental que o Ensino Médio realmente faca a ponte entre o Ensino
Fundamental e o Ensino Superior, oferecendo aos discentes, um embasamento
real e fidedigno aos componentes curriculares da maioria dos Cursos Superiores.

E fato que a falta do ensino de Célculo Diferencial e Integral no Ensino
Médio deixa uma lacuna enorme para a maioria dos futuros graduandos, pois
praticamente 50% deles terao alguma disciplina referente ao estudo dos limites,
das derivadas e da integral. Afirmamos isso, baseados em um pequeno estudo
realizado por este autor, que conferiu dois documentos sobre as condigoes de
acesso a Universidade Federal do Rio de Janeiro em 2013. Foram analizados o
quadro de vagas oferecidas e a grade curricular de cada curso disponibilizado
pela UFRJ em 2 013. Com isso constatamos que:

e das 4 745 vagas oferecidas pela UFRJ 2 366, destinam-se a turmas que
terao Calculo Diferencial e Integral no decorrer do curso

e das 105 turmas previstas 53 delas terdo aulas de Calculo Diferencial e
Integral no decorrer do curso

Seguem os graficos abaixo:

Turmas de Cursos da UFRJ em 2013

M que terdo calculo

M que NAO terdo
calculo




Total de Vagas: 4 745

M Vagas para turmas de
cursos que terdo Célculo

M Vagas para turmas de
cursos que NAD terfio
Calculo

Dados obitdos em:
LINK: Grades Curriculares e LINK: Edital 225 SiSu !

A nossa proposta nao é inserir Célculo Diferencial e Integral no Ensino Médio
em sua completude e sim ambientar nossos estudantes a interagirem de modo
dinamico com ideias que tém o intuito de desenvolver aptidoes para uma me-
lhor compreensao dos conceitos abordados no estudo dos limites, derivadas e
integral. Propomos um estudo livre de formalizagoes e muito mais pratico,
algo que fuja das técnicas e priorize a reflexao dos conceitos por parte dos
alunos, familiarizando-os com novas simbologias, e que desperte a curiosidade
nas inimeras aplicacoes dessa disciplina.

Foi com base nesses objetivos que elaboramos um projeto que vem ao en-
contro da atual situagao politico-econdomica do nosso pais, em que a caréncia de
profissionais na drea de exatas, faz com que importemos conhecimento cientifico
ao invés de produzirmos. Esperamos que este estudo contribua nas discussoes
do Programa Ensino Médio Inovador (ProEMI), instituido pelo MEC através
da Portaria n°® 971, de 9 de outubro de 2009, e que integra as agoes do Plano de
Desenvolvimento da Educacao — PDE, como estratégia do governo federal para
induzir a reestruturacao dos curriculos do Ensino Médio.

Maiores informacoes, podem ser obtidas através do: LINK: ProEMI?

LAcesso em: 11 de fev. 2 013
2 Acesso em: 11 de fev. 2 013


https://www.siga.ufrj.br/sira/repositorio-curriculo/ListaCursos.html
http://www.vestibular.ufrj.br/index.php?option=com_content&view=article&id=502&Itemid=315
http://portal.mec.gov.br/index.php?option=com_content&view=article&id=13439

Capitulo 11
Introducao

O ensino de célculo diferencial e integral no Brasil ndo ocorre diretamente na
educagao bésica; os conceitos, apesar de abstratos, s6 entram em contato com
nossos estudantes nos primeiros periodos do ensino superior. Porém, ao obser-
varmos os conteudos matematicos abordados no Ensino Fundamental e Médio,
percebemos que varios desses contetidos utilizam diretamente os conceitos de
limite, mais precisamente a idéia de infinito e infinitésimos.

Para iniciarmos o tema ”Célculo no Ensino Médio” resolvemos aprofun-
dar os conhecimentos de infinito e infinitésimos que ja estao presentes no En-
sino Basico, além acrescentar outros conceitos e simbologias referentes a esses
tépicos. Este trabalho foi elaborado como uma proposta de aplicacao de trés
atividades que envolvem os conceitos anteriormente mencionados. Nao temos
aqui a pretensao de abordar todos os contetidos do Ensino Bésico onde aparegcam
tais conceitos, pelo carater simplista desse Trabalho de Conclusao de Curso,
abordamos apenas alguns desses topicos.

A primeira atividade propoe ao professor, a aplicacdo de um questiondrio
que tem como objetivo realizar uma sondagem sobre os conceitos de infinito e
infinitésimos, que permeiam o conhecimento dos alunos. Esse questiondrio foi
aplicado pelo autor, em suas turmas do Colégio Pedro II, e ao fim da atividade
sao apresentadas as tabulagoes das respostas de seus alunos, afim que outros
professores utilizem esses dados de modo comparativo.

A segunda atividade opta por elucidar a idéia de infinito e infinitésimos
utilizadas na demosntracao do calculo da area de um circulo de raio 1, demons-
tragao essa, idealizada por Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.) baseada no método
de Exaustdo de Eudoxo®. A atividade utliza recursos computacionias como os
softwares: Geogebra e Excel e possibilita ao professor uma aplicagdo em aula
(laboratério de informdtica) ou em casa, com o aluno baixando a atividade e os
arquivos num site ou blog pré-determinado.

Ja a terceira atividade tem como objetivo a insercao do estudo de limites la-
terais e no infinito, assim como a identificacao de assintotas e pontos de inflexao
num grafico dado ou a ser tragado. Para introduzir esses assuntos a atividade
propoe anteriormente um estudo de transformagoes nos graficos de fungoes poli-
nomiais e trigonométricas baseada na variacao dos coeficientes dessas funcoes;
esse estudo é realizado pelo professor com o auxilio do sofware Geogebra. Encer-
ramos a atividade 3, propondo a turma fixar os conhecimentos apresentados
através de um QUIZ interativo, onde almejamos que os discentes discutam as
questoes apresentadas entre si.

3Para maiores informagdes vide [16]
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Capitulo III

ATIVIDADE 1 - Questionario
Sobre o Infinito - Uma Sondagem
de Conhecimento

Iniciamos nosso trabalho sugerindo que o professor realize uma sondagem do
conhecimento dos seus alunos a respeito do conceito de infinito, isto poderd ser
feito através de um questionario aplicado pelo professor antes de iniciarmos todo
o percurso que este material propoe. Este questionario proposto pelos autores,
é apresentado a seguir.

E para termos a certeza que as perguntas atingiam nossos objetivos, resolve-
mos aplicd-lo em turmas do Colégio Pedro II, a qual somos professores. Esse
processo ocorreu nos meses de Novembro e Dezembro de 2012, e as turmas en-
volvidas foram:

e Uma turma do 9° ano do Ensino Fundamental
e Uma turma do 1° ano do Ensino Médio
e Duas turmas do 3° ano do Ensino Médio

A duracao da aplicacao desse questiondrio foi de uma hora, respondido indi-
vidualmente e anonimamente por todos os alunos presentes, o professor apli-
cador nao fez qualquer tipo de inferéncia ou apontamento sobre o contetido das
questoes. Porém, apds o recolhimento dos questionarios, houve um caloroso e
produtivo debate promovido e sugerido pelos préprios alunos.

A seguir, apresentaremos o referido questionario, que vira acompanhado de
um breve estudo estatistico das respostas dos alunos dessas quatro turmas e
por fim apontaremos as conclusées que acabaram norteando as atividades sub-
sequentes desse Trabalho de Conclusao de Curso.
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1 Questionario investigativo sobre o conhecimento
do conceito de infinito para alunos do ensino
fundamental e médio.

I-No espago abaixo escreva com suas palavras uma espécie de resposta a per-
gunta “O que é o infinito?”

II-Dé exemplos que vao de acordo com o texto redigido anteriormente:

1. A sequéncia abaixo é formada por infinitos triangulos
AAA,...

1.1) Se eu retirar um triangulo continuarei com infinitos triangulos?Justifique.

1.2) E se retirarmos 5 milhoes de tridngulos continuaremos com in-
finitos tridngulos? Justifique.

2. A soma dos elementos de uma sequéncia é denominada “Série”. A série
abaixo é conhecida como “Série de Girandi”:
1-141-141-14+1-1+....

2.1) Qual o resultado da “Série de Girandi”?, ou seja, qual o resultado
da soma dos infinitos elementos da sequéncia apresentada acima?

12



2.2) Seria possivel essa série resultar em 97 E em -127

3. Em nosso planeta,
3.1) a quantidade de cles representa um nimero muito grande ou

uma infinidade?

3.2) se conseguissemos contar todos os caes que nasceram (desde o
primeiro) e também os que nascerdo futuramente, o resultado dessa con-

tagem é finita ou infinita?

3.3)A vida no planeta Terra é eterna, ou seja, para todo sempre?

3.4) Reavalie sua resposta no item 3.2.

4. Conjuntos Numéricos
4.1) Represente o conjunto dos niimeros naturais a seguir:

N:
4.2)Represente o conjunto dos nimeros pares a seguir:

P=

13



4.3) Qual conjunto possui maior nimero de elementos N ou P? Jus-
tifique.

4.4) Represente o conjunto dos nimeros inteiros a seguir:
Z:

4.5) Quantos nimeros inteiros existem entre: 3 e 77 E entre -2 e -47
E entre 0 e 17

4.6) Que numeros sdo inteiros mas nao sdo naturais?

4.7) Tanto o conjunto dos nimeros naturais quanto no conjunto dos
numeros pares, ambos possuem inicio em zero, mas nao possuem fim.
Como se comporta o conjunto dos niimeros inteiros, quanto a esse fato?

4.8)Qual conjunto possui maior nimero de elementos Z ou N?

4.9)Descreva com suas palavras o conjunto dos nimeros racionais.

14



4.10)Que ndimeros sao racionais e ndo sao inteiros?

4.11) Quantos ntmeros racionais existem entre: 1/2 e 1/47 E entre
-2 ¢ 0?7 E entre 0 e 1/10007

4.12) Explique com suas palavras como e porqué associamos o con-
junto dos niimeros racionais a uma reta.

4.13) Existem niimeros que nao sao racionais, como vocé pode defini-
los?

4.14) Explique com suas palavras o que seria o conjunto dos nimeros
reais.

15



2 Analise dos dados sobre a aplicacao do ques-
tionario nas turmas do Colégio Pedro II

Questionario investigativo sobre o conhecimento do conceito de
infinito para alunos do ensino fundamental e médio.

I-No espago abaixo escreva com suas palavras uma espécie de resposta a per-
gunta “O que é o infinito?”

32 ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M.— IN304

= O que ndo tem fim

Espaco grandioso

=0 que ndo tem fim
® eincontavel

e Espago grandioso
Néo pode ser e incontavel
“ contabilizado ou
enumerado = Néo definido
= Incalculdvel

= Nao respondeu
= Algo que ndo acaba

« Néo respondeu

12 ANO E.M. - IN106 92 ANO E.F.— 901

= O que ndo tem fim

E 0 oposto do nada, ndo

® diminui ao ser subtraido
nem aumenta ao ser
adicionado

m O que ndo tem fim

= N3o respondeu m Algo que ndo acaba

Nio pode ser
. " contabilizado ou
= enumerado

= Incontdvel

= Algo que ndo pode ser
medido

- Algo que nio acaba

= Néo tem limites

Todas as turmas (100 alunos)

® 0 que ndo tem fim
29 1% 3%

= Espago grandioso e incontavel

S Nio pode ser contabilizado
ou enumerado

® Incontdvel \ Incalculdvel

= Nio definido

Notamos que praticamente todos os alunos optaram por uma defini¢cdo sim-
ples e concisa, sem preocupar-se com possiveis contra-eremplos, o que jd era
esperado. Apersar de simples, as respostas também foram aceitdveis e com-
pativeis aos niveis escolares de cada um.
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II-Dé exemplos que vao de acordo com o texto redigido anteriormente:

32 ANO E.M. —2302

32 ANO E.M.— IN304

12 ANO E.M. — IN106

= Nimeros

= Universo

= Encontro de paralelas
= Tempo

= Céu \ Estrelas

=« Reta
Pessoas que passaram
« por esse pais e que
ainda vio passar

= Néo respondeu

92 ANO E.F.—901

= Nimeros
= Universo

. Fungdes Exponenciais
e Logaritmicas

=Encontro de paralelas
=Amor de Deus

= Néo respondeu

= Nimeros

= Universo e Numeros

= Dizimas periddicas
qtd de nimeros.
entre0el

= Conjuntos Numéricos

= Desconhece exemplos
= Amor de Deus
# Nido respondeu

Todas as turmas (100 alunos)

= Nameros

= Universo

= Universo e Nameros
= Nimeros e Tempo

= 0 amor de modo geral

= Universo e Tempo

= Sua mente

N3o respondeu

B Ndmeros

B Universo

u Universo e Nameros

ETempo

m Nameros e Tempo

® Universo e Tempo

m Dizimas Periddicas

Fica evidente a superficialidade dos exemplos citados, uma boa parte dos
alunos citou o Universo, porém a humanidade ainda ndo tém a certeza da infini-
tude do Universo. Outros utilizaram o “Amor” como exemplo, algo matemdticamente
nao mensurdvel, nao apresentando qualquer justificativa para qualificd-lo como
algo infinito.
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1. A sequéncia abaixo é formada por infinitos triangulos

ANA, .

1.1) Se eu retirar um triangulo continuarei com infinitos triangulos?Justifique.

32 ANOE.M. — 2302 32 ANO E.M.— IN204

= SIM = 5IM
» NRO » NAO
12 ANO E.M. — IN106 92 ANO E.F.— 901
= SINM = 5IM
= NAO « NAO

Todas as turmas (100 alunos)

= SIM
= NAO

A grande maioria respondeu o que se esperava, porém ao analisar as res-
postas individuais encontramos em aluguns casos um algebrismo com o
infinito, como por exemplo “co—1 = 00”, ou ainda, coisa do tipo “quando
retirarmos o utimo outro ocupard o lugar dele”.

18



1.2) E se retirarmos 5 milhdes de tridngulos continuaremos com in-
finitos tridngulos? Justifique.

32 ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M.— IN304

5%
= Sim
u Davida = Sim
= Nio * Néo
12 ANO E.M. — IN106 92 ANO E.F.— 901
= 5im = Sim
= Nio = Nio

Todas as turmas (100 alunos)

= Sim
= Nio

= Davida

Neste item também a grande maioria respondeu o que se esperava, porém
continuamos a encontrar justificativas do tipo “co — 5000000 = c©”, ou

coisas do tipo “quando retirarmos os 5 000 000 titimos outros ocuparao os
lugares dos retirados”.

19



2. A soma dos elementos de uma sequéncia é denominada “Série”. A série
abaixo é conhecida como “Série de Girandi”:
114 1-141-141-1+....

2.1) Qual o resultado da “Série de Girandi”?, ou seja, qual o resultado
da soma dos infinitos elementos da sequéncia apresentada acima?

3% ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M.— IN304

s Zero
= Nio tem resultado
= Indeterminado
u Indeterminado podeserOoul

podeserOoul

= Infinito
= Infinite
® Indeterminado
12 ANO E.M. - IN106 92 ANO E.F.— 901
u Zero u Zero

3% 3%

= Um = Um

Indeterminado
“podeserOoul

Indeterminado
podeserOoul

= Nio tem resultado » Nio tem resultado

= Infinito u Infinite

= Nio sei = Nio sei

Todas as turmas (100 alunos)

u Zero

m Um

Indeterminado
" podeserOoul

u Nio tem resultado

= Infinito

» Nio sei

» Indeterminado

Ficou evidente nesse item o pouco conhecimento dos alunos sobre séries, e
muitos alunos tiveram (nas discussoes ocorridas ao fim da aplicagdo) difi-
culdade de entender por que o resultado pode resultar em qualquer nimero.
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2.2) Seria possivel essa série resultar em 9? E em -127

32 ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M.— IN304

5%

» Sim « Sim
® Nio = Nio
= Davida
12 ANO E.M. — IN106 92 ANO E.F—901
7% 3% 5% 3%

= Sim = 5im

= Nio = Nio

= Divida = Ddvida

Todas as turmas (100 alunos)

m Sim
= Nio

= Duvida

Fica reforcada a andlise feita anteriormente pois a maioria respondeu que
nao, porém € possivel sim. Basta utilizarmos a propriedade comutativa da
adi¢do e permutarmos os 9 primeiros “+1” para o inicio da série. E no
sequndo basta permutarmos os 12 primeiros “-1” para o inicio da série.
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3. Em nosso planeta,

3.1) a quantidade de cdes representa um numero muito grande ou
uma infinidade?

32 ANO E.M. — 2302 . 32 ANO E.M.— IN304
10%. |
= N2 muito grande 0% = N2 muite
¥ Infinitos grande
¥ Infinitos
12 ANO E.M. — IN106 92 ANO E.F.— 901

7%
® N2 muito grande w Ne muito grande
¥ Infinitos ¥ Infinitos

Todas as turmas (100 alunos)

10%
# N2 muito grande
¥ Infinitos

Aqui a maioria esmagadora optou pela resposta esperada.

22



3.2) se conseguissemos contar todos os cées que nasceram (desde o
primeiro) e também os que nascerdao futuramente, o resultado dessa con-
tagem é finita ou infinita?

32 ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M.— IN304
%
= m Finita = Finita
o Infinita ® Infinita
= Divida = Divida
12 ANO E.M. — IN106 92 ANO E.F.— 901

= Finita m Finita

® Infinita ® Infinita

Todas as turmas (100 alunos)

m Finita
® Infinita

w Didvida

Apesar da pergunta induzir a resposta “infinita” a maioria marcou “finita”,
pois sabemos que o planeta Terra ird desaparacer daqui a alguns milhoes
ou bilhdes de anos, logo essa quantidade de caes, apesar de fazer referéncia
a um numero gigantesco ela € finita.
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3.3)A vida no planeta Terra é eterna, ou seja para todo o sempre?

32 ANO E.M. — 2302 32 ANOE.M. — IN304
5%
u Sim u Sim
= Nio = Nio
# Nio sei » Nio sei
12 ANO E.M. — IN106 92 ANOE.F. —901
%
= Sim ® Sim
= Nio = Nio
= Nio sei = Nio sei

Todas as turmas (100 alunos)

® Sim
® Nio

® Niao sei

Apesar da maioria ter marcado “Nao” temos 16 alunos que acreditam que
stm.
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3.4) Reavalie sua resposta no item 3.2.

32 ANOEM. —2302 32 ANO E.M. — IN304

u N3o mudou pois
ja era finita

i = N3o mudou pois

N&o mudou e jé era finita

continua infinita

Nio mudou e

. Mudou de infinita continua infinita
para finita

» Mudou de infinita

Mudou de finita para finita

para infinita

= Continua em divida

12 ANO E.M. — IN106 92 ANOE.F. —901

u Nio mudou pois
- j4 era finita » N3o mudou pois
i} i ja era finita
« Ndo mudoue
continua infinita . Ndomudoue

5 L continua infinita
Nio mudou, continua

* infinita pois acredita que Nio mudou, continua
- a vida na Terra é eterna * infinita pois acredita que

avida na Terra é eterna
= Mudou de infinita

para finita = Mudou de infinita
para finita
= Continua em divida

Todas as turmas (100 alunos)

s N3o mudou pois
ja era finita

1% 2%

o Ndo mudoue
continua finita

N3o mudou, continua
" infinita pois acredita que
avida na Terra é eterna

® Mudou de infinita
para finita

s Mudou de finita
para infinita

» Continua em divida

A reavaliacdo nao foi realizada pela maioria, pois 59 alunos jd haviam
respondido “finita” e outros 10 alunos por acreditarem que a Terra ndo se
extinguird.
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4. Conjuntos Numéricos

4.1) Represente o conjunto dos nimeros naturais a seguir:
N:

32 ANOE.M. —2302 32 ANO E.M. — IN304

5% 5% 0%
%

= N={0,1,2,3,.}

= N={1,23,..}

= N = {0i +oo}

= N={0,1,2,3,4,5,6,7,85}
" N={0,1,2,3,4,5,6}

«N={0,1,2,3,.}

s N={1,23,.}

“ N ={0,1,2,3,....+00}
® N3o respondeu

12 ANO E.M. - IN106

= N=1{0,1,2,3,4,56,7,8,39}
®N={1,2,3,45}
=N={0,23,.}

= N={1,23,..}

= N={0,1,2,3,.. +o0}

» N={0;1,2; 2; 2,3; 4,5;...}
® N={0;1,2; 1,3; ...; 1,9; 2;00x} = N={0,1,23,...+00}
« N = oo} = N={0,1,2,3,4,56,7
" N {0,1,2,3,4,07) ,8,9,10,11,12)

92 ANOE.F. —901

=N={0,1,2,3,4,56,7,89}
uN={1,2,3,45}
=N={0,1,23,..}

= N={123,..}

Todas as turmas (100 alunos)

=«N={0,1,23,4,5,6,738,9}

=N ={1,2,3,4,5}

= N={0,1,2,3,.}

= N={1,23,.}

s N={0,1,2,3,..,+20}

= N={0;1,2; 2; 2,3; 4,5;..}

= N={0;1,2; 1,3; ...; 1,9; 2;0x}
aN= {q:!CI}

o N = {0; +o0a}

= N={0,1,2,3,4,5,6,7,8,5,10,11,12}
= N={0,1,2,3,42}

A resposta esperada foi atingida por mais da metade dos alunos, vale
chamar a atencdo que 27 alunos ndo incluem o zero no conjuto N (o
que nao € problema), e alguns utilizam o simbolo do infinito como sendo
um elemento desse conjunto, ou seja, um tipo de niumero.
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4.2)Represente o conjunto dos nimeros pares a seguir:

32 ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M. — IN304

uP={0,2,468,..}
uP={2,468,.}

" P={2,4,...,+00}
u Ndo respondeu

uP={0,2468..}
uP={2,468,.}
= P={2,4,6,8}

# P ={co,cc}

= Ndo respondeu

12 ANO E.M. — IN106 92 ANO E.F. —901
=P ={0,2,4,6,8}
uP={0,24,6,8,..}
= P={2,4,68,.}

5% 3% 3%

= P={0,2,4,6,8}

= P={0,24,68,..}

w P={2,468..}

® P={..-8-6,-4,-2,0,2,4,6,8,...]
u P={0,24,. ,+c5}

" P={24,o0}
P={024,..+c0}

Todas as turmas (100 alunos)

=P={0,2,4,6,8}

= P={0,2,4,638..}
wP={.;-6;-1,2;0;2,4;6; ...}
uP={0,-2,-4,-6,-8,-10, ...}
= P={..,-8,-6,-4,-2,0,2,4,6,8,...}
uP={4,-2024}
uP=1{0,24,..,+o0}
u P={cc}
w P={co,00)
= P={2,46,8,..}
= P={2,4,6,8}

« P={2,4.cc}

= P={2,4,6,...,+c0}

: Ndo respondeu

1% 1% 50 1% 1% 1%

A maioria dos alunos ndo incluiram o zero no conjunto dos nimeros pares,
e alguns continuam wutilizando o simbolo de infinito como elemento de
conjunto numérico.
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4.3) Qual conjunto possui maior ntimero de elementos N ou P? Jus-
tifique.

32 ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M. — IN304

P
aP =N
=N = Ambos sdo infinitos

» Ambos sdo infinitos = Ndo hd como saber

= Néo hd como saber

= Niorespondeu

12 ANO E.M. — IN106 92 ANO E.F. —901
3% 3% 6%
P
aP =N
=N = Ambos sdo infinitos

= Ambos sdo infinitos
= Néo hd como saber

= Ndo hd como saber

= Nio respondeu

= Niorespondeu

Todas as turmas (100 alunos)

p
N

Ambos sdo infinitos
Ndo ha como saber
Nio respondeu

Um nimero significativo de alunos respondeu o que se esperava “Am-
bos sao infinitos”, a maioria ou tem duvida ou acredita que os maturais
est@o em maior numero que 0s pares pois contém esses e mais os impares.
Nenhum aluno apresentou uma bijecao para comprovar que “Ambos sdo
infinitos”.
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4.4) Represente o conjunto dos niimeros inteiros a seguir:

32 ANOE.M. — 2302 32 ANOE.M. — IN304

m Z={-00,3,2,1,0,1,2 3,40} ® 2={-00wmu-3-2-1,0,1,2,3,, 400}

= 2={0,1,2,345,..}

® Z={-o5,-3,-2,-1,0,1,2,3+c0} 7% s 22 -coiseol
29% 5 :
w Z={-oo, vos} = z={..,3-2-1,0,1,23,..}
= z={co}
= 7={.-3,-2-1,01,23,..} = z={123,.}
. Z=(123,..} « 7={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

» 2={1,-2-3,4,..,1,2,3,4}

No respondeu

= Z={3,2,1,0,1,2,3}

92 ANO E.F. —901

n Z={-c5

12 ANO E.M. - IN106

= z={0,1,234

= Z={..

=2={.,123,
= 2={0,12,345...}
.z

= 22110123}

= Z2={3,2-10,1,23}

Todas as turmas (100 alunos)

pZ={-00,.4-3,-2,-1,0,1,2,3,.. +<}
wZz={.,1,234,.}
=Z={0,1,2,3,45,...}

w7 ={-om, o)
wZ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
aZ={1-22357..]

®Z={oo)

= 7={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

» 2={-1,0,1,2,3}

» 7=12,3,4,5,6...}

2 Z={ -0 32 1,1,2,3,, 4 0}
«Z7={1,2,3,-1,-2,..}

0 Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

= Ndo respondeu

A maioria optou por representacoes aceitdveis, mas vale apontar nova-
mente a utilizagdo do simbolo do infinito como elemento do conjunto dos
ndmeros inteiros.
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4.5) Quantos nimeros inteiros existem entre: 3 e 77 E entre -2 e -47
E entre 0 e 17

32 ANO E.M. - 2302 32 ANO E.M. — IN304

w Trés, um e zero = Trés, um e zero
= Trés, um e dois

= Trés, cinco e zero

= Trés, dois e zero

= Quatro, dois e um

= Quatro, um e zero
 Infinitos, nenhum, infinitos

= Quatro, um e zero
= Dois, dois e zero
= Trés, dois e zero

= Cinco, trés e um

= Imprecisa

12 ANO E.M. — IN106 99 ANO E.F. —901
= Trés, um e zero

= Trés, um e zero

= Trés, cinco e zero

= Quatro, um e zero

= Trés, dois e zero

= Trés, dois e um

= Cinco, trés e nenhum

= Quatro, dois e um

= Cinco, trés e dois e

Infinitos, infinitos e infinitos | **
= Trés, zero e zero

= Quatro, um e zero
= Trés, dois e zero
= Quatro, dois e milhares

= Quatro, dois e um

» Infinitos, infinitos e infinitos

= Imprecisa

Todas as turmas (100 alunos)

= Trés, um e zero
u Trés, um e dois

= Trés, cinco e zero
m Trés, dois e zero
u Trés, dois e um

w Trés, zero e zero

® Quatro, um e zero

u Quatro, dois e um

» Quatro, dois e milhares
u Cinco, trés e dois

w Cinco, trés e nenhum

« Cinco, trés e um

Dois, dois e zero

- Infinitos, infinitos e infinitos
Infinitos, nenhum, infinitos
Imprecisa
N&o respondeu

A maioria dos alunos respondeu o que se esperava, alguns se confundiram
com os comandos "Entre” e "De ... até ...”.
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4.6) Que numeros sdo inteiros mas ndo sao naturais?

32 ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M. — IN304

5% 5% .
= Os Negativos = Os Negativos
= Zero = Zero
= Todos os inteiros = Positivos

sad naturais

= Nio respondeu

12 ANO E.M. — IN106 99 ANO E.F. —901

3% 3%
= Os Negativos

= R:-2e-4 = Os Negativos

= Menhum Resposta numérica

= Negativos e o Zero sem relevancia

= Infinito = Os Negativos e o Zero
= Ndosei

= Nio respondeu

Todas as turmas (100 alunos)

Os Negativos
s Zero

= Positivos

» Resposta numérica
sem relevincia

# Nenhum

= Os Negativos e o Zero

= Nao sei

A maioria dos alunos respondeu o que se esperava.
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4.7) Tanto o conjunto dos niimeros naturais quanto no conjunto dos
nimeros pares, ambos possuem inicio em zero, mas nao possuem fim.
Como se comporta o conjunto dos nimeros inteiros, quanto a esse fato?

32 ANOE.M. — 2302

= Comeca em -co e termina em +Go
= Se iniéiam no 1 mas ndo tem tim

« = Contém ozero e & infinito

Yo = Continuam ndo tendo fim
= Contém o zera e possui uma infinidade
o5

de negativos e positive
= Ndo possui inicio nem fim
. Adiferenca é ter nimeros
antes dos negativos
“Nao comega no zero, mas tem infinitos termos
Ambos séo infinitos
« Einfinito para ambos os lados
Damesma forma

12 ANO E.M. - IN106
- Comega em -co e termina em +50
= Nao possui inicio nem fim

« Ambos sdo infinitos

« Idénticos aos naturais e aos pares

= Apenas incluimos os negativos

_Também inicia em zero
inicia os negativos em -1

= Ndosei

= Néo respondeu

392 ANO E.M. — IN304

= Comecaem -=0 eterminaem+co

* Ambos sio infinitos

. ldénticos aos naturals e aos pares

« Nio h4 o zero, este representa o vazio

« Osinteiros vio de "1 em 1 e os pares de "2 em 2"

+ Adiferenga & que incluimos o zero

- Adiferenga é que N=co, P =20 mas Z=2.00

+ Ndo respondeu

92 ANOEF. ~901
+ Comega em -Co e termina em +co
+ Néio possui inicio nem fim

+ Ambos 3o infinitos

« Idénticos aos naturais e aos pares

» Apenas incluimos os negativos

= 0s dois estdo "dentro dos inteiros.

= Ndo respondeu

Todas as turmas {100 alunos)

As respostas foram muito heterogéneas, e as comparagoes pouco

tentes.

32

= Comega em -oO e termina em +0o
io nem fim

mos os negativos
icia 0s negativos em -1
= Contém o zero e possuiuma i lade de negativos e positivos
= N3o comega no zero, mas tem
= Ndo hd o zero, este representa o vazio
= Os inteiros vio de "1 em 1 e os pares de "2 em 2"
= Adiferenga é que incluimos o zero
= Os dois estdo "dentro dos inteiros
Adiferenca é que N=c2,P=00 mas Z=2.00
Contém o zero e & infinito
Se iniciam no 1 mas ndo tem fim
* Ndo sei
Néo respondeu

CONSIS-



4.8)Qual conjunto possui maior nimero de elementos Z ou N?

32 ANO E.M. — 2302 32 ANO E.M. — IN304

az
i uN
s N = Ambos sio infinitos

= Ambos sdo infinitos = Niorespondeu

19 ANO E.M. - IN106 99 ANO E.F. —901

ni ulZ

= N m N

= Ambos séo infinitos » Ambos sdo infinitos
w Ndosei w Niosei

= Niorespondeu = Nio respondeu

Todas as turmas (100 alunos)

3% 5%

mi

m N

w Ambos sdo infinitos
u Niosei

=]

Nio respondeu

Novamente obtemos a mesma avaliacdo da comparacao dos naturais com
0 pares.
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4.9)Descreva com suas palavras o conjunto dos ntimeros racionais.

32 AN

0 E.M. - 2302

1°ANOE.M. - IN106

= Conjunto das fragbes
= Conjunto das fragées e das raizes
. Todo n? que pode ser representado
por uma razao de dois inteiros
* Conjunto que inclui quase todos o5 outros
+ Conjunto que contém N & Z mais os decimais
< Jungio de N eZ
Niimeros que tem dizima
niimeros que ndo sio inteiros
njunto que mostra que existem infinitos
nimeros entre os inteiros

= Conjunto do todos os nimeros
= Contém todos os reais menos os irracionais
. S30 todos os nimeros contaveis

Engloba os inteiros, as fragdes

& as dizimas nao-periodicas

Nimeros que conseguimos efetuar cilculos
Sdo infinitos

No sei

Nio respondeu

+ Conjunto das fragBes
+ Conjunto que inclui quase todos os outros
+ Conjunto que contém N e Z mais os dedimais
s JungiodeNeZ
+ Niimeros que tem dizima
- S niimeros que ndo sio inteiros
+ Conjunto do todos os nimeros
+ Contém todos os reais menos o irracionais
+ Séo todos os nimeros contdveis
+ Engloba os inteiros, as fragdes
e as dizimas nao-perisdicas
* Nimeros que conseguimos efetuar clculos
+ séo infinitos
Nao sei

Todas as turmas (100 alunos)

= Conjunto das fragdes
3°ANOE.M. - IN304
= Conjunto das fragdes e das raizes
= Conjunto que contém N e Z mais os decimais
# Conjunto do todos os nimeros
= Contém todos os reais menos os irracionais

= Nimeros que fazem as contas ficarem dificeis

= Nio respondeu

g » Conjunto das fracdes
= Conjunto que contém N e Z mais os decimais

- Raizes e fragses

« S0 niimeros que ndo sio inteiros

= Conjunto do todos o5 nimeros

= Uma parte dos nimeros

. Conjunte que mostra que existem infinitos
nameros entre os inteiros

= Niimeros que tem um resultado concreto
Nao sei

« Nao respondeu

» Conjunto das fragbes
= Conjunto das fragdes e das raizes
« Todo n2 que pode ser representado
por uma razdo de dois inteiros
= Conjunto que inclui quase todos os outros
= Conjunto que contém N e Z mais os decimais
« JunciodeNeZ
» Numeros que tem dizima
* §d0 numeros que ndo sdo inteiros
. Conjunto que mostra que existem
infinitos numeros entre os inteiros
= Conjunto de todos os nimeros
= Contém todos os reais menos os irracionais
« 5do todos os nameros contdveis
Engloba os inteiros, as fragbes
e as dizimas ndo-periodicas
i quec gui efetuar cilculos
Sdo infinitos
- Nao sei
Ndo respondeu

A maioria associa esse conjunto ao conjuntos dos decimais ou das fracoes,
porém as suas descrigoes sao muito superficiais. Os racionais podem ser
definidos como o conjunto dos numeros que podem ser escritos sob a forma

7 sendo a e b inteiros com b diferente de zero e mdc(a,b) = 1. Pelas

defini¢oes apresentadas os niumeros \/75 e 0,01001000100001... poderiam
ser encarados como racionais de maneira equivocada, pois sdo respectiva-
mente, fracdo e numero decimal.
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4.10)Que ndmeros sdo racionais e nio sio inteiros?

32 ANOE.M.—-2302

» Fragbes

= Decimais

= Zero e os negativos
=Todos

= Néo existem

= Ndo sei

“ Ndo respondeu

1° ANO E.M.—IN106

= Fragbes
= Decimais

LRaizes inexatas e
os decimais
= Dizimas

= Zero e os decimais

= Naturais

= Ndo sei

= Néo respondeu

3°ANOE.M.-IN304

= Os racionais
= Fragbes

=12, 13, 1/4, ...

« Todos 05 n2s entre
os inteiros

= Zero
« 1/2, raizde5, etc

= Nio respondeu

9°ANOE.F.—-901

= Fragbes

= Decimais

= Todos menos o zero

= Raizes quadradas

= Fragdes e Decimais

. Resposta numérica
sem relevancia

* N2s gue estdo entre os inteiros

= N&o existem
Irracionais

« Infinitos

« Ndo respondeu

Todas as turmas (100 alunos)

1% 1%

= Fragdes
= Decimais
= Fragbes e Decimais
= Zero e os negativos
= Todos menos o zero
= Todos
= Raizes inexatas e os decimais
= Dizimas
= N2s que estio entre os inteiros
= Zero
= Zero e os decimais
= Irracionais
= Naturais
MNio existem
MNio sei
= Ndo respondeu

Aqui comecamos a perceber o pouco conhecimento de boa parte dos alunos
sobre a transicao da matemdtica discreta para matemdtica continua, acar-
retada pelo entendimento superficial dos conjutos numéricos.
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4.11) Quantos nuimeros racionais existem entre: 1/2 e 1/47 E entre

-2 ¢ 07 E entre 0 e 1/10007?

32 ANOE.M. —2302

* Infinitos, infinitos e infinitos

* Infinitos, nenhum e infinitos

= Infinitos, -1 e infinitos

= Resposta numérica irrelevante
= Ndo sei

« Ndorespondeu

12 ANO E.M. - IN106

32 ANO E.M. - IN304

« Infinitos, infinitos e infinitos
= Um, um e mil

« Um, vinte e mil

= 15,10 e 1000

= Ndo respondeu

92 ANOE.F. -901

o T = Infinitos, infinitos e infinitos
= Infinitos, -1 e infinitos
* Muitos, muitos e muitos
= Nio sei

= Nio respondeu

= Infinitos, infinitos e infinitos

= Muitos, muitos e muitos

= Resposta numérica irrelevante
= Ndo sei

= Ndo respondeu

Todas as turmas (100 alunos)

= Infinitos, infinitos e infinitos

= Infinitos, nenhum e infinitos

= Infinitos, -1 e infinitos

= Resposta numérica irrelevante
» Muitos, muitos e muitos

« Nio sei

« Mo respondeu

A grande maioria apresentou a resposta esperada.
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4.12) Explique com suas palavras como e porqué associamos o con-
junto dos numeros racionais a uma reta.

Vai aumentando com
regularidade

32ANOEM.-2302

“Crescem ou diminuem sempre linearmente 32ANOEM. - IN308 -

Pois isso permite mostrar nimeros que estio
entre os inteiros (ex: 0,7) = Nao sabia disso
=Para colocarmos em ordem crescente
Sy = = Pois estio em sequéncia
-Podem aumentar e diminuir nos dois sentidos
o Pois representam uma
= Pois ambos séo infinitos. “linha numérica”

“Visualmente melhor . Assim teremos a nogio
de distancia entre eles
« Ambos nio tem inicio nem fim
= Naosei
* Nao sei

No respondeu « Néo respondeu

12 ANOE.M.~IN106 « Pois isso permite mostrar nimeros que estdo
» Crescem ou diminuem sempre linearmente 92ANOEF.-901 entre osinteiros (ex: 0,7)
; 2 i . se colocarmos cada n® num ponto
* Chire s michos ox gy T meresaue estio LBIermo oot of ackonls
+ Se colocarmos cada nimero num ponto + Para colocarmos em ordem crescente
Teremos todos os radonals
+ Para colocarmos em ordem crescente
. Porque entre um nimero ¢ outro.
Podli S inas
+ Pois eles se "encaixam” em retss
= Pois ambos sio infinitos
= Sio contaveis

= Visualmente melhor
= Costume
= Pois ambos séo infinitos

= Pois assim teremos a nogio de disténdia entre eles

« Podem ser divididos em varias partes

= Ambos nio tem inicio nem fim
Ambos ndo tem fim

* Ambos tem inicio e fim

- No sei

- Nio respondeu

« Naosei
* Nao respondeu

Todas as turmas (100 alunos)

» Crescem ou diminuem sempre linearmente

Pois isso permite mostrar nimeros que estdo
entre os inteiros (ex: 0,7)

= Se colocarmos cada niimero num ponto
teremos todos os racionais
= Para colocarmos em ordem crescente

= Podem aumentar e diminuir nos dois sentidos

= Porque entre um numero e outro podem existir varios
= Pois assim teremos a nogdo de distdanda entre eles

= Pois eles se "encaixam” em retas

« Podem ser divididos em vdrias partes

= Pois ambos sdo infinitos

= Costume

= Visualmente melhor

= S0 contdveis

= Ambos ndo tem inicic nem fim

“ Ambos tem inicio e fim
= Néo sabia disso

= Nio sei

» Nio respondeu

As respostas apresentadas foram muito heterogéneas e superficiais.
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4.13) Existem nimeros que nao sdo racionais, como vocé pode defini-

los?

3% ANO E.M.—2302

12 ANOE.M. - IN106

« Irracionais

Niimero real que nio pode ser obtido
pela divisio de dais inteiros

= Reais

. Os que nio podem ser representados
por fragses

* 0zero e os imagindrios

* Inteiros

« Naturais

= Inteiros e Naturais
Decimais

* Néosei

* Nio respondeu

= Nao tem
= Inteiros
= Naturais

* Inteiros e Naturais
= Infinitos

pi

= Nio sei

" Néo respondeu

3%ANOE.M.—IN304

= Irracionais

= Irracionais (dizimas néo-peridicas)

 Os que ndo podem ser representados
porfragbes.

 Nimeros indefiniveis
« Complexos
- Inteiros

= Nio respondeu

9% ANOE.F.—901

= Irracionais

= Reais

= Nao tem

= Inteiros

= Raizes niio exatas

. Os que no podem ser representados
porfragdes

Niimeros que estéo além
da compreensio

* Néo respondeu

Todas as turmas (100 alunos)

= Irracionais

. Numero real que ndo pode ser obtido
pela divisdo de dois inteiros

0s que ndo podem ser representados

por fragbes

= (O zero e osimagindrios

= Numeros indefiniveis
= Complexos

= Decimais

= Raizes ndo exatas

» Reais

Dizimas

Néo tem

Inteiros

Naturais

Inteiros e Naturais
« Infinitos

= pi

Nio sei

Nido respondeu

Apesar das respostas serem muito heterogéneas é evidente a dificuldade
da transicao do racionais para os reais, boa parte dos alunos apresentam

total desconhecimento dos irracionais.
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4.14) Explique com suas palavras o que seria o conjunto dos nimeros
reais.

3°ANOEM.-2302

« Todos os nimeros menos os Irracionais 32ANOE.M.—IN304

= Todos os nimeros = Nimeros Verdadeiros
= Todos os nimeros positivos = Numeros que podemos realizar contas
. Todos 0s n% menos raizes quadradas )
de nimeros negativos = Todos os nimeros
« Todos o5 n%s menos os imaginarios " - -
s » Unido dos Racionais com os Irracionais

« Uniéo dos Racionais com os Irracionais ) &
« Nimeros sem os negativos

+ Niimeros decimais e fragdes A
= N8o respondeu
* N&o respondeu

1° ANOEM. ~ IN106 9%ANCEF.-901
= Todos os ntimeros menos os Iracionais * Todos os nimeros menos os Irracionais
#T0d0s < Mimeras  Todos os nimeros
. Todos os n®s menos raizes quadradas
de nimeros negativos
= Todos os n® menos os imagindrios

» Todos o5 n® menos rafzes quadradas
de nimeros negativos

= Unido dos Racionais com os Irracionais

* Unido dos Racionais com os Irracionais

2 : = Nimeros com valores ndo definidos
* Niimeros com virgula

o - nfinito « Conjunto dos Infinitos infinitos
- Nimeros decimais & fragdes + Nimeros com valores no exatos
[Nao scs . Nio respondeu
. No respandeu

Todas as turmas (100 alunos)

= Todos os nlimeros menos os irracioanis

Todos os nimeros

Todos os nimeros positivos

Todos os n%s menos raizes quadradas de numeros negativos
Todos os n2s menos os imagindrios

Unido dos Racionais com os Irracionais

Nimeros Verdadeiros

Conjunto dos Infinitos infinitos

Mumeros com valores ndo definidos / ndo exatos
Nimeros que podemos realizar contas

Mumeros com virgula

Infinito

MNumeros decimais e fragies

Nio sei

N&o respondeu

As respostas foram concisas e muito abrangentes, totalmente sem justi-
ficativas. Isso nos mostra que a contrucdo dos reais mo ensino bdsico €
bastante equivocada.
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3 Conclusoes obtidas através da Analise das Res-
postas do Questionario
o As definicoes de infinito foram satisfatorias apesar de suscintas e super-

ficiais, porém vdrios alunos acabaram contradizendo suas definicoes apds
responder outras perguntas do questiondrio.

e Os exemplos de 7infinito” citados foram na maioria, influenciados pela
vida escolar do aluno fugindo totalmente dos campos da metafisica que
envolvem discussoes mais profundas e/ou de seus prdprios cotidianos.

e Praticamente todos os alunos tiveram muita dificuldade em trabalhar com
séries.

e Em wvdrias situacdes os alunos utilizam o simbolo do infinito como sendo
uma espécie de numero, ora para representar operacoes, ora como ele-
mento de conjuntos numericos.

e Quando comparamos a quantidade de elementos de comjutos mumeéricos
como 0s naturais e 0s pares, ou 0S naturais e os inteiros, a Maioria se
confunde, poucos respondem ”"Ambos sdo infinitos”.

o As definicées e descrigoes apresentadas sado muito superficiais.
e Boa parte dos alunos acredita que o numero “zero” nao € par.

o A grande maioria dos alunos tem uma visdo equivocada sobre ”Conjuntos
Numéricos”, em particular sobre os irracionais e reais.
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Capitulo IV
ATIVIDADE 2 - Area do Circulo

Prezado professor, essa atividade foi elaborada com o intuito de possibilitar
aos alunos do 9° ano ou ano escolar superior, a compreensao de um dos pro-
cessos que possa gerar a area de um circulo de raio um; tendo como pano
de fundo uma abordagem sobre infinito e infinitésimo, propiciando assim aos
seus alunos, um dos primeiros contatos com o conceito de convergéncia, mesmo
que de uma maneira superficial e pouco formalizada. No item “Procedimentos
Operacionais” desse texto, as informagoes em caixas de texto e itdlico, sdo apon-
tamentos que achamos pertinentes apenas ao professor, e nao estara presente
no material entregue ou enviado ao aluno. Aconselhamos que essa atividade
seja feita antecipadamente pelo professor, para evitarmos quaisquer falhas no
processo e também assegurar que o professor esteja prevenido e preparado para
superar quaisquer dificuldades de seus alunos, seja presencialmente, ou on-line.

Objetivo: Introduzir o calculo da area de um circulo por meio de apro-
ximagoes sucessivas, utilizando poligonos regulares inscritos. E como pano de
fundo desenvolver nos alunos as primeiras idéias de infinito e infinitésimos.

Ano de Escolaridade Indicado : a partir do 9° ano.

Pré-Requisito: Nogoes de area de poligonos, nocoes de inscrigao de poligonos
em circunferéncia.

Descricao da atividade:
Propomos uma atividade que faz alusao ao método de Exaustdao de Eudoxo
idealizada por Arquimedes, o objetivo do método é o de calcular a drea de um
circulo de raio um, limitada inferiormente pela area de um poligono regular de
n lados inscrito nesse circulo. A atividade devera ser realizada pelo aluno em
um laboratério de informadtica, ou em casa com arquivos disponiveis em um site
ou blog informado.

Recursos Necessarios: Computador com internet, Geogebra e Excel ins-
talados.

4 Material do Professor

Procedimentos Operacionais:
Passo 1: Abrir o arquivo “Area do circulo.ggb” no Geogebra.

Link Area do circulo.ggb
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Passo 2: Abrir o arquivo “Area do circulo.xls” no Excel.

Link Area do circulo.xls
Passo 3: Observe que o controle deslizante encontra-se com n = 3. Ligue o

botao “poligono” Click nos trés pontos apresentados na circunferéncia e
retorne a clicar no primeiro. Observe que o poligono gerado foi um triangulo
equilatero.

Caro professor, caso haja alguma duvida sobre o fato do triagngulo
ser equildtero, reforce o fato que o triangulo gerado possui todos os
lados de mesma medida e que seus angulos internos sao iguais a

cm

e
60°, para comprovar esse fato utilize a ferramenta 2 utilize-a
para medir o comprimento dos lados do triangulo e a ferramenta

@ para medir, em graus, os angulos internos do triangulo
equildtero.

Passo 4: Ligue o botao “area”
riormente.

Area G'G"B=1.3

0.44

024
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Passo 5: Acesse a planilha no Excel, apds preencha a coluna ” Area do
poligono inscrito” com o valor gerado pelo geogebra para a area do triangulo
eqiiilatero.

Caro professor, atente ao fato que o geogebra (dependendo da
versao) utiliza ponto para separar as casas decimais e o Excel
utiliza virgula.

- Inicio Inserir Layout da Fagina Farmulas Dados Revisdo
= & 2 o = " e =
j i Calibri 11~ E= g”@ﬂj = Quebrar
L B3 NE _
Colar ¥ IN 7 8 -[|H-~||d-A-|E=S= ] Mesclar ¢
AreadeT. & Fonte IF] Alinhamento
| B2 ~(a £l 13
fat : B C D
1 n Area do poligono Inscrito
28 3 1,3
3 4
4 5
5 7]
7] F i
7 8
a8 9
9 10

Passo 6: Retorne ao geogebra. Utilize o botao seta ]‘]
triangulo, apods selecionado aperte a tecla “DEL” no teclado.

para selecionar o

Passo 7: Desloque o controle deslisante para posicao “n=4", click no botao

“poligono” d  Click nos quatro pontos apresentados na circunferéncia e
retorne a clicar no primeiro. Observe que o poligono gerado foi um quadrado.
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Caro professor, caso haja alguma divida sobre o fato do
quadrildtero gerado ser um quadrado, faca-os observar que as di-
agonais estdo sobre os eixos e o centro do circulo € a origem (0,0)
com 1sso podemos concluir que as diagonais:

e [1] Se cruzam ao meio;
e [2] Sao perpendiculares;
e /3] tem mesmo comprimento.

Com isso podemos apontar que [1] e [2] caracterizam um losango
e [3] um retingulo, portanto é um quadrado, jd que o unico
quadrildtero que € ao mesmo tempo retangulo e losango.

Outro método seria mostrar que os lados tém mesmo comprimento

crn',

-

e que 08 angulos sao retos, utilizando as ferramentas e
i jd utilizadas anteriormente.
[l
Passo 8: Ligue o botdo “4rea” ™= ¢ click sobre o quadrado gerado
anteriormente.
n=4
.-
1.4+
1.24
Area G'G'G"B=2
2 1'5 -1'4 1'2 1'2 1?4
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Passo 9: Retorne a planilha do Excel, ap6s preencha a coluna ” Area do
poligono inscrito” com o valor gerado pelo geogebra para a area do quadrado.

s

Passo 10: Retorne ao geogebra. Utilize o botao seta para selecionar
o quadrado, apds selecionado aperte a tecla “DEL” no teclado.

Passo 11: repita os passos anteriores para os valores de “n=5" até “n=24".

P~ B c | o [ e [ ¢ | & [ wu [ o [ o | «
1 n Area do poligono Inscrito

2 3 13

3 a 2

1 s 2,38

5 5 26

3 7 274

7] 8 2,83

C - = Areado poligono Inscrito

s 10 2,94

0w 1 2,97 35

u 3 a

12 13 /”_—

13 14 23 /

4 15 2

15 16 15 / Areado poligono
6 7 = 1F Inscrito
17 18 1

18] 19 05

18] 20 e S S ——

208 n 13 5 7 89 111315 17 18 21

n| »

n| =

23 24

Passo 12: Observe que conforme sao digitados os valores, o gréafico que rep-
resenta a area do poligono em fun¢ao do nimero de lados vai sendo tracado.

Caro professor, atente seus alunos para o fato do valor se aprozi-
mar cada vez mais de 3,14. Aproveite para analisar e deixar que
eles facam suas formulacdes a respeito do grdfico, que grandezas
o grdfico aborda, a graduagao dos eizos, etc...

O grafico deverd ser tracado.
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Tipo Dados Layout de Grafico Estilos de Grafico
Grafico4 @ L]
A B c D E F G H 1 1 K

1 n Area do poligono Inscrito
2 3 13

3 4 2

4 5 2,38

5 6 2,6
6 7%

7 8

8 9

9

2,74

2,83 =

e I
sy Area do poligono Inscrito
10 2,54

o 1 2,57 35

i 1 3 :

2] 13 3,02 /'—_

13 14 3,04 = /

a5 3,05 | 2 :

15 16 3,06 e / ——Areadopoligone |

I3 7 3,07 = TF Inscrito

7| 18 3,08 .

8 19 3,092 05

8] 20 3,094 e

a zal 3,096 1 3 5 7 2 11 15 1% AT 19

n 22 3,101 b A

Interpretacao Pedagoégica:

E esperado que o aluno perceba que conforme aumentamos o ndmero de
lados do poligono regular inscrito sua area cada vez mais se aproxima da area
do circulo, tanto visualmente (Geogebra) quanto numericamente (Excel). Essa
aproximagao numeérica é melhor ser visualizada no grafico, onde o valor da area
se aproxima de um numero préximo a 3,14. Ou seja, quando trabalhamos com
uma infinidade de lados (quando n tende ao infinito) a drea tende para .

Caro professor, essa cldssica demonstragao idealizada de maneira
similar por Arquimedes € totalmente baseada no *Método de
Exaustao de Eudoxo” , metodo esse que introduziu, pela
primeira vez, o conceito de infinito na antiguidade. Para maiores
informagées a respeito do método vide [106].

Observagoes e Sugestoes ao Professor

No mesmo arquivo do Excel hd uma outra planilha, para acessé-la click em
“Avangado”, conforme figura a seguir
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E— Areado poligono Inscrito
o 1 12
gu 12 5
2] 13
3 1. 08
al 15
5| 16 e Areado poligono
g 6 17 04 Inscrito
“lz] 18
819 02
) 20 e —
al 22 1 32 5 7 ¥ 111315 1719
=n[ =
Zn| 3
T
7 —
5
=%
&,
t 4 » M| Aluno . Avancado “Pland 3 [

Ela mostra a drea dos poligonos de n lados inscritos (coluna inferior) e cir-
cunscritos (coluna superior) num circulo de raio 1, aponte para o fato de am-
bos convergirem para 3,14 quando n aumenta infinitamente, e perceba que a
diferenca entre os valores das colunas tende a zero quando nos aproximamos de
n=100.

n Inferior Superior

3 1,299038106 5,196152423

a 2 a

5 2,377641291 3,63271264

6 2,598076211 3,464101615

1 2,736410189 _| 3,371022332

8 2,828427125 3,313708499

9 2,892544244 3,275732108 6
10 2,938926261 3,249196962
n 2,973520496 3,229891422 3
12 3 3,215390309 ‘
13 3,020700618 3,204212219 £
14 3,037186174 3,195408641
15 3,050524823 3,188348425 3 Inferion
16 3,061467459 3,182597878 . f Superior
17 3,070554163 3,177850751
18 3,07818129 3,173885653 3
19 3,084644957 3,170539238
20 3,090169944 3,167688806 &l

i 298 1 3165240713 1 6 1116212631364146515661667176 81869196
2 3,099058125 3,163122468

23 3,102662868 3,161277236

24 3,105828541 3,159659942

25 3,10862359 3,158234461

2 3,111103636 3,156971564

Prezado professor podemos também utilizar o link abaixo ao fim da ativi-
dade. O mesmo recria a mesma situagdo mas com um numero maior de lados,
além disso podemos explorar outros elementos da figura como os apétemas, o
raio, os setores e ainda modificar o tamanho do raio.

http://www.geogebratube.org/student /m13004
Uma outra apresentacao que pode surtir grande efeito esta descrita no link
abaixo que recria a demonstracao da area do circulo através da comparagao com

a area de um tridangulo cuja base é 27R e a altura é R. Vale pedir aos alunos
que aumentem e diminuam a quantidade de divisoes do circulo.

47


http://www.geogebratube.org/student/m13004

http://www.geogebratube.org/student /m3491

Por fim, vale discutir as idéias de infinito e infinitésimo por tras dessas
demonstracoes e concluimos com o intrigante video a seguir, que aponta uma
divertida abordagem sobre os tipos de infinito de Cantor, texto idealizado pelo

matematico David Hilbert com video produzido por alunos e professores da
UNICAMP.

Hotel de Hilbert
LINK: Hotel de Hilbert

Ao final da atividade propromos que os alunos respondam as questoes abaixo,
sejam em grupo ou individualmente, onde as respostas ou comentérios (que estao
em itédlico) estardo presentes apenas no material do professor.

Questoes:

e 1) Por que podemos afirmar que a drea dos poligonos apresentados é menor
que a do circulo, independente da quantidade de lados de cada poligono?
Porque como todos os poligonos gerados pelo geogebra estao inscritos no
circulo, suas dreas sdo obrigatériamente inferiores o drea do circulo.

e 2) Quando aumentamos o nimero de lados do poligono sua érea se apro-
xima ou nao da area do circulo?
Cada vez que aumentamos o valor de n a drea do poligono aumenta, se
aprozimando cada vez mais da drea do circulo, isto pode ser notado vizual-
mente no geogebra e numericamente no excel.

e 3) Sabemos que nao é possivel construir um poligono com uma quantidade
infinita de lados. Mas se conseguissemos, que relagao poderiamos estabe-
lecer entre sua area e a do circulo?

Se existisse um poligono com infinitos lados sua drea seria igual a drea do
circulo circunscrito a ele.

e 4) Podemos afirmar que a drea do circulo limita superiormente a drea dos
poligonos regulares nele inscritos? Por que?
Sim, pois como afirmamos na pergunta 1, os poligonos regulares estdo
todos inscritos no circulo, portanto ndo existird (nessa atividade) um
poligono que terd drea superior a do circulo.

e 5) Comente a seguinte afirmagdo: ”"Quando o nimero de lados n de um
poligono regular inscrito num circulo assume valores cada vez maiores, ou
seja n tende ao infinito, aftirmamos que a drea desse poligono € igual a
drea do circulo”.
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Pela resposta que assumimos na perqunta 4, podemos afirmar que sim.

Caro professor caso se sinta & vontade com o desenvolvimento e envolvi-
mento da turma com os conceitos apresentados, aproveite para inserir
antecipadamente a simbologia:

lim A, = Ag
ey pol cire

Onde Ap, representa a drea do poligono de n lados e A representa a
area do circulo.

Segue na préxima pagina, uma versao da atividade que devera ser entregue
ao aluno.
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5 ATIVIDADE - Area do Circulo - Material do
Aluno

VERSAO ALUNO

Objetivo: Introduzir o calculo da drea de um circulo por meio de apro-
ximagoes sucessivas, utilizando poligonos regulares inscritos.

Descricao da atividade:
Propomos uma atividade que faz alusao ao método de Exaustao de Eudoxo
idealizada por Arquimedes, o objetivo do método é o de calcular a drea de um
circulo de raio um, limitada inferiormente pela area de um poligono regular de
n lados inscrito nesse circulo. A atividade devera ser realizada pelo aluno em
um laboratoério de informatica, ou em casa com arquivos disponiveis em um site

ou blog informado.

Recursos Necessarios: Computador com internet, Geogebra e Excel ins-
talados.

Procedimentos Operacionais:

Procedimentos Operacionais:

Passo 1: Abrir o arquivo “Area do circulo.ggb” no Geogebra.
Link Area do circulo.ggb

Passo 2: Abrir o arquivo “Area do circulo.xls” no Excel.
Link Area do circulo.xls

Passo 3: Observe que o controle deslizante encontra-se com n=3. Ligue o

A

~ , q & . ~ . ~ .
botao “poligono” @ Click nos trés pontos apresentados na circunferéncia e
retorne a clicar no primeiro. Observe que o poligono gerado foi um tridngulo
equilatero.

i om?

Passo 4: Ligue o botao “drea” , e click sobre o tridangulo gerado ante-

riormente.
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Area G'G"B=1.3

0.44

024

Passo 5: Acesse a planilha no Excel, apds preencha a coluna Area do poligono
inscrito com o valor gerado pelo geogebra para a area do tridngulo eqiiilatero.
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Passo 6: Retorne ao geogebra. Utilize o botao seta [j
tridangulo, apds selecionado aperte a tecla “DEL” no teclado.

para selecionar o

Passo 7: Desloque o controle deslisante para posicao “n=4", click no botao

A

« ¢ » A : . N
poligono” & , Click nos quatro pontos apresentados na circunferéncia e
retorne a clicar no primeiro. Observe que o poligono gerado foi um quadrado.

Passo 8: Ligue o botao “area”
anteriormente.

Area G'G"G"B =2

Passo 9: Retorne a planilha do Excel, apds preencha a coluna Area do
poligono inscrito com o valor gerado pelo geogebra para a area do quadrado.

s

Passo 10: Retorne ao geogebra. Utilize o botao seta para selecionar
o quadrado, apds selecionado aperte a tecla “DEL” no teclado.

Passo 11: repita o procedimento acima do valor “n=>5" até o valor “n=24".
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A B c | o | e | ¢ [ & | w [ o ] 1 | «
il n Area do poligono Inscrito

2 3 13

3 4 2

a 5 2,38

5 6 2,6

6 7 2,74

7 8 2,83

O - L Area do poligono Inscrito

5| 10 2,94

0] 1 2,97 35

1n| 1 3 .

2] 13 /—-—
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“| 15 2

15| 18 s / Areado poligono
16 17 Inscrito
17 18 1
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Passo 12: Observe que conforme sao digitados os valores o grafico que rep-
resenta a area do poligono em fungao do nimero de lados vai sendo tragado.

Prezado aluno, responda as questoes abaixo a cerca dos assuntos
abordados pela atividade.

e 1) Por que podemos afirmar que a drea dos poligonos apresentados é menor
que a do circulo, independente da quantidade de lados de cada poligono?

e 2) Quando aumentamos o nimero de lados do poligono sua érea se apro-
xima ou nao da area do circulo?

e 3) Sabemos que nao é possivel construir um poligono com uma quantidade
infinita de lados. Mas se conseguissemos, que relagao poderiamos estabe-
lecer entre sua area e a do circulo?
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e 4) Podemos afirmar que a drea do circulo limita superiormente a area dos
poligonos regulares nele inscritos? Por que?

e 5) Comente a seguinte afirmagio: ”"Quando o nimero de lados n de um
poligono regular inscrito num circulo assume valores cada vez maiores, ou
seja n tende ao infinito, afirmamos que a drea desse poligono € igual a
area do circulo”

Outros Links,
http://www.geogebratube.org/student /m13004

http://www.geogebratube.org/student/m3491

Hotel de Hilbert
LINK: Hotel de Hilbert
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Capitulo V
ATIVIDADE 3 - Alteracoes em
Graficos

6 Introducao

E muito comum estudantes recém-chegados aos cursos de Ciéncias Exatas terem
dificuldade em Célculo Diferencial e Integral por nao terem nogoes de trans-
formagoes no plano, mais precisamente na plotagem de graficos de fungoes
aparentemente complicadas, mas facilmente obtidos através de translacoes de
um grafico de fungdo mais elementar. Com isso, acreditamos que os conceitos
de ponto de inflexao, assintotas, limites laterais e limites no infinito possam ser
explorados por alunos do ensino médio através de um apelo mais visual, abor-
dado pelos efeitos geométricos dessas transformacoes, sejam elas lineares ou nao.

A presente atividade nao objetiva desenvolver esse conceito de maneira gene-
ralizada, mas sim focar nas principais transformagoes que ocorrem em graficos
de fungbes polinomiais, trigonométricas e outras menos comuns. Iniciaremos
com um tratamento nao formal e sim experimental de algumas das principais
transformacodes lineares, e expandiremos o conceito para degeneracgoes, do tipo
“compressao” ou “expansao” de concavidades assim como suas mudangas de
sentido. Com isso, esperamos que os alunos obtenham uma maior facilidade no
entendimento de estudo do grafico de uma fungao seja ela elementar ou nao, e
com isso absorvam os conceitos explicitados anteriormente.

Caro professor, a parte 1.1 da atividade 3 resume-se no estudo das trans-
formagoes que ocorrem no grafico da fungao f : R — R definida por f(z) =
p(z+q)™+r ocasionadas pelas variagdes dos coeficientes p,q e r de -5 a 5 com in-
cremento de 0,1 e pela varia¢ao de n também de -5 a 5 com incremento de 1 (uma
unidade). A parte 1.2 dessa mesma atividade resume-se em desenvolver as mes-
mas habilidades com as seguintes fungoes f : R — R trigonométricas definidas
por: f(z) = c.sen(ax+b)+d; f(x) = c.cos(ax+b)+de f(x) = c.tglax+b)+d,
fazendo a, b, ¢ e d variarem de -5 a 5, com incremento de 1 (uma unidade).

Esperamos que essa parte seja desenvolvida pelo professor em uma aula ex-
positiva com auxilio do software ” Geogebra” exibindo as transformacoes citadas
de maneira dinamica. No item ”Descrigao da atividade” vocé encontrard as ori-
entagoes necessarias.

Ja na parte 2, sugerimos a aplicacao de um QUIZ com sua turma, utilizando

uma apresentagao auto-explicativa no Power Point ou Impress fornecida nos ar-
quivos “Alteracoes no grafico 21.ppt” e “Alteracoes no grafico 22.ppt”.
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6.1 Objetivos da parte 1.1:
Dada a fungao f : R — R definida por
f@)=plx+q)" +r

Fazer com que o aluno perceba que:

- Se somamos um valor r > 0 em uma fungao f, a mesma “sobe” r unidades
em relagao ao eixo das abscissas e “desce” r unidades, se r < 0.

- Se somamos um valor ¢ > 0 na varidvel “x” de uma funcao, f a mesma
desloca-se para “a esquerda”  unidades em relagao ao eixo das ordenadas e
desloca-se para “a direita” q unidades, se ¢ < 0.

Obs: As transformagdes acima sdo intituladas de translagoes.
- Ao variarmos o valor de n, a funcao f assume as seguintes “formas”:

Sen>0temos f:R— R

a) n =0 obtemos a Funcao Constante: f(z) =p+r

b) n =1 obtemos a Funcao Afim: f(z) =p(z+q)+7r

c) n = 2 obtemos a Fun¢do Quadritica : f(x) = p(x + q)> +r
)
)
)

d) n = 3 obtemos a Funcao Polinomial de grau 3 : f(z) = p(z +¢)® +r

e) n = 4 obtemos a Fun¢do Polinomial de grau 4 : f(z) = p(z +¢)* +r

f) n =5 obtemos a Fun¢do Polinomial de grau 5 : f(x) = p(x +¢)® +r

Sen < 0temos f:R—{q} — R

g) n = —1 obtemos a Hiperbole Equildtera : f(z) = +r

p
z+q

L-ﬁ-?‘

h) n = —2 obtemos o gréfico de: f(z EETE

i) n = —3 obtemos o grifico de: f(x

p +r

):
)=GEE T
) = Gror
):

(
j) m = —4 obtemos o gréfico de: f(z
k) n = —5 obtemos o gréfico de: f(z (x_:%q)s +r

- Se multiplicarmos um valor positivo p em uma fungao f, podem ocorrer as
seguintes transformagoes:

1) Sen =0, p+r assumird o valor de y gerando a fungao constante (reta);
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2) Sen =1, a fungdo afim (reta) serd crescente se p > 0 ou decrescente se
p<0;

3) Se n for positivo e p > 0 a concavidade da funcio ird expandir-se quando
aproximamos o valor de p de zero e quando afastamos o valor de p de zero
a concavidade ird diminuir , caso p < 0, além de ocorrerem as mesmas
transformagoes a concavidade mudard de sentido.

4) Se n for negativo e p > 0 a concavidade ird comprimir-se quando aproxi-
mamos o valor de p de zero e quando afastamos o valor de p de zero a
concavidade ird aumentar , caso p < 0, além de ocorrerem as mesmas
transformagdes a concavidade mudara de sentido.

Fazer com que o aluno se intere de uma nova simbologia ja utilizado nas ativi-
dades propostas pelo prof. Luiz Amorim Goulart [10], e que consiga identificar:
assintotas, pontos de inflexao, limites laterais e limites no infinito de
fungoes polinomiais, trigonométricas e outras nao muito usuais no Ensino Médio.

6.2 Objetivos da parte 2.1:

Esperamos que os alunos desfrutem de uma aula agraddvel, descontraida e ex-
tremamente interativa, almejamos também que os alunos discutam as questoes
que serao apresentadas pelo Power Point, fazendo com que os mesmos elaborem
argumentos mateméaticos que convengam seus colegas de grupo para a escolha
de uma opcao. Sabemos como professores de matematica, que o debate de as-
suntos referentes a matematica praticamente nao é comum entre os discentes,
propomos que cada questao seja debatida num espago de tempo entre 2 a 5
minutos e que o professor aplicador do QUIZ nao interfira na discussao dos gru-
pos, mesmo que os argumentos sejam invalidos, pois com o tempo terminado
o gabarito da questao serd comentado pelo professor com o auxilio da propria
apresentacao do Power Point.

As questoes envolverao os assuntos debatidos pela aula expositiva do pro-
fessor realizada anteriormente (Parte 1.1). Iniciaremos apenas com questoes
de tragado ou identificagao de fungoes utilizando as transformacoes, lineares ou
nao-lineares; depois com o calculo de limites laterais, no infinito e por fim a
identificacao de assintotas e/ou pontos de inflexao.

Ano de Escolaridade Indicado: a partir da 12 série do Ensino Médio.

Pré-Requisito: Nogoes de Coordenadas Cartesianas, Conceito de Fungao,
reconhecimento e tracado do gréfico das Fungoes Afim e Quadréticas.

Descricao da atividade:

A atividade proposta consiste em duas partes. A primeira parte é desen-
volvida de modo expositivo pelo professor, utilizando um projetor e o arquivo
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do geogebra “Alteragoes no grafico 11.ggb” que estard disponivel para o profes-
SOT.

Na segunda parte propomos uma atividade em forma de quiz, disponibilizada
em forma de apresentacdo no arquivo ” Alteracoes no grafico 21.ppt”, antes de
iniciar a apresentacao a turma deve ser dividida em grupo de até quatro alunos
e cada grupo recebe quatro fichas de (A,B,C e D) encontradas na parte anexo
desse arquivo. Iniciada a apresentacao em Power Point o roteiro deve ser seguido
e a pergunta deve ser exibida pelo professor, os alunos terdo um tempo (de 2
a 5 minuitos) para escolher a alternativa correta e dar a resposta, apds isso o
professor exibe a reposta correta e comenta a resolugao com a turma, com o
auxilio da apresentacgao.

Tempo de Duragao: 6h ou oito tempos de 45min de aula, divididos em:

Parte 1.1: 1h e 30min - Aula expositiva fungoes polinomiais

Parte 1.2: 1h e 30min - QUIZ interativo func¢oes polinomiais
e Parte 2.1: 1h e 30min- Aula expositiva funcdes trigonométricas

e Parte 2.2: 1h e 30min- QUIZ interativo funcgoes trigonométricas.

Recursos Necessarios:
Parte I — Computador com geogebra e data-show;

Parte IT — Data-show e Computador com Powerpoint(Microsoft Office) ou
Impress (Br Office) instalados, vdrias cartelas com as letras A, B, C e D que
deverao ser distribuidas entre os grupos de alunos da turma.

7 Procedimentos Operacionais (Parte 1):

AULA 1

O professor devera abrir o arquivo “Alteracoes em Gréficos 11.ggh” no geo-
gebra (Alteracoes em Graficos 11.ggh). Apés isso o mesmo deverd exibir na
lousa o tipo de funcdo que estamos trabalhando é f : R — R definida por
f(z) =p(x 4+ q)™ +r. Ao abrir o arquivo os valores apresentados nas barras de
rolagem sdao p = 1;g = 0;7r = 0 e n = 0, logo f serd exibida na forma da reta
f(z) = p, no caso f(z)=1.
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1) A primeira alteracdao de barra de rolagem é fazer o coeficiente p variar e
depois r, aponte para seus alunos como fica definida a fungao f na “Janela
Algebra” no canto esquerdo da tela (indicado pela seta abaixo).

1.1)Faca com que eles respondam a pergunta: “O que ird acontecer
com a fungao f, se variarmos os valores de p?”, pergunte-os o porqueé, e
mostre o que realmente acontece, explicando que estamos tragando apenas
as fungoes constantes f(z) =p, poisn=0er =0.

1.2)Retorne o valor p = 1, faga com que eles respondam a pergunta:
“O que ird acontecer com a fungao f, se variarmos os valores de r?”,
pergunte-os o porqué, e mostre o que realmente acontece, explicando que
estamos tracando apenas as fungbes constantes f(xz) = r, pois n = 0 e
p=1.

1.3)Vale também arguir seus alunos: ”Por que ao variar ¢, a funcao
nao se deforma e nao se desloca?” O que ocorre é que n = 0 logo f(z) =
pr+q)+r=pl+r=p+r.

2) Colocar n = 1, e manter p = 1,¢g = r = 0. Com isso teremos a reta
f(z) = z, bissetriz dos quadrantes fmpares.
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2.1) Inicialmente variamos r, com isso a reta ird “subir” se r > 0 ou
“descer” se r < 0. Relembre seus alunos que neste caso estamos traba-
lhando com a fungdo f(x) = x + r e que r nada mais é que o coeficiente
linear da reta, ou seja, indica onde a reta intersecta do eixo das ordenadas.

2.2) Retorne para r = 0 e agora variamos p aumentando seu valor,
fazendo com que os alunos observem que: quando p > 0 e estiver “perto”
de 5, o angulo que a reta forma com o eixo das abscissas se aproximard
de 90° (sendo ainda agudo); e quando p > 0 e estiver “perto” de zero,
o angulo se aproximard de 0°. Quando p = 0 a reta coincidird com o
eixo das abcissas, e quando p < 0 e estiver “perto” de zero o referido
angulo estara perto de 180°, ja quando p estiver “perto” de —5 o angulo
se aproximard de 90° (sendo ainda obtuso). Vale relembrar seus alunos
que e que p = tana e que « é o angulo que a reta forma com o eixo x
(sempre no sentido trigonométrico), além disso:

[eN

Sep>0=tana > 0 = « € I quadrante (pois 0° < o < 180°) = «
agudo = a reta é crescente.

[©N

Se p < 0= tana < 0 = « € II quadrante (pois 0° < a < 180°) = «
obtuso = a reta é decrescente.

2.3) Retorne para p = 1, agora vamos variar q, pergunte a seus
alunos “Por que a variagdo de q ocorre o mesmo que ocorreu em r? A
resposta é por que f(z) = p(z+¢)"+r = 1.(x+¢)' +0 = 2+ q. Note que
se colocarmos q = 1,5 e r = 0,5 a reta intersectara o eixo das ordenadas
no ponto (0,2).

Colocar n = 2, e mantenha p = 1, ¢ = r = 0. Com isso teremos a pardbola
f(x) = x2
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3.1) Inicialmente variamos r, com isso a pardbola ird “subir” se r > 0
ou “descer” se r < 0. Relembre seus alunos que neste caso estamos tra-
balhando com a funcio f(x) = x2 +r e que r nada mais é que o termo
independente, ou seja, indica onde a pardbola intersecta do eixo das orde-
nadas.

3.2) Retorne para r = 0 e agora variamos g, atente seus alunos que
se escolhermos q > 0 a pardbola desloca-se para a “esquerda” e se esco-
lhermos q < 0 a parabola descola-se para “direita”, isso se deve ao fato da
fungao f(z) =p(x +q)" +r=1.(z +¢q)?> + 0 = (z + ¢)?, onde q é o valor
acrescido em todos os valores de x dos pontos que satisfazem a funcao e

no caso de f(x) == (z + ¢)?, q representa a raiz dessa funcio quadratica
cujo A = 0.

3.3) Vamos agora variar q e r juntos, atente para o fato que o ponto
V = (—q,r) representa o vértice da parébola, e a fungdo quadrética apesar
de apresentada da forma f(z) = ax?+bx+c também pode ser apresentada
na sua forma canénica f(z) = p(z + ¢)> + r. Observe a equivaléncia:
f(x) = p(x+q)*+r = p(x®+2qr+q)+r = pr?+2pgr+pg+r, comparando
com f(z) = ax2+bx+c, temos que a = p;b=pgec :pq2—|—r, com a # 0.

Por outro lado:

az? + bx + ¢ = a[z? ax+£}?a[€2+2.%x+%—%+g]
2@)2_ ab“+4a c}:a[(

az? + br + ¢ = al(z + o o
ax2+bx+c:a[(x—%)2+%]
Comparando com f(z) = p(z+¢)? 4+, temos que a = p; % =qe % =
%:(I@b:?Pqeﬁ=7”z>4ac—b2=4ar:>4pc:(qu)2_|_4pr:>
pc=p*¢> +pr=c=pg®+r.

2
b)Q + a(4dac—b )}

T = 54 4a?
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Portanto —q é a coordenada x do vértice da parabola e r é a coordenada
y, Ou seja:

b A
V= (xV’yV) = (_%’ _E) = (_q’T)

3.4) Retornamos os valores r = 0 e ¢ = 0 e agora variamos p, com
isso a concavidade da pardbola “fecha” quando p > 0 e estiver “perto”
de 5 e se “abre” quando p > 0 estiver “perto” de zero. Quando p =
0 a parabola vira uma reta que coincidird com o eixo das abcissas, pois
fl) =plz+¢?+r=0x+0)2?+0= f(z) =0. Quando p<O0 e
estiver “perto” de zero a concavidade ficard “aberta”, porém no sentido
contrario, ja quando p estiver “perto” de —5 a concavidade estard mais
“fechada”. Vale relembrar seus alunos que p = a, logo se p > 0 a con-
cavidade estara voltada para cima e quando p < 0 a concavidade estard
voltada para baixo.

3.5) Vale agora variar p, q e r. Como exemplo, escolhap =2,q=—3
er = —2, logo teremos:

flx) =2(x —3)2 -2

Note que o vértice é o ponto V = (3, —2) e podemos calcular as raizes da
seguinte maneira:

20 —3)? —2=
2(r —3)2 =2
(x—3)2=1
r—3=+V1

r=3+1
S ={4,2}

Observe a solugao apresentada no grafico.

Al D3 Bt Crigaakbel Opsled Pemimicbio JAiveid Speld

B[RS (o) (P NN 1 1 P,

e de dgeres (1G] |seneta e vrimamincien o]
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4) Coloque n = 3, e mantenha p=1,q =r = 0. Com isso teremos a curva
f(x) =x3

4.1) Inicialmente variamos r, com isso a curva ird “subir” se r > 0 ou
“descer” se r < 0.

4.2) Retorne para r = 0 e agora variamos q, atente seus alunos que se
escolhermos q > 0 a curva desloca-se para a “esquerda” e se escolhermos
q < 0 a curva descola-se para “direita”, isso se deve ao fato da fungao
f@)=plx+q)"+r=1.(x+q)>+0= (z+q)3, onde q é o valor acrescido
em todos os valores de x dos pontos que satisfazem a fungao e no caso de
f(x) = (x + q)3, q representa a raiz dessa curva.

4.3) Retornamos os valores r = 0 e q = 0 e agora variamos p, com isso
a concavidade da curva “fecha” quando p > 0 e estiver “perto” de 5 e se
“abre” quando p estiver “perto” de zero. Quando p = 0 a curva vira uma
reta que coincidird com o eixo das abcissas, pois f(z) = p(x +q)3 +r =
0.(z+0)®+0 = f(z) = 0. Quando p < 0 e estiver “perto” de zero a con-
cavidade ficara “aberta”, porém no sentido contrério, ja quando p estiver
“perto” de —5 a concavidade estard mais “fechada”. Vale fazer com que
os alunos notem que, quando p muda de sinal a curva “muda de sentido”,
ou seja se p > 0 a parte do grafico a direita do eixo das ordenadas esta
com concavidade virada para cima e a parte a esquerda esta com a con-
cavidade virada para baixo, e quando p < 0 a parte da direita fica para
baixo e a da esquerda fica para cima.

4.4) Vamos agora variar ¢ e r juntos, atente para o fato que o ponto
(—q,r) representa o “local” onde hd mudanca de concavidade da curva.
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Este ponto é chamado de PONTO DE INFLEXAO.

Notem que o ponto (3,—2) é o ponto de inflexao da curva. Segundo
[7], segue a defini¢ao, apresentada na Unidade 14.

"Um ponto P no grafico de uma funcao f(z) é chamado de

ponto de inflexdo se f é continua em P e hd uma mudanca de
concavidade do grafico de f no ponto P.”

4.5) Vale agora variar p,q er. A nivel de exemplo escolhap = 2,q = —3
er = —2, logo teremos:

flz)=2(z+3)% -2

= Oty

[wganderten
S} =2 (-2

T 4 & 4

I L]

5) Repitam o mesmo procedimento para n =4 e n = 5. Faga com que os
alunos percebam que:

5.1)Para todo r > 0,f(x) +r faz o grafico “subir” e f(x)-r faz o
grafico “descer”.

5.2)Paratodo q > 0, f(x + q) faz o gréfico “ir para esquerda” e f(x—q)
faz o gréfico “ir para direita”.

5.3)Qualquer alteracdo em p faz com que p.f(x) altere as concavi-
dades dos gréficos e muda os sentidos caso mudemos os sinais de p.

5.4)Portanto, f(x) + r;f(x)-r;f(x + q) e f(x—q) s@o translagdes no

gréfico de f, ou seja transformagoes lineares; e que p.f(x) alteram o for-
mato do grafico, logo sao transformagoes nao-lineares.
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5.5)Faca-os notar a diferenca entre fungdes pares e impares, com-
parando seus graficos a suas definigoes: f: R — R é par se é da forma
f(x) =f(—x) e é {fmpar se f(x) = —f(—x)., para obtengdo de exemplos
veja [20] pag 224.

Funcoes fmpares

f(x) = 2x f(x) = 2¢° f(x) =2x°

f(x) = 2/x f(x) = 2/x3 f(x) = 2/x°

1 [} s
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Funcoes Pares

f(x)=0

f(x) = x*

flx) = x*

f(x) = 1/x*

f(x) = 1/x*

6) Iniciaremos o estudo de n < 0, coloque n = —1, e mantenhap =1,q =r = 0.
Com isso teremos a curva f(x) = p(x+q)" +r=1(x+0)"! +0=x"
ou seja a funcdo f : R* — R definida por f(x) = L.
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6.1) Confirme as translagoes vistas nos exemplos anteriores variando
qer.

6.2) Confirme as alteragoes de concavidade vistas nos exemplos ante-
riores variando p.

6.3) Retorne para os valores n=—-1,p=1e q=r=0. Faga as
seguintes perguntas a turma:

6.3.1) O que acontece com os valores da funcdo (y = f(x)) quando x
é positivo e muito grande?

Resposta: Os valores de y se aprorimam de zero.

6.3.2)O que acontece com os valores da funcao (y = f(x)) quando x
é positivo e muito pequeno, ou seja, estd muito préximo de zero?

Resposta: Os valores de y se aproximam de valores muito grandes.

6.3.3) O que acontece com os valores da funcao (y = f(x)) quando
x é negativo e estd muito proximo de zero? Acontece o mesmo que na
pergunta anterior?

Resposta: Os valores de y se aproximam de valores negativos muito afas-
tados de zero. Ndao, pois na pergunta anterior y assumird valores cada vez
maiores, ou seja (y — +00) e agora assume valores cada vez menores, ou
seja (y — —00).

6.3.4) O que acontece com os valores da funcao (y = f(x)) quando x
é negativo e estd muito longe de zero? Acontece o mesmo que na primeira
anterior?
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Resposta: Os valores de y se aproximam de zero. Sim.

6.3.5) Quando x vai para o infinito a funcéo vai para zero, mas exis-
te algum valor “um pouquinho” maior que zero que a fung@o nao possa
assumir?

Resposta: Nao.

6.3.6) Quando x é positivo e estd préximo de zero, existe algum
nimero no eixo das ordenadas que seja o valor maximo que essa fungao
pode assumir?

Resposta: Nao. Caro professor, caso sinta necessidade, vale apena fazer
uma andlise numérica, com o proprio geogebra, ou com um modelo criado
no excel.

6.3.7) Essa funcao corta os eixos coordenados?

Resposta: Nao. Pois 1/x nunca serd igual a zero devido ao fato que ndio
ezxiste nenhum ndmero que divida 1 em 0 partes, e por outro lado fazendo
x = 0 teremos o nimero 1/0 que ndo existe, pois zero ndo divide nenhum
numero.

6.4) Usaremos agora os valores q = —3 e r = 2. Representada por
fl@) =5 +2

6.4.1) O que acontece com os valores da funcao (y = f(x)) quando x
é positivo e muito grande?

Resposta: Os valores de y se aproximam de 2.

6.4.2) O que acontece com os valores da funcdo (y = f(x)) quando
x > 3 e assume valores muito préximo de 37

Resposta: Os valores de y se aproximam de valores muito grandes.

6.4.3) O que acontece com os valores da funcdo (y = f(x)) quando
x < 3 e estd muito proximo de 37 Acontece o mesmo que na pergunta
anterior?

Resposta: Os wvalores de y se aproximam de valores negativos muito afas-
tados de zero. Nao, pois na perqunta anterior y assumird valores cada vez
maiores, ou seja (y — +00) e agora assume valores cada vez menores, ou
seja (y = —00).

6.4.4) O que acontece com os valores da funcdo (y = f(x)) quando
X < 3 e estda muito longe de 37 Acontece o mesmo que na pergunta 6.4.17
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Resposta: Os valores de y se aproximam de 2. Sim.

6.4.5) Quando x vai para 400, ou seja, assume valores cada vez
maiores, a funcao vai para 2, mas existe algum valor “um pouquinho”
maior que 2 que a fungao nao possa assumir?

Resposta: Nao

6.4.6) Quando x > 3 e estd préoximo de 3, existe algum nimero no
eixo das ordenadas que seja o valor maximo que essa fungao pode assumir?

Resposta: Nao.

6.4.7) Essa funcao corta a reta y = 27
Resposta: Nao, pois estamos trabalhando com a fung¢do:

f(x)=px+q)"+r=1(x—3)"1+2, ouseja, f : R — {3} = R, definida
por f(x) = 5 + 2 e para que £(x) = 2, teremos 0, o que jd vimos

xX— x—3
que € impossivel.

6.4.8) Essa funcao corta a reta x = 37
Resposta: Nao, pois estamos trabalhando com a fungdo: f(x) = L5+ 2
e para x = 3 a funcdo ndo estd definida.

Caro professor, caso haja necessidade trace as assintotas da seguinte forma:

Digite na caixa de entrada o geogebra (x = 3 < entrer > ey = 2 < enter >)

3 pet = Onjetas Lires

3q-3 5 axe3
)

Obietos Dependentes
5 Hx) =1 (x—3)

= Objetos Dependentes
3 ) =1 (x-3)

e

Enrsta %3

Entrada y2 |

T R = —

7.1 Novas Nomenclaturas e Simbologia

e Defina com seus alunos o conceito de assintota e faga com que eles notem
que no exemplo 6.3 ¢ 6.4 (y = 0 e y = 2 sdo assintotas horizontais) e
(x =0 e x = 2 sdo assintotas verticais). Caro professor, para obter uma
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defini¢ao, exemplos e/ou formalizagdo do conceito de assintota veja em
[7] Unidade 4

e Nesse momento, aproveitaremos a sequéncia didatica do prof. Luiz Amorim
Goulart 4 no intuito de expandirmos o simbologismo que envolve o con-
ceito de limite.

1) Quando dizemos que um valor x > 0 assume valores cada vez
maiores, diremos daqui em diante que x tende a +o0o e representaremos
por x — +o0.

2) Quando dizemos que um valor x é negativo e assume valores muito
afastados de zero, diremos daqui em diante que x tende a —oo e repre-
sentaremos por x — —oo.

3) Quando dizemos que x é positivo e estd muito préximo de zero,
diremos daqui em diante que x tende a zero pela direita e representaremos
por x — 0T,

4) Analogamente quando dizemos que x > 3 e assume valores muito
préximo de 3, diremos daqui em diante que x tende a 3 pela direita e
representaremos por x — 3T,

5) Quando dizemos que x é negativo e estd muito préximo de zero, di-
remos daqui em diante que x tende a zero pela esquerda e representaremos
por x — 0.

6) Analogamente quando dizemos que x < 3 e assume valores muito
préximo de 3, diremos daqui em diante que x tende a 3 pela esquerda e
representaremos por x — 3.

4A obra encontra-se em [10]
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As perguntas e respostas associadas as suas equivaléncias
simbdlicas:

6.4.1) O que acontece com os valores da lim +2=2
funcdo (y = f(x)) quando x é positivo e poreo

muito grande?

Resposta: Os valores de y se aproximam de

2.

+2=+4

6.4.2) O que acontece com os valores da | lim
funcdo (y = f(x)) quando x > 3 e assume | "3 T
valores muito préximo de 37

Resposta: Os valores de y se aprozimam de
valores muito grandes.

6.4.3) O que acontece com os valores da | lim +2=-
funcdo (y = f(x)) quando x <3 e estd | “7% T

muito préximo de 37 Acontece o mesmo
que na pergunta anterior?

Resposta: Os wvalores de y se aprozimam
de walores negativos muito afastados de
zero. Nao, pois na pergunta anterior y as-
sumird valores cada vez maiores, ou seja
(y — +00) e agora assume valores cada vez

menores, ou seja (y — —o0).

6.4.4) O que acontece com os valores da lim ! +2=2
funcio (y =f(x)) quando x <3 e estsd | L7 3

muito longe de 37 Acontece o mesmo que
na pergunta 6.4.17

Resposta: Os valores de y se aproximam de
2. Sim.

7) Coloque n = —2, e mantenha p=1,q=r =0.

Peca para que seus alunos respondam as seguintes perguntas ob-
servando o grafico.
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Perguntas | Respostas para o professor
lim — =7 lim — =
Tr——+00 aj2 r— 400 ;CQ
lim — =7 lim — =0
T——00 I T——00 I
1
lim — =7 lim — = +o00
z—0t T z—0t T
lim — =7 lim — = +o0
z—=0- T z—=0- T
7.1) Agora vamos variar q e r , colocandoq=2er = —5
Perguntas Respostas para o professor
a)Essa funcdo possui assintotas verticais? | R: Sim; Sim; x = —2 (assintota vertical) e
E horizontais? Caso afirmativo quem sao? | y = —5 (assintota horizontal)
b) i —5=7 li —-5=-5
L—1>r-|1-100 (x +2)2 »L—Eir-loo (x +2)?
1 1
1 1
d) lim ———— —5=" —5=
) o2t (x +2)2 a2t (x + 2)2 oo
) i L L 54
e) lim ———= —5 =7 —5 =400
r—2~ (I + 2)2 r—2~ (1’ + 2)2

8) Coloque n = —3, e mantenha p=1,q=r = 0.

Peca para que seus alunos respondam as seguintes perguntas

observando o grafico.

Perguntas Respostas para o professor
a)Essa funcdo possui assintotas verticais? | R: Sim; Sim; x = 0 (assintota vertical) e
E horizontais? Caso afirmativo quem sao? | y =0 (assintota horizontal)
1 1
b) lim — =7 lim — =0
r——400 I x——4o0 I
1 1
1. - :7 l. —_— =
) A o3 P12 55 = O
1
d) lim — =? lim —3 = +oo
z—0t I z—0t T
e) lim =7 lim — = -
) z—0~ Q]‘g z—0— ]}3
8.1) Vamos variar q e r , colocandoq=—-1ler =4
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Peca para que seus alunos respondam as seguintes perguntas
observando o grafico.

Perguntas Respostas para o professor
a)Essa funcdo possui assintotas verticais? | R: Sim; Sim; x = 1 (assintota vertical) e
E horizontais? Caso afirmativo quem sao? | y =4 (assintota horizontal)
b)rgrfmﬁ+4:? $Er&oﬁ+4:4
c)  tim (z—1)3+4:? LN @_ip T4
D A @17 L R (m—11)3+4:+°°
e)xl_iglim—l-llz? xl_i}r?im—kllz—oo

9) Repita o mesmo procedimento paran = —4 e n = —5. Elabore perguntas,

deixe que eles formulem outras ao apresentar esses graficos.

8 Parte 2.1 - QUIZ Interativo - Fungoes Polino-
miais
AULA 2

Propomos nesse momento que o professor inicie a Parte 2.1 Aplicando
o QUIZ interativo. Recomendamos que o professor estude anteriormente o
conteido das questoes contidas no QUIZ, para que ele se aproprie das explicagoes
dadas a cada questao pela prépria apresentacao, e caso sinta necessidade faca
as alteragoes necessérias.

8.1 Procedimentos Operacionais

Passo 1: Divida a turma em grupos de 3 a 5 alunos, distrubua para cada grupo
as quatro cartelas: 7A” ; "B” ; 7C” e "D”. Explique para os grupos como serd
o procedimento durante o QUIZ, caso sinta necessidade estabelaga regras.Abra
o arquivo ” Alteragoes no grafico 21.ppt” (LINK: Alteragoes no grafico 21.ppt)
e inicie a apresentagao.

Passo 2: Passe direto para primeita questao, estipule um tempo entre 2 a
5 minutos para que eles discutam e cheguem num concenso de resposta.

Passo 3: Anuncie o fim do tempo, pecam para que eles levantem as cartelas
com a opgao escolhida, anote as respostas de cada grupo, mostre a opgao correta

73


http://www.4shared.com/office/XdVZffZD/Alteraes_no_grfico_21.html

na apresentacao.
Passo 4: Comente o gabarito da questao com o auxilio do apresentagao.
Repita os passos 2, 3 e 4 para cada quest@o. Ao final anuncie o grupo vence-

dor e caso haja tempo peca para que eles verbalizem suas impressoes sobre a
aula.

8.2 Telas da apresentagao contidas no arquivo ” Alteragoes
no grafico 21.ppt”

AA
AQUIZA
AAAA

Uma proposta diferente de aula

PROFMAT

74



1) Dada a fungdo: f(x)=-2(x-120)* +284

Qual grafico abaixo melhor representaa fungdo acima, onde
as linhas pontilhadas sdo suas assintotas?

(A) (B) (€) (D)

uuuuu

) 150 150 200
[] =200
FT I o % ) CRE] -8004

()



RESPOSTA LETRA:
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Ao observar fungdo: f(x)=-—

Eliminamos (B)

Eliminamos (C)

Gabarito(A)

A

De concavidade
para baixo

X, =120
Ou translade a
funcdo f(x) = —2x?
120 unidades para
esquerda

(s

2(x ~120)? +284

Trata-se de uma
parabola|

yy = 284
Ou translade a
funcdo f(x) = —2x?
284 unidades para
cima



|
2) Dada a funcdo: J(¥)= WJJ

Qual grafico abaixo melhor representa a funcao acima, onde
as linhas pontilhadas sdo suas assintotas?

(A) (B) (C) (D)

8



RESPOSTA LETRA:
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1
Observe o grafico da a fungdo: f(x) = ——=+2

(E=3)

T % 5 2 32 a Jorv I} 4% s 7 8 8 t0n oz

As assintotassdo asretas(x=3) e (y=2)
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Observe o grafico da a fungao: f(x)= %+2
X

A funcdo “sobe” duas unidades.
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Observe o grafico da a fungao: f(x)= %+2
X

Subtrairemos 3 unidades de x — f(x—3)
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1
Observe o grafico da a funcdo: f(x) = ——=+2

(x=3)’

8 -7 6 5 4 -3 -2 4 Jo1 213 4 % 6 7 8% 9 1011 121

A funcdo “vai para direita” 3 unidades
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1
Observe o grafico da a fungdo: f(x¥)=——=+2

(x-3)

As assintotas sdo asretas(x=3) e (y =2)
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3) Observe a seguir o grafico da fungao f:R—R

3
B
2
D E
'
]
5 3 3 3 i CRL] 3 3 3 H\/A 3
h

Observe a seguir o grafico da fungao g:R—>R

85

Observando os dois
graficos, podemos
afirmar que g(x) é
igual a:

(A) f(x+1)-2

(B) f(x-2)+1

(C) f(x+2)+1

(D) f(x+2)-1



RESPOSTA LETRA:
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Observe o grafico da a fungao f se transformou na
funcao g apos ter:  Trans1adado 1 unidade “para cima” e

B

duas para “esquerda”.
Basta observar as

f coordenadasde dois
‘ pontos:
C

¢=(0,-1) =(0-2, -1 + 1)=

1

/\D

3 3 2~ o A
b

\/ (_2’0): Cg

\/ Co Com isso:
; g(x)=f(x+2)+1
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4) Observe a seguir o grafico da funcao f.

Sabendo que as retas y=-4 e x=-3 pontilhadas sao as assintotas do
grafico, podemos afirmar que f estd definida por:

10 4

1 —
(x+3)’

8

(A) f(0)=

T T T T T T
110 @ 8 -7 B8 5 .4

. g s |
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RESPOSTA LETRA:
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Observe o grafico da funcao f:R—R

A fungdo original s6 pode ser do tipo: g(x):iz ou h(x):%
X X

Com isso: . "
Pois ambas sdo

1 funcdes pares

Eliminamos (A) f(x)= P

ot 1
Ellmlnamos(B)f(x)me

Fazendo afungdes g descer4 unidadese
transladar 3 para esquerda, concluimos que:

T T T T T
1.0 @ 8 7 B8 5 4.

Gabarito é (C) 1
IO 3y
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5) Observe o grafico da f(x)= 1 )
funcao f definida por: (x—35)
Qual das respostas a seguir é FALSA?

(A) lim /(x) = 1o :
(B) lim f(x)=2 A
(C) lim f(x)=2 —‘“ﬁ IIIIIIIII
(D) lim f(x) =+
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RESPOSTA LETRA:
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Observe o grafico da fungao
f definida por:
Analisaremos as alternativas

: _ Quando x se aproxima de 5 pela
(A) J}H?* o= direita a fungdo vai para +o.

1 Quand t tid
(B) }ﬂf(x)zz uando x aumenta no sentido

positivo a fungdo se aproximade 2,
poisy=2 é assintota horizontal.

(C) 11mf(x):2 Quandpxdimingi nosenFido

negativo a funcao tambhém
se aproximade 2, pelo

J(x)=

1

(x—5)

+2

mesmo motivo.

(D) ]]]]1 f(x) 400 Javimos no item A, que x se aproxima

de 5 pela direita a fum;ao vaipara +o.

Logo a alternativa falsa é (D)
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6) Grafico da funcio f definida por:/(x)=(x—2)’ +3

Qual das respostas a seguir é verdadeira?

(A) lim(x-2)* +3=+0 e lim(x-2)*+3=-w

X——C

(B) lim(x-2)’ +3=-0 e lim(x—2)’+3=+w

X—>—0

(C)ygy(x—z)3 +3=3 e y]j_{{lm(x—2)3 +3=3

(D) tim (x-2)’+3=2 e lim(x-2)’+3=2
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RESPOSTA LETRA:
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Grafico da funcdo: S (x)=(x—2)°+3

96

Ao aumentarmos o
valor de x, o valor
de f(x)=y também

aumenta.



Grafico da funcdo: f(x)=(x—2)"+3

97

Ao diminuirmos o
valor de x, o valor
de f(x)=y também

diminui.



Grafico da fungdo: f(x)=(x—2)’+3

o Ao diminuirmos o
valor de x, o valor
de f(x)=y também

2 diminui.

T< o
et
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7) De acordo com o grafico da funcao f abaixo, analise as sentencgas:

(1) A fun¢do tem valor de maximo entre -4 e -6
(2) B pt)= S 160
(3) A fungao tem dois pontos de inflexdao

(4) A fungao assume seu valor minimo no
intervalo [-2,0]

1
A

Podemosafirmar que:

(A) (1-V);(2-F); 3-Fe(d-V)
(B) (1-F);(2-V);(3-V)e(4-V)
(C) (1-F);(2-V); 3-Fe(d-V)
(D) (@-V);(2-V);(3-V)e(a-V)
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RESPOSTA LETRA:
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7) Analisando individualmente
(1) A funcdo tem valor de maximo entre -4 e -6

Falso: O valor € minimo e ndo maximo

(2) Iim f(x)= hm f(x)
X—>to0 X—»——0
Verdadeiro: em suas extremidades a funcao f
aumenta seus valores infinitamente. '

(3) A fungdo tem dois pontos de inflexdo

Verdadeiro: Atencdo, nao confundacom os pontos .
em vermelho 1l

(4) A fungao assume seu valor minimo no intervalo [-2,0]
Verdadeiro: Olhe para os valores de x 3

— A B Hett—m—

(B) (1-F);(2-V);(3-V)e(4-V)
(C) (1=F);(2-V);(3-F)e(4-V)

—Dy VRV B et —
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8) Dada a fungdo f:R-{34} >R definida por: f(x)= 21

+
(x —34)°

Responda as perguntas a seguir:

(1) lim fGo=_ (3) tm =
(2) fim fe=" (4) lim f(x)=

As respostas sao, respectivamente:

(A) (1:+00);(2:21);(3:—o0)e (4: 21)
(B) (1:—0);(2:21); (3 : +x)e (4: 21)
(C) (1:21);(2:+x);(3:21) e (4: —0)

(C) (1:-21); (2:—w0); (3 : —0)e (4: 21)
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RESPOSTA LETRA:
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f(x)=

1

— 121
(x-34y

(1) lim f@)=_*

Observe as setas

(2) lmfe=_ 1

Observe as setas

(3) tim fx)=_ o

>34

Observe as setas

[0 p—
(=)= G _3”,1-21

(4) lim f)-_ 2

Basta notar que y=21 é assintota horizontal

Gabarito: (1:+00);(2:21); (3 :—0)e (4: 21)
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9) Responda as questdes preenchendo os espagos

1 . B
(1) .}L?-F_i (3) xli%}x?:

.1
(2) im == (4) ]im“

As respostas sao, respectivamente:

(A) (1: +0);(2:100); (3 : —0) e (4: 43)
(B) (1:-0);(2:0);(3:+c0)e (4:0)
(C) (1:0);(2:+x);(3:0)e (4: —x)

(D) (1:+);(2:0);(3:—0)e(4:0)
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RESPOSTA LETRA:
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.1 1
(1) tim— = +w
>0 x36
Sao fungoes pares, tem o
mesmo comportamento
de 1
s 1 0 x?
(2) hm e =

Sao fungdes impares,
tem o0 mesmo
comportamentode i

(4) 4m 2. ® 4
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10) Seja f:R-{4} >R, uma funcdo que tem as seguintes caracteristicas:

1) E funcdo impar
2) Possui assintota vertical x = 4 e assintota horizontal y =3

3) As concavidades tém mesma “amplitude” da fung¢do o(x) = %
X

Podemos afirmar que f é definida por:

(A) g(x):x—¥+3
2

(x74)3

(C) g®=— -3

x+4
2

(x+ 4)3

+3

(B) g(x) =

3

(D) &)=
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RESPOSTA LETRA:
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Sejaf:R-{4}>R, uma fung¢do que tem as seguintes caracteristicas:
1) E funcéo impar Entdo os expoentes de x sdao impares

2) Possui assintota vertical x = 4 e assintota horizontaly =3

Portanto possui x no denominador e foi transladada 4 unidades para direita e 3 unidades
para cima, logo é da forma : f(x-4) +3, portanto as op¢des sdo:

f@=+2-143

(x-ay

2
3) As concavidades tém mesma “amplitude” da fungdo 2(x)= e}

Para que as concavidades tenham a mesma amplitude de g, a funcao f tem
queterp=2e n=3

2
GABARITO: f(x)= m+3
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9 Parte 1.2 -Funcgoes Trigonométricas
AULA 3

Prezado professor, sugerimos agora, um trabalho voltado para fungoes trigonométricas,
essa parte do material foi inspirada no trabalho apresentado pelo prof. Claudio
Silveira de Souza no curso de Recursos Computacionais, e recomendamos a
leitura do capitulo 4 da obra [18].

Anteriormente trabalhamos as transformacoes do plano sob a 6tica das fungoes
polinomias, quando abordamos os mesmos aspectos nas fungoes trigonométricas
do tipo f(z) = c.sen(ax+b)+d ; f(x) = c.cos(ax+b)+d e f(x) = c.tg(ax+b)+d,
observamos que b faz o papel de q e d faz o papel de r. Continuando a com-
paragao entre as fungoes trigonométricas citadas e a familia de fungoes poli-
nomiais do tipo f(x) = p(x + q)™ + r vemos que no caso de ¢ e a ndo temos
quaisquer associagoes com os parametros p e n das fungoes polinomiais.

Com o intiito de ndo sermos repetitivos, recomendamos que o leitor apro-
funde as conclusoes sobre os parametros b e d, e focaremos para as diferencas
encontradas nos parametros c e a.

9.1 Procedimentos Operacionais - Parte 1.2

Passo 1: Abra o arquivo ” Alteragoes no grafico do seno.ggb” (LINK:Alteracoes
no grafico do seno.ggh), note que a = ¢ =1e que b = d = 0, ou seja, f(z) =
c.sen(ax +b)+d= f(x) =1l.sen(l.x +0) + 0 — f(z) = senx.

1.1) Faca com que d varie aponte as translagoes verticais para seus alunos,
comparando com a variagao de r nas funcoes polinomiais da ”parte 1.17;

1.2) Faga com que b varie aponte as translagoes horizontais para seus alunos,
comparando com a variacdo de r nas funcoes polinomiais da ”parte 1.17;

1.3) Faga com que a varie, aponte que a variagdo ocorre apenas no comprimento
da onda, pois se a estd préximo de zero o comprimento da onda aumenta,
e quando a se afasta de zero, seja qual for o sentido, o comprimento da
onda diminus.

1.4) Faga com que c varie, aponte que a variagdo ocorre apenas na amplitude,
pois se ¢ esta proximo de zero a amplitude diminui, e quando ¢ se afasta
de zero, seja qual for o sentido, a amplitude aumenta.

Passo 2: Caro professor aproveite o arquivo no Geogebra e elabore algu-
mas perguntas especificas sobre a funcao seno para sua turma, seguem algumas
sugestoes:

2.1) Colocando a =c¢=1e b=d = 0 obtemos a fungao f(z) = senx, qual é a
imagem dessa fungao?

Resposta: Im(f) = [—1,1]
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2.2)

2.3)

2.4)

2.5)

2.6)

2.7)

2.8)

2.9)

Se colocarmos ¢ = 3 obtemos a fungdo f(z) = 3senx, qual é a imagem
dessa nova funcao?

Resposta: Im(f) = [—3,3]
Ainda com ¢ = 3 e a fungdo f(z) = 3senx, podemos afirmar que y = —3
e y = 3 sao assintotas horizontais da funcao 7

Resposta: Nao, pois a fun¢do assume esses valores, por exemplo, quando

_x _ 3
T=5 oux =3,

Ainda com ¢ = 3 alteramos agora a = 2 obtendo a fungéo f(x) = 3sen2x,
podemos afirmar que a imagem dessa nova funcao é a mesma da anterior?

Resposta: Sim, pois a funcdo apenas encurtou seu comprimento de onda,
ou periodo.

Qual o periodo da funcéo f(z) = 3sen2z?

Resposta: De [0, kr], com k € Z*.

Alterando d = —2 obtemos a fungdo f(z) = 3sen(2z) — 2. O periodo
mudou? E imagem?

Resposta: O perido continua o mesmo, jd a imagem mudou para Im(f) =
[—5,1], pois a fungdo "desceu 2 unidades”

Alterando agora b = 5 obtemos a fungdo f(z) = 3sen(2z +5) —2. O
periodo mudou? E imagem?

Resposta: A imagem continua a mesma do item anterior, jd o periodo

5 5 - ] 5 .
mudou para [—5, ™ — 5], pois a fungdo "deslocou-se 5 unidades para a es-

querda”, ou seja, todos os pontos da funcao tiveram seus valores subtraidos
de 3
5

Retorne para fungio f(z) = senx alterando a =c=1e que b=d = 0.
Quantos pontos de inflexdo a fungdo tem no intervalo de [—1, 7]?
Resposta: Possui 8 pontos de inflexdo, sao eles (0,0); (m,0)e(2m, 0).

Se alterarmos a = 4 obtemos a fungéo f(x) = sendz. Quantos pontos de
inflexdo a nova funcdo tem no intervalo de [—1,7]?

Resposta: Possui 10 pontos de inflexdo, veja na figura a sequir.
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Passo 3: Abra o arquivo ”Alteragoes no gréfico do cosseno.ggh” (LINK:
Alteragoes no grafico do cosseno.ggb), note que a =c=1e que b =d = 0, ou
seja, f(x) = c.cos(ax +b) +d = f(z) = l.cos(l.x +0) + 0 — f(z) = cosz.

Repita com a turma todos os subitens dos passos 1 e 2, utilizando a fungao
cossseno. Cuidado que algumas respostas irao se alterar, especialmente as que
abordam o periodo.

Passo 4: Abra o arquivo ” Alteragoes no grafico do tangente.ggh” (LINK:
Alteragoes no grafico do tangente.ggh), note que a =c=1e que b=d =0, ou
seja, f(x) =ctglax +b)+d= f(z) =1tg(l.x +0)+ 0 — f(z) = tgx.

4.1) Faga com que d varie aponte as translagbes verticais para seus alunos,
comparando com a variagao de r nas fungoes polinomiais da ”parte 1.17;

4.2) Faga com que b varie aponte as translagdes horizontais para seus alunos,
comparando com a variagao de r nas funcoes polinomiais da ”parte 1.17;

4.3) Faga com que a varie, aponte que a variacdo ocorre apenas no periodo,
pois se a estd préximo de zero o periodo aumenta, e quando a se afasta
de zero, seja qual for o sentido, o periodo diminui.

4.4) Faga com que c varie, aponte que a variagdo ocorre apenas nas concavi-
dades, pois se ¢ estd proximo de zero as concavidades aumentam, e quando
c se afasta de zero, seja qual for o sentido, as concavidades diminuem, note
que se ¢ = 0 temos a reta y = 0 pois f(z) = 0.tg(l.x +0) 4+ 0= 0.tgz =0
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Passo 2: Caro professor aproveite o arquivo no Geogebra e elabore algumas
perguntas especificas sobre a funcao tangete para sua turma, seguem algumas
sugestoes:

2.1) Colocando a =c¢=1e b= d = 0 obtemos a fun¢io f(z) = tgx, qual é a
imagem dessa fun¢ao? E o dominio?

Resposta: Im(f) =R ; Dom(f) =R — {£%} ; onde k € Z*

2.2) Se colocarmos ¢ = 3 obtemos a fungao f(z) = 3tgz, qual é o dominio
dessa nova fungao?

Resposta: O mesmo do item anterior

2.3) Ainda com ¢ = 3 e a funcdo f(x) = 3tgx, podemos afirmar que z = 5 ¢é
uma assintota vertical da funcao {7

Resposta: Sim, pois a fung¢ao nuca assumird um valor real quando v = 5

pois sabemos que ndo existe a tg(%)

2.4) Observando o grafico responda qual o valor de hm+ tgx? Ede lim tgx?
=5 =5~

Resposta: lim tgr = +o0 e lim tgr = —o0 .
z—5+ z—5 -

2.5) Colocando ¢ = 3 e a = 2, responda: qual o periodo da fungao f(z) =
3tg2z?

Resposta: O periodo é [f%’r, %ﬂ, comk =1{1,3,5,..2n 4+ 1} onde n € N*.

2.6) Retornando a =c=1e b= d = 0 obtemos a fungao f(z) = tgx. Quantos
pontos de inflexdo e quantas assintotas verticais e horizontais a funcgao
tém no intervalo de [—4,4]?

Resposta: Trés pontos de inflexdo, sao eles: (—m,0) ; (0,0) e (7,0). Duas
us

asstntotas verticais, sio elas: * = —% e x = 5. E nenhuma assintota
horizontal.

10 Parte 2.2 - QUIZ Interativo - Fungoes Trigonométricas
AULA 4

Propomos nesse momento que o professor inicie a Parte 2.2 aplicando o se-
gundo QUIZ interativo. Recomendamos que o professor estude anteriormente o
conteido das questoes contidas no QUIZ, para que ele se aproprie das explicagoes
dadas a cada questao pela prépria apresentacao, e caso sinta necessidade faca
as alteragoes necessérias.
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10.1 Procedimentos Operacionais

Passo 1: Divida a turma em grupos de 3 a 5 alunos, distrubua para cada grupo
as quatro cartelas: 7A” ; "B” ; 7C” e "D”. Explique para os grupos como sers
o procedimento durante o QUIZ, caso sinta necessidade estabelaga regras.Abra
o arquivo " Alteragoes no gréfico 22.ppt” (LINK: Alteragoes no grafico 22.ppt)e
inicie a apresentagao.

Passo 2: Passe direto para primeita questao, estipule um tempo entre 2 a
5 minutos para que eles discutam e cheguem num concenso de resposta.

Passo 3: Anuncie o fim do tempo, pecam para que eles levantem as cartelas
com a opgao escolhida, anote as respostas de cada grupo, mostre a opgao correta
na apresentagao.

Passo 4: Comente o gabarito da questao com o auxilio do apresentacao.

Repita os passos 2, 3 e 4 para cada questao. Ao final anuncie o grupo vence-

dor e caso haja tempo peca para que eles verbalizem suas impressoes sobre a
aula.

10.2 Telas da apresentagao contidas no arquivo ” Alteragoes
no grafico 22.ppt”
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1) Tendo como base a func¢ao f:R—R definida por
f(x)=sen x.

Qual grafico abaixo melhor representaa fungdo f(x) = sen(x+3)—4?

(A) (B) (C) (D)

8
2
; /\4 \/—\
3 2 1 01 2 3 4 5 L] T a
2

117



RESPOSTA LETRA:
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1) Observemos o grafivo da fun¢ao f:R—>R

definida por f(x)=sen x.

Para se transformar na funcao:
f(x)=sen{x+3)—4?

A funcdo f(x) =sen x ; “desceu” 4 unidades.

Com isso eliminamos as opcdesBe C

(B) (C)

119

E transladou-se 3 unidades para
a esquerda, sem modificar seu
periodo e amplitude. Logo:

4

O gabarito é:

2 2 1 e 1 2 3 4 5 & 7T

(A)




2) Tendo como base a fun¢do f:R—R definida por f(x)=cos x,

e o seu grafico:

Qual grafico abaixo melhor

representaa funcao:

f{X)=3eosx?

ANVA

)_,/

[V

(B) /\/

120




RESPOSTA LETRA:
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2) Tendo como base a fungao f:R—R definida por f(x)=cos x,
e o seu grafico:

A funcdo: f(x)= 3cos x foi
obtida multiplicando todos o0s

valores de y por 3 da funcao Portanto a opcdo correta é a
f(x) = cos x. letra (C)

Ou seja a Unica alteracdo é na

amplitude da funcao cosseno. J . \/
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3) Tendo como base a func¢do f:R—R definida por: f(x) = 2cos(—x) +1
e o seu grafico:

™ f\
A T NS e A

Aimagem(Im) e periodo (p)dessa funcdo, sdo respectivamente:

(A) Imf()=[-13] e p=7 (€) Imf(x)=[027] e p=4

(B) Im f(x)=[-13] e p=27 (D) Imf(x)=[0,7] e p=4
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RESPOSTA LETRA:
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3) Tendo como base a funcdo f:R—R definida por: f(x) =2cos(—x) +1

e o seu grafico: : e .
5lx) = 2 com{=a) &1 I
d % / 1 Y ;
\ ~ T : \\ H "f- H 4: ¥ n\ H " JIIFJIJ.'

N

Aimagem(Im), sdo os valores de y=f(x) assumidos pela funcgao,
portanto: Im f(x) =[-13]

Ja o periodo pode ser visto pelos delimitadores a seguir: Ele se
repete um numerointeiro de vezes, portanto: p=27

Gabarito: (B)
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4) Tendo como base a fun¢do f:R—>R definida por:  f(x)=cos3x
e o seu grafico:

WANANVANVI\Y
VEAVARVARVELY

Quantos pontos de inflexdo a fun¢dao possui no intervalo de[0,27]?

(A) 8 (€) 6

(B) 7 (D) 5
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RESPOSTA LETRA:
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4) Tendo como base a fun¢do f:R—>R definida por:  f(x)=cos3x
e o seu grafico:

Basta observar os pontos onde as concavidades mudam de sentido.

6 pontos. Gabarito (C)
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5) Tendo como base a funcao f:R-{kn/2}—>R definida por
f(x)=tg X. (ondek é inteiro impar diferente de zero)

Qual grafico abaixo melhor representaa fungdo f(x)=1tg(x—2)+1?

(A) . \ \ (C)
j j j ) 4 / /
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RESPOSTA LETRA:
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5) Tendo como base a fungdo f:R-{krt/2}—>R definida por
f(x)=tg X. (ondek é inteiro impar diferente de zero)

Vamos fazer uma analise por eliminagdo: Jf(x)=tg(x-2)+1?

(A) A funcdo apresentadatem c<0.
: Pois as concavidades estao
invertidas, quando comparadas

com a funcdo f(x)=tg x.

(B)
: O sinal de ¢ bate pois ¢ > 0.
Porém os pontos de inflexao
A estao sobre o eixo X, o que nao

poderia ocorrer pois a funcao
procuradas sofreu uma
translacao “subindo” 1 unidade.
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5) Tendo como base a fungao f:R-{krt/2}—>R definida por
f(x)=tg X. (ondek é inteiroimpar diferente de zero)

(C)

Analisando:

(D)

4

2

n / /
o 1 2 3 4 L] L]

132

f(x)=te(x—2)+1?

A funcdo apresentadatem ¢ <0.
Pois as concavidades estao
invertidas, quando comparadas
com a funcdo f(x)=tg x.

Este é o gabarito, note que ao
compararmos com o grafico da
funcdo f(x)=tg x o grafico
apresentado apresenta um
deslocamento de 1 unidade
para cima e 2 unidades para
direita.



6) Responda as questdes preenchendo os espagos

o) (3) tmoig=
(2) ]J'Jsl’rl{l‘g(x—ﬁ): (4) HJ;+*i‘g(X*FT):

As respostas sdo, respectivamente:
(A) (1:+00);(2:+m); (3 :—m)e (4: —0)
(B) (1:—00); (2:+00); (3 : +o0) e (4: —o0)
(C) (1:+0);(2:+w); (3 :—m)e (4: +w)

(D) (1:-00);(2:—0); (3 : +0) e (4: —0)
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RESPOSTA LETRA:
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6) Responda as questdes preenchendo os espacos

2

(1) ]imitgx: + 00

x
>
2

fx)=tgx

(2) lm fglx—m)= ¥O

e /

A

AR
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6) Responda as questdes preenchendo os espacos

fx)=1gx

(3) Fnmem= 50

(4) ﬁl;;ifg(x—fr) =_+0©

-y
2

Gabarito (C)

(1:4m);(2:40);(3:—»)e (4:+m)
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Capitulo VI
Consideracoes Finais

Podemos afirmar que o ponto de partida para esse trabalho foram os altos
indices de evasao e reprovacgao nos cursos de Calculo; Durante a pesquisa ficou
claro que existem vérios fatores que contribuem para esse fato. A partir dessa
constatagao encontramos a oportunidade de elaborar metodologias que possam
reduzir esses indices. Metodologias essas que possivelmente deverao poder ser
aplicadas em turmas de 9° ano do ensino fundamental e de qualquer ano do
ensino médio.

Esperamos que professores possam utilizar essas atividades em suas aulas ou
mesmo fazer uma releitura das mesmas, adaptando-as para sua realidade. De
fato, o que apresentamos aqui é um trabalho em construcao, que oferece ideias
que acreditamos serem tuteis, mas esta longe de estar concluido.

Acreditamos que a abordagem em sala de aula do conceito de infinitésimo e
da nocgao de limite propriamente dito nao deve focar as defini¢oes formais nem se
ater a linguagem técnica. Pelo contrario, deve ser priorizada a compreensao das
ideias relevantes para esses conceitos ja presentes nos curriculos de matematica
do nosso pais. Com isso espera-se que os futuros graduandos encontrem terreno
mais sélido e fértil para prosseguir seus estudos profissionais e/ou académicos.

Estamos cientes que as atividades 2 e 3 da presente obra nao foram tes-
tadas em salas de aula, por isso propomos que professores, alunos ou nao do
PROFMAT, apliquem essas atividades em tumas cada vez mais heterogénas. O
intuito dessa aplicagao é de verificar a real eficicia dessas atividades, sugerindo
adaptacoes, alteracoes ou mesmo reelaboragoes das mesmas em alguns casos.
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