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A Geometria faz com que possamos ad-
quirir o habito de raciocinar, e esse ha-
bito pode ser empregado, entao, na pes-
quisa da verdade e ajudar-nos na vida.

Jacques Bernoulli



Resumo

Esse trabalho tem como tema investigar a utilizacao do software Geogebra como ferra-
menta de ensino-aprendizagem em Geometria Analitica, suas possibilidades de interacao
e investigacao desse contetido. E relatada a presenca da informéatica na escola e o interesse
que os alunos tém por esse tema, bem como a relacao entre a escola, aluno e professor
com as tecnologias. E apresentado o Software Geogebra e como utilizar suas principais
ferramentas e exemplos na resolucao de atividades. O texto conta com contetdos de Ge-
ometria Analitica e uma série de atividades resolvidas utilizando o software, juntamente
com os objetivos, as dificuldades encontradas e a estratégia da resolucao de cada uma.
As atividades propostas foram aplicadas a alunos que frequentam o 3° ano do Ensino
Meédio, que é, onde o aluno comeca a estudar Geometria Analitica, segundo os curriculos
escolares. No decorrer do texto aparecem relatos sobre como decorreu a aplicacao das
atividades em sala de aula.

Palavras chave: Ensino de Geometria Analitica, Tecnologias da Educacao, Software
Geogebra.
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Abstract

This work has as theme to investigate the use of Geogebra software as a tool for teaching
and learning in analytic geometry, their interaction and research opportunities of this
content. It is reported the presence of computers in school and the interest that students
have for this theme, as well as the relationship between school, student and teacher
with the technologies. The Software Geogebra and how to use its tools and examples
of how to use them in solving activities. The text has contents of analytic geometry
and a host of activities resolved using the software, along with the goals, the difficulties
encountered and the resolution of each strategy. The proposed activities have been applied
to students who attend the 3rd year of high school, that is, where the student starts
studying analytic geometry, second the school curricula. In the text appears reports on
how was the application of classroom activities.

Keywords: Teaching of analytic geometry, Education Technology, Software Geogebra.

viil



Sumario

Agradecimentos
Resumo
Abstract

Lista de figuras
Lista de tabelas
Introducao

1 Motivagao para a utilizacao do Geogebra

1.1 A Geometrianavidadoaluno . . . . . ... ... ... ... ..

2 Conhecendo o Geogebra

2.1 Configurando o Geogebra . . . . . . . . .. ... ... ...

2.2 Algumas Ferramentas do Geogebra e como utiliza-las

2.2.1  Ferramenta Mover . . . ... .. ... ... .......
2.2.2 Ferramenta Ponto . . . . . . ... ... ... .......
2.2.3 Ferramenta angulo . . . .. .. .. ... . oL
2.2.4 Ferramenta vincular e desvincular ponto . . . . . . . ..
2.2.5 Ferramenta intersecao de dois objetos . . . . . . . .. ..
2.2.6  Ferramenta ponto médio ou centro . . . . . ... .. ..
2.2.7 Ferramenta homotetia . . . . ... ... ... ......

2.2.8 Ferramentareta . . . . . . . . .. ...

X

vii

viii

xiv

XV



2.2.9 Ferramenta Segmento . . . . . . . ... ..o 22

2.2.10 Ferramenta Semirreta . . . . . . .. ... 0oL 23
2.2.11 Ferramenta reta perpendicular . . . . . . .. .. ... 0L 23
2.2.12 Ferramenta reta paralela . . . . . .. ... ... 0oL 24
2.2.13 Ferramenta mediatriz . . . . . . .. ... L o000 25
2.2.14 Ferramenta bissetriz . . . . . . ... ..o 25
2.2.15 Ferramenta reta tangente . . . . . . . .. .. .. oL 26
2.2.16 Ferramenta poligono . . . . . . ... ... oo 26
2.2.17 Ferramenta circulo . . . . . .. ... L o000 26
2.2.18 Ferramenta elipse . . . . . . . . ... oo 27
2.2.19 Ferramenta hipérbole . . . . . . . . . .. ..o 28
2.2.20 Ferramenta parabola . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 28
2.2.21 Ferramenta conica por cinco ponto . . . . . . . . .. ... ... .. 28

3 Geometria Analitica e o Geogebra 30
3.1 O estudo do ponto com o auxilio do Geogebra . . . . . . ... ... .. .. 31
3.1.1 O plano cartesiano . . . . . . . . .. ... ... 31
3.1.2  Segmento . . . . ... 33
3.1.3 Ponto médio de um segmento . . . . .. .. ... 34
3.1.4 Alinhamento de trés pontos . . . . . .. .. ... ... L. 36

3.2 O estudo da reta como o auxilio do Geogebra . . . . . .. .. ... .. .. 38
3.2.1 Aequagao geral dareta . . ... ... ... L. 39
3.2.2 Aequacao reduzidadareta . . ... ... ... ... ... ... .. 40
3.2.3 Posigao relativa entre retas no plano . . . . .. ... ... 45

3.3 O estudo da circunferéncia com o auxilio do Geogebra . . . . . . . . .. .. 58
3.3.1 Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia . . . . . ... . ... 59
3.3.2 Posicoes relativas entre reta e circunferéncia . . . . .. ... . ... 61

4 Atividade sobre Geometria Analitica resolvidas com o auxilio do Geo-

gebra 64
5 Consideracgoes finais 102
A Atividades realizadas pelos alunos 106



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17
2.18
2.19
2.20
2.21
2.22
2.23
2.24
2.25

Exemplo de janela grafica e algébrica . . . . . . .. .. ... 15
Configuragao da janela de visualizagdo . . . . . . . .. .. ... ... ... 15
Barra superior . . . . . .. .o 16
Ferramenta Mover . . . . . . . . . .. 16
Ponto . . . . . 16
Ponto localizado na janela de visualizagao . . . . . .. .. ... ... ... 17
Angulo . . . . . L 17
Vincular/Desvincular ponto . . . . .. ... .00 L 18
Exemplo de vincular ponto . . . . . . . ..o 18
Intersecao de dois objetos . . . . . ... oo 19
Exemplo de intersecao de dois objetos . . . . . . . . ... ... 19
Ponto médio ou centro . . . . . ... 20
Exemplo de pontomédio . . . . . . .. ... .o 20
Homotetia . . . . . . . . . .o e 21
Reta . . . . o e 21
Exemplo sobre retas . . . . . . ... 22
Segmento . . ... Lo 22
Semirreta . . ... L. e 23
Reta perpendicular . . . . . . . ... oL 23
Exemplo sobre retas perpendiculares . . . . .. ... ... ..., 23
Reta paralela . . . . . . . . .. .. .. 24
Mediatriz . . . . . . Lo 25
Bissetriz . . . . . . . e 25
Reta tangente . . . . . . . . .. Lo 26
Poligono . . . . . . . 26

xi



2.26
2.27
2.28
2.29
2.30
2.31
2.32

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
3.12
3.13
3.14
3.15
3.16
3.17
3.18
3.19
3.20
3.21
3.22

4.1
4.2

Circulo dado o centro e um de seus pontos . . . . . .. . ... . ... ... 26
Elipse . . . . . . e 27
Exemplo sobre elipse . . . . . . ..o o 27
Hipérbole . . . . . . . . 28
Pardbola . . . . . . . 28
Conica por cinco pontos . . . . . . . . . e 28
Conica por ¢inco pontos . . . . . . . .. e 29
Plano cartesiano . . . . . . . ... L oL 31
Exemplo 3.1.2.1 . . . . . o oo 32
Distancia entre dois pontos . . . . . . . . . ... 33
Pontomédio . . . . . . . . . 34
Alinhamento de trés pontos . . . . . .. .. Lo Lo 37
Equacao geral dareta. . . . . . . . . .. Lo 39
Angulo entre retas . . . ... .. 41
Reta vertical . . . . . . . . . .. 43
Reta horizontal . . . . . . . . . ... 45
Angulos de retas paralelas . . . . .. ... ... 45
Retas paralelas equagoes gerais . . . . . . . . . .. ... 46
Retas paralelas equacoes reduzidas . . . . . . . . .. ... ... ...... 47
Retas concorrentes . . . . . . . ..o 48
Retas concorrentes equacao reduzida . . . . . . .. ... ... L. 49
Retas perpendiculares . . . . . . . . . . ... .. L 50
Angulo entre retas . . . . . ... 23
Distancia entre ponto ereta . . . . . . . .. ..o 54
Circunferéncia dados centroeraio . . . . . . . . .. ... ... ... 59
Exemplo 3.2 . . . . . Lo 60
Reta tangente a um circulo . . . . . . . . .. Lo 61
Reta secante a um circulo . . . . . .. ... oo o000 62
Reta externa a um circulo . . . . . . . ... oo oo 63
Exercicio 4.1 itensaeb . . . . .. .. . L o oo 65
Exercicio 4.1 itensced . . . . . . . . . 65

xil



4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10
4.11
4.12
4.13
4.14
4.15
4.16
4.17
4.18
4.19
4.20
4.21
4.22
4.23
4.24
4.25
4.26
4.27
4.28
4.29
4.30
4.31
4.32
4.33
4.34

Exercicio 4.1 item e . . . . . . . . . 65

Exercicio 4.4 . . . . . . .o e 67
Exercicio 4.5 . . . . . . Lo 67
Exercicio 4.6 . . . . . . .. 68
Exercicio 4.7 a. . . . . . o o e 69
Exercicio 4.7b . . . . . 70
Exercicio 4.8 . . . . . L Lo 70
Exercicio 4.9 . . . . . . L 71
Exercicio 4.10 . . . . . . oo e 72
Exercicio 4.11 . . . . . . o oo 73
Exercicio 4.15 . . . . . . o 75
Exercicio 4.17 . . . . . . oo e 76
Exercicio 4.18 . . . . . . . 76
Exercicio 4.19 . . . . . . o 77
Exercicio 4.20 . . . . . . oL 78
Exercicio 4.23 . . . . . . Lo 79
Exercicio 4.24 . . . . ..o 80
Exercicio 4.26 . . . . . . oL 81
Exercicio 4.27 . . . . . .o e 82
Exercicio 4.29 . . . . . .o 83
Exercicio 4.30 . . . . . Lo 84
Exercicio 4.31 . . . . . . oL 84
Exercicio 4.32 . . . . . .o 85
Exercicio 4.33 . . . . . Lo 86
Exercicio 4.34 . . . . . Lo 87
Exercicio 4.35 . . . . . . oo e 87
Exercicio 4.36 item a . . . . . . ... 88
Exercicio 4.36 item b . . . . . . ... 89
Exercicio 4.36 item ¢ . . . . . . .. Lo 89
Exercicio 4.37 . . . . . . oo 90
Exercicio 4.38 . . . . . L 91
Exercicio 4.39 . . . . . Lo 91

xiil



4.35
4.36
4.37
4.38
4.39
4.40
4.41
4.42
4.43
4.44
4.45

Exercicio 4.40 item a . . . . . . .. Lo 92
Exercicio 4.40item b . . . . . . .. Lo Lo 93
Exercicio 4.41 . . . . . . oo 94
Exercicio 4.42 . . . . . Lo 94
Exercicio 4.43 . . . . . . oo 95
Exercicio 4.44 item a . . . . . . .. Lo e 96
Exercicio 4.44 item b . . . . . ... 97
Exercicio 4.44 item ¢ . . . . . . .. Lo 97
Exercicio 4.46 . . . . . . ..o e 98
Exercicio 4.47 . . . . Lo 99
Exercicio 4.48 . . . . . Lo 101

xiv



Lista de Tabelas

1.1 Voceé Utiliza o computador? . . . . . . . . ... ... ..
1.2 Finalidades com que utiliza o computador . . . . . . ... ... ... ...
1.3 Vocé conhece algum software matematico? . . . . . . .. .. .. ... ...

1.4 Softwares conhecidos . . . . . . . . ..

XV



Introducao

“Quando eu estava na escola, o computador era uma coisa
muito assustadora. As pessoas falavam em desafiar aquela maquina
do mal que estava sempre fazendo contas que nao pareciam corretas.
E ninguém pensou naquilo como uma ferramenta poderosa.”

(Bill Gates)

Os jovens no mundo atual estao muito ligados as tecnologias, por isso, é impor-
tante que facamos o uso delas dentro das salas de aulas, pois a escola também é um local
onde preparamos os alunos para a sociedade. O simples fato de o aluno estar trabalhando
com um recurso tecnologico na escola, pode-se tornar um mecanismo de incentivo para
que esse possa cada vez mais buscar novos conhecimentos. Um recurso tecnologico ¢ im-
portante nao somente pela facilidade e qualidade que traz ao trabalho dos estudantes,
mas também pelo fato dos jovens gostarem de fazer o uso deles, podendo assim sentir-se
motivados a realizar as atividades propostas pelo professor.

Ao ensinar Geometria fazendo o uso do quadro negro e giz, perde-se muito tempo
na construcao de figuras e por vezes elas nao ficam com boa qualidade. Alem disso, nao é
possivel manipular tais imagens. Com a utilizacao de um software conseguimos construir
figuras e graficos com boa qualidade e podemos manipular tais figuras permitindo, ao
estudante uma hoa exploragao dos conceitos geométricos.

O conteudo de Geometria Analitica, previsto para ser ensinado no ensino meé-
dio, aborda conceitos algébricos e geométricos. Existem varias dificuldades ao ensinar tal
contetido, podem-se destacar algumas: a construcao de gréaficos de equacoes, a analise
do comportamento desses graficos e a relacdes que uma equacao possui com outra, con-
siderando a imagem de seus gréaficos, como, por exemplo, a posicao relativa entre retas e
circulos. Pensando em contribuir para que tais dificuldades possam ser diminuidas utili-

zaremos o Geogebra como ferramenta de construgao e analise de graficos, assim ele sera



uma importante ferramenta para estudar e investigar os contetidos abordados.

O Geogebra ¢ um software livre, gratuito e de qualidade, desenvolvido com a
finalidade de unir Geometria e Algebra, como é sugerido pelo proprio nome. Esse fato faz
com que ele torne-se, uma excelente ferramenta de trabalho para o ensino de Geometria
Analitica, pois traz uma boa interface grafica que permite a construcao de graficos uti-
lizando as suas funcgoes ou equacoes, além disso, podem-se construir figuras geométricas
diretamente em sua janela grafica, fazendo o uso de suas ferramentas. Outro fato im-
portante a ser mencionado é a possibilidade de alterar e manipular os graficos e figuras
construidas anteriormente, permitindo assim, que ele se torne em uma ferramenta para
andlise e investigacao de conceitos geométricos.

E abordada a justificativa para a utilizacio do Geogebra, o que foi fundamentado
por autores como, Estela Kaufman, Fernando Hernandes, Valente, dentre outros. Funda-
mentado também no PCN (paramentos curriculares nacional), que incentiva a utilizagao
de recursos tecnologicos em sala de aula. I apresentado o Geogebra e como utilizar
suas principais ferramentas, bem como alguns exemplos. O texto apresenta conteidos
de Geometria Analitica e atividades a serem resolvidas em sala de aula, juntamente com
os objetivos de cada uma e as dificuldades encontradas pelos alunos na resolucao das
mesmas.

As atividades foram aplicadas aos alunos de trés turmas de terceiros ano do Ensino
Médio do turno matutino do Colégio Estadual Dom Bosco, situado na cidade de Jussara-
Go, onde foi realizado uma pesquisa com os alunos sobre quais sao os interesses que 0s
mesmos possuem em relacao as tecnologias, e se conheciam algum software matematico.
Em seguida foi apresentado o Geogebra e como seria a metodologia a ser trabalhada.
Realizou-se, também pesquisas bibliograficas a fim de conhecer contetidos de Geometria

a Analitica e como trabalhar com o software em sala de aula.



Capitulo 1

Motivacao para a utilizacao do

(Geogebra

Atualmente, na escola, devemos criar meios de ensinos que possibilitem a nossos
alunos o interesse pelas aulas, pois um aluno interessado terd um melhor aproveitamento
dos contetidos ensinados e, consequentemente, melhores condicoes de ter um bom desen-
volvimento em sua vida escolar. Os jovens do mundo atual nasceram em meio a um
grande desenvolvimento tecnoldgico. E eles estao bastante ligados ao mundo digital. Es-
tao vivendo essa cultura voltada para as tecnologias e sentem-se atraidos por esse mundo
de recursos tecnol6gicos que nos cercam, que esti presente na vida de todos. Alguns se
interessam pelo assunto, outros pouco se interessam. Os professores devem estar prepa-
rados para conviver com essas tecnologias juntamente com os estudantes, pois os recursos
tecnologicos, se bem preparados por parte do professor, podem contribuir com o processo
de ensino aprendizagem, mas, se nao houver uma preparacao, podem nao ser proveitosas e
entrar em descrédito por parte dos alunos. Os professos devem estar atentos aos avancos
tecnologicos verificando se alguns podem ser tteis no seu trabalho, Fernando Hernan-
dez diz “sugiro que os educadores prestem mais atencao aos conteidos que circulam na
Internet. Que rompam o discurso tradicional e dogmético do aprendizado”. O Popular
23/10/2006.

Fundamentado no que diz Fernando Hernandez, devemos estar atentos aos in-
teresses de nossos alunos, no nosso caso especificadamente sobre seus interesses pelas
tecnologias, assim podemos aproveitar esse prévio interesse de nossos alunos em bene-

ficio do processo de ensino-aprendizagem, buscando métodos que contribuam com esse



processo. Podemos também utilizar o interesse dos alunos em determinados contetidos
construindo uma interacao com a Matematica para despertar no aluno o interesse por ela,

assim ele tera maior facilidade em aprender.

A implantacdo da Informéatica na educacao consiste basicamente de qua-
tro ingredientes: o computador, o software educativo, o professor ca-
pacitado para usar a ferramenta educacional e o aluno. O ensino pelo
computador implica que o aluno, através da méquina, possa adquirir

conceitos sobre praticamente qualquer dominio. (apud Valente, 1993).

Sobre o que diz Valente, pretendemos utilizar o Geogebra como software educativo
mas nao somente como uma ferramenta de ensino de Geometria Analitica, também como
uma ferramenta que motive o aluno a estudar e buscar mais conhecimentos e despertar o
interesse pela Geometria Analitica. Ensinar Geometria utilizando recursos de informatica
ou até mesmo um software como o Geogebra exige uma boa preparacao por parte do
professor, pois, além de conhecer os conceitos de Geometria, terd também que ter um bom
conhecimento do software a ser utilizado, pois deve orientar seus alunos sobre os recursos
oferecidos por tal tecnologia e como tirar proveito disso em favor do seu aprendizado.
O professor é o coordenador do processo, o responsavel na sala de aula. Sua primeira
tarefa é sensibilizar os alunos, motivéa-los para a importancia do contetido a ser lecionado,
mostrando entusiasmo, ligacao da matéria com o software e com os interesses dos alunos.
Deve também deixar claro seus objetivos ao se propor o ensino com algum software.
Além disso, o professor deve procurar saber como é o conhecimento da turma em relagao
a informética e as tecnologias. Com o Software Geogebra, que pode ser utilizado como
um instrumento motivador para os alunos, pelas possibilidades de recursos que oferece,
essa motivacao aumenta, se o professor tem um bom relacionamento com a turma, se
realiza uma preparacao antes de entrar na sala de aula, se ele estimula os alunos a buscar
conhecimentos, a estudar e investigar o que foi estudado. Cabe ressaltar a importancia
do ensino de Geometria Analitica que ¢ o objeto de nossa investigacao e o papel do

computador dando uma dinamica a esse ensino.

A Geometria exige do aprendiz uma maneira especifica de raciocinar,
uma maneira de explorar e descobrir. Nao é suficiente conhecer bem a
aritmética, Algebra ou Anélise par conseguir resolver situacdes proble-
mas.” (Vergnaud, 1993, apud, FAINGUELERNT; 1999)

Baseando no que diz Vergnaud, percebemos que o aluno atualmente necessita
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de uma ferramenta para explorar e investigar os conceitos da Geometria, sendo mais
especificos os conceitos de Geometria Analitica. Com isso, utilizaremos o Geogebra como
ferramenta de investigar, explorar e descobrir estes conceitos para, em seguida, estar

resolvendo situacoes problemas.

1.1 A Geometria na vida do aluno

A geometria estd presente na natureza, e por essa razao descobrimos as formas
geométricas ja nos primeiros anos de vida. Quando observamos uma construcao, consegui-
mos observar as diversas formas, tridngulos, retangulo, circulos, dentre outras. A partir de
observagoes das figuras geométricas que estao a nossa volta, conseguimos realizar estudos

e investigar conceitos necessarios para a elaboragao de uma Geometria teorica.

Dois aspectos importantes devem ser considerados nos processos ensino-
aprendizagem de Geometria: a Geometria como uma ciéncia do espago
e a visdo como uma estrutura logica. A Geometria, desenvolvimento
teorias de ideias e métodos para construir e estudar modelos idealizados
do mundo fisico, requer que a exploracao e a descricao do espago devam
ser trabalhados desde os primeiros anos de escolaridade. A Geometria,
nas suas raizes, é pensada como uma ferramenta para descrever o espago
e medir figuras. (Fainguelernt, 1993; Hershkowitz, 1994)

A partir do momento que comegamos a fazer observacoes geométricas no espaco
em que vivemos, comecamos também a formar bases para um futuro estudo a respeito de
Geometria. Dessa forma, quando comecarmos a ter contado com as defini¢oes geométricas,
teremos condigoes favoraveis para assimilar as definicoes da Geometria. Pode-se dizer que
uma pessoa comeca a conhecer Geometria onde se tem uma visualizagao do que representa
cada figura geométrica. Dai em diante, quando a pessoa tiver a possibilidade de interagir e
investigar as formas geométricas, ela podera obter informacoes e tirar conceitos a respeito
de cada uma.

Pensando na interacao que o aluno devera ter com a Geometria, podemos utilizar
o software Geogebra como uma ferramenta para o aluno interagir e investigar os conceitos
sobre Geometria Analitica. Além disso, o Geogebra pode ser utilizado como instrumento
motivador para os alunos, pelas possibilidades de pesquisas, investigacoes e construcoes
que oferece. Utilizando o software, os estudantes poderao investigar, testar e analisar os

conceitos de Geometria Analitica e, com isso, tirar suas proprias conclusoes, para que



futuramente possam construir conceitos geométricos.

1.2 O que o aluno se interessa nas tecnologias

Como foi escrito anteriormente, o professor deve procurar saber como é o conhe-
cimento da turma em relacao a informética e as tecnologias, pensando nisso, foi realizada
uma pesquisa em trés turmas da 32 série do Ensino Médio do Colégio Estadual Dom Bosco
na cidade de Jussara-GO. A pesquisa foi respondida por 55 alunos no dia 21 de Janeiro
de 2015. A finalidade da pequisa é de conhecer a rela¢do aluno/tecnologias. E para di-
agnosticar a relagao aluno/tecnologias, eles responderam espontaneamente as seguintes
perguntas:

1) Vocé utiliza o computador?

2) Se sim, com quais finalidades utiliza? Se nao, quais sdo os motivos que nao
utiliza?

3) Vocé conhece algum software para se trabalhar com Matematica? Quais sao?
Ja utilizou algum?

4) Vocé acredita que as tecnologias podem te ajudar a aprender Matematica?
Justifique.

A primeira pergunta foi feita com o objetivo de saber qual a porcentagem de
alunos que utiliza o computador.

50 alunos responderam que sim utilizam, 3 alunos que nao utilizam, um aluno
respondeu que é muito raro utilizar e um respondeu que utiliza mais ou menos.

Observando os resultados constatamos que:

Resposta Porcentagem
Sim 90,91
Nao 5,45
Muito raro 1,82
Mais ou menos 1,82
Total 100

Tabela 1.1: Voceé Utiliza o computador?

Podemos constatar que a grande maioria dos alunos pesquisados utilizam o com-
putador e que poucos nao utilizam ou pouco utilizam. Com isso podemos constatar que

a maioria desses alunos tém um minimo de conhecimento sobre o computador. Assim, ja



se pode apresentar a eles o software Geogebra, sem falar sobre o computador.

Na segunda pergunta o objetivo é saber com quais finalidades o aluno utiliza o
computador. A pergunta deixava o aluno livre para responder o que quisesse. Poderia
até colocar mais de uma finalidade para o uso, pois, assim, ele ficaria livre para colocar
o que realmente ele faz. Vejamos os resultados na tabela a seguir. Os dados da préxima

tabela estao relacionados aos 50 alunos que responderam que utilizam o computador

Resposta Quantidade de alunos | Porcentagem de alunos
Redes sociais 23 46%
Pesquisas escolares e estudos 38 76%
Noticias 3 6%
Nao utilizo redes sociais 2 4%
Filmes, séries e musicas 7 14%
Utilizo no trabalho 7 14%
Entretenimento e diversao 6 12%
Obter conhecimento 1 2%
Baixar programas 3 6%
Obter informacao 4 8%
Jogar 6 12%
Assistir a jogos 2 4%
Pesquisas alheias 2 4%
Duvidas 2 4%
Blogs 1 2%
Youtube 3 6%
Sites de educacao 1 2%
Instalagao de programas 1 2%
Slides 2 4%

Tabela 1.2: Finalidades com que utiliza o computador

Veja que 76% dos alunos utilizam o computador para realizar pesquisas escolares e
estudos, porém nao foi perguntado como é realizada essa pesquisa. Se eles utilizam paginas

confidveis, se existe uma prévia avaliacao do que é pesquisado e, principalmente, se essas



pesquisas sao orientadas por algum professor. A aluno deve ter maturidade ao realizar
uma pesquisa na internet, pois ele corre varios riscos desde estar estudando algo de fontes
duvidosas, até mesmo de estar fazendo uma mera copia dos conteidos encontrados na
internet. Assim, esse aluno nao estara obtendo conhecimento, muito menos produzindo.
Quando o aluno vai realizar uma pesquisa, ele dever ser orientado por seus professores
sobre o que se deve ser feito, e o professor, por sua vez, deve deixar claro os seus objetivos
ao propor esse tipo de trabalho. Mais do que isso, deve esclarecer como esse trabalho sera
avaliado, pois assim ja € um bom comeco de aproveitar esse interesse que os alunos tém
por essa tecnologia.

Houve também uma grande porcentagem de alunos que disseram gostar de utilizar
o computador para acessar redes sociais. Embora nao colocaram a finalidade com que
utilizam essas redes, podemos aproveita-las de modo a incentivar esses alunos a estudar,
podendo interagir com os mesmos. Veja o diz Brennand.

[...] os impactos deste processo “o uso da web e seus recursos, como as
redes sociais” na capacidade de aprendizagem social dos sujeitos, tém
levado ao reconhecimento de que a sociedade em rede esta modificando
a maioria das nossas capacidades cognitivas. Raciocinio, memoéria, capa-
cidade de representacao mental e percepcao estao sendo constantemente
alteradas pelo contato com os bancos de dados, modelizagao digital, si-
mulagoes interativas, etc. (BRENNAND, 2006, p.202)

Os impactos que o aproveitamento dessas redes sociais podem trazer para a edu-
cacao sao muitos, mas acreditamos que o mais importante é a possibilidade de interacao
entre os alunos e professores, podendo, assim, discutir diversos temas relacionados ao en-
sino mesmo estando a distancia. Essa facilidade de comunicacgao, se bem explorada, pode
contribuir no processo de ensino-aprendizagem, pois comunicando-se também se aprende.

Dos trés alunos que responderam que nao utilizam o computador, dois disseram
que é por nao possuir computador em casa. A que disse que utiliza mais ou menos ¢é
porque utiliza somente em pesquisas escolares e para olhar datas de concurso. Por fim,
a que disse que é muito raro utilizar, faz seu uso apenas para acompanhar o programa
jovem aprendiz.

Como ja foi mencionado, o principal objetivo da segunda pergunta é de conhecer
o que os alunos estao buscando na utilizagao das tecnologias, para assim podermos fazer
uma preparacao para trabalhar algum modelo de tecnologia, no nosso caso, trabalhar com

o Geogebra.



Na terceira pergunta procuramos saber se os alunos conheciam algum software

matematico. Vejamos os dados na tabela:

Resposta | Numero de alunos | Porcentagem
Sim 15 30%
Nao 35 70%

Tabela 1.3: Vocé conhece algum software matematico?

Abaixo encontra-se a tabela sobre quais softwares matemaéticos os alunos conhe-

cem
Software Numero de alunos
excel 11
calculadora 3
maple 2
cbill 1

Tabela 1.4: Softwares conhecidos

Podemos diagnosticar que a maioria nao conhece nenhum software matemaético
e dos que conhecem a maioria citou que conhece o excel, um programa que pouco se
assemelha com o que queremos utilizar. Com isso, devemos elaborar uma prévia apresen-
tacao do que é um software matematico e como o Geogebra podera ser 1til no Ensino de
Matematica, o que sera feito no segundo capitulo.

A quarta pergunta teve como objetivo observar se os alunos acreditam que os
recursos tecnolégicos podem ajuda-los a aprender Matematica. Todos responderam que
sim, a tecnologia pode nos ajudar a aprender Matemaéatica. Os motivos que levaram a
responder afirmativamente a pergunta sao:

Possibilidade e facilidades de pesquisa que a internet oferece;

Que um software pode tornar o ensino de matematica mais atrativo;

Como as tecnologias ajudam em tantas outras coisas, poderiam também ajudar na Ma-
tematica;

Que os jovens sao mais ligados em tecnologia;

Pela possibilidade de maneiras de se aprender;

Pelas informacoes que podem ser encontradas na internet;

Porque aumenta a praticidade;

Pela forma com que se colocam situacoes complexas;

Pela rapidez de resolver determinadas contas e graficos.



Esses foram os principais motivos que eles alegaram: as tecnologias podem ajuda-
los. Resta agora responder a eles como que o Geogebra pode contribuir com o aprendizado.
Ele é um software livre e gratuito que possibilita ao aluno investigar varios problemas
matematicos, e com isso, contribuir para a resolucao dos mesmos, possibilitando que os
estudos em Matematica tornam mais atrativos, além disso, existe no software a possibi-
lidade de realizar diversas animacoes, o que pode atrair a atencao dos jovens. Também
é um software que trabalha diretamente com as construcoes geométricas ou pode utilizar
fungoes ou equacoes para construir determinados graficos e, assim, poder realizar uma

analise de conceitos matematicos.

1.3 Por que utilizar o Geogebra em sala de aula?

E notorio o avanco das tecnologias em nossa sociedade. Nos tltimos anos, elas
estao contribuindo com as mais diversas areas da sociedade. Em uma fazenda, uma in-
dustria, em nossas casas e na escola, elas estao presentes. A escola tem o papel de mostrar
esse desenvolvimento para os alunos e também de incentiva-los a conhecer esses recursos.
Os professores devem procurar, nas tecnologias, recursos que possam ser adequados pe-
dagogicamente para a utilizacao em sala de aula. Hoje existe uma infinidade de softwares
voltados para o ensino e aprendizagem em Matematica, cada um com suas particulari-
dades. O professor, ao decidir utilizar um software em suas aulas precisard analisar se o
software escolhido é adequado para o contetido a ser lecionado, se sera possivel atingir os
objetivos propostos no planejamento. Devera, ainda elaborar um planejamento das suas
aulas deixando claro os objetivos que se quer alcancar fazendo o uso desse recurso e, por
fim, terd que apresentar o software aos alunos para que esses possam obter um prévio
conhecimento do recurso a ser utilizado.

O Geogebra é um software para se trabalhar com diversas areas da Matematica,
entre elas a Geometria Analitica, pois ele apresenta em sua janela de graficos um sistema
de coordenadas cartesianas onde se pode construir graficos de retas, circulos, conicas
dentre uma diversidade de figuras geométricas. Ele também permite manipular esses
graficos, podendo, assim, explorar os conceitos e definicoes dos mesmos. Através dessa
exploragao que o software permite, aliada a uma boa preparacao das aulas por parte do

professor, os alunos podem aprender os diversos conceitos de Geometria Analitica. Nesse
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processo, o professor deverd assumir o papel de orientador, mostrando o que deve ser feito

individualmente pelos alunos para se atingir os objetivos.

E esperado que nas aulas de Matemética se possa oferecer uma educacio
tecnolégica, que nao signifique apenas uma formagcao especializada, mas,
antes, uma sensibilizacao para o conhecimento dos recursos da tecnolo-
gia, pela aprendizagem de alguns contetdos sobre sua estrutura, funci-
onamento e linguagem e pelo reconhecimento das diferentes aplica¢oes
da informética, em particular nas situa¢oes de aprendizagem, e valori-
zacao da forma como ela vem sendo incorporada nas préaticas sociais.

(BRASIL, 1998, p. 46)

Nao ¢ papel da escola apresentar cursos voltados para determinadas tecnologias,
mas seu papel é de conhecer os recursos e verificar se podem ser utilizados em alguma
disciplina. No caso da Matematica, foi escolhido trabalhar como o software Geogebra por
ser gratuito, ter uma boa interface grafica, facilidade de se trabalhar com seus comandos e
podendo, em um estudo mais aprofundado, realizar programagoes. Outro fato importante
a mencionar sobre o Geogebra ¢é a facilidade de se encontrar material de apoio quanto
a sua utilizacao e também em relacao ao nimero de possibilidades de trabalho que ele
permite. Outro fato a ser citado é que ele é um software que permite realizar manipula-
coes em figuras geométricas e graficos ja construidos, permitindo, assim, a exploracao de
conceitos matematicos das figuras geométricas. Outro ponto forte é a qualidade grafica
das figuras construidas, o que contribuira com estudos das mesmas. Os PCN nos mostram
que devemos utilizar ferramentas tecnolégicas na escola. Na educacao entende-se como
tecnologias os recursos utilizados no processo de ensino e aprendizagem. Assim o quadro

negro, o lapis, a régua, o compasso, etc. podem ser considerados uma tecnologia.

Anteriormente, outras tecnologias foram introduzidas na educagdo. A
primeira revolucao tecnologica no aprendizado foi provocada por Come-
nius (1592-1670), quando transformou um livro impresso em ferramenta
de ensino e de aprendizagem, com a invencao da cartilha e do livro-texto.
Sua ideia era utilizar esses instrumentos para viabilizar um novo curri-
culo, voltado para a universalizacao do ensino. Hoje, apesar de se supor
que atingimos um ensino universalizado quanto ao acesso, 0 mesmo nao
se pode afirmar quanto a democratizacao do conhecimento. (PROINFO,
2000, p. 13)

Novas tecnologias surgem a cada momento, podendo algumas serem utilizadas

na escola ou nao. Cabe ao professor, grupo gestor e pedagbgico averiguar se é possivel
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essa utilizacao. O professor e grupo pedagogico deve averiguar as relagoes que o software
tem com o aprendizado. Se poderd contribuir com o ensino e com o cumprimento dos
objetivos previstos para a disciplina. Ao grupo gestor cabe a criagao de condi¢oes para
se trabalhar com as tecnologias, tais como, organizagao do laboratério de informatica,
aquisicao de hardwares e softwares a serem trabalhados em sala de aula. Existem leis que
proibem a utilizacao de algumas tecnologias, um exemplo é o uso dos telefones celulares,
que no estado de Goiés foi proibido dentro de salas de aulas pela lei estadual n® 16993 de
10 de maio de 2010. Essas leis surgiram pelo fato de essa tecnologia, além de nao estar
contribuindo para a aprendizagem, estava prejudicando. Por outro lado existem softwares
que podem ser instalados em smartphones com o objetivo de construir aprendizagem.
Nesse caso o aluno devera ter a responsabilidade de que esta utilizando o aparelho para
adquirir conhecimento e nao como entretenimento. Por isso, ao se permitir a utilizacao de
determinada tecnologia na escola, deve-se pesquisar se ela e apropriada e se nao vai gerar
transtornos. O professor deve orientar os alunos em relacao a utilizagdo ou nao dessas
tecnologias, mostrando os pontos positivos e negativos de cada uma.

Segundo Papert, “devemos mostrar para o aprendiz que nao é o computador que
o domina, e sim, ele que domina o computador”. Quando o computador é usando sim-
plesmente como transmissor de contetido, percebemos que nao se desperta a imaginacao
e a criatividade em nossos alunos. Mas, quando a aluno domina o computador, quando
ele comeca a transmitir informagoes para a maquina, ele sentird a necessidade de utilizar
sua imaginacao para criar o que lhe interessa dentro da méaquina.

Nao devemos utilizar o computador simplesmente como mero ilustrador de nos-
sas aulas, mas devemos utilizid-lo como uma ferramenta que auxilia no processo ensino-
aprendizagem. Também nao devemos ficar presos somente ao uso do computador e es-
quecer as intimeras ferramentas metodologicas existentes. Cada uma tem um importante
papel no processo de ensino aprendizagem, porém devemos fazer uma interacao entre o
novo e o velho. Devemos trabalhar de forma que possamos contribuir o maximo para a

aprendizagem de nossos alunos.

Numa outra direcao, as habilidades de visualizacao, desenho, argumen-
tagao logica e de aplicagao na busca de solucoes para problemas podem
ser desenvolvidas com um trabalho adequado de Geometria, para que o
aluno possa usar as formas e propriedades geométricas na representacao

e visualizagdo de partes do mundo que o cerca. (BRASIL, 2000, p. 44)
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Ao se ensinar Geometria, utilizando desenho representados no quadro negro, o
aluno pode nao fazer uma leitura adequada para resolver determinados problemas. No
momento em que ele vé a figura desenhada em um livro, ele terd uma nova visao dela.
Utilizando um software como Geogebra, além de o aluno ter uma visualizagao da figura,
ele pode interagir com ela, mudando de posicao, alterando medidas e, com isso, ele vai
formulando suas conclusoes. Porém, na educacao, uma tecnologia nao vem substituir
a outra, podendo sim, acrescentar e suprir as dificuldades encontradas em outra. Por
exemplo, representar o grafico em trés dimensoes no papel utilizando um lapis pode ser
uma tarefa cansativa e demorada, mas utilizando um software poder& ser uma tarefa
simples. No entanto, deve-se ter o cuidado com a utilizacao de softwares. Para construir
uma figura no papel, ele deve conhecer todo o processo de construcao dessa figura. Ja no
software, ele deve saber utilizar seus comandos, por isso, ao propor a construcao de grafico
com um software, esse deverd permitir a interacao, pois assim serd possivel conhecer o

processo de construcao da figura proposta.
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Capitulo 2

Conhecendo o Geogebra

2.1 Configurando o Geogebra

Nesse capitulo traremos um relato sobre o software (Geogebra e suas varias fer-
ramentas e como utilizar cada uma delas dando énfase a contribuicao de cada uma no

processo de ensino e aprendizagem em Geometria Analitica.

O Geogebra é um software de matemaética dinAmica que junta geometria,
algebra e calculo. E desenvolvido para aprender e ensinar matemaética
nas escolas por Markus Hohenwarter e uma equipe internacional de pro-
gramadores (HOHENWARTER, 2009, p. 06)

Veja a tela inicial do Geogebra na figura 2.1, onde sera apresentado como encon-
trar cada ferramenta e em seguida como utiliza-las para termos um bom aproveitamento
do software no processo de ensino aprendizagem. Pode-se observar que a tela inicial do
Geogebra é parecida com um software qualquer, com o qual os estudantes ja estao habi-
tuados a utilizar. E apresentado um campo de entrada e duas janelas a de visualizacio e
a de algebra.

O campo de entrada é o local onde digitamos as equacoes, pontos, funcoes, seg-
mento, emfim, uma série de comandos para que seja construido o grafico ou a figura
geométrica a ser apresentada na janela de visualizacao e as equagoes a serem apresenta-
das na janela de algebra. A janela de visualizacao é onde serdo apresentados os graficos,
figuras geométricas e desenhos, que poderao ser construidos através do campo de entrada
ou utilizando algumas das ferramentas apresentadas da faixa superior do Geogebra. Na

Janela de dlgebra serdao mostradas as equagoes, funcoes e demais representacoes algébricas
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do que esta sendo apresentado na janela grafica.

Como exemplo, ao digitar a equacao da elipse 22 + 2y? = 5 no campo de entrada

o programa construird seu grafico. Sera facil localizar o grafico e sua equacao. Veja figura:

€7 Geod02.9b (= e <=
Arguivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
l A . T o . a=2 LJ
* /‘/_ o | ;I.--'j'_ (:/I_ dll . . ABC_ ——|| ‘%’_
v V) oS V) v V| v V) v V| v
» Janela de Algebra [%] | » Janela de Visualizagio 5]
=/ Conica a4
@ e +2yE=5
54
Equagdo da elipse 49
ad
Gréfico da elipse
4
T S
2
Entrada: @

Figura 2.1: Exemplo de janela grafica e algébrica

A figura acima ilustra como podemos encontrar nas janelas a equacao e o gréfico
das mesmas.

Antes de relatarmos sobre os comandos, mostraremos como configurar o Geogebra
para termos um melhor aproveitamento de nosso estudo. Primeiro, clique com o botao
direito do mouse na janela grafica. Aparecera uma janela onde deverao estar selecionados

eixos e malha para que esses possam aparecer na janela como nas ilustracoes acima.

Janela de Visualizagéo

J_ Eixos

1 maiha
Barra de Mavegacio

@\ Zoom 3
Eixol : EixoY 4

Exibir Todos os Objetos
Visualizacio Padrdo Cirl+M

¢ Janela de Visualizacio ...

Figura 2.2: Configuracao da janela de visualizagao
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2.2 Algumas Ferramentas do Geogebra e como utiliza-
las

Aqui serao apresentadas as principais Ferramentas do Geogebra e como utiliza-las
de maneira que o estudante possa adquirir conhecimentos, investigar, interagir e resolver
problemas sobre Geometria. As ferramentas sao encontradas na barra superior do soft-

ware, como na figura a seguir.

A —u
el (2] 1
7 ) o3|

'
/]

Figura 2.3: Barra superior

Ao clicar em um icone da barra superior, uma nova janela se abrira e é nela que

se deve selecionar a ferramenta que se deseja utilizar. Elas poderao ser.

2.2.1 Ferramenta Mover

&)
Figura 2.4: Ferramenta Mover

E utilizada para mover e localizar objetos que se encontram construidos na janela
de visualizagdo. Ao se construir uma figura ou um grafico no Geogebra, pode-se, futura-
mente, ter que mové-lo de acordo com determinadas necessidades impostas pelo problema,

que se esté resolvendo. Por isso, essa ferramenta ¢ muito util no trabalho com o software.

2.2.2 Ferramenta Ponto

Figura 2.5: Ponto

Essa ferramenta é utilizada para marcar, construir e localizar pontos no sistema
de coordenadas cartesianas. Isso serd feito na janela de visualizacao, o que permitira ao

aluno Marcar e encontrar os pontos com facilidade, podendo, assim, fazer um estudo das
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localizacoes no plano cartesiano e as relagoes entre pontos, quantos pontos determinam
uma reta, quando eles sao colineares e outras relacoes que se jugarem necesséarias. Outra
maneira de localizar um ponto ¢ digitando suas coordenadas na caixa de entrada. Por

exemplo, para localizar o ponto A = (—2,3) deveré ser digitado como na figura abaixo,

na linha inferior entrada:

|£:| GeoGebra EI@
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . I i D 0’1/:_ o a=2 L‘
! o | / WLl =1 '\:}_ o /€5 e ABC || “:"’_
v v " v v & v v v v v
» Janela de Algebra = | » Janela de Visualizagio =]
=| Ponto 8-
e A=(2,3)
Representac3o do &
ponto
Representacio 44
algébrica do ponto
A
L 3 3
4
2
1
0
4 3 3 i o 1 2 3 H 5 [
Local onde deve digitar
as coordenadas do
ponto ™
@ 2
Entrada: |A=(-2,3)| @+ @

Figura 2.6: Ponto localizado na janela de visualizagao

Como vimos acima existem duas maneiras de se construir um ponto, digitando
as coordenadas ou clicando na ferramenta ponto e em seguida na janela de visualizacao.

Cabera ao estudante decidir qual é a melhor e em que caso serd mais vantajoso ou preciso

utilizar uma ou a outra.

2.2.3 Ferramenta aAngulo

Figura 2.7: Angulo

A ferramenta angulo é utilizada para medir o angulo entre duas retas, semirretas

e segmentos. Para utilizar a ferramenta basta ter previamente construido os dois objetos
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que se deseja medir o angulo formado entre eles. Para isso basta clicar sobre o primeiro
objeto e em seguida sobre o segundo, o Geogebra determinard assim o angulo entre os

dois objetos. No caso de retas, dos quatro angulos dois menores e dois maiores iguais.

2.2.4 Ferramenta vincular e desvincular ponto

A

o)

Figura 2.8: Vincular/Desvincular ponto

A ferramenta é utilizada para vincular um ponto a uma curva, isto é, fazer com
que o sistema entenda que um determinado ponto pertence a uma curva dada. Para
utiliza-lo basta selecionar o ponto e em seguida a curva. Por exemplo para vincular o
ponto A = (m,n) a curva y = x° — 323 + 2, basta clicar sobre o A e em seguida sobre a
representacao da curva. Observacido: para construir a curva y = 2° — 3z% + 2 ela devera
ser digitada na caixa de entrada como estd representada na figura, veja que o Geogebra

fornece as coordenadas onde foi clicado sobre a curva:

|£:| GeoGebra EI@

Entrar...

o

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

- e . .
NDEERE ORI ENE
b Janela deAIgebra EI » Janela de Visualizagdo

7

&
= Funcio
D flx) = x"—3x+2
+ Nimero
=/ Ponto “
@ A= (167, 1.05)

$

|

.
! \\
- V|

a=2
e
37|

Entrada: x*5-3x*3+2

®

Figura 2.9: Exemplo de vincular ponto
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2.2.5 Ferramenta intersecao de dois objetos

~

o

Figura 2.10: Intersecao de dois objetos

Utilizada para determinar quando houver, os pontos de intersecao entre dois
graficos representados na janela de visualizacdo. Para utiliza-la, basta selecionar um
grafico e em seguida o outro que possui um ou mais pontos comuns. Para o aluno é
uma ferramenta ttil na resolucao de determinados problemas, pois ajuda na precisao de

encontrar esses pontos e também na praticidade. Vejamos como utilizar essa ferramenta

no problema a seguir.

Exemplo 2.1. Encontre os pontos de intersegdo entre os graficos das curvas f(z) =

P +3r+2eg(x)=—x+2

Para solucionar o problema, o aluno devera primeiramente construir os graficos de
f(z) e g(x) e em seguida utilizar a ferramenta intersecao de dois objetos para encontrar
os pontos. A representacao algébrica dos pontos é facilmente encontrada na janela de

algebra. Sao eles A = (—4,6) e B = (0,2). Vejam a resoluc¢do na figura abaixo:

| £:| GeoGebra EI@
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. . N D) - a=2
ANEE RN EE -
) v ) v ) v ) ) ) v )
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio [
- Funcio
W f(x) = x4+ 3x+2
@ g(x) = —x+2
Ponto
@ A=(4,6)
L@ B={0,2)
4
T T
12 2 4 [
2
Entrada | @

Figura 2.11: Exemplo de intersecao de dois objetos
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2.2.6 Ferramenta ponto médio ou centro

Figura 2.12: Ponto médio ou centro

Ao clicar neste icone, dado um segmento, este localiza o ponto médio d0 segmento
ou a distancia média entre os dois pontos extremos. Para utiliza-la, basta selecionar um
ponto extremo do segmento e em seguida o outro e automaticamente o sistema localizara
o ponto médio. Essa ferramenta pode ser utilizada para resolver diversos problemas que

envolvam a localizacao de ponto médio ou centro. Veja o problema abaixo:

Exemplo 2.2. Dados os pontos A e B, como mostrado na foto, retrata o encontro dos
Rios Araguaia e Garcas nas cidades de Aragarcas, Barra do Garcas e Pontal do Araguaia.
O ponto A se localiza na margem do rio que fica em Aragarcas e o ponto B na margem
que fica em Barra do Garcas, de modo que o segmento formado pelos pontos A e B
formam um ngulo de 90° com ambas as margens. Encontre o ponto do segmento AB que
se localiza no meio do rio, isto é exatamente na fronteira entre as cidades de Aragarcas e

Barra do Gargas.

Figura 2.13: Exemplo de ponto médio

Para resolver o problema basta o aluno selecionar a ferramenta ponto médio e

em seguida clicar sobre o ponto A e em seguida sobre o ponto B. Mais & frente veremos
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como construir um segmento com suas medidas. Para alterar a cor dos objetos devemos
clicar com o botao direito sobre ele e em seguida clica-se em propriedade selecionando a
cor.

Como vimos no exemplo, o Geogebra permite trabalhar com figuras colocando-as
na janela grafica. Para isso basta utilizar a ferramenta inserir imagem. Colocar uma
imagem em um problema matematico ¢ uma maneira de atrair a atencao do aluno, uma
vez que a atencao do aluno é primordial na resolucao de problemas. A contextualizagao
através de imagem nao é primordial na resolugao de problemas matematicos, mas pode

ajudar os alunos a aproximar a Matemaética aprendida na escola com o seu cotidiano.

2.2.7 Ferramenta homotetia

Figura 2.14: Homotetia

E utilizada para dividir um segmento em uma quantidade de partes iguais. Para
isso deve-se selecionar um ponto extremo de um segmento e em seguida o outro e digitar
a fracao onde o numerador representa o niimero da parte e o denominador a quantidade
de partes que o segmento deverd ser dividido. Por exemplo, para dividir um segmento em

trés partes iguais deve-se digitar as fracoes 3 e

win

1
3

2.2.8 Ferramenta reta

Figura 2.15: Reta

A ferramenta faz o grafico de uma reta definida por dois pontos. Para utiliza-la,
basta criar os dois pontos, em seguida com a ferramenta selecionada clicar sobre um e

depois sobre o outro ponto obtendo assim a reta determinada por esses dois pontos.

Exemplo 2.3. Dados quatro pontos, trés a trés nao colineares, quantas retas sao definidas

por esses pontos?
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Para a resolucao do problemas, o aluno devera construir os quatro pontos respei-
tando as condicoes impostas, e em seguida, as retas determinadas por cada dois pontos
que estao construidos. Para resolver o exercicio o aluno deve contar quantas retas podem

ser formadas, nesse caso formou-se 6 retas, como pode ser comprovado pela figura 2.16.

| £ GeoGebra EI@

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A r! =TS . 2 (=
%7 o | ‘. Il @, lo /| & o\_||ABC |25 ‘%',
b Janela de Algebra [ | b Janela de Visualizagio )
Fonto d 8 b
@ A={-2,3)
f "
o
a
4
I 5 1 3 3 H 5 &
¢ C
2]
]
Entrada: 1

Figura 2.16: Exemplo sobre retas

2.2.9 Ferramenta Segmento

o

7

Figura 2.17: Segmento

Assim como na ferramenta anterior, antes de se construir um segmento devemos
ter dois pontos previamente construidos na janela de visualizacdao do Geogebra e, por fim,
clicar sobre o primeiro e em seguida sobre o segundo ponto. Também poderd marcar o
segmento diretamente, isto é, sem a necessidade de dois pontos previamente marcados,

clicando em um ponto e arrastando o cursor até outro ponto.
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2.2.10 Ferramenta Semirreta

Figura 2.18: Semirreta

Analogamente as duas anteriores, deve-se ter dois pontos determinados e em

seguida clicar sobre os dois. O primeiro ponto a ser clicado serd a origem da semirreta.

2.2.11 Ferramenta reta perpendicular

Figura 2.19: Reta perpendicular

Essa ferramenta é utilizada para se construir uma reta perpendicular. Ao utiliza-
la deve-se previamente, ter uma reta construida e em seguida com a ferramenta reta

perpendicular selecionada basta clicar na reta e em um ponto fora da reta ja construida.

Exemplo 2.4. Qual deve ser o valor de k£ para que as retas r e s de equagoes r : kx+y—2 =

O0es:(2k+ 1)z —y = 4 sejam perpendiculares?

| £:| GeoGebra

[E=NECE x5
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

DREESORRNEEE =

b Janela de Algebra

- Numero
L@ k=05 k=U.g_
- Reta

@ m05K+y=2
ol s 2n-y=4 ]

} Janela de Visualizagao

Criar Controles Deslizantes @

af 2 Criar Conirole(s) Deslizante(s) para: k

: Criar Controles Deslizantes || I Cancelar J i

Entrada

@

Figura 2.20: Exemplo sobre retas perpendiculares
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O primeiro passo para a resolucao do exercicio é digitar a equagao da reta r no
campo de entrada e confirmar clicando na tecla enter do computador. Em seguida, o
Geogebra vai perguntar se o usuario deseja criar controles deslizantes para k. Ele devera
criar, observacao, controles deslizantes sao onde manipula-se, os valores que k podera
assumir. Em seguida, devera digitar a equacao s assim como foi feita com a anterior.
Veja a Figura 2.20.

Para resolver o exercicio e medirmos o angulo entre as duas retas. Para isso
utilize a ferramenta angulo como esti explicado no Tépico 2.2.3. Apos medir o dngulo
o aluno deverd, com a ferramenta mover selecionada, manipular o valor de k£ no controle
deslizante. Quando o angulo entre as duas retas for de 90° saberemos que as retas r e s

sao perpendiculares. Assim basta o aluno observar o valor de k que aparecerd na janela

1

de algebra. Para esse problema temos dois possiveis valores que sao k = —1 ou k = 3.

Veja na figura 2.20 o problema resolvido para k = %

2.2.12 Ferramenta reta paralela

Figura 2.21: Reta paralela

Utilizada para construir uma reta paralela a uma reta dada. Para fazer o uso da
ferramenta deve-se ter uma reta construida e com essa ferramenta selecionada clicar sobre

a reta dada e sobre um ponto fora dela.

Exemplo 2.5. Quais devem ser os possiveis valores de m para que as retas r e s de

equagbes mz +y — 3 =0e (2m + 6)x — y = 9, respectivamente, sejam paralelas?

Para o aluno resolver esse exercicio, ele devera construir a representacao grafica
das duas retas, medir o angulo entre as duas, e em seguida, manipular o valor de m até
que se encontre um angulo de 180° ou 0°. Af sim, as retas r e s serao paralelas e nesse
caso m = —2.

Outra maneira de resolver o exercicio ¢ marcar o ponto de intercessao entre as
duas retas e manipular o valor de m até que esse ponto apareca como indefinido na janela

de algebra.
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Vejaque, 7:y=—-mx+3es:y=(2m+6)x—9, das duas equagdes temos que,

(2m+6)r —9=—mz+3

(3m+6)r =12
12
~ (3m +6)

Veja que nao existe valor de x para 3m + 6 = 0 logo nao existira a intercessao entre as

duas retas, , isto é se m = —2 as duas retas serao paralelas.

2.2.13 Ferramenta mediatriz

=

Figura 2.22: Mediatriz

Essa ferramenta é utilizada para construir a mediatriz. Com um segmento de reta
j& construido, clique sobre um ponto extremo do segmento e em seguida sobre o outro,

ficara, assim, construida a reta mediatriz.

2.2.14 Ferramenta bissetriz
=

Figura 2.23: Bissetriz

Constroéi-se a bissetriz de um angulo. Antes de utilizar a ferramenta deve-se ter
um angulo BAC previamente construido na janela do Geogebra. Observe que esse angulo
tem como vértice o ponto A e, para construir a bissetriz, deve-se clicar em um dos pontos
B ou C' e em seguida sobre o vértice A e, por ultimo sobre o outro ponto, o que nao
foi escolhido no primeiro clique B ou C. Ficara, assim, construida a bissetriz do angulo

£ZBC.
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2.2.15 Ferramenta reta tangente

Figura 2.24: Reta tangente

A ferramenta reta tangente, pode ser utilizada de duas maneiras. Primeiro, cons-
truindo um ponto sobre uma curva, em seguida com a ferramenta selecionada clicar sobre
a curva e depois sobre o ponto. O outro modo é construir um ponto fora da curva,

selecionar a ferramenta, clicar sobre a curva e, em seguida, sobre o ponto construido.

2.2.16 Ferramenta poligono

=
|

Figura 2.25: Poligono

Essa ferramenta faz a representacao de um poligono determinado por trés ou mais
pontos. Além disso, ela também fornece a area desse poligono. Para encontrar a area
basta localizar a palavra “pol” acompanhada de um nimero que representa o poligono.
Exemplo “poll”, o valor da area serda o niimero que aparece na igualdade exemplo “poll
= 265.12”, nesse caso, a area do poligono 1 é 265,12. Vale lembrar que no Geogebra a

unidade de medida de areas é o centimetro quadrado.

2.2.17 Ferramenta circulo

Figura 2.26: Circulo dado o centro e um de seus pontos

Para utilizar a ferramenta marque, um ponto que serd o centro do circulo e, em
seguida, outro ponto que pertencera a circunferéncia. Com a ferramenta selecionada,
clique sobre o centro e em seguida sobre o outro ponto. Outra maneira de construir um
circulo é digitando sua equacao na janela de entrada do Geogebra. Pode ser feito também
um circulo dados o centro e a medida do raio e para isso basta utilizar a ferramenta

“Circulo dado centro e raio”
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2.2.18 Ferramenta elipse

e

Figura 2.27: Elipse

Para utilizar a ferramenta deve-se ter os dois focos e um ponto da elipse construi-
dos na janela de visualizacao. Selecione a ferramenta elipse, clique sobre o primeiro foco,
sobre o segundo foco e, por iltimo sobre o ponto. Pode-se também construir o grafico

de uma elipse conhecendo sua equagao, para isso basta digitar a equacao na janela de

entrada.

Exemplo 2.6. Construa o grafico da equacao da elipse 22 — 2zy + 4% — 30x + 40y = 90.

Para resolver o problema o aluno devera digitar a equagao na janela de entrada

e teclar enter que o software encarregara de construir o grafico. Veja a figura:

| £ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

%) [lc]=]

I

=

) |
b Janela de Algebra [ | ¥ Janela de Visualizaco
- Cohnica
el G KR - 2Ky + 4yF - 30K+ A0y

cm?

e,

iy

A
o

iV

]
|

T

a=2
prlite

N

ABC

[=]

=1 B X3

Entrar...

(o]

i

204

< m 3

Entrada:

T
35

@

Figura 2.28: Exemplo sobre elipse
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2.2.19 Ferramenta hipérbole

.
|

Figura 2.29: Hipérbole

Essa ferramenta deve ser utilizada apo6s conhecer os vértices e um ponto da hi-
pérbole. Deve-se clicar sobre ambos os vértices e, em seguida, sobre o ponto pertencente
a hipérbole. Assim, como na Elipse, pode-se também obter o grafico de uma hipérbole

digitando sua equac¢ao na janela de entrada.

2.2.20 Ferramenta parabola

Figura 2.30: Parabola

Para utilizar a ferramenta devemos construir primeiro a reta diretriz e depois um
ponto que serd o foco. Com a ferramenta selecionada clique sobre o foco e, em seguida,

sobre a diretriz. A parabola também pode ser construida digitando sua equacao.

2.2.21 Ferramenta cénica por cinco ponto

Figura 2.31: Conica por cinco pontos

Como o proprio nome sugere, essa ferramenta constroi o grafico de uma conica
definida previamente por cinco pontos. Para isso basta construir os pontos na janela de

visualizacao e depois com a ferramenta selecionada clicar sobre os cinco pontos.

Exemplo 2.7. Verifique qual é a conica determinada pelos pontos A = (=2, -2),B =

(—=2,1),C =(2,3),D =(3,-1), e E=(2,-5), e qual & sua equac¢ao?

O aluno deverad construir os pontos e em seguida com a ferramenta selecionada,
clicar sobre os cinco pontos, nao importando a ordem que seré clicado, mas vale lembrar

que o Geogebra construira o grafico somente quando todos os pontos forem selecionados.
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|£| GeoGebra EI@
Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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&

Entrada: ¥ @

Figura 2.32: Coénica por cinco pontos

Veja na figura que essa conica é uma elipse e sua equacao pode ser encontrada

na janela de 4lgebra e é —822 — xy — 2y + 7o — 2y = —48
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Capitulo 3

Geometria Analitica e o Geogebra

O contetudo de Geometria Analitica esta presente no curriculo do ensino médio das
escolas brasileiras ¢ um contetido que exige do aluno conhecer representagoes geométricas,
bem como trabalhar com algebra. Uma maneira de se estudar a Geometria Analitica, é
partir de uma representacao geométrica de um determinado problema e, a partir dai,
realizar interpretagoes para formular as defini¢oes, teoremas, propriedades e conceitos

algébricos sobre o conteido.

A Geometria Analitica tem por objetivo conciliar os fatos geométricos
com as relacdes algébricas. Permite, assim, que a Algebra e a Geome-
tria se relacionem, o que possibilita um estudo sistematico das figuras
geométricas, bem como, reciprocamente, a interpretagao geométrica das
relagoes algébricas. (IEZZI, 2004, p. 80)

Quando temos um desenho geométrico elaborado por uma definicao, podemos
realizar sobre ele interpretagoes com o objetivo de encontrar algum conceito algébrico.
Por exemplo, se desenhamos duas retas concorrentes no plano cartesiano, facilmente o
aluno percebe que essas duas retas tém um ponto em comum. Conhecendo-se dois pontos
de cada uma dessas retas, o aluno pode realizar alguns calculos e obter as equacoes das
retas. Teremos, assim, um conceito algébrico. Mais adiante, podera resolver um sistema
formado pelas equacoes das duas retas e obter como resultado o ponto de interse¢ao das
retas. Temos, assim, um conceito algébrico para o ponto de intersecao das duas retas,
isto ¢, a solucao do sistema de equacao é o ponto comum as duas retas.

No Geogebra podemos construir figuras geométricas e consequentemente explorar
seus conceitos algébricos, pois uma das funcoes desse software é a de relacionar algebra

e geometria. Veremos a seguir alguns contetidos de Geometria Analitica e como resolver
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algumas atividades e problemas sobre o contetido utilizando o Geogebra.

3.1 O estudo do ponto com o auxilio do Geogebra

Quando o aluno comegar a conviver com formas geométricas e a estudar a Ge-
ometria, ele comecara também a ter a nogao do conceito de ponto, por vezes aparecem
algumas dividas sobre tal conceito. O que na verdade representa um ponto? Qual o
tamanho do ponto? Para que serve um ponto? Mas sabemos que o ponto é um conceito
primitivo, ele nao tem tamanho peso e nem parte, mas em Geometria Analitica ele serve
para indicar uma posicao que estd orientada por alguns fatores ou sistemas definidos,
como por exemplo o sistema de coordenadas cartesianas, polares, esféricas, etc. O ponto
geralmente ¢é indicado por uma letra maitscula de nosso alfabeto e ele pode ser localizado

tanto no plano quanto no espaco.

3.1.1 O plano cartesiano

O plano cartesiano é um sistema de eixos orientados compostos por uma reta
horizontal chamada de eixo abscisso, geralmente é indicado pela letra Ox e uma vertical
chamada de eixo ordenado, geralmente ¢é indicado pela letra Oy. Essas duas retas sao
concorrentes e o angulo entre elas vale 90°. O seu criador foi o filésofo francés René
Descartes (1596-1650) com a ajuda do matematico Pierre de Fermat (1601-1665). Veja

imagem:

2° Quadrante 1° Quadrante

3® Quadrante <2 4° Quadrante

Figura 3.1: Plano cartesiano

Os eixos orientados = e y ortogonais dao origem a quatro partes, cada uma delas
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chamada de quadrante. Para orientar os eixos, diz-se que o ponto de encontro dos eixos
¢ chamado de origem do sistema e este representa o ponto (0,0), a direita e acima da
origem encontram-se valores positivos, a esquerda e abaixo da origem, encontra-se valores
negativos e os valores aparecem nos eixos de forma ordenada.

Genericamente representamos um ponto no plano cartesiano por P = (x1, 1),
esse ponto estd localizado onde sua projecao ortogonal sobre o eixo Ox localiza-se no
niamero x; e sobre o eixo Oy no numero y;. Dois pontos A = (x1,11) e B = (22,y3)

2

sao iguais, isto é estao representados em um mesmo local no plano cartesiano se, suas

coordenadas do eixo Ox ou Oy forem iguais, isto é, x1 = x5 ou y; = ¥ys.

Exemplo 3.1. Localize os pontos A = (1,3),B = (1,4),C = (=2,3),D = (=3,—1), e

E = (2,—-3), no sistema de coordenadas cartesiano.

Para resolver o problema utilizando o Geogebra, o aluno devera digitar o ponto
rigorosamente como estd escrito. Isto ¢, da forma A = (1,3), ou podera encontra-lo

utilizando a ferramenta ponto. Veja um exemplo na figura:

% GeoGebra E=8 Hom =)
Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
|\ '\ AEC az2 |—/
/’ ‘_/
b Janela de Visualizacio \ZI
Ay of
c A
Le L] 3 .
L@ E={2, 3}
2
1
<
o X
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
D
) 1
E
E
3 o
Entrada [a] %

Figura 3.2: Exemplo 3.1.2.1

Veja que os pontos A e B estao no primeiro quadrante, C' no segundo, D no ter-
ceiro e ' no quarto. Esse exemplo serve para o aluno compreender como é o procedimento
de localizar um ponto no plano cartesiano. Com pratica, ele vai se habituando a localizar

0s pontos.
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3.1.2 Segmento

Dados dos pontos A e B, eles determinam um segmento denominado de AB. E
valido lembrar que todos os pontos desse segmento pertencem a uma mesma reta e a

medida desse segmento é a distancia entre os pontos que sao os extremos.

Foérmula para o calculo da distancia entre dois pontos

Dados dois pontos distintos A = (z1,y1) e B = (22,42) ¢ P = (x2,y1) temos

assim o triangulo ABP visto na figura 3.3,

¥

o, ittt e

Figura 3.3: Distancia entre dois pontos

No triangulo ABP o angulo APB é reto pois o segmento PA é paralelo ao eixo
Ox e PB é paralelo ao eixo Oy. Assim, o triangulo ABP é retangulo em P. Aplicando o

Teorema de Pitagoras obtemos

AB? = AP? + BP?

Veja no grafico que:

AB =d
AP:SL’Q—Il
BP =y —uy

Substituindo esses valores na equacao acima chegamos em:

d* = (g — iEl)Q + (y2 — ?J1)2
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Como esses valores sao positivos, podemos extrair a raiz quadrada nos dois membros da

igualdade, assim:

Va2 = V(w2 — 21)? + (Y2 — 1)

Veja que vd? = |d|, como d > 0 temos que |d| = d o que resulta em:

d= \/(332—371)2+(y2—y1)2. (31)

Obtemos uma férmula para o calculo da distancia entre dois pontos no plano.

3.1.3 Ponto médio de um segmento

Varios problemas que envolvem geometria mostram a necessidade de se determi-
nar o ponto médio de um segmento. O problema de se determinar esse ponto aparece
também em varias ocasioes de nossa vida em diversas profissoes. Por exemplo, o enge-
nheiro deve saber como encontréa-lo para que possa planejar uma construcao bem dividida.

Dado o segmento AB e M seu ponto médio, com A = (z1,y1), B = (x2,92) €
M = (zpr,yp) como esta apresentado na figura 3.4, vamos encontrar z,; e yy, em funcdo

de x1 e x5 € Yy e ys, respectivamente.

Figura 3.4: Ponto médio

Veja que nos triangulos ANM e APB temos:

ANM = APB = 90°
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MAN = BAP, pois sao angulos coincidentes

Pela soma dos angulos internos de um triangulo e pela igualdade de dois angulos teremos
AMN = ABP.

Portanto, pelo caso de semelhanca de triangulos AAA (angulo, angulo, dngulo), os tri-
angulos ANM e APB sao semelhantes. Assim sendo, podemos dizer que a igualdade a

seguir é valida
AM AN

4B~ AP (3.2)

Vejam que

AB =AM+ MB

Como M ¢é o ponto médio do segmento AB teremos que AM = M B, logo
AB = AM + AM,

AB = 2AM. (3.3)
Substituindo esse resultado na Equagao (3.2)

AM AN
2AM AP,

1 AN

2= AP
AP = 2AN. (3.4)

Pelo grafico observe que AP = (x9 —x1) e AN = (x); — x1), substituindo esses valores na
Equagao (3.4) segue que

(22 —21) = 2(xps — 11),
To — T1 = 2Ty — 221,
2x1 + 10 — 11 = 224,

T1 4+ To = 22y,
2xy = 11 + To,
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oy = L ;“’2. (3.5)

Novamente pelo fato de os triangulos ANM e APB serem semelhantes,

AM _ MN

‘AB ~ BP’ (3.6)
Substituindo o resultado da equagao (3.2) na Equacao (3.6)
AM  MN
2AM ~ BP’
1 MN
2 BP’
BP = 2MN. (3.7)

Observe que BP = (yo — 1) ¢ MN = (yar — 1), substituindo esse valores na Equagao
(3.7)segue que:

(y2 —v1) = 2(ym — 1),
Y2 — Y1 = 2Yym — 21,

2y1 + Y2 — Y1 = 2y,

Y1 + Y2 = 2y,
2upm = Y1 + Y2,
+
yr = A2 (3.8)

Das Equacoes 3.5 e 3.8 e de M = (x5, yn) obtemos a equagao para o cilculo do

ponto médio segmento a qual é

M — <5E1+I2 y1+y2) . (3.9)

2 72
3.1.4 Alinhamento de trés pontos

Dados trés pontos no plano A = (z1,y1), B = (22,y2) ¢ C = (x3,y3), pede-
se para coloca-los de maneira alinhada no plano cartesiano. Nosso objetivo é encontrar

uma condicao Matematica para o alinhamento desses trés pontos para que futuramente
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possamos verificar algebricamente se trés pontos dados estao alinhados. Quando trés
pontos estao alinhados dizemos que eles pertencem a uma mesma reta e neste caso eles
sao chamados de pontos colineares. Vale lembrar que antes de realizar a deducao a seguir,
deve-se mostrar ao aluno que dados trés pontos eles podem ou nao serem colineares, e caso

nao sejam os segmentos determinados por estes trés pontos determinam um triangulo.

Figura 3.5: Alinhamento de trés pontos

Na figura acima temos os pontos A = (x1,41), B = (22,92) € C = (x3,y3) sobre
uma mesma reta. Sabemos que os segmentos AA’, BB' e C'C’ sdo paralelos e que os
segmentos AA”, BB" e CC"” também sao. Assim podemos aplicar o Teorema de Tales e

obter:
AB A" B"
R = A//C// :

(3.10)

Veja que A"B" = x9 — x1 e A”C"” = x3 — x1, substituindo esses valores na Equacao 3.10

obtemos:
AB To — T
= : 3.11
AC T3 — I ( )
Novamente pelo Teorema de Tales
AB A'B
Veja que A'B' = yo — y; e A'C" = y3 — yy, substituindo em (3.12) obtemos
AB —
=20 (3.13)
AC yz—w
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Das equagoes (3.10) e (3.12) obtemos a seguinte igualdade:

T2 —T1 _ Y2—UN
- 9
T3 — 1 Ys — 1

Subtraindo
Y2 —
Ys —

em ambos os lados da igualdade obtém-se:

T2~ Y2 W1
T3 — I1 Ys — U1

=0,

Encontrando o minimo multiplo comum entre os denominadores, que serd (x3—x1)(ys—y1),

(2 — 1) (ys — Y1) — (Y2 — y1) (w3 — 71)

(z3 — 1) (y3 — Y1) =0

Uma fracao é igual a zero, se seu numerador for igual a zero por isso:

(2 —21)(y3 — 1) — (Y2 — v1)(v3 — 1) =0,

ToYs — ToY1 — T1Y3 + T1Y1 — T3Y2 + T1Y2 + 23y1 — T1y1 = 0,
Toy3 — Tay1 — T1Y3 — T3y2 + T1y2 + x3y1 = 0,
T1Y2 + X3Y1 + Toys — Loy — T1y3 — T3y2 = 0,

Mas esse resultado é o determinante cujas linhas da matriz sao {z1,y1, 1},{z2, y2,1} €

{z3,ys, 1}, portanto:

Ty oy 1
zy yp 1| =0 (3.14)
r3 ysz 1

Obtemos assim uma relacao para determinar se trés pontos estao alinhados ou nao.

3.2 O estudo da reta como o auxilio do Geogebra

Assim como o ponto, a reta também é um conceito primitivo. E importante deixar

claro que a reta é uma representacao que contém infinitos pontos. E comum estudantes

38



confundirem retas e segmento de reta. Isso ocorre pela forma que se representa a reta
no sistema de coordenadas cartesianas. Para representar um reta é preciso conhecer dois
de seus pontos, também é possivel representar a reta por uma relacao que é chamada de
equacao da reta. Existem varias formas de representar a equacao da reta. Elas podem
ser: equacao paramétrica da reta, equacao cartesiana da reta, equacao afim ou reduzida

da reta. Nesse trabalho serao apresentadas as equacoes reduzia e a cartesiana

Um dos objetivos da Geometria Analitica é obter equacoes associadas a
conjuntos de pontos, estabelecendo assim uma relagdo entre a Geometria
e a Algebra. Esta relacio ¢, em muitos casos, pouco explorada no Ensino
Médio e Fundamental, e o estudo da Geometria Analitica limitado a
formulas e nomenclaturas.(DELGADO) .

Com o objetivo de apresentar essa relagao ao aluno do Ensino Médio, sera dedu-

zidas as equacoes da reta no plano e os contetidos relacionados a elas.

3.2.1 A equagao geral da reta

No Ensino Médio é sempre importante lembrar ao aluno que no sistema cartesiano
fazemos uma representacao da reta, para que nao haja confusoes como, dizer que a reta

é finita ou trocar reta com segmento.

Figura 3.6: Equagao geral da reta

Cada reta dada no plano esti associada a uma equagao e uma das formas de

escrevé-la é a chamada equacao geral. Para construirmos a equacao geral de uma reta
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precisamos de dois pontos A = (z1,y1) e B = (x2,y2) no plano, com A # B assim sendo,
pela igualdade de pontos, devemos ter, z1, Zo, Y1 € yo NUMero reais com x, # Ty OU Y1 7 Yo.
Esses dois pontos definem uma tnica reta que passa por eles. Chamaremos essa reta de
r. Seja C' = (z,y) um terceiro ponto localizado sobre a reta, isso é esses trés pontos sao
colineares.

Foi estudado no topico anterior, a condicao de alinhamento de trés pontos vista

na Equagao 3.14, utilizando-a obtemos a seguinte igualdade:

z y 1
oy 1= 0
Ty Y2 1

Utilizado a Regra de Laplace para o célculo do determinante;

1 ry 1 x
v Y1 _y. 1 1. 1 0 —0

yp 1 xg 1 T2 Yo

(1 —y2) —y-(x1 —22) + 1 (z1y2 — 2211) =0
T (yr—y2) +y - [—(x1 —22)] + 1 (2192 — 2251) = 0

Sejam a = (y; — y2),b = — (21 — x2) e C' = (x1y2 — x2y1) substituindo na equagao acima
temos;

z-a+y-b+1-¢c=0

portanto;

ar +by+c=0 (3.15)

Pelo fato de x1 # x5 ou y; # yo temos que a = (y; —y2) # 0ou b = (r7 —x2) # 0.
Portanto a relagao ax + by + ¢ = 0 com a # 0 ou b # 0 representa a equagao geral da reta

no plano onde C = (z,y) é um ponto qualquer dessa reta.

3.2.2 A equagao reduzida da reta

Antes de comecar a falar sobre equacao reduzida da reta, devemos mencionar o
que ¢ o angulo de uma reta ou inclinacao. E o angulo entre a reta e o eixo das abscissas,

e ¢ medido no sentido anti-horario do eixo Oz para a reta r. Chamaremos esse angulo
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de 0. Através da medida desse angulo podemos calcular o valor do coeficiente angular da
reta, que também pode ser chamado de declividade. O coeficiente angular é um namero

real m e é expresso pela tangente do angulo 6 isto é:

m = tgl (3.16)

Veja a representacao do angulo na figura abaixo:

oy
oy

L i

5
¢
1
1
1
1
1
1
]
]
1
1
1
1
1
1
]
]
1
1
1
1
1
]
]
1
1
1
1
1
1
]
]
1
1
N '*“““Q

Figura 3.7: Angulo entre retas

Considerando o triangulo retangulo ABC' da figura, aplicando a definicao de

tangente em um tridngulo retangulo sobre o angulo 6 teremos:

cateto — oposto

tgl =
g cateto — adjacente

Como a medida do cateto oposto é yo — y; e do adjacente é x5 — 21 e da Equacao 3.16

m = tg obtemos:
Y2 —h
m =
T2 — I1

(3.17)

J& foi visto que a reta determinada pelos pontos A e B possui equacao geral
ax +by+c=0coma#0oub#0,sendoa=(y; —yz) e b=—(x1 —x3). Veja agora

que:
a (1 — y2)

b —(x1 — z9)
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assim:
a_ —(y1 — o)
b —(z1 — x2)
eliminando os parenteses:
a Y2 —
b xe— 1

substituindo o resultado da Equagao (3.17) obtemos:

logo
m=—— (3.18)

Devemos estar atentos a trés casos que podem ocorrer com a equagao de uma reta. Esses

casos surgem dos valores de a e b na equacao geral da reta.

1° caso

Se a # 0 e b # 0 teremos:
ar +by+c=0
subtraindo (az + ¢) em ambos os membros da igualdade obtemos:
by = —(ax + ¢)

eliminado os parenteses:

by = —ax —c
dividindo ambos os membros da igualdade por b:

y = Ay < (3.19)
Seja n = —¢ e substituindo o resultado da Equagao (3.18) na (3.19):

b

y=mz+n (3.20)
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A equacao y = mx + n é chamada de equacgao reduzida da reta, onde o valor de m é

chamado de coeficiente angular e n de coeficiente linear.

2° caso

Se a # 0 e b= 0 da equagao ax + by + ¢ = 0 teremos:

ar +0y+c=0

o que resultaria em:

ar+c=0

subtraindo ¢ em ambos os membros da igualdade obtemos:

ar = —cC

dividindo ambos 0s membros da igualdade por a resulta em:

c
x=—-
a
seja k = —£ por fim, chegamos a equagao:
r==Fk (3.21)
[l x

Figura 3.8: Reta vertical

A Equacao (3.21) é representada por uma reta vertical, assim sendo, ela sera
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paralela ao eixo Oy. Desse modo o angulo 6 formado pela reta e o eixo Ox é reto.
Vejamos a figura 3.8.

A reta vertical tocara o eixo Oz no ponto (k,0). O valor de k é chamado de raiz
da equacao nessas condicoes. Neste caso de § = 90° e de m = tgf teremos que m = tg90°.
Porém esse valor nao é definido. Assim dizemos que a reta vertical nao possui declividade.

3° caso

Se a =0 e b+# 0 da equagao ax + by + ¢ = 0 teremos:
Oz +by+c=0

o que resultaria em:

by+c=0

subtraindo ¢ em ambos os membros da igualdade obtemos:
by = —c
dividindo ambos 0s membros da igualdade por b resulta em

__¢
=73

seja d = —¢ por fim, chegamos a equagao:

y=d (3.22)

A Equagao (3.22) é representada por uma reta horizontal. Assim sendo, ela serd paralela
ao eixo Ox, vejamos a figura 3.9.

A reta horizontal tocara o eixo Oy no ponto (0,d). Essa equa¢ao somente tocara
o eixo Ox quando d = 0 e nesse caso a reta serd coincidente ao eixo Ox. Para os demais
valores de d a reta é paralela ao eixo Ox. Quando a reta é paralela ao eixo Ox o angulo 6
entre esse eixo e a reta ¢ igual a zero, ou seja 6 = 0 como m = tgf teremos que m = tg0.

Portanto, m = 0, assim dizemos que a inclinacao da reta ¢ nula.
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Figura 3.9: Reta horizontal

3.2.3 Posigao relativa entre retas no plano

Dadas duas retas r e s no plano, podemos comparar essas retas relativamente as
suas posicoes. Elas poderao ser coincidentes, paralelas ou concorrentes, vejamos a seguir

como é caracterizada cada uma.

Retas coincidentes

Duas retas r e s no plano, sao coincidentes se todos os pontos que pertencem a
reta r também pertencerem a reta s. Essas duas retas também sao chamadas de paralelas

iguais.

Retas paralelas

Figura 3.10: Angulos de retas paralelas
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As retas r e s do plano sao paralelas distintas se nao possuirem pontos comuns.
Por outro, lado duas retas r e s sao paralelas se o angulo 6; da reta r for igual ao angulo
0, da reta s.

Dadas as retas r e s cujas equacoes gerais sao dadas respectivamente por a;z +
biy+c1 =0e asxr+byy+co =0, r e s sao paralelas ou coincidentes se existir um namero
real k # 0 de modo que a; = k- as e by = k - by. Essas retas serdo coincidentes quando
tiverem: a1 =k -ao, by =k -by e c; =k - cs.

Utilizaremos o Geogebra para ilustrar esse fato: deve-se digitar a equagao a;x +
b1y + c1 = 0 no Geogebra, criar os controles deslizantes que forem pedidos. Para digitar a
equagao asx + boy + co = 0 devemos substituir a; = k- ay e by = k- by e digitar a equagao

no Geogebra k x a;x + k x byy + co = 0. Veja a figura abaixo.

|2 retas paralelas ggb.ggb [E=H E=H
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
[N i s -
AN I é._ . ABC || “.- ‘%'_
v J v g 7 J v J
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio (B4}
Nimero = ¥
a,=1
. .-
44
by=-1
cy=-5 *]
(2
2
k=2
4
- 1
o X
5 a 3 2 5 [ 1 & 7 B o
14
72
5 ]
Entrada: | &

Figura 3.11: Retas paralelas equagoes gerais

Para que o aluno perceba esse fato, ele devera manipular o valor de k nos controles
deslizantes e observar as equacoes. Nao é dificil perceber que o valor do coeficiente ay da
equacao s € igual ao produto do coeficiente a; da equagao r por k. O mesmo ocorre com
by em relacao a by. Nesse caso, o Geogebra funciona como uma ferramenta de investigacao
de conceitos matematicos. Vale lembrar que nao ¢ uma demonstracao para a condigao de
duas retas serem paralelas, dadas suas equagoes gerais.

Por outro lado, na reta ka;z + kbyy + co = 0 podemos dividir ambos os membros

da igualdade por k # 0 obtendo, assim a equagao a;r + by + 2 = 0, chamando ¢ de c3
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teremos a equacao a;x + b1y + c3 = 0. Portanto, para simplificar, dizemos que dada uma
reta ax + by + ¢ = 0 a equacao das retas que serao paralelas a ela sao dadas na forma
ax+by+c; = 0, caso ¢ = ¢ elas sdo coincidentes e se ¢ # ¢; elas serao paralelas distintas.

Sejam duas retas r e s cujas equagoes reduzidas sao respectivamente y = miz+n;
e Yy = maeT + ng, onde my = tgh, e mqy = tgbs.

Foi visto acima que duas retas sao paralelas se 6; = 65, da trigonometria temos
que tgh; = tghy logo m; = my. Portanto, dadas as equagoes reduzidas de duas retas
Yy =miT + ny e y = mox + no, dizemos que essas duas retas sao paralelas se m; = ms e
ny # ny. No caso de n; = noas retas seriam coincidentes.

O Geogebra pode ser utilizado como ferramenta para realizar investigacoes sobre
esse fato, para isso deve-se digitar as equacgoes das retas y = mix +ny € y = mox +ng €
criar os controles deslizantes pedidos. Realizar uma investigacao é manipular os valores de
m1, Ma, N1 € Ny Nos controles deslizantes e observar o comportamento das retas em funcao

desses valores, que sao paralelas para m; = ms e coincidentes se m; = msy e Ny = ns.

| £:) retas paralelas equ reduzida ggb.ggh EI@

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

E .A* /7 ""2” Ih:‘? ®7 @7 é:l( N‘z ABC? iﬂ? ‘%.7‘

,

b Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio

Nimero
..qg m, =05

(]

Y m2=0.5
Y n1=1.5
@ N,=-05
Reta

ry=05x+15
s:¥y=0.5x-0.5

Entrada

Figura 3.12: Retas paralelas equacoes reduzidas

Retas concorrentes

As retas r e s sao concorrentes se sua intersecao possuir um tnico ponto, iSso se
elas possuirem um tnico ponto comum, e essas retas possuem os angulos formado com o

eixo das abcissas diferentes.
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No caso de serem dadas as equacoes gerais de duas retas r e s com equacoes
ax + by +c = 0 e asxr + by + o = 0, com aq,as,b; e by diferentes de zero, essas
retas serao concorrentes se, para todo nimero real k; # 0 ou ko # 0, com as = ky - a4
e by = ko - by, tivermos ky # ky. Dividindo ambos os membros da igualdade da equacgao

as = ki - ap por ay e da equacao by = ks - by por by obtemos;

@ _
ay
by
2 _r
by
Portanto, pelo fato de k; # ko teremos:
a9 bg
2,2 3.23
e (3.23)

Assim, para analisar se duas retas sao concorrentes, basta verificar a veracidade
da inequacgao 3.23. Utilizaremos o Geogebra para verificar que quando duas retas sao

concorrentes o valor de ky # ko, veja a figura:

|2 retas concorrentes ggb.ggb EI@

Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

AN ofol4)N =

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo o &
Nimero
[ =2 a.=2 r

ABC

L ]
L ]
L ]
: ® ™ i 3
il I(2=

i Ponto . i q
@ A=(2.25,1.25)
Reta kz -

Entrada: 1]

Figura 3.13: Retas concorrentes

O ponto A da figura é o ponto de intercessao das duas retas. O aluno deve mover
os valores criados com os controles deslizantes para realizar uma anélise sobre essas retas.

Em algum momento ele devera colocar os valores de k; = ks e assim perceber que as retas
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serao paralelas nesse caso e que para os demais serao concorrentes.

Se forem dadas duas retas concorrentes com a equacao da forma reduzida r :
Yy = mix +ny es:y = mer + ny. Partido de ponto que duas retas concorrentes
possuem inclinagoes diferentes, seja 01 e 6, as inclinacoes de r e s respectivamente, assim
tgt # tghy, como foi visto chamaremos my = tgf; e my = tgbs, logo m; # my. Portanto,

podemos dizer que as retas r e s sdo concorrentes se my # Mmy.

|| retas concorrentes equagdo reduzida ggb.ggb EI@

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

N Bz B S ol [+ Pal N = B2 o
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio 4]
. Numero
- m1=0.5 m, =05
e m,=
e, =3
L n,=-2

Fonto

Entrada:

o}

Figura 3.14: Retas concorrentes equacao reduzida

Nesse caso, para realizar um estudo sobre as retas basta mover os valores de
my, N1, Mo € Ng € observar o comportamento das retas no grafico e nas suas equacoes
representadas no programa. Esperamos que o aluno perceba que, ao movimentar o valor

do coeficiente angular, o angulo da reta se altera e ao movimentar o coeficiente linear a

reta movera.

Retas perpendiculares

Duas retas r e s concorrentes sao perpendiculares se o angulo entre elas for reto.

Considere duas retas perpendiculares r : y = mix+mnq e s : y = mox +nsy cujas inclinagoes

sao respectivamente « e [3.

Veja na figura 3.15 que o triangulo ABC' que é retangulo em A. Pela soma dos
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angulos internos de um triangulo temos:

a4+ A+ 0 =180° (3.24)

Figura 3.15: Retas perpendiculares

Por outro lado, a soma de dois angulos suplementares é igual a 180°. Assim

A+ 8 = 180° substituindo esse valor na Equacao 3.24 obtemos:
at+A+0=X\+p

Subtraindo A aos dois membros da igualdade teremos (Teorema do Angulo Externo):

a+0=p
ou

b=a+6
e como 6 = 90° chegamos em:

B =a+90°

Calculando a tangente dos dois membros da igualdades vemos que:

tg(B) = tg(a +90°)
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sen(a + 90°)

t9(8) = cos(a + 90°)

Aplicando a soma de dois arcos para seno e cosseno temos:

sen(a)cos(90°) + sen(90°)cos(w)

tg(ﬁ) = COS(Q)COS(900> — Sen(a)sen(900>
_ sen(a) -0+ 1-cos(a)
tg(B) = cos(a) - 0 — sen(a) - 1
tg(B) = %
tg(B) = —SZZ((Z)) 3:29)
cos(a)

Na trigonometria cotg(a) = . substituindo o primeiro
s

et =
en(a) 9(a) cotg(a)
valor na Equacdo (3.25) e, na sequéncia, o segundo obtemos:

tg(8) = —cotg(a)

tg(B) = — tgga) (3.26)

Foi visto no Tépico 3.3.2, que o coeficiente angular de uma reta é a tangente

do angulo de inclinacao da reta, mas m; e my sao os coeficientes angulares das retas r
e s respectivamente e como « e [ sao suas respectivas inclinagoes podemos dizer que,

my = tg(a) e mg = tg(B), substituindo esse valores na Equacao 3.16.

1
My = ——
my

Multiplicando ambos os membros da igualdade por m,

Portanto, podemos dizer que duas retas r : y = mix +ny e s : y = mox + Ny SA0
perpendiculares se my - mo = —1

Considere agora as equacoes dadas na forma geral r : ayx + by +¢; = 0 e
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St asx + boy + co = 0 com by e by diferentes de zero. Da equacao da reta r teremos:

a1x+b1y+01:0

Somando —a; — ¢y aos dois membros da igualdade:

biy = —a1x — ¢y
Dividindo por by:
ay €1
Yy=—T—
bh b
O valor my = —3* ¢ o coeficiente angular dessa reta. Da equagao da reta s teremos.

a2x+b2y+02:0

Somando —ay — cox aos dois membros da igualdade:

boy = —agx — co
Dividindo por bs:
(05} Co
= ——Xr — —
YT
O valor my = —32 € o coeficiente angular dessa reta. Como foi visto na Equacao (3.27)
essas duas retas serao perpendiculares se m; - my = —1, substituindo os valores de m; e
mao:
aq a9
R N I . |
< bl) ( b2)
aq - ag
=-1
by - bo

Multiplicando ambos os lados da igualdade por by - by:

al'&gz—bl'bg

Logo:
ay - Qg + bl . b2 =0 (328)

Portanto, podemos concluir que dados duas retas r : a;x+by+c1 =0e s : asx+byy+co =
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0 elas serao perpendiculares se ay - as + by - by = 0.
Por fim, dada uma reta r : ax + by + ¢ = 0 e pelo fato de ab+ b(—a) = 0 teremos

que a equacao das retas perpendiculares a r serd s : bx —ay +c; =0

Angulos entre retas

Considerando duas retas r e s concorrentes mas nao perpendiculares entre elas
com suas equagoes dadas na forma reduzida r : y = miz +ny e : y = my + ny. O angulo
entre essas duas retas é o menor angulo formado pela intersecao delas. Na figura abaixo

o angulo entre as retas r e s serd o 6.

s

y=

Figura 3.16: Angulo entre retas

Veja que:
0+a=p

Somando —a em ambos os lados da igualdade obtemos:

0=p3—«

logo:
tg(0) = tg(B — a)

aplicando a féormula para a tangente da diferenca de dois angulo temos:

(o) — 199 ~t(0)

=T @) - tgla) (329)
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Sejam m; = tg(a) e mg = tg(f3), substituindo esses valores na equagao (3.29) obtemos:

mo —Mmy

tg(0)

:1—|—m2-m1

Como 6 é um angulo agudo, as retas sdo concorrentes e nao perpendiculares, temos

0 < 6 < 90°, portanto,
mo — My

tg(0) =

=— 3.30
1—|—m2-m1 ( )

Para encontrar o angulo entre duas retas devemos conhecer os coeficientes angu-
lares das retas, substituir na Equagao (3.30) para obter o valor da tangente e, por fim,
utilizar as relagoes trigonométricas para calcular o angulo pedido.

No caso das retas serem paralelas, diz-se que o angulo entre elas é nulo, isto é

0 = 0, no caso das retas serem perpendiculares o angulo é 6 = 90°.

Distancia entre um ponto e uma reta

Dados uma reta r e um ponto A, ambos no plano, seja o ponto B a projecao
ortogonal do ponto A sobre a reta r. Dizemos que a distancia entre o ponto A e a reta r
é a medida do segmento AB, caso o ponto A pertenca a reta, essa distancia se anula. O

calculo da distancia entre dois pontos é uma aplicacao de perpendicularidade.

Figura 3.17: Distancia entre ponto e reta

Considerem as retas da figura como seguem. Sejam a reta r : ax +by +c =0
considerando a # 0 e b # 0, considere a reta s : ax + by + ¢; = 0 que passa pelo ponto
A. Como vimos anteriormente as retas r e s sao paralelas pois satisfazem a condicao

para o paralelismo de retas. Seja agora uma reta t perpendicular a r, logo a reta sera
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t :bx —ay + co = 0, considere também a reta ¢ passando pela origem, isso é, O = (0,0)
pertence a reta t logo, co = 0. Portanto, t : bx — ay = 0. Pelo fato de r ser paralela a reta
s, a reta t também serd perpendicular a s. Sejam A e B os pontos de intersecao entre
as retas s com t e r com t, respectivamente. Como a reta t é perpendicular a ambas as
retas teremos que B é a projecao ortogonal de A sobre a reta r. Para calcular a distancia
entre o ponto A e a reta r devemos calcular a distancia entre os pontos A e B. Seja da p
a distancia entre os pontos e d4, a distancia entre A e r.

Determinaremos agora as coordenadas dos pontos A e B, como A é a intersecao

entre as retas s e t devemos resolver o seguinte sistema:

br —ay =0

ar + by +c; = 0.

Dai temos que;

br = ay
logo;
z= % (3.31)

Substituindo a equacao 3.31 na segunda equacao do sistema temos:

a-a—;J—irbijcl:O

2
%—i—bvacl:O

Multiplicando ambos os lados da igualdade por b obtemos:
a’y + b*y +bey = 0
Somando —bc; aos dois membros e colocando y em evidéncia:

(a® +b*)y = —be;
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Dividindo a equagao por (a? + b?) concluimos que:

. —b01
Y= @@t )

Substituindo esse resultado na Equacao (3.31) obtemos:

_a —bey
T @)

Logo:

. —acy
" (@)

Portanto as coordenadas do ponto A sao:

—ac;  —bey
A=
(CL2 +b2’ (12 +b2)

Pelo fato de B ser a intersegao entre as retas r e t devemos resolver o seguinte sistema:

br —ay =0

ar +by+c=0.

Substituindo a Equagao (3.31) na segunda equacao do sistema temos:

a-a—£/+by+c:0

2
%—l—berc:O

Multiplicando ambos os lados da igualdade por b obtemos:
a’y + b*y + bc =0
Somando —bc aos dois membros e colocando y em evidéncia:

(a® +b*)y = —be
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Dividindo a equagao por (a? + b?) concluimos que:

B —be
y= (a2 + b?)

Substituindo esse resultado na Equacao (3.31) obtemos:

. a —be
b (a2 +b?)
Logo:
_ —ac
T @)

Portanto, as coordenadas do ponto B sao:
— —b
B ac , c
a?+ b a? 4+ b?
Vamos agora calcular a distancia entre A e B. Para isso utilizaremos a Equacao (3.1):
—acy —ac \? —bey —be \?
dap = s o) T\ T e
a*+b> a*+b a*+b> a*+0b

P (—acy +ac)?  (—=bcy + be)?
AB — (a2 + b?)2 (a2 + b?2)2

dap = \/[a(_cl +o)]* 4+ [b(—c1 + o)]?
| (a2 4 b2)2

\/aQ(c — 1)+ b (c—c1)?
dap =

(a® + b?)?
da (a® +b?)(c —¢1)?
B (a2 + b2)?
(c—ec1)?
dan a? 4+ b2

= e=al (3.32)



Substituindo d4 p = d4, na equacio (3.32) temos:

lc — ¢
dp, = — 3.33
’ Vva? + b? ( )
Essa equacao é utilizada para o calculo da distancia de um ponto a uma reta.
Agora considerando a reta r : ax+by+c¢ = 0 e um ponto P = (xq,yo), & equacao
da reta paralela a r que passa por P é do tipo s : ax + by + ¢; = 0. Como conhecemos

um ponto da reta s temos que

am0+by0+61:0

Logo:

c1 = —axg — byo
Substituindo esse resultado na equacao (3.33 )obtemos:

_ Je—(=axo — byo)|

dp;
d Va?+ b?
Portanto,
b
. — lazo + byo + | (3.34)

’ Vva? + b?
A equacao 3.34 é utilizada para efetuar o calculo da distancia entre a reta r : ax+by+c =0

e um ponto P = (zy, yo) no plano.

3.3 O estudo da circunferéncia com o auxilio do Geo-
gebra

O conjunto formado pelos pontos P = (z,y) com z,y € R, que possui igual
distancia do ponto C' = (a,b) com a,b € R e C' # P é chamado de circunferéncia de centro
C e raio 7, sendo r a medida da distancia entre P e C.

Da Equacao 3.1 temos que a distancia entre dois pontos A = (x1,y1) e B = (22, y2)

¢ dada por d = /(w2 — 21)? + (y2 — y1)2. Assim, a distancia entre os pontos P = (z,y)
e C' = (a,b) sera:

r=y/(z—a)?+(y—b)?
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Vale assim a igualdade:

VE—ap+ -t =r

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado obtemos:
(x—a)’>+ (y —b)* =r? (3.35)
A equagao 3.35 é chamada de equagao reduzida da circunferéncia de centro C' = (a,b) e

raio r, veja figura:

P=(xy)

R e g

Figura 3.18: Circunferéncia dados centro e raio

Desenvolvendo os quadrados na equagao (3.35) e reorganizando os termos obtemos
a equacao geral da circunferéncia, veja a seguir. z? — 2ax + a? + y? — 2bx + b> = r?

Reagrupando os termos teremos:

2?4+ y* — 2ax — 2bx + (a® +b* —1?) =0 (3.36)

3.3.1 Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia

Ao realizarmos a comparacdo entre um ponto () = (z,y) em relagdo a uma
circunferéncia A : (z — a)? + (y — b)? = r?, teremos trés casos para comparar a distancia

entre esse ponto e o centro C' = (a,b) da circunferéncia, sdo elas:
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Caso 1

A distancia dg¢ entre o centro C' e ponto () ser igual ao raio. Assim pela definicao

de circunferéncia o ponto () pertencera a circunferéncia de raio r e centro C, escrevemos:

QG)\,SGdQC:T.

Caso 2

Quando a distancia entre o centro e o ponto () for menor que o raio, esse ponto

serd interno a circunferéncia e escrevemos: () é interno a A, se dgc < 7.

Caso 3

Se a distancia entre o centro e o ponto () for maior que o raio, esse ponto sera

externo a circunferéncia e escrevemos: () é externo a A, se doc > 7.

Portanto, esses sao os trés casos em que podemos comparar um ponto a uma
circunferéncia no plano.
Exemplo 3.2. Dada a circunferéncia cuja equagao ¢ (z + 1) + (y — 2)% = 16, determine
a posicao relativa dos pontos A = (—1,6), B = (2,1) e D = (—6,—2) em relagao a

circunferéncia dada.

= o =)

Entrar...

| £:| exemplo de posigdo relativa entre pontos e circunferéncia.ggh

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

]

v

[:% ::.v_

v

- b
)

— ——
7] 2 v

e . .
) @_ "f; \
b Janela de Algebra [ | ¥ Janela de Visualizagao
- Cénica Ry
ol c{x+1F+(y-2F=16
Nimero
a=A1
b=2
r=4
Ponto
@ A=(1,6)
@ B=(2,1)
.. 4 C={1,2)
@ D=(56,-2)
Segmento
Y GCA=4

)

o,
[

@ g
.y Ao =64 11 -0 8 B 7 -8

o}

Entrada

Figura 3.19: Exemplo 3.2
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Resolvendo a atividade utilizando o Geogebra, primeiro deve-se digitar a equacao
da circunferéncia no campo de entrada e em seguida utilizar a ferramenta “ponto médio ou
centro” para localizar o centro. Logo apds devem ser digitadas as coordenadas dos pontos
pedidos no campo de entrada e, por fim, marcar os segmentos CA, CB e C'D utilizando a
“ferramenta segmento”. Para determinar a posicao relativa dos pontos devemos observar
os valores das medidas desses segmentos, veja Figura 3.19.

Veja que o centro é o ponto C' = (—1,2) e o raio é 4. Observe que o ponto A
pertence a circunferéncia, pois dca = 4 que é igual ao raio, B é interno, pois dog = 3,16
¢ menor que o raio e, por fim, que o ponto D ¢ externo, pois dep = 6,4 é maior que o

raio.

3.3.2 Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

Considerando uma circunferéncia A : (z —a)? 4+ (y —b)> =r? e uma reta r : y =
max + n, podemos comparar a posicao da reta em relacao a circunferéncia de trés modos:
quando possuir um ponto comum e nesse caso a reta é tangente a circunferéncia; quando
possuirem dois pontos comuns e assim a reta é secante a circunferéncia e, por fim, o caso
da reta nao possuir nenhum ponto comum com a circunferéncia, assim dizemos que a reta

é externa i circunferéncia.

Retas tangentes a circunferéncia

Retas tangentes & circunferéncia sao as que possuem somente um ponto comum
ao circulo. Veja a figura com uma circunferéncia de raio r e centro C' e uma reta tangente

s a A no ponto A.

Figura 3.20: Reta tangente a um circulo
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Como o ponto A pertence a circunferéncia A assim, o segmento C'A tera a mesma
medida do raio, pelo fato de todos os outros pontos da reta s serem externos a A e pelo
motivo da distancia entre o centro C' e qualquer outro ponto externo a A ser maior que
o raio. Teremos que o raio é a menor distancia entre C' e s, sendo assim, dizemos que a
distancia entre o centro e a reta tangente a circunferéncia é igual ao raio, e escrevemos

dC,s =T.

Retas secantes a circunferéncia

Uma reta é secante a uma circunferéncia se possuirem dois pontos comuns. Veja

na figura uma circunferéncia de raio r, centro C' e uma reta secante s.

Cs

Figura 3.21: Reta secante a um circulo

Veja na figura que A e B sao os pontos comuns entre a reta s e a circunferéncia
A, cujos segmentos C'A e C'B sao raios da circunferéncia, assim CA = CB = r. A medida
do segmento AD é a distancia entre o centro e a reta s, assim CD = d¢ . O triangulo
CBD é retangulo, com CDB o angulo reto, assim o lado C'B é a hipotenusa e CD e BD
sao os catetos desse triangulo. Pelo fato de em um triangulo retangulo a hipotenusa ser o
maior lado temos que C'D < CB, portanto d¢ s < r. Dai podemos dizer que se uma reta
é secante a circunferéncia, teremos a distancia entre o centro e a reta secante é menor que

0 ralo.

Retas externas a circunferéncia

As retas externas sao as que nao possuem pontos comuns com a circunferéncia.

Veja na figura uma circunferéncia de raio r, centro C' e uma reta externa s.
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Na figura 3.22 temos que C'D é a distancia entre o centro e a reta s, que C'A é o

raio de A. Vejamos que o ponto A pertence ao segmento C'D, assim a medida de C'D é

maior que C'A, isto é, d¢ s > r. Portanto, dadas uma circunferéncia e uma reta externa a

ela, a distancia entre o centro da circunferéncia e a reta serd maior que o raio da mesma.

=

=

Cs

L &

Figura 3.22: Reta externa a um circulo

63



Capitulo 4

Atividade sobre Geometria Analitica

resolvidas com o auxilio do Geogebra

Inicialmente o trabalho consistiu em conhecer os interesses dos alunos do 3° ano
do ensino médio do Colégio Estadual Dom Bosco em relacao as tecnologias e se eles
conheciam alguma forma de se aprender utilizando recursos tecnolégicos. Para-se obter
dados sobre esse conhecimento foi realizada a pesquisa apresentada no Capitulo 1 tépico
1.2. O trabalho foi desenvolvido nos trés terceiros anos do turno matutino. Devido ao
ntimero de computadores no laboratério de informética do colégio, houve a necessidade
de dividir as turmas em duplas ou trios de alunos, para que todos pudessem ter contato
com o software. Foi realizada uma aula por semana em cada sala. As aulas consistiam na
resolugao de atividades utilizando o Geogebra.

Primeiro, apresentou-se o Geogebra para os alunos. E essa apresentacao foi rea-
lizada por sala, fazendo-se o uso de projetor. Foram apresentados o software, os objetivos
de nosso estudo e quais contetidos seriam trabalhados. Também foram apresentados os
principais comandos do Geogebra e como trabalhar com eles. Vale ressaltar que no de-
correr das resolucoes das atividades surgiu a necessidade de trabalhar alguns comandos
nao apresentados. Nesse caso, foram passados os comandos nas folhas das atividades ou
individualmente para cada dupla.

A primeira atividade, que foi pedida, para realizarem, tinha como objetivo co-
nhecer o software Geogebra, Apresentado algumas questoes vistas a seguir. Relembrando
que a realizacao das atividades foi acompanhada e orientada com o objetivo de obter o

melhor aproveitamento possivel das aulas.
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Exercicio 4.1. Utilizando a barra de ferramentas, construa as figuras abaixo.

Figura 4.1: Exercicio 4.1 itens a e b

Figura 4.3: Exercicio 4.1 item e

O objetivo da atividade é familiarizar os alunos com as ferramentas do Geogebra
para que, ao necessitar das mesmas na resolucao de problemas de Geometria, ele possa
realizé-los com maior agilidade. Em um primeiro instante, a dificuldade encontrada era
colocar a malha quadriculada como estd na figura acima. Os alunos faziam perguntas
como por exemplo: “Como colocar as linhas pontilhadas no fundo da figura?” Nesse caso
o professor deve explicar como é o processo para exibir malhas quadriculadas como foi
descrito no topico 2.1 desse trabalho. No inicio teve alguns alunos que confundiram a
ferramenta reta com segmento. Novamente coube ao professor explicar a diferenca entre

os dois conceitos, deixando claro qual devera ser utilizado em cada atividade.
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Algo que despertou a curiosidade de muitos era que as letras correspondentes
nas figuras nao estavam nos mesmos locais das figuras que foram entregues a eles. Para
responder a esse questionamento, foi explicado que o software encontra-se pré-programado,

porém o usuario pode alterar suas configuracoes ou renomear as figuras.

Exercicio 4.2. Utilizando agora o campo de entrada, marque os pontos A = (1,2),

B=(5-2)e A= (-3,4).
Exercicio 4.3. Novamente utilizando o campo de entrada construa trés retas.

O objetivo das atividades acima era mostrar ao aluno que o Geogebra possui duas
maneiras de se construir figuras. Cabe a ele decidir qual é a melhor a ser utilizada em
cada caso. A maioria prefere utilizar as ferramentas pois é um método mais pratico e
simples para trabalhar.

As atividades propostas eram resolvidas utilizando o Geogebra. Apresentaremos

as atividades e em seguida sua resolugao:

Exercicio 4.4. Marque os pontos a seguir no plano cartesiano.
a) A=(2,4),B=(-2,—4)eC=(1,-3)
b) A=(-3,-3),B=(10,3) e C = (3.5,0)

O objetivo dessa atividade era que o aluno utilize a ferramenta ponto para
localizé-los no plano cartesiano. nesse caso o Geogebra ¢é utilizado como papel quadricu-
lado, assim deve configura-lo para exibir malha. E esperado que, com atividades como
essas, os alunos possam ter uma orientacao sobre como localizar pontos no sistema de
coordenadas, tanto fazendo o uso do software ou em sistema construido no papel.

Para resolver a atividade deve-se selecionar a ferramenta ponto no Geogebra e
logo em seguida localizar os pontos no sistema de coordenadas. Deve-se verificar na janela
de algebra se o ponto foi marcado corretamente. Caso nao esteja correto, o programa
permite que esse ponto seja manipulado e levado ao local correto e para isso deve utilizar
a ferramenta mover. Vejamos a seguir a resolucao do problema.

Ao aplicar a atividade aos alunos houve algumas dificuldades no sentido de loca-
lizar o ponto, pois nao sabiam como localizar e ou como utilizar a ferramenta necessaria

para resolver a atividade. Com uma breve orientacao eles conseguiram. Vale lembrar
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que o proprio software oferece ajuda e métodos de

futuramente.

construcao que podem ser corrigidos

5]

Figura 4.4: Exercicio 4.4

Pode-se concluir que, devido & facilidade de se localizar o ponto e também mani-

pular esse ponto, pode-se despertar no aluno o interesse em resolver as atividades. O que

é importante para o aprendizado do aluno, pois um aluno interessado em determinado

contetido buscara cada vez mais conhecer sobre o assunto.

Exercicio 4.5. Utilizando o comando segmento, trace os segmentos formados pelos pon-

tos de cada item do exercicio anterior.

Figura 4.5: Exercicio 4.5

O objetivo desse atividade é levar o aluno a notar que trés pontos podem determi-

nar um triangulo ou nao, caso eles nao determinarem eles serao colineares. Na atividade,

foi pedido para utilizar o comando segmento. Esse comando devera ser digitado na ja-
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nela de entrada da seguinte forma segmento[A, B], onde A e B representa os pontos que

determinam o segmento.

Exercicio 4.6. Marque os pontos A = (11, 3), B = (-3, 10), faca o segmento determinado

por eles e determine o seu ponto médio.

Nessa atividade o objetivo é compreender a nocao de ponto médio, saber que o
ponto médio divide um segmento em outros dois com a mesma medida. Lembrando que
a medida de um segmento é a distancia entre os dois pontos que o define. Para resolver a
atividade, o aluno devera marcar os dois pontos, e em seguida, o segmento determinado
por eles. Por fim, utilizar a ferramenta ponto médio para resolver o problema. Veja

resolucao do problema a seguir.

Figura 4.6: Exercicio 4.6

Para encontrar as coordenadas do ponto médio, o aluno devera localizar na janela
de algebra. Tal ponto é M = (4;6,5). Para agilizar no trabalho de localizar o ponto médio,
primeiro seleciona-o no grafico e ele ficard destacado na janela de algebra.

A maior dificuldade nessa atividade foi saber qual a ferramenta correta a utilizar,
pois varios estavam tentando localizar o ponto médio utilizado a ferramenta inadequada,
ou seja estavam tentando localizar o ponto utilizando a ferramenta ponto e marcando
um ponto préoximo ao correto. Muitos acertavam dessa maneira, porém o certo é utilizar
a ferramenta ponto médio, pois assim nao havera erros, a menos que os pontos A e B

tenham coordenadas diferentes das pedidas.
Exercicio 4.7. Divida o segmento obtido no exercicio 4.6 em
a) quatro partes iguais;
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b) sete partes iguais.

No primeiro item da questao, o objetivo é que o aluno encontre o ponto médio dos
dois segmentos AM e BM que foram determinados pelo ponto médio. Assim os segmentos
AM e BM ficarao ambos divididos em dois segmentos iguais, cujo segmento AB ficara
dividido em quatro segmentos iguais. Veja a resolucdo do exercicio na figura 4.7. A
principio houve dificuldade sobre como resolver o problema. Alguns tentaram marcando
os pontos aleatoriamente, outros perceberam que poderiam utilizar a ferramenta ponto

médio e que, com ela, poderiam resolver o que se pedia.
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Figura 4.7: Exercicio 4.7 a

Agora, no segundo item, o objetivo é que o aluno perceba que nao é possivel
dividir um segmento em uma quantidade fmpar de pares iguais utilizando o ponto médio.
Para isso, devera utilizar a ferramenta homotetia, selecionar os pontos A e B e em seguida
digitar no campo fator a fracao %, depois repete a operacao digitando a fracao %, para
encontrar os sete segmentos iguais. FEntao, deverd repetir a operacao até digitar a fracao
g. Apos essas sequéncias de comandos o segmento AB estard dividido em sete segmentos
iguais. As coordenadas dos pontos da divisao do segmento podem ser encontradas na
janela de algebra.

Nesse item foi encontrada muita dificuldade, principalmente por estarem que-
rendo resolver do mesmo modo que o anterior. Tentaram marcar os pontos aleatoriamente
no segmento ou utilizando o ponto médio. Foi preciso uma orientacao sobre a ferramenta
correta a ser utilizada e como utiliza-la. Apo6s a orientagao eles conseguiram resolver sem

grandes problemas.
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Figura 4.8: Exercicio 4.7 b

Exercicio 4.8. Encontre o ponto de intersecao entre as retas dadas pelas equacoes r :

—x+y=12e s: 3z + 2y = 4 e destaque esse ponto.
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Figura 4.9: Exercicio 4.8

O objetivo dessa atividade é para utilizar a janela de entrada no Geogebra, de
modo que percebam que, ao digitar uma equacao, o software mostrard o grafico corres-
pondente a ela, também para observar que essas retas possuem um tnico ponto comum
e que é possivel determina-lo utilizando as ferramentas do Geogebra. Veja a grafico do
problema na figura 4.9:

E possivel verificar que o ponto de intersecio ¢ A = (—4,8) e pode-se também

manipular esse ponto utilizando a ferramenta mover. O ato de manipular o ponto é
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interessante pelo fato de permitir ao estudante explorar o que pode acontecer com uma
das retas r ou s, a medida em que ele movimenta o ponto sobre a outra reta. Também é
permitido realizar manipulacoes mudando os coeficientes nas equacoes das retas, na janela
de algebra, clicando sobre a equacao da reta na janela de algebra e alterando os valores.

Nessa atividade grande parte dos alunos resolveram localizando diretamente no
grafico o ponto de intersecdo. Apenas alguns fizeram o uso da ferramenta intersecao de
dois objetos. A atividade pode ser resolvida de qualquer uma das maneiras. Mas vale
ressaltar que localizando o ponto diretamente no grifico pode haver falhas, o ideal é

utilizar a ferramenta apropriada citada acima.

Exercicio 4.9. Marque no campo de entrada do Geogebra os pontos A = (a,b),B = (¢, d)

e C'=(m,n).
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Figura 4.10: Exercicio 4.9

O principal objetivo dessa atividade é aprender a utilizar os controles deslisantes
do Geogebra. FEles tém o objetivo de permitir a manipulagao de graficos alterando-se
os coeficientes das equacoes ou as coordenadas dos pontos, com isso podemos realizar
exploragoes de conceitos matemaéticos.

Ao digitar o ponto A = (a, b) o programa pediré para criar os controles deslizantes
para os valores de a e b, entao o ponto aparecerd automaticamente nas coordenadas x = 1
e y = 1. Para muda-las basta utilizar os controles deslizantes ou mover o préprio ponto

com a ferramenta mover, veja a figura:
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A exploragao de conceitos mateméticos é o ato de explorar as possibilidades
oferecidas para realizar estudos utilizando essa ferramenta. Pode-se verificar que para o
ponto A = (a,b) estar no 1° quadrante os valores de a e b deverao ser ambos positivos,
no segundo a negativo e b positivo, no terceiro a e b ambos negativo e, por fim, no 4°
quadrante a positivo e b negativo. O aluno pode verificar isso colocando o ponto A em
cada quadrante e observar os valores de a e b. Alterando-se apenas o valor de a, o ponto
permanecera a com a mesma distancia em relacao ao eixo Ox e alterando o valor de b, a
distancia em relagao ao eixo y nao se altera.

A maior dificuldade encontrada no problema foi sobre a criacao de controles
deslisantes, por isso, teve-se que ser explicado o significado e para que eles servem. Apos
isso pode-se notar que alguns alunos tiveram dificuldades, pois todos os pontos iriam para
o mesmo local nas coordenadas (1, 1). Foi entao necessario dizer que, ao criar um ponto,

seria preciso movimenta-lo para que o préximo nao se sobrepusesse a ele.

Exercicio 4.10. Com a ferramenta mover, coloque os pontos nas coordenadas indicadas,

A=(1,1), B=(3,2) e C = (7,4).

Figura 4.11: Exercicio 4.10

O objetivo da atividade é de utilizar a ferramenta mover para manipular pontos.
E importante a utilizacdo dessa ferramenta pois ela permite realizar varias exploracdes de
conceitos geométricos nos graficos de equacoes e figuras previamente desenhadas. Veja a
seguir a resolucao da atividade na figura 4.11.

Nessa atividade nao foram apresentadas grandes dificuldades, pois os alunos ja

estavam um pouco habituados com o programa.
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Exercicio 4.11. Estes trés pontos estao alinhados? Isto é, eles sao colineares?

Nessa atividade o aluno deve verificar se os pontos pertencem a uma mesma reta.
No Geogebra existe alguns modos se verificar isso. Um deles é construindo uma reta
determinada por dois pontos e verificar se o terceiro também esta sobre a reta. Uma das
maneiras de verificar se o terceiro esta sobre a reta é construir uma nova reta determinada
por esse ponto e um dos outros dois e verificar na janela de algebra se as equacoes das
retas foram idénticas. Por exemplo: determine a reta definida por A e B e em seguida a
definida por A e C, se as equacoes forem a mesma, esses trés pontos sao colineares.

Os trés pontos sao colineares e determinam a reta cuja equacao é —x + 2y = 1.
Como pode ser visto na figura abaixo. Os alunos apresentaram poucas dificuldades para
verificar o que se pedia no exercicio. Muitos fizeram uma reta definida por dois pontos

e notaram que o terceiro estava também sobre essa reta, assim os trés pontos estavam

alinhados.
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Figura 4.12: Exercicio 4.11

Exercicio 4.12. Calcule o Determinante

a b 1
c d 1
m m 1

e observe seu resultado.
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Observacao, o calculo do determinante é feito da seguinte forma: “det: determi-
nante[{{a,b,1}, {¢,d,1}, {m,n,1}}]”, os pontos do exercicio 4.9 devem ser marcados nessa

atividade.

Essa atividade tem como objetivo mostrar que é possivel ter trés pontos e calcular
o determinante, onde as linhas da matriz sao determinadas pelas coordenadas desses
pontos, sendo o tltimo elemento de cada linha igual a 1.

Os alunos devem, previamente, marcar os pontos A = (a,b), B = (¢,d) e C =
(m,n) no grafico e depois calcular o determinante. E ai sim, observar na janela de
algebra qual foi seu valor. O resultado do determinante depende da posicao em que foram
colocados os pontos.

A dificuldade encontrada foi de digitar as coordenadas dos pontos dentro da for-
mula para calcular o determinante, porém com algumas explicacoes de que a féormula deve
ser digitada somente apods ter os pontos marcados e também ser idéntica a da observacao,

os alunos conseguiram resolver o problema.

Exercicio 4.13. Utilize a ferramenta mover para manipular esses pontos A, B e C. O

que acontece com o resultado do determinante?

O objetivo é que o aluno observe que o valor do determinante se altera em funcao
da mudanca de posicao dos pontos. Em alguns casos, o valor do determinante poderé
ser zero. E importante esse tipo de atividade por permitir ao aluno manipular os pontos
livrcemente, mas nao esquecendo de observar que o valor do determinante sera alterado
de acordo com as mudancas de coordenadas dos trés pontos utilizados para calcular o

determinante.
Exercicio 4.14. Trace a reta Z& com o comando retalA,C|

A expectativa de construir essa reta é que o aluno possa, mais adiante, estudar
a condicao de alinhamento dos trés pontos. Através da reta construida, o aluno deve
perceber que o terceiro ponto no caso o B pode pertencer ou nao a reta. Para ter a

percepcao disso, basta ele mover o ponto B de modo que ele fique sobre ou fora da reta.

Exercicio 4.15. Faca com que os trés pontos A, B e C' fiquem exatamente sobre a reta

@. Apos isso, o que se pode dizer sobre o valor do determinante?
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Figura 4.13: Exercicio 4.15

O objetivo da atividade é observar que no momento em que os trés pontos estive-
rem alinhados, o determinante serd igual a zero. Essa ¢ condicao de alinhamento de trés
pontos. Veja resolugao da atividade na figura acima:

Na resolucao da atividade deve-se movimentar o ponto B até ele ficar sobre a
reta fazendo com que o resultado do determinante, que é localizado na janela de algebra,

seja igual a zero.

Exercicio 4.16. Construa o grafico das retas cujas equacoes sao 2z +y =3, x — 3y =7

ex —8y=—5

Essa questao tem como objetivo mostrar ao aluno como se representa uma reta
no plano cartesiano. Para construir o grafico das retas, deve-se digitar suas equacoes
uma a uma no campo de entrada, em seguida o grafico da reta aparecerd na janela de
visualizacdo. E importante ressaltar que esse é apenas um exemplo de retas, que nem

sempre a representacao coincidird com as desse problema.

Exercicio 4.17. O que se pode dizer sobre as trés retas acima com relacdo as suas

posicoes umas com as outras?

Espera-se que nessa atividade o aluno consiga responder qual é essa posigao, que
nesse caso sao concorrentes duas a duas. Basta observar o grafico das retas. No Geogebra

podemos renomear essas retas antes de resolver o problema, se assim o aluno preferir.
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Figura 4.14: Exercicio 4.17
Nessa atividade, o Geogebra foi utilizado como uma ferramenta para realizar a
analise grafica das retas que estao representadas.

Exercicio 4.18. Encontre o ponto de intersecao entre asretaser:y=3r+1les:y=

x + 3. Qual é esse ponto?
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Figura 4.15: Exercicio 4.18

O principal objetivo da atividade é encontrar o ponto de intersecao das retas
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dadas. Para resolver a atividade com éxito, deve-se construir o grafico das retas através
do campo de entrada e, em seguida, utilizando a ferramenta intersecao de dois objetos,

clicar sobre uma reta e na outra, encontrando, assim, a intersecao das retas. Veja a figura

4.15.
Exercicio 4.19. Quaisquer duas retas no plano tém um ponto em comum? Justifique:

O objetivo dessa atividade ¢é levar o aluno a realizar uma reflexao sobre a posicao
relativa entre duas retas. Para que o objetivo seja atingido, o professor deverd orientar
o aluno a construir varias retas utilizando a ferramenta reta definida por dois pontos.
Assim, ele devera, em algum momento construir duas paralelas ou uma sobre a outra e,
nesse caso, as retas serao coincidentes e terao infinitos pontos em comum.

O Geogebra sera utilizado como uma ferramenta de investigacao. Quando o aluno
estiver familiarizado com a construcao de retas, o professor deve sugerir a eles construir
duas retas f@ e @ utilizando a ferramenta reta. E importante que nio haja nenhuma
outra figura representada na janela gréfica, pois essas poderao interferir na investigacao
do problema. Apoés terem construido as retas, deve-se encontrar o ponto E de intersecao
entre elas. No caso de existir esse ponto, suas coordenadas aparecerao na janela gréafica e
se as retas forem paralelas ou coincidentes, aparecerd juntamente com o ponto a palavra

indefinido. Veja a figura 4.19.
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Figura 4.16: Exercicio 4.19
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No caso da figura, as retas sao paralelas. Para verificar deve-se observar na janela

de algebra que seus coeficientes angulares sao iguais.

Exercicio 4.20. Construa o grafico dasretas y =2r+3, y =2z —3 e y = 20+ 5. Qual

é a posicao relativa entre essas retas?
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Figura 4.17: Exercicio 4.20

O objetivo da questao ¢ levar os alunos a perceber que as retas sao paralelas.
Podendo ele observar esse fato tanto no visual, através do grafico, ou pela equagoes, nas
igualdades dos coeficientes angulares. A parte visual é importante, pois o aluno tera a
nocao de como ¢ o comportamento grafico de cada uma das respectivas posicoes entre

retas.

Exercicio 4.21. Construa outras retas que tenham a mesma caracteristica das retas o

exercicio anterior e escreva a equacao de algumas:

Espera-se que nessa atividade o aluno consiga escrever equacoes da retas que
sejam paralelas entre elas. Uma dificuldade encontrada é de o aluno construir retas com
os mesmos coeficientes angulares das retas do exercicio 4.20. Por isso, o professor deve
orienta-los no sentido de que deve digitar a equacao de uma reta preferencialmente na
forma reduzida, em seguida, construir outras retas com o mesmo coeficiente angular da

primeira.
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Exercicio 4.22. Escreva agora duas equacgoes da reta que sejam paralelas a reta y =

5 — 3.

Essa atividade tem como objetivo avaliar se o aluno aprendeu o conceito de
retas paralelas. Pois a realizacao da atividade 4.21 fornece condicoes para que possa ser
realizada essa tarefa. Vale ressaltar que existe uma infinidade de retas que sao paralelas

a essa reta y = dr — 3.

Exercicio 4.23. Dada uma reta cuja equagao é r : y = mx + n onde m e n s30 nimeros

reais, escreva a equagao das retas que sejam paralelas a essa reta.
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Figura 4.18: Exercicio 4.23

O objetivo da atividade é que o aluno consiga representar genericamente as retas
que serao paralelas a reta r. Deve-se digitar a equagao da reta como aparece no enunciado,
em seguida criar controles deslizantes para os valores de m e n. Espera-se que o estudante
possa responder que as retas paralelas sao dadas pela equagao s : y = mx + k, o valor
de k£ é um nimero real qualquer. Para obter éxito, o professor deverd lembrar os alunos
sobre a definicao de retas paralelas para que, assim, eles possam construir uma equacao
geral de uma reta paralela a uma reta dada.

Ao construir as duas retas o aluno devera ser orientado a movimentar nos controles

deslizantes os valores de m, n e k e observar que, ao movimentar o n a reta r mudara de
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posicao, ao movimentar o k é a reta s que mudara de posicao e, por fim, ao movimentar

o m serd alterada a inclinacao das retas pois ambas dependem desse valor.

Exercicio 4.24. Construa o grafico dasretasr:y=x+3e s:y = —x+ 1 e encontre o

ponto de intersecao entre as retas. Qual é esse ponto?

Primeiramente o objetivo dessa atividade é verificar qual é o ponto comum entre
essas retas. Espera-se que em seguida os alunos possam perceber que elas sao perpendicu-
lares. Através do grafico pode-se perceber que o angulo entre elas é aproximadamente 90°,
nesse caso exatamente, s6 que para afirmar isso, deve-se realizar a medicao do angulo, o
que faremos mais a frente. Poderao perceber que sao perpendiculares pelo produto de seus

coeficientes angulares mas, para isso, devera conhecer a teoria de retas perpendiculares.
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Figura 4.19: Exercicio 4.24

Para determinar o ponto de intersecao entre as retas, deve-se utilizar a ferramente

intersecao entre dois objetos e notar que esse ponto é A = (—1,2)

Exercicio 4.25. Construa o grafico das retas r : y = gx —3Jes:y= —%x +4. O que se

pode dizer a respeito do produto dos coeficientes angulares dessas retas?
Além de o aluno conseguir fazer a representacao do grafico dessa questao, seu
objetivo consiste em calcular o produto dos coeficientes angulares. FE esperado que o

aluno resolva corretamente respondendo que esse valor é igual a —1. Esse resultado é 1til

para a resolucao das atividades seguintes.
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Exercicio 4.26. Utilize a “ferramenta angulo” para determinar o angulo entre essas duas

retas do exercicio 4.25. Qual foi o angulo encontrado? Vocé sabe qual a posicao relativa

entre essas duas retas?

O objetivo é encontrar a medida do angulo, e através desse valor, conseguir res-
ponder que essas retas serao perpendiculares. Para resolver a atividade o aluno podera

utilizar o grafico construido no exercicio anterior. Veja a figura 4.20:
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Figura 4.20: Exercicio 4.26

Para realizar a medida de angulo entre retas, deve-se utilizar a ferramenta angulo.
As vezes, é necessario fazer alguns ajustes nas configuragoes do Geogebra, tais como
medir o angulo com valores entre 0° e 180°, pois isso otimiza o estudo entre retas. Nessa

atividade, também o aluno aprende a determinar o angulo entre retas e isso serd tutil na

resolucao de problemas.

Exercicio 4.27. Construa as retas de equagoes r : y =mz —3, s : y = —%x + 4 sabendo

que m # 0, manipule o valor de m e observe o comportamento das retas. Essas duas retas

sao perpendiculares?

Nessa atividade temos como objetivo levar o aluno a perceber que essas duas
retas sao perpendiculares. Para isso o aluno devera determinar o angulo entre as retas e
em seguida é sugerido que se movimente o valor de m. Para isso devera utilizar o controle

deslizante. E esperado que o estudante, ao alterar o coeficiente angular, perceba que as
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duas retas continuarao sendo perpendiculares. Isso ocorre pois os coeficientes das retas r e
s sao respectivamente m e —%, assim o produto m - (—%) = —1 esse resultado independe

do valor de m € R;m # 0.
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Figura 4.21: Exercicio 4.27

Na figura estao representadas as duas retas com o angulo entre elas. O Geogebra
permite que seja alterado o valor de m proporcionando, assim, uma ferramenta para se
observar o comportamento das retas. No nosso caso, a observacao a ser feita é que,

independentemente do valor de m, essas retas sempre serao perpendiculares.

Exercicio 4.28. Dada uma reta cuja equacao é r : y = mx + n onde m e n sao nimeros

reais e m # 0, escreva a equacao das retas que sejam perpendiculares a essa reta.

O objetivo dessa atividade é que utilize os resultados anteriores como base para
resolver o problema corretamente. O aluno deve construir uma reta s perpendicular a reta
r. Para isso deverd conhecer as definicoes de retas perpendiculares e em seguida utilizar
o resultado do exercicio 4.27. Espera-se que chegue ao resultado y = —%x + k, k é um

ntmero real qualquer.

Exercicio 4.29. Escreva a equagao da circunferéncia cujo centro é o ponto C' = (—3,2)

e o raio mede 8.

O objetivo da atividade é conhecer o processo de construcao de uma circunferéncia

dados centro e raio. Para resolver a atividade, deve-se marcar o centro, que pode ser feito
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de duas maneiras: digitando as coordenadas do ponto no campo de entrada ou localizando
o ponto no plano cartesiano, fazendo o uso da “ferramenta ponto”. Esta segunda é uma
opc¢ao mais didatica, pois o aluno estara treinando seus conhecimentos sobre coordenadas.
Apo6s marcar o centro, deve-se utilizar a ferramenta “circulo dados centro e raio”, para
construir a circunferéncia. Deve-se clicar no centro e digitar a medida do raio na janela
que abrird. Obteremos a circunferéncia cuja equagio é ¢ : (r + 3)* + (y — 2)* = 64,
basta observar a janela de algebra para obté-la. A resolucdo da atividade no Geogebra

encontra-se na figura a seguir.

| £ atividade 3.18.9gb ol @ ==
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% | .A7 /7 ';’7“ L
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio (B4
- Cohnica
ol C{R+3F+(y-2F=64
- Ponto
@ C=(3,2)
4
%
16 -15 14 13 12 1525 4fFE G 7 B B 101112131415
Entrada | &
Figura 4.22: Exercicio 4.29
Exercicio 4.30. Uma circunferéncia tem didmetros cujos extremos sdo A = (1,2) e

B = (—2,3). Encontre a equagao da circunferéncia.

O objetivo da atividade é obter conhecimentos sobre didmetro, que a circunferén-
cia devera passar por esses dois pontos, mais do que isso, que o centro serd o ponto médio
dos pontos que sao os extremos do diametro. Para resolver a atividade, primeiramente,
deve-se localizar os pontos A e B, em seguida marcar o segmento AB e localizar seu ponto
médio, pois este serd o centro da circunferéncia procurada. Finalmente, deve-se utilizar a
ferramenta “circulo” clicando sobre o centro e um do pontos que ela devera passar.

Veja na figura que o centro é C' = (—0,5;2,5), que o diametro e o raio medem
aproximadamente d = 3,16 e r = 1, 58, respectivamente, e a equacao da circunferéncia é

(40,5)° + (y —2,5)° = 1,58%.
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Figura 4.23: Exercicio 4.30

Exercicio 4.31. Determine a equagao da circunferéncia de centro C' = (7,6) e que passa

por A = (1,-3).
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Figura 4.24: Exercicio 4.31

Nessa atividade o objetivo é perceber que para construir uma circunferéncia, basta
que sejam dados o centro e um de seus pontos. Para efetuar a resolucao, deve-se localizar

ambos os pontos na janela de graficos do Geogebra e em seguida utilizar a ferramenta
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“circulo dados centro e um de seus pontos”. Deve-se clicar primeiro no centro e em seguida
no ponto que pertenceré a circunferéncia. E facil ver na janela de algebra que a equacao

da circunferéncia é c¢: (z — 7)? + (y — 6)? = 117.
Exercicio 4.32. Determine a equagio da circunferéncia de centro C' = (2,3) e que é

tangente ao eixo y. Em qual ponto essa circunferéncia intercepta o eixo y?

Espera-se que os alunos possa encontrar o ponto de tangéncia pedido. Deve-se
orienté-los sobre como encontrar esse ponto, que ele serd o ponto do eixo Oy mais préximo

do centro, isto é, a medida do raio serd a distancia entre o ponto C' = (2,3) e a reta y.
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Figura 4.25: Exercicio 4.32

O aluno devera localizar o ponto de tangéncia, para isso ele podera utilizar a
ferramente reta perpendicular ao eixo Oy passando por C, marcar o ponto de intersecao A
entre a reta e o eixo, por fim, utilizar a ferramenta “circulo” para construir a circunferéncia.
O aluno podera destacar também o raio através do segmento AC. Pode-se tirar algumas
relacoes dessa atividade como, por exemplo, as coordenadas do ponto de tangéncia sera 0
em x e y serd o mesmo do ponto C' que é o centro, ja o raio terd medida igual ao valor da

abscissa na coordenada do centro. Veja que a equagao pedida ¢ (z — 2)* + (y — 3)% = 4.

Exercicio 4.33. Determine se as equagcoes representam ou nao uma circunferéncia. Em

caso afirmativo encontre seu centro e raio:
a) 202 +2y* — 6z + 10y +7=0
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b) 422 + 4y* + 28z — 8y + 53 = 0

¢) 162% + 16y* — 64z + 8y + 177 =10
d) 22 +y*—22—6y—15=0

e) 22 +y? + 6z — 14y + 58 =0

f) 2?2 +y* — 62+ 12y + 96 = 0
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Figura 4.26: Exercicio 4.33

O objetivo da atividade é mostrar ao aluno que nem sempre o grafico gerado por
uma equacao quadratica resultard em uma circunferéncia. Na resolucao, deve-se digitar
a equacao como foi dada, no campo de entrada, e em seguida colocar o cursor sobre
a equacao na janela de algebra que o Geogebra mostrard o nome da equacao. Pode-se
também, observar as representacoes na janela grafica. As equacoes que representam uma
circunferéncia sao as dos itens a e d, as dos itens b e e representam um ponto, por fim as

dos itens ¢ e f tém como representacao um conjunto vazio.

Exercicio 4.34. Determinar a equacao da circunferéncia cujo raio é 6 e o centro é a

intersecao das retas 5 +2y +10=0e 2+ 3y +7=0.

E esperado que o aluno possa construir as duas retas e, em seguida, encontrar o

ponto de intersecao entre elas para, assim construir a circunferéncia pedida.
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Figura 4.27: Exercicio 4.34

O centro serd o ponto (—1,23; —1,92) assim, a equagao pedida sera (z+ 1,23)? +
(y +1,92) = 36.

Exercicio 4.35. Uma circunferéncia passa pelos pontos A = (1,6)e B = B = (1,—4) e

seu centro se encontra sobre a reta r : x +y = 2. Encontre sua equacao.
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Figura 4.28: Exercicio 4.35

O objetivo dessa atividade é que o aluno encontre um ponto C que esteja sobre
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a reta r e possua distancia de A igual a de B, assim C serd o centro da circunferéncia
pedida.

O modo utilizado para resolver a atividade foi localizando os dois pontos A e
B, a reta r, um ponto P sobre a reta e, em seguida, marcando os segmentos AC' e BC.
Deve-se movimentar o ponto C' sobre a reta r até as distancias de AC' e BC' serem iguais,
encontrarao ai o centro da circunferéncia, que possibilitara a ele encontrar sua equacao.
Para isso, bastara utilizar a ferramenta circulo, clicando sobre o centro e em seguida sobre

um dos pontos da circunferéncia. O raio serd 5 e a equagao serd (v — 1)% + (y — 1)* = 25.

Exercicio 4.36. Determine se as equacoes representam ou nao uma circunferéncia. Em

caso afirmativo encontre seu centro e raio:
a) (z—2)0%+(y—4)2*=9
b) 2?4+ y* — 4z — 8y =8
¢) *+y’ —x+y=3
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Figura 4.29: Exercicio 4.36 item a

O objetivo é que se utilize o Geogebra para resolver a atividade de modo que
possa se familiarizar com o que é raio e centro em uma circunferéncia. Primeiro, deve-se
digitar a equacao pedida, utilizar a ferramenta “ponto médio ou centro” para encontrar o

centro, para o raio, marca-se um ponto sobre a circunferéncia e em seguida o segmento
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determinado por esse ponto ¢ o centro, a medida desse segmento serd o raio. Veja na

janela de algebra que o valor do raio é a = 3 e o centro ¢ (2,4).
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Figura 4.30: Exercicio 4.36 item b

Nesse caso, 0 centro ¢ o mesmo no item anterior, e essas circunferéncias sao

chamadas de concéntricas. O valor do raio é aproximadamente a = 5, 29.
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Figura 4.31: Exercicio 4.36 item c
O valor do raio é aproximadamente a = 1,87 e o centro é (0,5;0,5).
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Exercicio 4.37. Qual é a equagao da circunferéncia que tem centro no ponto C' = (=2, 5)

e que passa pela origem?

Deseja-se, que nessa atividade, o aluno consiga localizar a origem do sistema para
construir a circunferéncia desejada.

=N B =

Entrar...
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Figura 4.32: Exercicio 4.37

Deve-se localizar o ponto C' = (—2,5), a origem O = (0,0) e construir a cir-

cunferéncia utilizando a ferramenta apropriada. Veja que a circunferéncia pedida possui
equagdo (z +2)*+ (y — 5)* = 29.

Exercicio 4.38. Encontre a equagao da circunferéncia que contém os pontos (—1,4),
(5,-2) e (1,-2).

Essa atividade tem como objetivo mostrar ao aluno que, dados trés pontos nao
colineares, eles determinarao uma tnica circunferéncia que os contém.
De inicio devemos marcar os trés pontos e, em seguida, utilizar a ferramenta

“circulo definido por trés pontos” para encontrar a equacao da circunferéncia que é (z —

3)% + (y — 3)* = 20.
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Figura 4.33: Exercicio 4.38

Exercicio 4.39. Encontre a equacao da reta que forma angulo de 45° com o eixo das
abscissas, no seu sentido positivo, e passa pelo centro da circunferéncia de equacao x? +

v —dr+8y="kou (z—2)*+ (y+4)*=Fk+20=r2

E esperado que o aluno perceba que existe uma tinica reta que satisfaz a condicao

imposta no problema.
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Figura 4.34: Exercicio 4.39

Para resolver, o aluno devera construir a circunferéncia dada pela equagao, loca-
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lizar o centro, um ponto B no eixo Ox, marcar a reta determinada pelo centro e o ponto
sobre o eixo Ox, medir o angulo entre a reta encontrada e o eixo das abscissas utilizando
a ferramenta “angulo”, cliclando sobre a reta e em seguida obre o eixo. Por fim, deverd
movimentar o ponto B até o local em que a medida do angulo for 45°. A equacao da reta
que foi pedida é r : —x +y = —6. O valor de k nao vai interferir na equacao da reta,
pois ele apenas interfere no valor do raio da circunferéncia, que é r = sgrtk + 20, mas nao

interfere no centro (2, —4), que de fato da a solugdo do problema.

Exercicio 4.40. Uma reta intercepta nos pontos A = (3,4) e B = (—4, 3) uma circunfe-

réncia centrada na origem.
a) Qual é o raio da circunferéncia?

b) Calcule a area do quadrilatero cujos vértices sdo os pontos A e B e seus simétricos

em relacao a origem.

Primeiro, devemos construir os dois pontos, destacar a origem e construir a cir-
cunferéncia com centro na origem e passando pelos pontos. Para essa U dltima tarefa,
deve-se selecionar a ferramenta “circulo dado centro e um de seus pontos”, clicar sobre o
centro e em seguida sobre um dos pontos A ou B. O estudante deve perceber que o raio
é a distancia da origem a um dos pontos do circulo. Nesse caso foi escolhido o ponto A,

logo o raio é r = 5.
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Figura 4.35: Exercicio 4.40 item a
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No item b deve-se aproveitar a figura construida para a anterior.
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Figura 4.36: Exercicio 4.40 item b

Utilize a ferramenta “reflexao em relagao a um ponto”, clique no ponto A e em
seguida na origem. Ficara assim definido o ponto A" que é o simétrico de A em relagao a
origem. Repita a operacao para o ponto B criando o ponto simétrico B’. Para resolver a
atividade deve-se selecionar a ferramenta “poligono” e selecionar os pontos que formarao

o quadrilatero, o valor da area é poll = 50.

Exercicio 4.41. Calcule a distancia entre o centro da circunferéncia 2 +y* — 72 —5y = 9

e areta —r 4+ 5y = —13

O objetivo da questao é aprender a calcular a distancia entre o centro e uma
reta dada. Esse calculo serd utilizado para encontrar a posicao relativa entre reta e
circunferéncia. Um modo de resolver é digitar as equacoes da circunferéncia e da reta no
campo de entrada, encontrar os pontos B e C' de intersecao entre os dois graficos, localizar
o ponto médio D entre esses pontos obtidos e, por fim, marcar o segmento DA entre o
ponto médio e o centro como mostra a figura 4.37.

A medida do segmento obtido serd a distancia procurada. Tal medida é aproxi-
madamente 4,31. Uma maneira pratica de encontrar a distancia é digitando no campo

de entrada “Distancia|A,r]” que também resultara em aproximadamente 4, 31.
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Figura 4.37: Exercicio 4.41

Exercicio 4.42. O conjunto dos pontos médios de todas as cordas de comprimento 4 da

circunferéncia x? + y? — 2x — 10y + 17 = 0 constitui uma outra circunferéncia. Apresente
sua equacao.
Nessa atividade o aluno deve ser orientado sobre nao ser necessario encontrar

todas as cordas de tamanho 4. Limitaremos a encontrar trés delas, pois trés pontos

determinam uma circunferéncia.
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Figura 4.38: Exercicio 4.42
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O conjunto dos pontos médios das cordas de tamanho 4 de uma circunferéncia
forma uma outra circunferéncia, pelo fato de que todas as cordas de mesma medida

possuem distancia igual ao centro de um circulo. A equagao pedida é (x—1)%+(y—52) = 5,

essas circunferéncias sao concéntricas.

Exercicio 4.43. Dada a equagdo da circunferéncia \ : (v — 3)* + (y + 2)? = 9, qual ¢é

a relacao dos pontos abaixo em relacao a circunferéncia? Se sdao internos, externos ou

pertencem a circunferéncia.

a) A= (3,1)
b) B=(3,-1)
c) C=(5,2)

A atividade tem como objetivo mostrar ao aluno que dado uma circunferéncia
podemos classificar os pontos de plano, como internos, pertencentes e ou externos a cir-
cunferéncia.

Uma boa maneira de resolver a atividade no Geogebra é construir primeiramente
o grafico da circunferéncia e em seguida colocar os pontos, observando sua posicao em
relacdo ao gréafico da circunferéncia. Veja que o ponto A € A, o ponto B é interno a \ e

o ponto C' é externo A\, como mostra a figura 4.43.
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Figura 4.39: Exercicio 4.43

95



Exercicio 4.44. Apague o que foi feito no exercicio 4.43 e digite novamente a equacao da
circunferéncia A : (r —3)?+ (y+2)? = 9. Agora digite M = (m—3)?+ (n+2)*—9. E em
seguida digite P = (m,n) o ponto P representa um ponto qualquer do plano cartesiano.

Utilize os controles deslizantes para responder as perguntas:

a) Com o valor de m = 3 en = 1 qual é a posi¢ao do ponto P em relagao a circunferéncia

e o valor de M é negativo positivo ou zero?
b) Faga o mesmo que no item a param = 3 e n = -1.

¢) Faga o mesmo que no item a param = 5en — 2.

O objetivo da atividade é levar o aluno a perceber a relacao entre posicao relativa
de uma reta com a circunferéncia e o valor de M ser zero, positivo ou negativo.

Deve-se digitar primeiro a equagao da circunferéncia A : (x — 3)? + (y +2)? = 9,
em seguida o ponto P = (m,n) criando os controles deslizantes. Feito isso, é s6 manipular
os valores pedidos para resolver as atividades. No item a o ponto P pertence a \ e o valor
de M ¢ zero. No item b o ponto P ¢ interno e o valor de M ¢ negativo. No item ¢ o ponto

P é externo e o valor de M é positivo. Veja as figuras.

|2 atividade 3.41a.ggh =n ch ==
Arguivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

5PN

P Janela de Algebra b Janela de Visualizagédo
. Ak-3F+ly+2F=0

m=3
Nimero 2
; M=0 | 6
m=3 Ii=
n=1 G
- Ponto
L p= (3, 1)

Entrar...

N el ac?

ABC

&

=

=1
@

Entrada: @

Figura 4.40: Exercicio 4.44 item a
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| £ atividade 3.41a.ggb

[E=3EoR 5
Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
Janela de Algebra b Janela de\ﬂsuallzagao
- Cbnica ky
Ll N(X-3F+y+2F=9 s
Nimero 24
M=28 i 6
® m=3 g
L. G 1
- Ponto
) P=(3,-1) ¥
B 5 M 3 2 ] 7 8
4
Entrada: | @
Figura 4.41: Exercicio 4.44 item b
|| atividade 3.41a.ggb E=n Eoh <"
Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A . [ . D
l_/_‘..—»‘ ‘,J'_@_O_é,_ | |
¥ v v ¥ v ¥
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio 4]
- Cohnica ky
L N K-IF+y+2F=0 s o
Nimero ® 2 L]
M=11
® m=5 n=2
n=2 @ iy
- Ponto
L@ P={52) M
T T T T T T T -
8 5 -4 3 2 1 7 8
4
Entrada: ¥ @

Exercicio 4.45. Existe alguma relacao entre o valor de M dado no exercicio 4.44 e a

Figura 4.42: Exercicio 4.44 item c

posicao relativa entre ponto e circunferéncia? Isto é, quando M for negativo, positivo ou

zero qual serd a posicao do ponto em relacao a circunferéncia?

Nessa atividade é esperado que o aluno possa perceber a relacao do valor de M

com a posicao relativa entre os pontos e a circunferéncia. Quando forem dados um ponto

e a equacao de uma circunferéncia e for pedido a posicao relativa do ponto o aluno deveré

substituir o ponto na equacao, subtrair o valor do raio e observar se o resultado foi zero,
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negativo ou positivo. Se for zero o ponto pertence a circunferéncia, se for negativo, é

interno e se for positivo, é externo.

Exercicio 4.46. Determine a posicao das retas abaixo em relagao a circunferéncia A :
(x+ 1)+ (y — 1) = 5. Isto &, se a reta é tangente a circunferéncia (um ponto comum),

secante a circunferéncia (dois pontos comuns) ou exterior a circunferéncia (nenhum ponto

comum).
a) r:2c+y=4
b) s:3x+y=-7

¢c)t:x—y=>5

| £ atividade 3.43.9gb

=N o =

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

. - =
NRENNEENEEE -
b Janela de Algebra [ | b Janela de Visualizagao =]
- Chnica
L8 NpIFEy_1F=5
Ponto
A=(1,2)
B={(3,2)
® c=(21)
Dindefinido
Reta
r2x+y=4 ¥
W © =8 T & & & 7l

Entrada:

Figura 4.43: Exercicio 4.46

O objetivo é determinar a posicao relativa entre a reta e a circunferéncia utilizando
o Geogebra. O aluno deve digitar as equacoes da circunferéncia e das retas, em seguida
utilizar a ferramenta “intersecao entre dois objetos” para encontrar os pontos de intersecao
entre cada reta e a circunferéncia. Caso os pontos existam, o software mostraré quais sao
ou qual é. Caso nao existam pontos de intersecao, ele vai dizer que o ponto é indefinido.

No item a, temos um ponto de intersecao entre a reta r e a circunferéncia .
Tal ponto é A = (1,2), logo a reta r é tangente a A. No item b, temos, dois pontos

B = (-3,2) e C = (—2,—1) de interse¢ao entre a reta s e a circunferéncia \. Logo a reta
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s e secante a A, por fim, no item ¢, o ponto de intersecao é indefinido. Logo a reta ¢ é

externa & circunferéncia .

Exercicio 4.47. Sem apagar o que foi feito no exercicio 4.46 localize o centro da circun-

feréncia A : (z+1)? + (y — 1) = 5 e calcule o seu raio. Em seguida determine a distancia

entre ele e as retas r, s e t.
a) A distancia do centro e a reta r é7
b) A distancia do centro e a reta s &7

¢) A distancia do centro e a reta t &7

| £ atividade 3.44.9gb EI@
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A NSl csllE ™ . =2 =N
o | / LAl gl e e )« ]l e ABC || 205 ‘%’_
E : 7 v L v 7 v 7 7 7 v 7
» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio =]
- Chnica \s k\;_ ;
Ll N (X+1FEy-1F=5 T
Nimero
dE_r=2.24
d._=1.58
B
Ponto
Reta
Segmento 4
@ a=158
b=4.95 %
c=2.24 & 4 a 7
Y
Angulo
Entrada: | @

Figura 4.44: Exercicio 4.47

O objetivo é preparar o aluno para calcular a distancia entre uma reta e o centro
de uma circunferéncia dada. Para que ele possa estabelecer a relacao entre essa distancia
e a posicao entre reta e circunferéncia.

Para calcular a distancia entre o centro E e a reta s, digita-se no campo de entrada
“Distancia|s,E|”. No item a o resultado pedido ¢ de aproximadamente dg, = 2,24, Veja
que esse valor é igual & medida do raio. No item b, o resultado foi aproximadamente

dg s = 1,58 que menor que o raio. No item ¢ o resultado foi aproximadamente dg; = 4,95

que é maior que o raio.
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Exercicio 4.48. Utilize o resultado dos exercicios 4.46 e 4.47 para resolver o exercicio.
Seja D a distancia entre uma reta e o centro da circunferéncia de raio a. O que se pode

dizer da posicao relativa da circunferéncia com a reta quando:
a) D for igual ao raio?
b) D for maior que o raio?
¢) D for menor que o raio?

No exercicio 4.46 vimos que a reta r é tangente a circunferéncia. Ao calcularmos
a distancia D entre r e o centro E no exercicio 4.47 vimos que D é igual a medida do
raio. A reta s é secante a circunferéncia e a distancia entre s e o centro é menor que o
raio. A reta t é externa a circunferéncia e a distancia entre o centro e reta t é maior que
o raio. Concluimos que, se D for igual ao raio, a reta é tangente a circunferéncia, se D
for maior que o raio? a reta é externa a circunferéncia e, por fim, se D for menor que o

raio, a reta é secante a circunferéncia.

Exercicio 4.49. Determine os valores de k para que a reta x — k = 1 e a circunferéncia

22 + 9% — 22 = 3 sejam:
a) Secante;
b) Tangente;
c) Exterior.

Para resolver o problema deve-se digitar as equagoes, criar controles deslizantes
para o valor de k e, em seguida, manipular o controles deslizantes para resolver a atividade.
No item a, para ser secantes, sabemos que a reta deve interceptar a circunferéncia em dois
pontos. Isso ocorre para —2 < k < 2. No item b, para ser tangente, isso ocorrerd quando
a reta tiver um tdnico ponto comum com a circunferéncia. Isso serd quando k = —2 ou

k = 2, para a reta ser externa, devemos ter k < —2 ou k > 2.
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Entrada:

Figura 4.45: Exercicio 4.48
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Capitulo 5

Consideracoes finais

Logo no inicio das atividades foi notavel o interesse dos alunos por essa maneira
de aprender Matemética. Muitos desses alunos chegam & escola com medo da Matematica
e esse medo faz com que eles sintam-se desmotivados a aprender. Os professores podem
apresentar recursos que despertem a motivacado em seus alunos que eles sintam vontade
em aprender e nao tenham medo da Matematica, medo esse que, por vezes, ele carrega
desde o inicio de sua vida escolar.

Notou-se que durante o periodo de aplicacao do trabalho os alunos demonstraram
grande motivacao em participar das atividades, pois diziam que estavam aprendendo o
que foi proposto. Alguns chegaram a escrever nas folhas de resposta que foi muito bom
para eles conhecer o Geogebra. Foi perguntado aos alunos: se “Foi possivel assimilar
algum contetddo sobre geometria analitica?”. Dentre as respostas dadas, destacam-se
como justificativas para estarem aprendendo, a facilidade de compreensao do programa,
a interface grafica do Geogebra representando o plano cartesiano, pelo modo que sao
desenhadas as figuras e por estarem estudando fora de uma aula tradicional. Isso pode
motivar o aluno a estar estudando cada vez mais, a estar sempre buscando o conhecimento
e, assim, obter sucesso em sua vida escolar.

Para que as atividades pudessem ser aplicadas os exercicios propostos no Capitulo
4 foram divididos em sete listas as quais foram aplicadas uma por aula, uma aula para
a apresentacao do software e uma de trabalho livre com as ferramentas do Geogebra,
totalizando assim nove aulas de aplicacao das atividades em cada turma. Nas primeiras
atividades, os alunos tiveram dificuldades em encontrar a ferramenta adequada a ser

utilizada em cada caso especifico, porém com breve explicacao, eles compreendiam o que
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deveria ser feito. Alguns entendiam rapido o que era para ser feito e assim conseguiam
terminar primeiro que os colegas. Muitas vezes esses procuravam ajudar alguns que
estavam com dificuldades.

Podemos concluir que o trabalho foi proveitoso, tanto no sentido motivacional,
quanto na aprendizagem dos estudantes, incentivando-os a buscar novos conhecimentos, o
que serd benéfico em sua vida escolar. Portanto, os professores podem utilizar o Geogebra

como ferramenta de ensino e aprendizagem.
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Apéndice A

Atividades realizadas pelos alunos

Comegando a utilizar o GeoGebra

Alunos

Aula1l
Conhecendo as ferramentas do GeoGebra

@] GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda

BB o #[ENE

)

3|3

£ Objetos Livres. %
2 Objetos Dependentes

Barra de Ferramentas
Janela de Algebra

Area de Trabalho

Campo de Entrada o
P 3 2 ] o 1 3 3 P
@ Entrada [ \L v||a 7‘ Comando v/

1) Utilizando a barra de ferramentas construa as figuras abaixo.
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Escreva o seu nome

AT
e
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3) Utilizando agora o campo de entrada marque os pontos A = (1,2), B = (5,—-2),
A=(-34).
4) E possivel formar um triangulo com esses pontos? Justifique.

5) Novamente utilizando campo de entrada construa trés retas.
6) Qual a posicéo relativa dessas retas uma em relagdo a outra? Paralelas,

concorrentes ou coincidentes.

7) Vocé e capaz de construir um triangulo como da figura abaixo utilizando apenas o
campo de entrada?

B

4 3

3

a
A
24 C
1
b
0 C
33 2 1 0 1 2 3 4 5 6
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Colégio Estadual Dom Bosco
Professor: Deusaguimar Divino da Silva

Alunos:

Primeiras atividades de Geometria Analitica com o GeoGebra.

Essas atividades seréo resolvidas utilizando o software geogebra, ao terminar uma
atividade ela devera ser salva no computador utilizando o seguinte nome atividade 1 a
nome dos alunos, exemplo:

atividade 1 item a Jodo e Maria
Para marcar um ponto utilize prioritariamente o comando na caixa de entrada

1) Marque os pontos a seguir no plano cartesiano.
a) A=(2,4), B=(-2,-4)eC=(1,-3)
b) A=(-3,-3), B=(10,3)eC =(3.5,0)
2) Utilizando o comando segmento trace o segmento formado pelos pontos acima.
3) Marque os pontos A = (11, 3), B = (—3,10), faga o segmento determinado por
eles e determine o seu ponto médio.
4) Divida o segmento obtido no exercicio anterior
a) em quatro partes iguais;
b) em sete partes iguais.
5) Encontre o ponto de intersecdo entre as retas —x +y = 12 e 3x + 2y = 4
destaque esse ponto.

Reflexdes sobre as atividades:

O que vocé pode dizer sobre as atividades acima e que concussdes podem obter a
respeito delas?

Foi possivel assimilar algum conte(ido sobre geometria analitica?
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Colégio Estadual Dom Bosco

Professor: Deusaguimar Divino da Silva

Alunos:

Atividade 2 Geometria Analitica com o GeoGebra.

Essas atividades seréo resolvidas utilizando o software geogebra, ao terminar uma
atividade ela devera ser salva no computador utilizando o seguinte nome atividade 2 a
nome dos alunos, exemplo:

Condicéo de alinhamento de trés pontos

)

2

-

3

=

4

=

5

-

6)
7

Marque no campo de entrada do Geogebra os pontos

A= (ab), B=(c,d)eC = (mn);

Com a ferramenta mover coloque 0s pontos na posi¢ao
A=(1,1), B=(32eC=(74)

Estes trés pontos estdo alinhados? Isto é eles sdo colineares?

a b 1
Calcule o Determinante |¢  d 1| e observe seu resultado.
m n 1

O célculo do determinante é feito da seguinte forma

det: determinante[{{a,b,1}, {c,d,1}, {m,n,1}}]

Utilize a ferramenta mover para manipular esses pontos A, B e C. O que
acontece o resultado do determinante?

Trace a reta AC com o comando reta[A,C]
Faga com que os trés pontos fique exatamente sobre a reta. Apés isso o que se
pode dizer sobre o valor do determinante?

Reflexdes sobre as atividades:

1

2)

O Que se ponde escrever sobre a relagdo de alinhamento de trés pontos com o
determinante? Justifique.

Houve alguma outra observagéo que vocé fez nessa atividade? Justifique.
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Colégio Estadual Dom Bosco
Professor: Deusaguimar Divino da Silva

Alunos:

Atividade 3 Geometria Analitica com o GeoGebra.

Essas atividades seréo resolvidas utilizando o software geogebra, ao terminar uma
atividade ela devera ser salva no computador utilizando o seguinte nome atividade 3
nome dos alunos.

A equacdo da reta pode ser da forma reduzida r:y = mx 4+ n onde m é chamado de
coeficiente angular e n é chamado de coeficiente linear da reta x. Também podera ser da
forma ax + by — c = 0 onde a, b e ¢ sdo nimeros reais e x e y as coordenadas de um
ponto genérico da reta.

1) Construa o gréfico das retas2x +y =3, x—3y =7ex—8y = =5

2) O que se pode dizer sobre as trés retas acima?

3) Encontre o ponto de intersecdo entreasretaser:y =3x +les:y =x+3
Qual é esse ponto?
4) Qualquer duas retas no plano tem pontos em comum? Justifique:

5) Construa o gréficodasretasy = 2x +3,y =2x —3ey =2x+5
6) Qual a relacéo dessas retas uma com a outra?

7

=

Construa outras retas que tenha a mesma caracteristica das retas o exercicio 5 e
escreva a equagao de algumas:

8

=

Escreva agora duas equagdes da reta que seja paralela aretay = 5x — 3:

9

-

Dada uma reta cuja equagéo é y = mx + n onde m e n s&o nimeros reais,
escreva a equagao das retas que seja paralela a essa reta. Surgestdo: Digite

y = mx + n no Geogebra e clique em criar controles deslizantes em seguida
faga a equacdao que deseja encontrar também no Geogebra.
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Colégio Estadual Dom Bosco

Professor: Deusaguimar Divino da Silva

Alunos:

Atividade 4 Geometria Analitica com o GeoGebra.

1
2)

3)

4)

5)

6)

7

8)

9

Construa o graficodasretasy =x +3, y=—x+1

Encontre o ponto de intersecdo entre as retas do exercicio anterior. Qual é esse
ponto?
Construa o grafico das retas y = gx -3, y= —éx +4.

Para digitar as retas no Geogebra digite y = (5/2)x -3 ey = - (2/5)x+4
Nas retas da atividade 1 e 3 o que se pode dizer a respeito do produto dos
coeficientes angulares dessas retas? Justifique.

Sugestdo os coeficientes angulares das retas na atividade 1 sdo 1 e -1

Utiliza a ferramenta angulo para determinar o angulo entre essas duas retas.
Qual foi 0 angulo encontrado?

Vocé sabe 0 nome que recebe essas duas retas?

Construa agora as retas de equagbes y = mx — 3, y = —%x + 4 sabendo que

m # 0. Essas duas retas séo perpendiculares?
Para digitar as retas no Geogebra digite y = mx -3 ey = - (1/m)x+4
Duas retas sdo perpendiculares se o angulo entre elas forem de 90°.

Dada uma reta cuja equacéo é y = mx + nonde m e n sdo nimeros reais e
m=0, escreva a equacéo das retas que seja perpendicular a essa reta.

Sugestdo: Digite y =mx+mn no Geogebra e clique em criar controles
deslizantes em seguida faca a equagdo que deseja encontrar também no
Geogebra.

Dada a reta cuja equagdo é y = mx + n com m # 0 COMO Se escreve a equagao
das retas que seja perpendicular a ela? Justifique.
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Colégio Estadual Dom Bosco
Professor: Deusaguimar Divino da Silva

Alunos:

Atividade 5 Geometria Analitica com o GeoGebra.

Resolva as atividade utilizando 0 GeoGebra

1) Escreva a equagdo da circunferéncia cuja centro é o ponto C = (—3,2) e 0 raio
mede 8.
2) Uma equagdo da circunferéncia tem didmetros cujos extremos sdo A = (1,2) e
A = (—2,3) Encontre equagdo da circunferéncia.
3) Determine a equagéo da circunferéncia de centro C = (7, 6)e que passa por
A=(1,-3)
4) Determine a equagao da circunferéncia de centro C = (2, 3)e que é tangente ao
eixoy.
Em qual ponto essa circunferéncia intercepta o eixo y?
5) Dada a forma geral da equagbes de circunferéncia, determine se as equacdes
representam ou ndo uma circunferéncia. Em caso afirmativo encontre seu centro
e raio:
(a) 22% +2y* — 6z + 10y + 7= 0 (b) 4x? + 4y® + 282 — 8y + 53 = 0;
(c) 162 + 16y® — 64a + 8y + 177 = 0; (d) 22 +4? — 22— 6y —156=0;
(e) 2 +y? + 6z — 14y +58=0; (f) 22 +9y® =62+ 12y - 96 = 0;

6) Determinar a equacéo da circunferéncia cujo raio é 6 e o centro é a intersecéo
dasretas 5x + 2y =10=0ex+3y +7 =0:

7) Uma circunferéncia passa pelos pontos A= (1, 6)e B = (1, -4) e seu centro se
encontra sobre a reta X+ y = 2 Encontre sua equacéo.
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Colégio Estadual Dom Bosco

Professor: Deusaguimar Divino da Silva
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Resolva as atividade utilizando 0 GeoGebra

1

2

3

5

6

7

=

-

=

=

-

=

=

Determine em cada caso 0 raio e o centro da circunferéncia:

) (x-2+(y-9>=9

b) x2+y?2—4x—8y=8

¢) x>’+y?—x+y=3

Qual é a equagdo da circunferéncia que tem centro no ponto C = (—2,5) e que
passa pela origem?

Encontre a equagdo da circunferéncia que contem 0s pontos
(-1,4),(,-2) e (1,-2).

Encontre a equacéo da reta que forma angulo de 45° com o eixo das abscissas,
no seu sentido positivo, e passa pelo centro da circunferéncia de equagdo
x2+y?—4x+8y=k

Uma reta intercepta nos pontos A = (3, 4) e B = (—4,3) uma circunferéncia

centrada na origem.

a) Qual é o raio da circunferéncia?

b) Calcule a éarea do quadrilatero cujos vértices sdo os pontos A e B e seus
simétricos em relagéo a origem.

Calcule a distancia entre o centro da circunferéncia x2 + y? —7x —5y =9 ea
reta —x + 5y = —13

O conjunto dos pontos médios de todas as cordas de comprimento 4 da
circunferéncia ~ x?+y%?—2x—10y+17 =0  constitui uma  outra
circunferéncia. Apresente sua equacéo.
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2)

Dada a equagdo da circunferéncia (x — 3)? + (y + 2)2 =9, qual é a relagdo dos pontos
abaixo em relacdo a circunferéncia? Se séo interno, externo ou pertence ao circulo.

a) A=(3 1)
b) B=(3 -1)
¢) C=(52)

Apague o que foi feito no exercicio 1 e digite novamente a equagéo da circunferéncia
(x —3)% + (y + 2)? = 9, agora digite M = (m — 3)% + (n + 2)2-9 e em seguida digite
P =(m, n) o ponto P representa um ponto qualquer do plano cartesiano.

Utilize os controles deslizantes para responder as perguntas

a) Com o valor de m = 3 e n igual a 1 qual é a posicdo do ponto P em relagdo a
circunferéncia e o valor de M e negativo positivo ou zero?

b) Faca 0 mesmo que no item a para m = 3 en =-1eparam=5¢en =2

Existe alguma relagéo entre o valor de M dado no exercicio 2 e a posigéo relativa entre
ponto e circunferéncia? Isto é quando M for negativo, positivo ou zero qual seré a posi¢do
do ponto em relacéo a circunferéncia.

4)

6)

7

Determine a posigao das retas abaixo em relagdo a circunferéncia (x + 1) + (y — 1)2 =5
Isto é se reta é tangente a circunferéncia (um ponto comum), secante a circunferéncia (dois
pontos comum) ou exterior a circunferéncia (nenhum ponto comum).

a) rn2x+y=4
b) s:3x+y=-7
c) ttx-y=5
Sem apagar o que foi feito no exercicio 4 localize o centro da circunferéncia (x + 1) +
(y — 1) = 5 e calcule o seu raio em seguida determine a distancia dele ate as retasr, s e t.
Oraioé___ |

A distancia do centro aretar é ,

A distancia do centroaretas é X

A distancia do centro areta t é .

Utilize o resultado dos exercicios 5 e 4 para resolver o exercicio 6. Seja D a distancia entre
uma reta e o centro da circunferéncia de raio r. O que se ponde dizer da posigéo relativa da
circunferéncia com a reta quando:

a) D=r
b) D>r
c) D<r
Determine os valores de k para que a reta x — k =1 e a circunferéncia x? + y2 — 2x = 3
sejam:

a) Secantes b) tangentes  c) exteriores
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