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RESUMO

Este trabalho pretende mostrar a importancia de se utilizar o método heuristico ou mé-
todo de Polya como metodologia eficiente no ensino da matematica. Esta sera aplicada
na construcao de modelos matematicos capazes de calcular a area e o volume dos cinco
poliedros convexos regulares. O contexto historico do contetido a ser aplicado na sala de
aula é fundamental para que o aluno entenda as relacoes mateméticas que serao cons-
truidas. Assim, procurou-se fazer um breve comentario acerca da historia dos poliedros,
ressaltando algumas definicoes e teoremas relevantes no estudo destes sélidos. No en-
tanto, o foco principal deste trabalho é o método de resolucao de problemas ou método
heuristico e sua contribuicao para o ensino da matemaética, destacando a particularidade
de suas etapas. Esta metodologia serd analisada em diversas atividades, a fim de mostrar
como o professor deve desenvolvé-las segundo este algoritmo. Pretende-se ainda fazer uma
abordagem sucinta acerca da modelagem na matematica e sua importancia na constru-
¢cao de conceitos matematicos. Além de mostrar os resultados e analises da utilizacao do
método heuristico em alguns problemas propostos para os alunos do 3° ano do Ensino
Médio, que mostrarao a relevancia deste método como metodologia favoravel a resolucao
de problemas matematicos.

Palavras chave: Resolucao de Problemas, Metodologia, Ensino, Modelagem, Poliedros
de Platao.



ABSTRACT

This work aims to show the importance of using the heuristic method or Polya method
as an effective methodology in mathematics education. This will be applied in the cons-
truction of mathematical models able to calculate the area and volume of the five regular
convex polyhedra. The historical context of the content to be applied in the classroom
is crucial for the student to understand mathematical relationships to be built. So, we
tried to make a brief comment about the history of polyhedra, highlighting some relevant
definitions and theorems in the study of these solids. However, the main focus of this
work is the method of problem solving or heuristic method and its contribution to the
teaching of mathematics, highlighting the peculiarity of its stages. This methodology will
be analyzed in various activities in order to show how the teacher should develop them
under this algorithm. The aim is also to make a brief approach about modeling in mathe-
matics and its importance in the construction of mathematical concepts. In addition to
showing the results and analysis using the heuristic method in certain problems posed
to students of the 3rd year of high school, which show the relevance of this method as
favorable approach to solving mathematical problems.

Keywords: Troubleshooting, Methodology, Education, Modeling, Polyhedra of Plato.
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INTRODUCAO

“O aluno muitas vezes nao resolve problemas de matemdtica, nao
porque nao sabe matemdtica, mas porque nao sabe ler o enunciado
do problema” [...] “Nao basta ensinar sé as relagoes matemdticas: é
preciso também o portugués que a matemdtica usa’.

(CAGLIARI (2003) apud ITACARAMBI, 2010, p.13-14)

Nao é muito raro observar nas escolas discursos de alunos afirmando que a Ma-
teméatica é a disciplina mais dificil de ser compreendida, porém quando perguntamos o
porqué de tal pensamento, simplesmente ficamos sem uma resposta satisfatoria que expli-
que esta situacdo. Assim, um dos desafios do professor de Matemética é promover uma
ruptura no paradigma de que ela somente pode ser aprendida por uma minoria de alunos,
tidos como inteligentes pelos colegas de sala de aula.

Assim, a dificuldade encontrada pelos alunos em compreender contetidos matema-
ticos motivou a elaboracao deste texto, sendo que o método heuristico aplicado a resolucao
de problemas sera utilizado para promover a aprendizagem da Matematica de forma signi-
ficativa e eficiente. Pois, esta metodologia promove a busca do conhecimento matemaético
através de indagacoes e pesquisa, levando o aluno a elaborar e questionar estratégias de
resolucao dos problemas que serao apresentadas e, assim, criando novos questionamentos

e, consequentemente, outras situagoes-problemas. Segundo Carvalho (1994, p. 82),

[...] N&o se aprende Matematica para resolver problemas e, sim, se
aprende Matemaética resolvendo problemas. Diante dessa perspectiva,
qualquer situagao que vise favorecer o aprendizado deve constituir-se em
situacao problema para o aluno a que se destina, ou seja, a proposta de
tarefa feita pelo professor deve ser tdo interessante que crie, na classe,
um clima de pesquisa, de busca de solucao para os problemas que emer-
girem da proposta. Nessa perspectiva nao existe "aula"de resolucao de
problemas e sim situagoes de ensino onde, a partir de pesquisas sobre
problemas emergentes ou de propostas problematizadoras, é elaborado

o conhecimento matematico, e essa elaboragao suscita novos problemas.
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Pretende-se abordar as etapas do método de resolucao de problemas desenvol-
vido por Polya! (2006), aplicando-o na elaboragao de modelos mateméaticos que resolvam
problemas relacionados ao calculo de areas e volumes dos poliedros regulares de Platao.
Através destes, serd mostrada a relevancia e importancia do método heuristico como meto-
dologia no ensino da matemaética, sendo este o principal objetivo deste texto dissertativo.

Este trabalho foi realizado através de pesquisa bibliografica e de estudo de caso
que mostrara a eficiéncia do método heuristico no ensino e na aprendizagem da mate-
matica. Nele serd apresentado um breve histérico da origem dos poliedros de Platao,
destacando algumas defini¢coes importantes e os teoremas mais relevantes acerca deste
tema, tais como: O conceito de poliedro, o Teorema de Euler, a definicao de poliedros
regulares de Platao, bem como demonstracao de que ha apenas cinco deles.

Foram ainda abordados os aspectos conceituais do método heuristico (conjunto
de regras e métodos que conduzem a descoberta, a inven¢do e a resolugao de problemas),
através de uma fundamentacao tedrica acerca da resolucao de problemas matemaéticos,
baseados nas defini¢oes expostas no livro A arte de resolver problemas de Polya (2006).
Além de conceituar problemas matematicos e classificar os tipos mais comuns utilizados
em sala de aula, com seus devidos exemplos. Foram apresentadas as etapas do método
heuristico ressaltando os aspectos mais significativos de cada uma delas. Foram realizadas
algumas aplicacoes do método heuristico em diversas atividades matematicas, a fim de
mostrar como o professor deve proceder durante o desenvolvimento de situacoes-problemas
utilizando este método. Foi abordado, sucintamente, alguns conceitos de modelagem na
matematica e sua significacdo na matemaética.

Consta também a aplicagao do método heuristico na construcao de alguns mo-

delos matematicos onde se pretende mostrar que é possivel para os alunos construirem

LGeorge Polya nasceu a 13 de Dezembro de 1887 em Budapeste (Hungria), de familia judaica de origem
polaca. Faleceu a 7 de Setembro de 1985 em Palo Alto, na Califérnia (Estados Unidos). Foi um excelente
estudante no ensino secundario, apesar da escola que frequentava valorizar muito a aprendizagem com
base na memoéria, pratica que considerava monétona e sem utilidade.

Foi professor de matemética de 1914 a 1940 no ETH Ziirich na Suiga, e de 1940 a 1953 na Stanford Uni-
versity. Polya permaneceu como professor emérito de Stanford o resto de sua vida e carreira. Trabalhou
com uma variedade de topicos matematicos, incluindo séries, teoria dos ntimeros, analise matematica,
geometria, algebra, combinatéria e probabilidade. Também é notével sua contribuicao para a heuristica
em educacao matematica.

No inicio de sua carreira, Polya escreveu, juntamente com Gabor Szegs, dois livros que trabalhavam a
resolucao de problemas: Problemas e Teoremas de Anélise. Posteriormente, comecou a pesquisar sobre
métodos de resoluc¢ao de problemas. Em In How to Solve It, Polya da uma ideia geral da heuristica de
problemas matematicos e nao-matematicos.
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modelos mateméaticos que nao lhes foram apresentados em sua escolarizacao, através do
método de resolugdo de problemas desenvolvido por Polya (2006). Assim, foram convi-
dados para aplicacao deste método os alunos da 3* série do Ensino Médio do Colégio
Objetivo de Jussara-GO que aceitaram participar desta proposta de ensino.

Com estes alunos foi feito um estudo inicial para relembrar alguns conceitos ge-
ométricos e algébricos que seriam necessarios para execucao do método, pois o conhe-
cimento prévio é fundamental para construcao de novos conceitos. Algumas resolugoes
obtidas pelos alunos, na construcao dos modelos, constam neste texto dissertativo. Para
cada atividade proposta a eles foi apresentada uma possivel solucao. Os modelos encon-
trados pelos alunos foram testados experimentalmente utilizando poliedros regulares de
Platao em acrilico, verificando a validade dos modelos encontrados, ou seja, observando
que satisfazem as condicoes iniciais dos problemas apresentados.

Foi apresentado a analise de um questionario respondido pelos alunos que partici-
param da aplicacao do método de Polya que mostra a satisfacao em se aprender uma nova
técnica de estudo. No decorrer desta dissertacao serd mostrado que o método heuristico foi
compreendido e executado com éxito, em todas as etapas, pelos alunos que participaram
da aplicacao pratica deste, reforcando sua importancia como metodologia no ensino e na
aprendizagem da matemaética.

Espera-se que este trabalho contribua para o ensino de Matematica, desper-
tando nos alunos o interesse em resolver problemas desafiadores que produza um co-
nhecimento significativo, e que este aprendizado possa servir de parametro para resolver

outras situagoes-problemas semelhantes.
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Capitulo 1

OS POLIEDROS DE PLATAO

“...] Que ninguém que ignore a geometria entre aqui [...[".
(Platao apud Boyer, 2010, p. 58)

Antes de seguirmos com o estudo acerca do método de resolucao de problemas no
ensino e aprendizagem da matematica, vamos conhecer um pouco da origem da situacao

problema na qual esta pesquisa faz parte, ou seja, a histéria dos Poliedros de Platao.

1.1 Historia dos Poliedros de Platao

Segundo Marques (2015), Platao nasceu em Atenas no ano 427 a.C. e morreu
por volta de 347 a.C.; seu nome verdadeiro era Aristoteles, sendo que recebeu o nome de
Platao devido a seu vigor fisico e da largura dos seus ombros (platos significa largueza).

Por ser aparentado de politicos conhecidos na época, Platao se interessava por
politica. Aos vinte anos de idade, torna-se disciplino de Socrates, com o objetivo de
se aprofundar na vida politica. Porém, é a Filosofia que representa e da significado a
sua existéncia. Platao escreveu cerca de trinta didlogos em que ressalta as ideologias de
Socrates, expressando a beleza do pensamento socratico. Timeu é um de seus didlogos,
constituido de um longo monoélogo do personagem titulo, escrito por volta de 360 a.C,
apresenta a especulacao sobre a natureza do mundo fisico e os seres humanos.

Solidos convexos cujas faces sao poligonos planos regulares congruentes sao de-
nominados solidos platonicos. Esta designacao se deve a Platao, que os revelou cerca de
400 a.C.. No entanto, a existéncia destes solidos ja havia sido reconhecida pelos pitagori-

cos; enquanto os egipcios utilizaram alguns deles em sua arquitetura e em outros objetos
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construidos por eles.

Segundo Marques (2015), é provavel que a descoberta dos solidos platénicos ocor-
reu num encontro entre Arquitas (428a.C. - 350a.C.) e Platao, em Cecilia, no sul de Italia.
Para Platao o Universo era constituido por um corpo e uma alma, ou inteligéncia. A ma-
téria é composta de porcoes limitadas por tridangulos ou quadrados, estes formam vérios
elementos que diferenciam pela natureza da forma das suas superficies periféricas.

Se as superficies fossem quadradas formaria o cubo (elemento Terra); Platao
acreditava que dtomos da terra seriam cubos, pois estes poderiam ser colocados lado a
lado, de forma que se criasse uma estrutura estavel. Se fossem triangulos, formariam um
tetraedro (elemento fogo), cuja natureza penetrante, estava simbolizada forma pontiaguda
de seus vértices. O ar era representado pelo octaedro, pois ele acreditava que o atomo
de ar era um poliedro com oito faces e, a 4gua, era representada pelo icosaedro, por
acreditar que este era a forma do atomo de agua. Ele ainda acreditava que, através de
uma intervencao inteligente, um sélido platonico poderia se transformar em outro, exceto
o cubo, que se transformava nele proprio. O dodecaedro, cheio de harmonia, simbolizava

o proprio Universo. Segundo Eves (2004, p. 114):

Johann Kepler (1571-1630), mestre da astronomia, matematico e nume-
rologista, deu uma explicacdo engenhosa para as associagoes do Timeu.
Intuitivamente ele assumiu que, desses solidos, o tetraedro abarca o me-
nor volume para a sua superficie, ao passo que o icosaedro o maior.
Agora, essas relagdes volume-superficie sdo qualidades de secura e umi-
dade, respectivamente, e como fogo é o mais seco dos quatro “elementos”
e a agua o mais umido, o tetraedro deve representar o fogo e o icosae-
dro a agua. Associa-se o cubo com a terra porque o cubo, assentando
quadradamente sobre uma de suas faces, tenha maior estabilidade. O
octaedro, seguro frouxamente por dois de seus vértices opostos, entre o
indicador e o polegar, facilmente rodopia, tendo a estabilidade do ar. Fi-
nalmente, associa-se o dodecaedro com o Universo porque o dodecaedro

tem 12 faces e o zodiaco tem 12 segoes.

Figura 1.1: Poliedros Regulares de Platao: Elementos

20



Platao foi o primeiro matemaético a demonstrar que existem apenas cinco poliedros
regulares. No seu didlogo Timeu ele faz referéncias a todos eles; desta forma, eles passaram

a ser denominados de solidos platonicos.

regular

Figura 1.2: Poliedros Regulares de Platao

Mesmo sendo denominados como solidos platonicos, Proclus (411-485 d.C.) atri-
bui a construcdo destes poliedros a Pitagoras (569a.C.- 475a.C.), supondo ainda que é
deste o teorema: Hd somente cinco poliedros requlares. Séculos mais tarde, os poliedros
regulares inspiraram Johannes Kepler (1571-1630 d.C.), astronomo alemao, no estudo
do movimento dos seis planetas que eram conhecidos (Saturno, Jupiter, Marte, Terra,
Vénus e Mercirio). Kepler imaginou um modelo do sistema solar composto por esferas
concéntricas inscritas e circunscritas a um cubo, a um tetraedro, a um octaedro, a um

dodecaedro e a um icosaedro.

Figura 1.3: Modelo de Kepler

O modelo de Kepler se inicia com uma esfera externa, que representa a orbita
de Saturno, dentro desta se inscreve, sucessivamente: um cubo, a esfera de Jupiter, um
tetraedro, a esfera de Marte, um dodecaedro, a esfera da Terra, um octaedro e finalmente
a esfera de Mercirio, como mostra a figura 1.3.

Hoje o estudo dos sélidos platonicos é mais topoldgico como veremos nos topicos

a seguir.
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1.2 Poliedros e o Teorema de Fuler

Nesta secao abordaremos algumas definicoes e teoremas importantes no estudo
dos poliedros, estes serao apresentados de forma mais completa para que nao haja uma
dualidade de interpretacoes. Assim, segundo Lima et. al. (2006, p. 283), pode-se definir

poliedro como sendo

[...] uma reunido de um namero finito de poligonos planos chamados
faces onde:

a) Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas
um, outro poligono.

b) A intersecdo de duas faces quaisquer ou é um lado comum, ou é um
vértice ou é vazia.

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, é chamado
uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face é um vértice do poli-
edro.

¢) E sempre possivel ir de um ponto de uma face a um ponto de qual-
quer outra, sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas
arestas).

Todo poliedro (no sentido da definicdo acima), limita uma regiao do

espaco chamada de interior desse poliedro.

Logo, segundo esta definicao, os solidos representados da figura 1.42 sdo poliedros.

o GeoGebra e

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A Clo]<lNk==] +]

-
-

(3.58,13.12)

Poliedro Convexo Poliedro Nao Convexo

| 1
| |
| [
| |
| |
| | =
& Fe > N

@1581,231)
Entrada =

,___
|
|
|
|
|

Figura 1.4: Poliedro convexo e nao convexo

2Figura apresentada na tela do Geogebra. Muitas figuras apresentadas nesta pesquisa serdo criadas
com este software.
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Ainda, segundo Lima et. al. (2006), pode-se afirmar que um poliedro é convexo

se o seu interior também for convexo. Para melhor compreensao desta definicao, pode-se

deduzir que um poliedro é convexo se for possivel tracar uma reta qualquer (ndo paralela

a nenhuma de suas faces), esta o interceptar, no maximo, em dois pontos; caso contrario

dizemos que o poliedro é nao convexo, como é possivel observar na figura 1.4.

Outra defini¢ao de poliedros convexos é apresentada por Dolce e Pompeo (1993,

p.124), cujo enunciado é:

Consideremos um ntimero finito n (n > 4) de poligonos planos convexos
(ou regides poligonais convexas) tais que:

a) dois poligonos ndo estdo num mesmo plano;

b) cada lado de poligono é comum a dois e somente dois poligonos;

¢) o plano de cada poligono deixa os demais poligonos num mesmo semi-
espago.

Nessas condicgoes, ficam determinados n semi-espacos, cada um dos quais
tem origem no plano de um poligono e contém os restantes. A interseccao

desses semi-espacos é chamado poliedro convezo.

Em qualquer poliedro, denomina-se faces do poliedro a cada uma de suas regioes

poligonais, enquanto que a interseccao de duas de suas faces recebe o nome de arestas do

poliedro. Ja o encontro de trés ou mais arestas chama-se vértices do poliedro. Represen-

taremos o numero de faces, de arestas e de vértices por F, A e V, respectivamente.

Segundo Lima et. al. (2006, p.284),

[-..] como as faces podem ser de géneros diferentes, representaremos por
F,(n > 3) o namero de faces que possuem n lados. Da mesma forma,
como os vértices também podem ser de géneros diferentes, representa-
remos por V,, o numero de vértices nos quais concorrem n arestas, e
observe que, pelo item (b) da definicdo do poliedro, cada vértice é um

ponto comum a trés ou mais arestas.

Assim, é possivel deduzir as relagoes abaixo:

V=V+Vi+Vi+. .. +V,

Como as faces que formam os poliedros podem ser de tipos diferentes, cada um

deles podem possuir uma quantidade de arestas diferentes. Assim, se quisermos conta-las

devemos multiplicar o ntimero de faces triangulares por 3, o nimero de faces quadran-

gulares por 4, o ntimero de faces pentagonais por 5 e assim sucessivamente; em seguida,
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somamos os resultados. Porém, ao fazer isso estaremos contando cada aresta duas vezes,
j& que esta é originada da interseccao de duas faces distintas. Assim, o nimero de arestas

de qualquer poliedro pode ser representado por

A== -(3F3+4F; + 5F5+ 6Fs + ... + nF},).

DN | —

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade por 2, obteremos a relagao

A contagem do ntimero de arestas também pode ser realizada utilizando os vérti-
ces do poliedro. Cada um destes é o encontro de trés ou mais arestas; logo, se contarmos
quantas arestas concorrem em cada vértice e somarmos os resultados, obteremos o dobro
do namero de arestas (porque cada aresta tera sido contada duas vezes: em um extremo

e no outro). Logo, segue que
A= % -(BV3 4+ 4V 4+ 5V + 6V + ... + nV,,).
Multiplicando-se ambos os lados da igualdade por 2, teremos a relagao
2A =3V5 + 4V, +5V5 + ... +nV,.

Veja ainda que podemos deduzir duas desigualdades a partir dessas equagoes. A

primeira equacao gera a desigualdade

=3(Fs+Fy+ 5+ Fs+...+F,)+Fy+2F+3F+ ...+ (n—1)F,
=3F+ F,+2F5+3Fs+ ...+ (n—1)F,
> 3F
Da segunda equacao deduz-se que:

2A=3V5+4V, +5V5 + ... +nV,
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=3Vs+Vu+Vs+Vo+ ...+ V) +Vi+2V5+3Vs+ ...+ (n— 1)V,
=3V+Vi+2Vs+3Vs+ ...+ (n— 1)V,
>3V

A igualdade 2A = 3F somente é valida se o poliedro possuir apenas faces triangu-
lares, sendo que neste caso teremos Fy = F5 = Fg = ... = F,,.1 = 0,n > 3. Analogamente,
a igualdade 2A = 3V s6 é verdadeira se em todos os vértice concorrerem apenas trés ares-
tas, sendo que neste caso teremos V; =Vs=Vg=...=V,.1 =0,n > 3.

Agora, enunciaremos o foco central desta secao ao teorema ou relagdo de Eu-
ler. Segundo Dolce e Pompeo (1993, p.124), “Para todo poliedro convexo, ou para sua
superficie, vale a relacao

V-A+F=2,

em que V é o nimero de vértice, A é o nimero de arestas e F' é o nimero de faces do
poliedro”.

Demonstragao: Serd apresentado a demonstracao do Teorema de Fuler segundo
Dolce e Pompeo (1993). Esta sera dividida em duas etapas.

1° etapa: Em cariter preliminar, mostraremos pelo Principio de Inducao Ma-
tematica (PIM) sobre o nimero de faces que, para uma superficie poliédrica limitada
convexa aberta, vale a relacao

‘/;L_Aa—i_Fa:lu

onde V,, A, e F, representa o numero de vértices, aresta e faces da superficie poliédrica
limitada aberta, respectivamente.

i) Para F, = 1.

Neste caso, trata-se de uma tnica superficie, ou seja, um poligono plano convexo
de n lados. Logo, este ainda possui n vértices. Ou seja, A, = n e V, = n. Observe

algumas superficies:

Figura 1.5: Poligonos — relagao entre vértices e arestas
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Segue que:

V,— A, +F,=n—n+1=1.

Entao, a relacao ¢ verdadeira para F, = 1.

ii) Agora, admitamos que a relacao seja vélida para uma superficie de F” faces
(onde V' & o nimero de vértices e A’ o nimero de arestas), vamos provar que também
é valida para uma superficie que possui F’ 4 1 faces (que possui F' + 1 = F, faces, V,
vértices e A, arestas).

Tomemos uma superficie que possui F” faces, V' vértices e A" arestas; por hipotese

de inducao teremos:

VI —A+F =1.

Acrescentando-se a essa superficie (que é aberta) uma face com p arestas (ou
lados) e considerando que ¢ arestas (ou lados) coincidam com arestas ja existentes, obte-
remos uma nova superficie com F, faces, V, vértices e A, arestas, tais que:

F,=F+1

A=A +p—q (¢q arestas coincidiram)

Vo=V +p—(q+1) (¢q arestas coincidindo, ¢+1 vértices coincidem)

Substituido os valores acima na expressao V, — A, + F,, obteremos
‘/ZL - Aa + Fa
=V'+p—(¢+1)— A +p—q) +F +1

=V'+p—q—1—-A —p+qg+F +1.

Portanto, pode-se deduzir a relagao
Vo—Ag+E, =V — A+ F.

Esta igualdade mostra que a expressao nao é alterada se acrescentarmos (ou
retirarmos) uma face da superficie aberta.

Por hipotese de inducao, temos que V' — A" + F' = 1; segue daqui que

‘/a_Aa—i_Fa:L
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0 que prova a relacao preliminar.
2% etapa: Tomemos uma superficie de qualquer poliedro convexo ou qualquer
superficie poliédrica limitada convexa fechada (com F' faces, V' vértices e A arestas) e dela

retiramos uma face, como mostra a figura 1.6.

Figura 1.6: Poliedro retirando-se uma de suas faces

Assim, o poliedro ficard com uma superficie aberta (com F, faces, V, vértices e
A, arestas) a qual vale a relacdo V, — A, + F, = 1. Mas, como temos F, = F—1,V, =V

e A, = A. Substituindo estas igualdades na relagao, teremos:

V-A+F-1=1

O que resulta na relacao:

V-A+F=2

Concluindo, assim, a demonstracao.

Podemos ainda fazer algumas consideracoes importantes:
a) Denomina-se poliedro euleriano a todo poliedro que satisfaz a relacio de Euler.
b) Todo poliedro convexo é euleriano, mas nem todo poliedro euleriano é convexo.

Observe a figura 1.7 a seguir.

27



(a) (b)

Figura 1.7: Poliedros: relacao de Euler

Aplicando o teorema de Fuler em ambos os casos teremos:

Figura 1.7 (a): V- A+ F=8—-12+46 = 2.

Figura 1.7 (b): V- A+ F =12 -1848 =2.

Podemos perceber que a figura 1.7 (b) nao é um poliedro convexo, porém a relacdo
de Euler é valida para ele. Agora, observe a figura 1.8 de um poliedro para o qual nao é

valida a relacao de Euler.

o s rd rd
™ s s s e
SN ’ / ’
L R .
[ [
| [
__________ Y
IL Y
“ ~
4 N
s

Figura 1.8: Poliedro: Nao eulerirano

Note que ele possui 16 vértices, 32 arestas e 16 faces. Logo, teremos:

V-—A+F=16—-32+16=0.

Este poliedro nao é euleriano.

1.3 Poliedros de Platao

Segundo Lima et. al. (2006, p. 293), “Um poliedro convexo é regular quando

todas as faces sao poligonos regulares iguais e em todos os vértices concorrem o mesmo
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niimero de arestas”.

Segundo Machado (1988, p. 146), “ Um poliedro euleriano é chamado de poliedro
de Platao quando todas as faces sao poligonos com o mesmo niimero de lados e todos os
angulos poliédricos tém o mesmo ntimero de arestas”.

Das duas defini¢coes citadas podemos concluir que todos os poliedros regulares
convexos sao poliedros de Platao; o teorema a seguir é fundamental para identificar todos
eles.

Teorema: Fxistem apenas cinco poliedros requlares convezxos.

Demonstrac¢do: Segundo Machado (1988), é possivel observar que um poliedro

de Platao é euleriano e, portanto, satisfaz o Teorema de Euler, ou seja, vale a relagao

V-A+F =2

Tomemos um poliedro de Platao, com F faces, V' vértices e A arestas; admitamos
que cada face seja formada por n lados (n > 3) e em cada vértice concorram r arestas
(r > 3).

Como cada aresta é comum a duas faces distintas, temos:

PR
2
Logo, segue que:
2A
F=—.
n

Analogamente, como cada aresta tem extremidade em dois vértices diferentes,

temos:
A=l
2
Entao,
2A
V=—.
T

Substituindo F' e V na relagao de Euler V — A + F = 2, obteremos:

]
r n
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Segue que:

Desta forma, deduz-se que:

2
A=g——
S+s-1

T n

2 2 .
Como A > 0, temos que — + — > 1. Mas, como n > 3 e r > 3, podemos verificar
roon
esta relacao em apenas cinco casos:

1° caso: Paran=3er = 3:

2° caso: Paran=3er =4:

2+2_2+2_14>1
r 403 12

3° caso: Paran=3er =2>,:
2+2_2+2_16 ]
r 5 3 15

4° caso: Paran=4er = 3:
2+2_2+2_14>1
r n 3 4 12

5° caso: Paran=5er =3:
2+2_2+2_16>1
r n 3 5 15 '

Calculando A, V e F em cada caso, podemos verificar quais sao os poliedros a
que se referem. Assim, temos:

1° caso: Paran=3er = 3.

9 9 9
A:2+2 1:2+2 1:T:6
ron 3 3 3
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Como este poliedro possui 4 faces regulares, pode-se concluir que se trata do tetraedro

reqular.

2° caso: Paran=3er = 4.

2 2 2
romn 4 6
24 2-12
V:—:—:6
T 4
24 2-12
F:—:—:8
n 3

Veja que este poliedro possui 8 faces regulares, recebendo o nome de octaedro reqular.

3° caso: Paran=3er =25.

2 2 2

A:2+2 [ TT 1:7?:%'
roomn 5 3 15
24 2.
po24_230,
r 5}
o4 230 L p g
n 3

Este poliedro possui 20 faces regulares. Logo, trata-se do icosaedro regular.

4° caso: Paran=4e¢r = 3.

2 2 2
A:2+2 1:2+2 1:T:m
roon 3 4 6
2A 2-12
V:—:—:8
r 3
n 4

Observe que este poliedro possui 6 faces regulares. A ele da-se o nome de hezaedro regular.
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5° caso: Paran=5er = 3.

) 2 2
A:2+2 1:2+2 1:T:30'
r 35 15

24 2.
vz—:ﬁzzo
r 3

24 2.
o230 el
n

Este tltimo caso representa o dodecaedro regular, pois o poliedro possui 12 faces regulares.

Consequentemente, existem apenas cinco poliedro regulares convexos. Temos
ainda que:
Os tetraedros, os octaedros e os icosaedros regulares possuem faces triangulares (tridngulo
equilatero), pois n = 3.
Os hexaedros regulares possuem faces quadrangulares (quadrado), pois n = 4.

Os Icosaedros regulares possuem faces pentagonais (pentéagono regular), pois n = 5.

dodecaedro  icosaedro
regular regular

Figura 1.9: Poliedros de Platao
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Capitulo 2

A HEURISTICA DA RESOLUCAO
DE PROBLEMAS

“E dificil imaginar um problema absolutamente novo, sem qualquer
semelhanca ou relagao com qualquer outro que ja haja sido resol-
vido; se tal problema pudesse existir, ele seria insolavel. De fato, ao
resolver um problema, sempre aproveitamos algum problema ante-
riormente resolvido, usando o seu resultado, ou o seu método, ou a
experiéncia adquirida ao resolvé-lo”.

(Polya, 2006, p. 41)

Em nosso cotidiano nos deparamos com intmeras situacoes que exigem certo
esforco mental para sana-las. Uma simples ida ao supermercado esté cheia de situacoes
que precisam de uma tomada de decisao, como exemplos podemos pensar: se levamos um
produto de uma marca conhecida por um preco maior ou se optamos por uma com preco
mais acessivel, mas com uma marca desconhecida? Ao abastecer o carro o fazemos no
posto de gasolina mais proximo, mesmo com o preco do combustivel mais alto, ou em um
outro estabelecimento mais distante com preco mais acessivel? Em ambos os casos ha a
necessidade de um raciocinio légico e uma anélise de qual delas ¢ mais vantajosa. Estas
circunstancias podem ser consideradas como sendo problemas que, segundo Dante (2007,
p. 9), “E qualquer situacdo que exija o pensar do individuo para solucioni-la”. Baseado
nesta defini¢ao, podemos supor que uma simples troca de pneus de um carro ou o conserto
de um eletrodoméstico podem, também, ser considerados um problema.

No entanto, nesta pesquisa abordaremos a resolucao de problemas relacionados

a modelagem de areas e volumes dos poliedros de Platao. Sendo estes conceitos geomé-
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tricos desenvolvidos pelo uso da mateméatica podemos defini-los como sendo problemas
mateméticos que, de acordo com Dante (2007, p. 10), “E qualquer situacio que exija a
maneira matematica de pensar e conhecimentos matematicos para soluciona-los”.

Segundo Mendes (2009) existem dois entendimentos relacionados com a resolu-
cao de problemas que podem ser observadas ao se fazer uma pesquisa sobre este tema.
O primeiro relacionado & analise de como os alunos realizam a tarefa de resolver proble-
mas, identificando aqueles com mais facilidades no processo, observando as caracteristicas
destes que contribuem para resolucao de problemas. O segundo é desenvolver no aluno
a capacidade de resolver problemas utilizando um processo heuristico, que consiste em
sistematizar certas sequéncias que visam melhorar o desempenho dos alunos na execucao
das atividades.

Ensinar matematica através da resolucao de problemas consiste em colocar os alu-
nos em contato com situagoes diferentes daquelas que frequentemente sao observadas em
sala de aula, caracterizados pela resolucao de exercicios rotineiros baseados num método
tipologico, onde o aluno apenas segue um modelo preestabelecido, sem que este promova,
nos alunos, a habilidade de pensar de forma critica e reflexiva. Segundo Vila e Callejo

(2006, p. 29),

[...] o ensino/aprendizagem por meio da resolucdo de problemas é uma
tentativa de modificar o desenvolvimento habitual das aulas de matemé-
tica. Os problemas sdo um meio para podr o foco nos alunos, em seus
processos de pensamento e nos métodos inquisitivos; uma ferramenta
para formar sujeitos com capacidade auténoma de resolver problemas,
criticos e reflexivos, capazes de se perguntar pelos fatos, suas interpreta-
¢oOes e explicacoes, de ter seus proprios critérios, modificando-os, se for

necesséario, e de propor solucoes.

Partindo da definicao de problema citado acima podemos entender a resolucao
de problemas como uma situagao que se inicia na nossa infancia e que nos acompanha até
a fase adulta e, com isso, suas teorias podem ser adaptadas a cada etapa de nossas vidas;
Consideraremos ainda que esta pesquisa terd uma abordagem socio construtivista, pois se
pretende ensinar uma estratégia que objetiva a descoberta e anélise de uma solucao para
determinado problema, por meio da construcao sistematica de conhecimentos. Para esta
pesquisa serao convidados os alunos da 3* série do Ensino Médio do Colégio Objetivo de
Jussara-GO que queiram participar da aplicacao do método heuristico, aos quais serao

expostas as etapas da resolucao de problemas. Em seguida, apresentaremos o problema
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que queremos solucionar, ou seja, construir um modelo matematico que expresse generi-
camente a area e o volume dos poliedros de Platao. Este processo sera divido em etapas
onde os alunos selecionados produzirao os modelos pedidos, sendo que, através destes,
eles desenvolverao novos conceitos matematicos de forma efetiva.

Devemos ainda destacar que o papel do professor na realizacao do processo heu-
ristico é de suma importancia, pois serd ele que selecionard o problema e direcionara
cada etapa do método, determinando as habilidades que os alunos devem adquirir; suas
argumentacgoes devem agucar a vontade dos alunos em se alcancar um caminho para se
resolver o problema. Segundo Vila e Callejo (2006, p. 28) “|...] um problema nao pode
ser desligado dos alunos aos quais é proposto nem da intencionalidade do professor que o
selecionou para uma situagao concreta de ensino-aprendizagem”.

Segundo Varizo (1993), é consenso entre os professores de Matematica a resolucao
de problemas é importante para o ensino da matematica, porém nao ha um momento defi-
nido para o seu uso em sala de aula. De acordo com ela, ha intimeros motivos para o uso da
resolucao de problemas: alguns professores justificam sua aplicacao por acreditarem que
o conhecimento advindo deste processo ajudara o aluno a solucionar situacoes-problemas
que fazem parte da sua vida social ou profissional; outros o fazem por acreditar que o
objetivo fundamental da matematica é resolver problemas.

Ainda, de acordo com Varizo (1993), h& um conflito entre os professores de mate-
méatica no momento de definir o que poderia ser considerado uma resolucao de problema.
Segundo ela, a maior parte destes profissionais, que atuam no Ensino Fundamental e
Médio, consideram que resolver problemas é encontrar uma solugao correta, nao se preo-
cupando com o processo que levou o aluno até ela; para estes professores a resolucao de
problemas est& desvinculada do problema em sua esséncia, sendo que apenas sua resposta

final é avaliada. Segundo Varizo (1993, p. 3),

Esses professores ignoram o fato de que o “saber como” nao implica o
“saber porque”, nem o “saber wtilizar”. Os alunos, ao desenvolverem
operagoes matematicas pela imitacao e memorizacao, sem compreensao,
tém poucas possibilidades de se apropriarem do conhecimento matema-
tico como uma de suas ferramentas para atuar no mundo e, muito menos,

como ciéncia.

Até a década de 60 os educadores matematicos se preocupavam apenas em ensinar

através de um sistema tipoldgico, repetitivo e com énfase na resposta, correta ou nao.
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Porém, na década de 70, a Educacao passa a refletir o ensino baseada na determinacao
de situacoes que construissem, nos alunos, competéncias minimas que lhes servissem para
desenvolver comportamentos e atitudes sociais. Muitos professores desta geracao tinham
a preocupacao de ensinar aos alunos habilidades basicas. Porém, esta transformacgao
desenvolvida pela Educagao nao afetou significativamente o ensino da Matemaética.
Segundo Varizo (1993), haviam alguns professores que entendiam a resolugao
de problemas como um processo e, desta forma, haveria a necessidade de desenvolver
estratégias, métodos, procedimentos e heuristicas capazes de se alcancar a solugao de de-
terminado problema. Para este grupo de educadores mateméticos o raciocinio usado na
resolucao da situagao-problema era mais importante que a simples resposta final. Em-
bora no inicio dos anos 80 estes professores representavam uma minoria, nos anos seguintes
houve um crescimento significativos destes devido a aceitacao desta proposta de ensino,
sendo que neste periodo a resolucao de problemas passa a ser considerada uma das prin-
cipais finalidades do ensino da Matematica. Os adeptos desta concepcao sofriam uma
grande influéncia das teorias contidas no livro “How to solve it?”, de George Polya, direci-
onado aos professores do 2° grau, cuja primeira publicacao foi em 1944. Deve-se ressaltar
que desde a década de 80 até o presente momento, a grande maioria dos estudos e pes-
quisas relacionados & resolucao de problemas tém suas bases fundamentadas nas teorias

de Polya.

2.1 Tipos de Problemas

Nas intimeras literaturas sobre o assunto podemos observar um grande acervo
acerca dos tipos de problemas que existem. No entanto, existem autores que conseguem
uma sintetizagdo mais condizente com o tema desta pesquisa. Segundo Varizo (1993, p.
4) os problemas podem ser “[...| classificados em: problemas rotineiros, nao-rotineiros,

reais e recreativos”.

2.1.1 Problemas Rotineiros

Os problemas rotineiros podem ser entendidos como aqueles que o aluno utiliza
um algoritmo preestabelecido pelo professor através de uma sequéncia logica, um passo a

passo. Podendo ser caracterizados, também, pelos ditos problemas de aplicacao, que se
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apresentam sob uma linguagem comum, devendo o aluno reescrevé-lo na forma “simbo-
lica” ou “linguagem matematica”. Geralmente aparecem nos logo ap6s a exposicao de um
contetido. Este tipo de problema nao desperta a curiosidade e nao desenvolve o pensa-
mento abstrato, ja que o aluno apenas deve reproduzir o conhecimento ja utilizado pelo
professor; constituem uma repeticao de agoes mecanizadas, um exercicio para reforcar um
determinado conteido. Segue abaixo alguns exemplos deste tipo de problema:

1. Encontre as raizes da equacao do 2° grau x? — 5x + 6 = 0.

2. Resolva a equagao log, 81 = 4.

3. O dobro da soma entre um nimero e cinco é igual ao triplo da diferenca entre
este nimero e quatro. Qual é o nimero?

Veja que em todos os exemplos acima o aluno precisa apenas utilizar o algoritmo

apresentado pelo professor durante sua aula expositiva.

2.1.2 Problemas Reais

Os problemas reais sao aqueles que se assemelham com situacoes-problemas vivi-
das pelo homem no seu cotidiano. Este tipo de problema pode apresentar varias solucoes,
porém cabe analisar e selecionar a que melhor se adéqua ao problema real proposto. Neste
tipo de situacao, o trabalho em pequenos grupos é mais eficaz e significativo, pois sera
necessario coletar e analisar informacoes, envolvendo uma tomada de decisao.

A nivel de escolarizagao de 1° e 2° graus, os problemas reais podem se caracteri-
zar através de situacoes proximas da realidade de cada aluno ou como uma necessidade
coletiva da comunidade em que os alunos estao inseridos. Um excelente exemplo deste
tipo de problema ocorreu numa escola campo de estégio do curso de licenciatura em Ma-
tematica da UFG, na periferia de Goiania, no ano de 1980; segundo Varizo (1993, p.8), a

professora da turma, sob sua orientacgao,

[...] solicitou aos alunos da 5* série do primeiro grau, que especificassem
0s mantimentos que comprariam para alimentar uma familia de cinco
pessoas com um ter¢o do salario minimo, por um meés (havia sido verifi-
cado anteriormente que as familias dos alunos ganhavam, em média, dois
salarios minimos e que as familias compunham-se, em média, de cinco
pessoas). Solicitou-se, também, que a relagdo dos mantimentos deveria
vir com o preco unitario e total. Os precos foram levantados pelos alunos
nos mercados do bairro. desejava-se que os alunos desenvolvessem os al-
goritmos das quatro operagdes béasicas (soma, subtragao, multiplicacio,

divisdo) e habilidades de célculo com medidas de peso. Este proble-
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ma foi dado para os alunos resolverem em pequenos grupos.

Segundo Varizo (1993), a execugdo do problema motivou os alunos, pois estes se
envolveram com a proposta e buscaram solucoes para a situacao-problema em questao.
Esta, por sua vez, contribui com a disciplina educagao para o lar, além de servir como
diagnostico de aprendizagem, pois foi constatado que alguns alunos nao conseguiam fazer
determinadas operacoes matematicas.

Para o Ensino Médio podemos propor o seguinte problema para ser resolvido em
pequenos grupos: Pesquise a respeito dos diversos ramos comerciais de sua cidade e em Si-
tes de busca, e verifique qual é mais rentdvel? Considerando que vocé tenha R$ 80 000, 00
para aplicar. Faca uma planilha de custos. Pega que organizem uma apresentacao para ex-
por a melhor solucao nas suas analises e as devidas consideragoes. Em um outro momento

retome a discussao e veja as analises que foram realizadas por cada grupo.

2.1.3 Problemas Recreativos

Embora nao se tenha muito bem definido uma caracteristica exclusiva, os proble-
mas recreativos podem ser entendidos como aqueles relacionados aos aspectos historicos
de determinado contetdo, lendas (por exemplo: a origem do xadrez, os contos fantasiosos,
porém racionalistas, comuns nas obras de Malba Tahan) e jogos de quebra-cabega (que
despertam o interesse dos alunos, desenvolvendo nestes, atitudes na busca de estratégias
para se chegar a vitoria). Para Gardner (apud Varizo, 1993, p. 9), “a matematica recrea-
tiva pode ser considerada simplesmente como matemética, com um toque de curiosidade
ou diversao”.

Pedagogicamente, muitos professores que desconhecem este tipo de problema
acreditam que se trata de uma situacao que promove apenas um momento de diversao
ou de simples brincadeiras de descontracao, sem preocupacao com contetido ou conhe-
cimento. No entanto, estes aspectos sao apenas motivacionais, pois por tras deste tipo
de problema, temos os aspectos: sociais (os alunos o executam em grupos), racionalista
(os alunos devem montar e executar estratégias para se alcangar a vitoria nas atividades
propostas), legislativo (existem regras que devem ser seguidas e cumpridas), liudico (o
aluno tem prazer em fazé-lo), cognitivo e interpretativo (aprendem ou reforcam conteti-

dos matematicos relacionados ao problema; no caso dos contos a busca pela solucao dos
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problemas requer interpretacdo correta para se encontra-la), contribui para transferéncia
de conhecimento entre os alunos e entre professor mediador e aluno, entre outros. Vamos
observar alguns exemplos abaixo:

1. Jogo do Nin,

2. Jogo do Bingo Trigonométrico

2.1.4 Problemas Nao-rotineiros

Segundo Varizo (1993, p. 5) os problemas nao-rotineiros sao “aqueles cuja es-
tratégia de solucao nao esta contida no enunciado, exigindo do aluno o desenvolvimento
de raciocinio mais complexo do que os problemas anteriores, tais como: estabelecer um
plano de solucao, levantar hipoteses, fazer conjecturas, organizar dados em tabelas, ela-
borar graficos”.

Assim, podemos compreender que os problemas nao-rotineiros produzem um co-
nhecimento mais amplo, uma vez que exigem do aluno um raciocinio mais consistente
e uma anéalise mais rigorosa do problema. No entanto, mesmo com tal complexidade a
matematica utilizada se encontra pronta e acabada, cabendo ao aluno conhecé-la e saber
utiliza-la para gerar uma solucao para o problema proposto.

Pode-se observar que os problemas nao-rotineiros oferecem uma situacao de auto-
nomia para o aluno, uma vez que este deve criar estratégias para se alcancar uma solucao
que satisfaca as condicoes do problema. Existem problemas que oferecem diferentes solu-
coes e variadas estratégias de se chegar a elas. Exemplo:

1. Dé as medidas de um paralelepipedo cuja area seja de 240m?.

2. Cite 3 nimeros inteiros cujo produto seja 600.

3. Encontre uma fungao f : R — R da forma f(x) = ax® + bz + ¢ que intercepte
o eixo das ordenadas no ponto 5 e o eixo das abscissas no ponto 4.

Apos a execucao das atividades é importante que o professor proporcione um de-
bate ou crie um painel para os alunos comparem as varias estratégias e solucoes que foram
geradas. Com isso, o aluno pode observar o dinamismo que a matematica possui, além de
agregar outras formas de resolucao que poderao lhes ser tteis em situagoes semelhantes.

A proposta contida nesta pesquisa estd relacionada a este tipo de problema.
Pois, os alunos participantes desta pesquisa deverao compreender o problema proposto,

questionar e analisar os dados que possuem e montar estratégias para alcancar o objetivo,
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construir modelos matematicos capazes de calcular as areas e os volumes dos poliedros de
Platao. Assim sendo, devemos conhecer mais detalhadamente o método heuristico e suas

etapas.

2.2 As Ftapas do Método Heuristico

A célebre frase “Penso, logo existo” de Descartes nos faz refletir acerca do ato
necessario a uma vida humana plena, pensar. Esta atitude esté interligada a resolucao de
problemas, pois esta requer um esforco mental para elaboracao de estratégias que visam
o alcance de uma solugdo que a satisfaca totalmente ou em parte. Segundo Polya (2006,
p. 159) “Resolver problemas é uma atividade humana fundamental. De fato, a maior
parte do nosso pensamento consciente relaciona-se com problemas. A nao ser quando nos
entregamos a meros devaneios ou fantasias, os nossos pensamentos dirigem-se para um
fim, procuramos meios, procuramos resolver um problema’”.

De fato, inimeras pesquisas ja foram realizadas a respeito da metodologia de
Resolucao de Problemas no ensino e na aprendizagem da Matemética, no entanto muitos
professores questionam sua aplicabilidade na area em questao. Porém, se observarmos
o objetivo definido pelo Ministério da Educagdo (MEC) para o ensino de Matemaética
no Ensino Médio, percebemos que a resolucao de problemas se caracterizard como uma
escolha certa para tal acao, uma vez que esta constroi no aluno um conhecimento cientifico,
devido a suas etapas serem sistematizadas e experimentadas através de uma rigorosa
verificacao da solucao alcancada. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais

(Ensino Médio) — PCNEM (2000, p. 21), o ensino da matematica

[...] deve contemplar formas de apropriagdo e construgao de sistemas de
pensamento mais abstratos e ressignificados, que as trate como processo
cumulativo de saber e de ruptura de consensos e pressupostos metodolo-
gicos. A aprendizagem de concepgoes cientificas atualizadas do mundo
fisico e natural e o desenvolvimento de estratégias de trabalho centradas
na solucao de problemas ¢ finalidade da &rea, de forma a aproximar o
educando do trabalho de investigacao cientifica e tecnolégica, como ativi-

dades institucionalizadas de producao de conhecimentos, bens e servicos.

A partir do momento que se enfatiza o ensino da matematica através da resolucao
de problemas, deve-se estar atento a alguns principios que norteiam essa acao. Segundo

os Parametros Curriculares Nacionais (Matematica) — PCN (1997, p. 32-33), podem ser
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sintetizados os seguintes principios:

e 0 ponto de partida da atividade matematica nao é a definicdo, mas
o problema. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, idéias e
métodos matematicos devem ser abordados mediante a exploracao de
problemas, ou seja, de situagoes em que os alunos precisem desenvolver
algum tipo de estratégia para resolvé-las;

e 0 problema certamente nao é um exercicio em que o aluno aplica, de
forma quase mecénica, uma féormula ou um processo operatorio. Sé ha
problema se o aluno for levado a interpretar o enunciado da questao que
lhe é posta e a estruturar a situagao que lhe é apresentada;

e aproximagoes sucessivas ao conceito sao construidas para resolver um
certo tipo de problema; num outro momento, o aluno utiliza o que apren-
deu para resolver outros, o que exige transferéncias, retifica¢oes, ruptu-
ras, segundo um processo analogo ao que se pode observar na histéria
da Matematica;

e 0 aluno nao constréi um conceito em resposta a um problema, mas
constréi um campo de conceitos que tomam sentido num campo de pro-
blemas. Um conceito matematico se constroéi articulado com outros con-
ceitos, por meio de uma série de retificages e generalizacoes;

e a resolucao de problemas nao é uma atividade para ser desenvolvida em
paralelo ou como aplicacao da aprendizagem, mas uma orientacao para
a aprendizagem, pois proporciona o contexto em que se pode apreender

conceitos, procedimentos e atitudes matemaéticas.

Mas, o que significa Heuristica?
Se consultarmos a defini¢gao de heuristica dada por Ferreira (2009, p. 1035, dici-

onario Aurélio), teremos:

[Do latim: cient. heuristica (< gr.heuristiké [ téchne], ’arte de encontrar’,
"descobrir’).] S. f. 1. Conjunto de regras e métodos que conduzem
a descoberta, & invencdo e a resolugdo de problemas. [Cf. heureca.]
2. Procedimento pedagégico pelo qual se leva o aluno a descobrir por
si mesmo a verdade que lhe querem inculcar. 3. Ciéncia auxiliar da
Histoéria, que trata da pesquisa das fontes. 4. Inform. Metodologia, ou
algoritmo, us. para resolver problemas por métodos que, embora nao
rigorosos, ger. refletem o conhecimento humano e permitem obter uma

solucao satisfatoria.

Segundo Polya (2006), a heuristica ¢ uma ciéncia que busca a compreensao do
processo que gere a solugao de problemas, especialmente aqueles que envolvem operacoes
mentais, que tentam certa utilidade. Neste processo, nenhuma fonte de informacgao é des-
considerada e seu estudo deve ser analisado tanto logicamente quanto psicologicamente.

A heuristica procura melhorar o conhecimento das operagoes mentais basicas que se apli-
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cam na resolugao de problemas, proporcionando uma situacao didatica de aprendizagem
significativa para o ensino da Matematica.

No método heuristico o professor possui um papel fundamental, sua acao nao é
a de mostrar como um problema ¢ resolvido, mas apresentando aos alunos uma situagao-
problema que deve ser resolvida. Assim, o professor nao se coloca como detentor do
saber que serd apenas repassado, mas como mediador que atua como um incentivador,
fazendo com que os alunos sintam vontade de encontrar uma solugdo para o problema,
desenvolvendo neles a capacidade de fazer conjecturas, inventar, verificar e refletir suas
proprias acoes e modifica-las caso seja necessario.

Nesse sentido o professor assume dois papéis: o de companheiro participante do
processo de resolucao de problemas, indagando, questionando, averiguando, sugerindo
estratégias de solucao, de maneira que os alunos possam alcancar o objetivo, resolver o
problema proposto; e o de analista que verifica ao final de cada etapa do processo que
estratégias foram usadas e se hé possibilidades de generalizacao, ou ainda, propondo novos
problemas derivados do apresentado.

As fases do método da resolugdo de problemas desenvolvido por Polya (2006)
consiste em quatro etapas sequenciais: compreensao do problema, estabelecimento de um
plano, execucao do plano e retrospecto, sendo que estas serao abordadas, analisadas e

exemplificadas a seguir.

2.2.1 Compreensao do Problema

Apos selecionar o problema e apresenta-lo a classe, o professor deve dialogar
com os alunos e orienta-los a respeito da compreensao do problema, que consiste em ler
e interpretar o enunciado do problema. Nesse momento entra a acao de mediador e
orientador do professor que segundo Polya (2006, p. XIX) deve fazer questionamentos
relevantes aos alunos tais como

Qual é a incognita? Quais sdo os dados? Qual é a condicionante? E
possivel satisfazer a condicionante? A condicionante é suficiente para
determinar a incognita? Ou é insuficiente? Ou redundante? Ou con-
traditoria? Trace uma figura. Adote uma notacao adequada. Separe as
diversas partes da condicionante. E possivel anoté-las?

E necessario ainda orientar os alunos a respeito da importancia de se utilizar uma

notacao adequada, de forma que ele compreenda o que estd construido no momento de

42



transformar o problema numa expressao matemaéatica, pois caso contrario esta pode se
tornar o elemento que serd causador do insucesso na resolucao do problema.

Uma boa estratégia de resolucao consiste na fragmentacao do problema, pois se
torna mais nitido seus detalhes, facilitando a separacao dos dados da situacao-problema e
avaliando quais sao necessarios e quais sao irrelevantes. O que se deve deixar claro nesta
etapa do processo é a importancia de se conhecer cada elemento do enunciado, se preciso
faga anotagoes ou esquemas que visem a efetiva interpretacao do problema apresentado.

Apos estar certo da compreensao do problema, os alunos podem seguir para

segunda etapa do processo heuristico, a elaboracao de um plano de solucao.

2.2.2 FEstabelectmento de um Plano

Esta é a etapa em que o aluno deve utilizar o conhecimento que possui para
formular uma estratégia de resolucao e ir além, utilizar a imaginacao, a intuicdo e toda
habilidade relacionada & busca de solugoes desenvolvidas por ele em todos os anos de
estudo, para construir um caminho que leve & solucao dos problemas. Este momento é
oneroso, pois exige dos alunos a busca de informagoes que possa lhes ajudar, exigindo
dele a pesquisa e investigacao.

Nesta etapa, muitos professores acabam expondo suas ideias acerca da resolucao
dos problemas e, com isso, inibem ou desmotivam o aluno na construcao do plano de
solucao. Assim, sugere ao professor que faca perguntas promova o surgimento de ideias
que possam gerar a solugao.

Deve-se ainda propor ao aluno um estudo detalhado do problema de maneira que
ele possa utilizar analogias de forma precisa e coesa. E importante que o aluno consiga
fazer generalizacoes, pois esta habilidade lhe permitird conceituar e fazer abstragoes que
lhe serao tteis na resolucao de problemas.

Cabe nesta etapa utilizar-se da técnica de decomposicao e recomposicao; a pri-
meira, fragmenta informacoes que podem ser estudadas e manipuladas para gerar outras
informacoes. A segunda, reorganiza os novos conhecimentos adquiridos criando um pro-
blema diferente do proposto, mas que auxilia na sua resolucao.

E necessario enfatizar nesta etapa a necessidade do aluno possuir um conhe-

cimento que permita a resolucao do problema, ou seja, ele deve ter um conhecimento

suficiente para gerar uma boa ideia para resolug¢ao do problema. Segundo Polya (1995),
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o aluno deve conhecer um problema correlato que possa ser utilizado para gerar um novo

conhecimento. Para Polya (2006, p. 7),

[...] é dificil ter uma boa idéia se pouco conhecemos do assunto e que é
impossivel té-la se dele nada soubermos. As boas idéias sao baseadas na
experiéncia passada e em conhecimentos previamente adquiridos. Para
uma boa idéia, nao basta uma simples recordacdo, mas nao podemos
ter uma idéia boa sem lembrar alguns fatos pertinentes. Nao bastam os
materiais para a construgao de uma casa, mas nao podemos construi-la
sem lancar mao dos materiais necessarios. Os materiais indispensaveis
a resolucao de um problema matematico sao certos itens relevantes do
conhecimento matematico ja adquirido, tais como problemas anterior-
mente resolvidos e teoremas anteriormente demonstrados. Assim sendo,
deve-se muitas vezes comegar o trabalho pela indagagdo: conhece um

problema correlato?

Nesta etapa, o professor pode orientar os alunos a pesquisar elementos, relacio-
nados ao problema apresentado, que possam ajudé-los a construir um plano executavel;
sendo que todo conhecimento adquirido poderd ser ttil no momento de analisar cada
possibilidade criada. Polya (2006, p. XIX) sugere, nesta etapa, algumas indagacoes que

auxiliam o aluno na elaboracao dos planos:

Ja o viu antes? Ou ja viu o mesmo problema apresentado sob uma
forma ligeiramente diferente? Conhece um problema do mesmo tipo ou
sobre o mesmo assunto? Conhece um problema que lhe poderia ser util?
Considere a incognita!l E procure pensar num problema do mesmo tipo
que tenha a mesma incognita ou outra semelhante. Eis um problema do
mesmo tipo e j resolvido anteriormente. E possivel utilizd-lo? E possivel
utilizar o seu resultado? E possivel utilizar o seu método? Deve-se
introduzir algum elemento auxiliar para tornar possivel a sua utiliza¢io?
E possivel reformular o problema? E possivel reformulé-lo ainda de outra
maneira? Volte as defini¢oes.

Se nao puder resolver o problema proposto, procure antes resolver algum
problema do mesmo tipo. E possivel imaginar um problema parecido
mais acessivel? Um problema mais genérico? Um problema mais especi-
fico? Um problema analogo? E possivel resolver uma parte do problema?
Mantenha apenas uma parte da condicionante, deixe a outra de lado; até
que ponto fica assim determinada a incognita? Como pode ela variar?
E possivel obter dos dados alguma coisa de util? E possivel pensar em
outros dados apropriados para determinar a incégnita? E possivel variar
a incoégnita ou os dados, ou todos eles, se necessério, de tal maneira que
fiquem mais préoximos entre si? Utilizou todos os dados? Utilizou toda
a condicionante? Levou em conta todas as nogoes essenciais implicadas

no problema?

Estas peguntas vao agucar a curiosidade dos alunos, além de induzi-los & uma

avaliacao das escolhas que estdao fazendo para se chegar a solucao do problema. Apos
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estabelecer um plano que leve ao resultado desejado, o aluno deve executar o plano que

foi elaborado.

2.2.3 Execucao do Plano

Segundo Polya (2006), ap6s elaborar o plano, o aluno deve colocar em préatica o
que pesquisou, efetivando as ideias que foram geradas na etapa anterior, desenvolvendo
operacoes e demonstracoes afim de se alcancgar a solugao do problema, isto é, ele precisa
executar o plano.

Nesta fase, o aluno deve estar atento aos passos que determinou para resolver o
problema, verificando cada operacao com rigor, para que nao haja falhas na execucao. Se
o problema que foi proposto for muito complexo, o aluno deve fragmenté-lo e resolver as
partes sob um olhar hierarquico, isto é, o aluno deve estabelecer o que é mais importante
resolver primeiro, de maneira que o resultado contribua para se alcancar a solucao do
problema.

Para esta etapa, Polya (2006, p. XX) sugere que se faca algumas perguntas e
estratégias para reforcar a exatidao da resolucao: “Ao executar o seu plano de resolugao,
verifique cada passo. E possivel verificar claramente que o passo esta correto? E possivel
demonstrar que ele esta correto?”.

Embora esta etapa gere a solucio do problema, o método nio se encerra nele. E

necessario ir além, fazer uma analise da solucao encontrada; deve-se fazer um retrospecto.

2.2.4 Retrospecto

Esta &, de fato, a tltima etapa do método heuristico. E o momento em que o
aluno faz uma analise critica do trabalho realizado, revisando cada passo executado. Este
momento ¢ de suma importancia, pois ¢ nele que o aluno utilizara sua criatividade para
avaliar a solucao encontrada.

A anélise da solucao, feita nesta etapa, deve ser rigorosa, verificando sua exatidao,
ou seja, se ela satisfaz as condicionantes do enunciado do problema. Deve ainda observar
se existe outra forma de resolver o problema proposto.

Polya (2006) ainda sugere que o aluno utilize o método em outros problemas
semelhantes, ou que estabeleca uma situacao-problema inverso ao que foi proposto. Para

o autor esta ultima acao gera um desenvolvimento intelectual importantissimo, pois se
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o aluno é capaz de executar operagoes mentais inversas, significa que ele efetivamente
adquiriu um dominio dos conhecimentos matematicos utilizados na resolugao do problema.

Para esta etapa, Polya (2006, p. XX) sugere que se faga os seguintes questiona-
mentos: “E possivel verificar o resultado? F possivel verificar o argumento? E possivel
chegar ao resultado por um caminho diferente? E possivel perceber isto num relance? E
possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum outro problema?”

E necessario ressaltar que cada uma das etapas possui sua relevancia e, portanto,
o método heuristico deve ser aplicado com exatidao, mantendo sua hierarquia; pois algum
aluno pode encontrar a solu¢ao de um problema de maneira extraordinéria; no entanto,

Polya (2006, p. 5) faz uma adverténcia acerca desta situagao:

Cada uma destas fases tem a sua importancia. Pode acontecer que a
um estudante ocorra uma excepcional idéia brilhante e, saltando por
sobre todas as preparacgoes, ele chegue impulsivamente & solucao. Estas
idéias felizes sdo, evidentemente, muito desejaveis, mas alguma coisa
muito inconveniente e desastrosa pode resultar se o estudante deixar de
lado qualquer uma das quatro fases sem dela ter uma perfeita nocao.
Acontecerd o pior se o estudante atirar-se a fazer célculos e a tragar
figuras sem ter compreendido o problema. E geralmente inutil executar
detalhes em perceber a conexao principal ou sem ter feito uma espécie
de plano. Muitos enganos podem ser evitados se, na execucao do seu
plano, o estudo verificar cada passo. Muitos dos melhores efeitos podem
ficar perdidos se ele deixar de reexaminar e de reconsiderar a solucao
completa.

Desta forma, pode-se perceber que a utilizacao do método heuristico em sala
de aula requer um planejamento sisteméatico e cuidadoso e, como os conhecimentos dos
alunos sao heterogéneos, o tempo necessario para cada um deles assimilar determinada
informagao é diferente; logo, o professor nao pode se preocupar com o tempo e deve ser
paciente para aguardar que aluno desenvolva o processo heuristico. E, ainda, de suma
importancia que se tenha certa atencao para formulacao do problema, pois este deve partir

do conhecimento dos alunos e tenha algum significado para eles.

2.2.5 Compreendendo o Método Através de Exemplos

Para que se possa ter uma compreensao mais efetiva do método heuristico, seré
abordado a seguir trés exemplos que explicitam cada etapa da resolucao de problemas

descritas acima, com uma possivel solucao para cada situacao.
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Exemplo

Num manicomio havia 4 homens que participavam de reunioes de reabilitacao:
Joao, José, Pedro e Lucas. O médico psiquiatra que os tratava conhecia-os bem, e sabia
que deveria coloca-los em uma tnica fila, lado a lados, sentados, seguindo alguns critérios
para que nao houvesse confusao nas sessoes. Cada um dos internos possuia uma perso-
nalidade, um habito e um animal imaginario. A forma como eles eram organizados nas
cadeiras seguia o seguinte padrao:

a) O que sentava ao lado de Deus via camelos;

b) Napoledo ocupava a 1* carteira;

¢) José sentava ao lado de quem via cachorros;

d) Pedro tinha o habito de passar a mao no cabelo;

(&

)
f)

Lucas ocupava a tltima cadeira e gostava de cutucar o nariz;
Jesus sentava ao lado de Lucas e gostava de cachorros;

g) Quem criava cachorros tinha o habito de soltar gases;

)
h) Quem sentava no meio via gatos e gostava de piscar os olhos;

i) Hércules nao tirava o dedo do nariz, a ndo ser para danar com seu coelho.

Agora, responda quem via camelos?

Na tentativa de se resolver este tipo de situagao o aluno pode adquirir as compe-
téncia de selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e informacoes representadas
de diferentes formas e a tomar decisoes. Desenvolve ainda a capacidade criar estratégias
que envolvem informagoes apresentadas em tabelas e/ou graficos, ou ainda, interpretar e
associar informacoes dadas em listas na construcao de tabelas, bem como a utilizagao de
raciocinio logico na resolucao deste tipo de problema, com caracteristicas interpretativas.

Uma solucao:

a) O primeiro passo é a compreensao do problema. Esta fase sugere que o aluno
responda a determinadas perguntas basicas:

Quais sao os dados?

Espera-se que o aluno entenda que os dados sao as informacoes contidas no enun-
ciado; logo, é necesséario primeiro destacé-los. Assim, teremos como dados: Sao ‘4 homens:
Joao, José, Pedro e Lucas’, que devem ser colocados em uma tnica fila, lado a lados, sen-

tados. H& um critério para isso, pois cada um deles ‘possuia uma personalidade, um

habito e um animal imaginéario’. A organizacao deles seguia um padrao:
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‘a) O que sentava ao lado de Deus via camelos;

b) Napoledao ocupava a 1* carteira;

¢) José sentava ao lado de quem via cachorros;

d) Pedro tinha o habito de passar a mao no cabelo;

€

f

) Lucas ocupava a ultima cadeira e gostava de cutucar o nariz;
) Jesus sentava ao lado de Lucas e gostava de cachorros;
g) Quem criava cachorros tinha o habito de soltar gases;

)
h) Quem sentava no meio via gatos e gostava de piscar os olhos;

i) Hércules nao tirava o dedo do nariz, a ndo ser para danar com seu coelho’.

Qual € a incognita? Ou que se pretende descobrir?

O aluno deve identificar o que se deseja descobrir no problema, ou seja, qual
varidvel se pede na situacao dada. Neste caso:

‘Quem via camelos?’.

Os dados sao suficientes?
O aluno deve avaliar se os dados contidos no enunciado sao suficientes ou nao para solu-
cionar o problema.
Tem como organizar os dados em tabelas contendo as varidveis e os valores?
Esta sugestao nao é obrigatoria, ficando a critério do aluno esta montagem.
A tabela facilita a resolucao?
Embora nao seja obrigado utilizar tabelas, neste caso seria de suma importancia.

b) O segundo passo é fazer a conexiio entre os dados e a incognita. E preciso
criar um plano para a resolucao.

Neste momento o professor pode fazer algumas indagacoes aos aluno acerca da
resolucao, tais como:
e J4 viu algum problema semelhante a esse? Ou ja viu o mesmo problema apresentado
de maneira ligeiramente diferente?
e E possivel reformular o problema? E possivel reformuld-lo ainda de outra maneira?
Volte as definicoes.
e Utilizou todos os dados? Levou em conta todas as informacoes essenciais apresentadas
no problema?

Nesta etapa é necessario que o aluno construa um plano de resolu¢ao. Um possivel plano

seria montar uma tabela colocando os dados contidos no enunciado.
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¢) O terceiro passo é executar o plano de resolugao a qual se fez a escolha, verifi-
cando cada passo. Desta forma, se utilizarem tabelas para registrar os dados contidos no

enunciado podemos observar que:

Nome Lucas
Personalidade | Napoleao Jesus Heércules

Habito Piscar os olhos | Soltar gases | Cutucar o nariz

Animal Gatos Cachorros Coelhos

Tabela 2.1: Registro da 12 leitura do padrao

Em seguida, o aluno deve refazer a leitura do padrao encaixa-o nas vagas vazias

da tabela, conforme a disposi¢ao abaixo:

Nome Pedro José Lucas
Personalidade | Napoleao Jesus Hércules

Habito Piscar os olhos | Soltar gases | Cutucar o nariz

Animal Gatos Cachorros Coelhos

Tabela 2.2: Registro da 22 leitura do padrao

Seguindo o padrao, fazendo a 3% leitura tem-se a situacao:

Nome Pedro José Joao Lucas
Personalidade | Napoleao Deus Jesus Hércules

Habito Piscar os olhos | Soltar gases | Cutucar o nariz

Animal Camelos Gatos Cachorros Coelhos

Tabela 2.3: Registro da 3 leitura do padrao

Apos esta etapa, fica explicita a solugao do problema, ou seja, quem via camelos
era Pedro.

d) O quarto e tltimo passo consiste em fazer um retrospecto acerca da solucao
encontrada. O resultado deve ser analisado com os alunos. Seria importante responder
as seguintes indagacoes:

e I possivel verificar o resultado?
e E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente?

e L possivel perceber isto num relance?
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e I possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum outro problema?
Proponha que os alunos resolvam o “Teste de QI ou Teste de Einstein” encontrado facil-

mente num site de busca.

Exemplo

A turma de formandos do 3° ano do Ensino Médio decidiu fazer uma viagem.
Fazendo os calculos, verificaram que os 40 alunos, partiriam numa viagem de 8 dias de
onibus, circulando nele 4 horas por dia, custando a cada aluno R$ 800, 00. Porém, depois
deste planejamento, 10 alunos desistiram da viagem, e os outros decidiram viajar, mas
somente 4 dias, circulando no 6nibus 6 horas por dia. Quantos reais cada um teve que
pagar, se ninguém ocupou a vaga dos que desistiram?

Uma solucao:

O problema acima tem o objetivo de construir no aluno a habilidade de resolver problemas
que envolva variacao proporcional, direta ou inversa, entre grandezas. Sendo assim, este
problema deverd ser aplicado apés a explicacao do contetdo sobre Grandezas Diretamente
e Inversamente Proporcionais, o qual deve compreendido e diferenciado pelos alunos.

A conducao da resolucao seguird as seguintes orientacoes:

a) Primeiramente, é necessario que o aluno compreenda o problema. Nesta fase
é importante que aluno responda algumas perguntas bésicas, como:

Quais sao os dados?

Espera-se que o aluno entenda que os dados sdo: “A turma de formandos decidiu
fazer uma viagem. 40 alunos partiriam numa viagem de 8 dias de onibus, circulando
nele 4 horas por dia, custando a cada aluno R$ 800,00”. Outra informacao é que “10
alunos desistiram da viagem e os outros decidiram nao substitui-los, sendo que estes
ainda decidiram viajar somente por 4 dias, circulando no 6nibus 6 horas por dia”.

Qual € a incognita? Ou que se pretende descobrir?

O aluno deve identificar o que o problema esté pedindo, ou seja: “Quantos reais
cada um teve que pagar, se ninguém ocupou a vaga dos que desistiram?”.

Os dados sao suficientes?

O aluno deve avaliar se os dados contidos no enunciado sao suficientes, se precisa
e é possivel encontrar outros.

Tem como organizar os dados em tabelas contendo as varidveis e os valores?
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Fica a critério do aluno esta montagem.

A tabela facilita a resolugcao?

Embora nao seja uma obrigatoriedade o uso de tabelas, é importante que o pro-
fessor oriente os alunos a registrar os dados obtidos nestes, pois assim eles perceberao que
desenhos, graficos, quadros e tabelas sao facilitadores do entendimento.

b) O segundo passo ¢ fazer a conexdo entre os dados e a incognita. E preciso
criar um plano para a resolucao.

O professor pode fazer algumas perguntas que auxiliem o aluno na resolucao, tais
como:

e Ja viu algum problema semelhante a esse? Ou ja viu o mesmo problema apresentado
de maneira ligeiramente diferente?

e E possivel reformular o problema? E possivel reformula-lo ainda de outra maneira?
Volte as definicoes.

e Utilizou todos os dados? Levou em conta todas as informagcoes essenciais apresentadas
no problema?

Seria importante aqui o aluno esbocar o plano de resolucao. Um possivel plano seria

montar uma tabela da seguinte maneira:

N° de alunos

Tempo (dias)

Tempo (horas/dia)

Custo por aluno (R$)

40

8

4

800

?

4

6

X

Tabela 2.4: Registro das informagoes contidas no enunciado

O aluno deve perceber pela leitura do problema que se desistiram 10 alunos

teremos

Assim,

?7=40—-10= 30

N° de alunos

Tempo (dias)

Tempo (horas/dia)

Custo por aluno (R$)

40

8

4

800

30

4

6

X

Tabela 2.5: Registro das informagcoes apés a 1* observagao

¢) O terceiro passo é executar o plano de resolucao escolhido, verificando cada

passo. Sendo assim, uma situacao ¢ o aluno identificar se as grandezas envolvidas sao
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diretamente ou inversamente proporcionais, isto é, observar que:
i) As variaveis tempo em dias e tempo em horas por dia sao diretamente proporcionais;
ii) A variavel n° de alunos ¢ diretamente proporcional.

Executando o plano teremos:

800 _3 8 1
r 4 1
Simplificando novamente, tem-se:
100 1 1 1
— =
Segue que:
100 1
r 8
Portanto, conclui-se que:
x = 800.

Ou seja, cada aluno teve que pagar R$ 800, 00.

d) O quarto e tltimo passo consiste em fazer um retrospecto acerca da solucao
encontrada. Discuta o resultado com os alunos. Por que o valor foi 0 mesmo se o nimero
de alunos diminuiu e ninguém ocupou seus lugares? Que relacao a solucao tem com as
variaveis?

Seria importante aqui responder as seguintes perguntas:

e I possivel verificar o resultado?

e E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente?

e E possivel perceber isto num relance?

e I possivel utilizar o resultado, ou o método, em algum outro problema?

Proponha novos problemas para serem resolvidos.

Exemplo

Ricardo comprou um terreno na cidade em que mora, cuja forma é um trapézio

ABCD, em que os cantos ou vértices A e B formam angulos de 90°; No lote ele pretende
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construir uma casa de base retangular, com 10 metros de frente, paralela ao muro frontal

AD cujas medidas sao AD = 12m, AB = 32m e BC = 20m, como mostra a figura abaixo.

Fundos Frente

Figura 2.1: Planta baixa do terreno e casa

As normas de construcao de casas da cidade onde Ricardo mora exige que qual-
quer obra tenha uma distancia minima de 2 metros de cada um dos muros que cerca a
casa. Sendo assim, para aprovacao do projeto da casa a ser construida, é necessario que
sua frente mantenha uma distancia minima do muro frontal, representado pelo segmento
AD. Qual o valor desta distancia minima para que a casa seja construida segundo as

normas da cidade?

Uma solucao:
Primeiro, precisamos compreender o problema e extrair os dados que foram apresentados,
incluindo o que se pede, isto é:
O terreno tem forma de trapézio ABCD;
Os cantos ou vértices A e B formam angulos de 90°;
A casa a ser construida tem base retangular, com 10 metros de frente, paralela ao muro
frontal AD;
AD =12m, AB = 32m e BC' = 20m.
A casa deve ter uma distancia minima de 2 metros de cada um dos muros que a cerca.
Qual é a distdncia minima necessaria entre a frente da casa e o muro frontal AD (em

metros)?
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Em seguida, deve-se estabelecer um plano de resolugao que possa ser executado,

por exemplo, inserir os valores informados em seus devidos locais.

C
2m D
20m Fundos Frente| | 10m
X 12m
o
2m

W

B 32m A

Figura 2.2: Planta baixa do terreno e casa - insercao de valores

O valor que se pede esta representado por x. Uma possibilidade de achar este
valor é observar que os tridngulos retangulos CDFE e F'DG sao semelhantes, sendo que o
angulo ZCDE & comum aos dois, e o lado BC' é dividido em dois segmentos BE = 12m

e 'l = 8m, como mostra a figura abaixo:

12m

ES4TT] A

Figura 2.3: Planta baixa do terreno e casa - inser¢ao de valores
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Aqui um aluno pode usar as razdes trigonométricas, pois ele pode entender que a
razao entre os catetos oposto e adjacente é denominada tangente do angulo. Assim, entra
a terceira etapa, executar o plano.

Veja que observando o triangulo retangulo azul, teremos:

CE 8 1
tg(/CDE) = — = — = —.
9£OPE) = pp = 571
E ainda podemos observar que
FG 2
tg(LCDE) = — = —
9( )=ap =7
Logo, pode-se deduzir que:
2 1
r 4
Concluindo que:
r=8m

Portanto, a distancia minima entre a frente da casa e o muro frontal AD é de 8 metros.

A dltima etapa da resolucao do problema é avaliar a solugao e verificar se existem
outras opcoes ou se o resultado encontrado pode ser usado em problemas semelhantes a
este. Isso decorre do fato de que outro aluno possa ter usado um recurso diferente do
primeiro, isto ¢, um outro aluno pode observar que se os triangulos retangulos azul e

listrado sao semelhantes, entao eles sao proporcionais, logo:

FG CE
GD ED’

Substituindo os devidos valores, obtem-se:

8
32
Segue que:
8- x =064
Que resulta em:
rT=8m
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Chegando & mesma conclusao que o primeiro aluno.

Podemos observar que este tipo de problema desenvolve, no aluno, o conhecimento
geométrico, através da visualizagao, medicao, aplicagao teérica e pratica, além de realizar
a leitura e a representacao da realidade, agindo sobre ela, construindo no¢oes de grandezas
e medidas para a compreensao de situagoes-problemas do cotidiano.

Assim, podemos entender que o método heuristico promove a construcao do sa-
ber na medida em que o aluno realiza cada etapa de seu processo. Este conhecimento é
efetivado na tultima fase do processo de resolucao de problemas. Este aspecto constru-
tivista cria condicoes para que aluno desenvolva modelos matematicos que representem
diversas situac¢oes-problemas. Assim, é necessario compreender o conceito e os elementos

caracteristicos da modelagem matemaética.

2.3 Modelagem Matemdtica

Na vida escolar, em geral a partir do 8° ano do Ensino Fundamental, os alunos
se deparam constantemente com formulas que os professores lhes apresentam, muitas
vezes, sem informar sua origem. Este ensino tipoldgico acaba se tornando o calcanhar de
Aquiles na aprendizagem da matematica, uma vez que os alunos acabam por memorizar
uma estratégia sem realmente entender o que esta fazendo. Um exemplo desta situagao é

a tao conhecida Formula de Bhaskara,

—b+Vb? — 4dac
T = .
2a

Os alunos do Ensino Médio a utilizam frequentemente, mas geralmente nao conseguem
deduzi-la.

Nao se pretende nesta pesquisa aprofundar nos conceitos e procedimentos da mo-
delagem matematica; porém, como se pretende que os alunos criem modelos matematicos
que possam ser utilizados para calcular a area total e o volume dos poliedros regulares de
Platao, observou-se a necessidade de abordar sucintamente este conceito. Pois, segundo
Biembengut e Hein (2009, p. 12), “Modelagem matematica é o processo que envolve a
obtencao de um modelo”.

Os modelos que serao desenvolvidos pelos alunos terao o acompanhamento do

professor mediador, este terd que estar atento as dificuldades que os alunos terao na
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execucao das atividades e, sempre que necessario, abordar de forma construtiva conceitos
que os alunos nao se lembram ou que nunca aprenderam. A construcdao de um modelo esta
diretamente ligado ao conhecimento matematico que os alunos possuem, devendo estes
serem criativos e intuitivos para escolher o melhor conteiido matematico e a estratégia

mais conveniente na elaboragao do modelo. Segundo Biembengut e Hein (2009, p. 12),

A elaboracao de um modelo depende do conhecimento matematico que
se tem. Se o conhecimento mateméatico restringe-se a uma matemaética
elementar, como aritmética e/ou medidas, o modelo pode ficar delimi-
tado a esses conceitos. Tanto maior o conhecimento matematico, maiores
serao as possibilidades de resolver questoes que exijam uma matemética
mais sofisticada. Porém o valor do modelo nao est4 restrito & sofisticacao

matematica.

As aprendizagens que os alunos participantes terao ao resolver as atividades pro-
postas, lhes proporcionarao um conhecimento que podera ser tutil em outras situacoes
similares. Eles terao um conhecimento efetivo acerca de varios conceitos e contetidos ma-
teméticos, reforcados pela acao de resolver as situacoes-problemas. Segundo Biembengut
e Hein (2009, p. 13), “A modelagem matematica é, assim, uma arte, ao formular, resol-
ver e elaborar expressoes que valham nao apenas para uma solucao particular, mas que
também sirvam, posteriormente, como suporte para outras aplicacoes e teorias”.

A construcao dos modelos matematicos constituirao um avanco no conhecimento
formal dos alunos, devido ao aspecto abstrato que lhes sao inerentes; além de proporcionar
um aspecto autoénomo e social, um vez que os alunos aprenderao fazer e socializar o que
aprenderam. A resolucao de problemas através de um método heuristico serd o mecanismo

pelo qual se concretizara cada aprendizagem que os alunos terao.
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Capitulo 3

O METODO HEURISTICO
APLICADO NA CONSTRUCAO DE
MODELOS MATEMATICOS

“I...] As boas ideias sao baseadas nas experiéncias passadas ou
em conhecimentos previamente adquiridos. |...] Os materiais indis-
pensaveis a resolucao de um problema matemético sao certos itens
relevantes do conhecimento matematico ja adquiridos, tais como
problemas e teoremas anteriormente resolvidos e demonstrados |...].

(Polya, 2006, p.7)

Muito se debate acerca de como ensinar matematica aos alunos do Ensino Médio,
nao havendo nenhuma féormula que responda absolutamente esta questao. Nesta epata
final da pesquisa, pretende-se mostrar como o método heuristico pode contribuir para o
ensino e a aprendizagem desta disciplina, através da aplicacao deste na construcao de
modelos mateméaticos que possam calcular a area total e o volume dos poliedros regulares
de Platao.

Para a aplicacao do método foram convidados os alunos do 3° ano do Ensino
Médio do Colégio Objetivo da cidade de Jussara, Goids. Aos discentes que quiseram
participar foram apresentados oito atividades (vide ANEXOS), que seriam realizadas uma,
a uma. Nestas estao implicitos varios conceitos geométricos que durante a tentativa de
se chegar a solucao dos problemas vao sendo expostos, formando um novo conhecimento
e assim sucessivamente. Estes aprendizados devem ser suficientes para se construir um

modelo matematico que satisfaca o problema em questdo. E importante destacar que o
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conhecimento matemético é cumulativo, logo cada aprendizagem adquirida associada com
as informacoes que eles ja possuem de situacoes anteriores a este estudo formarao uma
rede de conhecimentos que os auxiliarao na execucao das etapas a que serao expostos. De
acordo com Biembengut e Hein (2010, p. 12), “A elaboragao de um modelo depende do
conhecimento matemaético que se tem”.

Os topicos a seguir se referem aos problemas apresentados com suas devidas
andlises, bem como um questionario que conclui a aplicacao. As atividades foram apre-
sentadas seguindo um sequéncia que proporcionasse um maior acimulo de conhecimentos

matematicos que poderiam ser usados.

3.1 Area Total dos Poliedros Regulares de Platao

Nesta etapa, o papel do professor é primordial para uma boa execucao das etapas
do método. Ele deve se preocupar em orientar os alunos, mas tentar ao maximo nao
expor alguma resposta ou estratégia de resolucao. Porém, deve estar atento, para fazer
indagacgoes que levem os alunos a alcancar o objetivo imposto. A atencao do professor é
importante, pois esta lidando com varios pensamentos ao mesmo tempo.

Antes da apresentacao dos problemas, foi feito um breve didlogo acerca dos co-
nhecimentos que os alunos tinham a respeito de geometria. Nele fizemos uma revisao de
conceitos como Teorema de Pitagoras, dreas de triangulos, area, angulo central e soma dos
angulos internos de um poligono regular, semelhanca de triangulos e razoes trigonométri-
cas. Além disso, foi pedido aos alunos que pesquisassem acerca dos poliedros regulares de
Platao para que se inteirassem do contetido que seria exposto.

Durante cada atividade foi apresentado, aos alunos, os sélidos referentes a cada
poliedro trabalhado; estes eram feitos de material acrilico transparente. Sua utilizacao
foi de extrema importancia para execucao de cada situacao-problema, pois a visualizagao
é uma ferramenta fundamental para o entendimento do enunciado, além de proporcionar
uma visao espacial do solido que sera objeto de estudo.

As primeiras atividade apresentadas estao relacionadas as areas totais dos polie-

dros regulares de Platao. Estas serao abordadas nos problemas a seguir.

29



3.1.1 Atiwvidade 1

ATIVIDADE 1- Determine um modelo matematico para calcular a area total

do hexaedro regular, cuja aresta possui medida a:

Hexzedro ragular

Figura 3.1: Poliedros: hexaedro regular

Nesta atividade os alunos desenvolverao a habilidade de calcular a adrea de um
quadrado e saber aplicar o conhecimento em situacoes semelhantes ou que utilizem o
modelo matematico encontrado; sendo que o objetivo a ser alcancado é encontrar um
modelo matematico para calcular a area total do hexaedro regular, cuja aresta possui
medida a.

Analisando as atividades é possivel observar que todos os alunos compreenderam
o enunciado do problema. O estabelecimento do plano de resolucao e a execucao deste
foram quase que imediato. Alguns utilizaram o conhecimento que ja tinham acerca do
contetdo e outros deduziram o modelo utilizando teoremas que foram relembrados. Todos
consideraram que a resolucao do problema foi facil.

O aluno E.R.M.J. organizou a solugao colocando os dados do problema e a re-
solucao a partir do conhecimento que tinha sobre &drea do quadrado. Ressalta ainda que
haveria varias formas de resolver o problema. Desta forma, pode-se concluir que ele

conseguiu executar todas as etapas do método heuristico.
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Figura 3.2: Atividade 1 - E.R.M.J.

J& a aluna .M. divide a face quadrada em quatro triangulos, calculando a area
deste utilizando sua féormula usual e o Teorema de Pitagoras; em seguida, multiplica o

resultado por quatro e por seis, sucessivamente.

60



Figura 3.3: Atividade 1 - I.M.

Embora cada um deles tivessem utilizados recursos diferentes para se resolver o
problema, a solucao foi a mesma. E importante ressaltar que o sucesso em encontrar uma

solucao para o problema serviu de motivacao para execucao das outras atividades.
Uma solucao para a atividade 1

Como o hexaedro regular é formado por 6 faces quadradas, basta calcular a area
do quadrado de lado a e multiplicar po 6. Isto é, Sgezaedro = 6 - SO.

Logo, a area total do hexaedro regular ¢ dada por:

2
SHe:caedra =6-a

3.1.2 Atividade 2

ATIVIDADE 2- Determine um modelo matemaético para calcular as areas totais

do tetraedro regular, do octaedro regular e do icosaedro regular, cujas arestas possuem
medida a:
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Ao

Telraedro regular Oclaedro regular

Figura 3.4: Poliedros: tetraedro, octaedro e icosaedro regulares

Nesta atividade os alunos desenvolverao a habilidade de calcular a area de um
triangulo equilatero e saber aplicar o conhecimento em situacoes semelhantes ou que uti-
lizem o modelo matematico encontrado; sendo que o objetivo a ser alcancado é encontrar
um modelo matematico para calcular as areas totais do tetraedro, octaedro e icosaedro
regulares, cujas arestas possuem medida a.

A aplicacao desta atividade foi extremante importante para aprimorar o conheci-
mento dos alunos, pois eles puderam compreender que a partir de um conceito matemaéatico
podemos encontrar solucao de varios problemas semelhantes. Observando cada uma das
atividades dos alunos que participaram da aplicacao do método heuristico, é possivel
verificar que todos encontraram uma mesma solugao final, ou seja, um mesmo modelo
matematico para cada dos trés solidos; porém, as estratégias utilizadas nao foram as
mesmas.

Analisando a estratégia usada pelo aluno A.H. é possivel observar que ele utilizou
o Teorema de Pitagoras para encontrar a altura do tridngulo equildtero; em seguida, usou
a informacgao para encontrar a area deste. Este ultimo conhecimento foi utilizado para
determinar a area total dos trés solidos enunciados.

Ja a aluna Y.C.G.R. utilizou o conhecimento que j& possuia a respeito da area de
um triangulo equilatero, aplicando-o para encontrar os modelos mateméticos pedidos.

Durante esta atividade as orientacoes dadas pelo professor foram fundamentais
para que todos pudessem compreender a importancia de cada conhecimento adquirido.
Indagando que estes poderao ser utilizados em situacoes semelhantes.

Uma solucao para a atividade 2

Como as faces do tetraedro, octaedro e icosaedro regulares sao triangulos equilé-

tero de mesma aresta a, basta calcular a area deste, ou seja,

a - a-senbl°

Sa = 5
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Figura 3.5: Atividade 2 - A.H.

3
Como sen60° = 5 segue que:

S
)
e

So = —2

Portanto, a drea do triangulo equilatero de lado a é dada por:

2-
S =2 4\/5.

A partir daqui, podem-se deduzir os modelos matematicos que representam, res-

pectivamente, a area total do tetraedro, octaedro e icosaedro regulares. Ou seja,

2
-3
STetraedro =4 SA =4- a4 4\/_ = CL2 . \/§

a?- /3 2 /3

—=9.
1 a

SOctaedro =38 SA =38

2
V3
Sicosaedro = 20 - Sa = 20 - a4 4\/_ =5-. a2 . \/g
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Figura 3.6: Atividade 2 - Y.C.G.R.

3.1.3 Atividade 3

ATIVIDADE 3- Determine um modelo matematico para calcular a area total

do dodecaedro regular, cuja aresta possui medida a:

py
3

Dodecaedro regular

Figura 3.7: Poliedros: dodecaedro regular

Nesta atividade os alunos desenvolverao a habilidade de calcular a area de um
triangulo isosceles, utilizando para encontrar a area de um pentégono regular, além da
habilidade de saber aplicar o conhecimento em situacoes semelhantes ou que utilizem o
modelo matemético encontrado; sendo que o objetivo a ser alcancado é encontrar um
modelo matematico para calcular a area total do dodecaedro regular, cuja aresta possui
medida a.

Embora todos os alunos tivessem compreendido o problema e selecionado os dados
contidos no enunciado, a atividade 3 foi uma das que mais necessitou a interferéncia do
professor, através de questionamentos para que os alunos entendessem como proceder para

encontrar um plano de resolugao. Neste momento, a situacao-problema foi trabalhada
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coletivamente. Apds as indagacoes feitas pelo professor e as conclusoes apresentadas pelo
grupo, chegou-se a um consenso que a melhor estratégia seria dividir a face pentagonal
em triangulos formados pelo centro e pelos vértices do pentédgono regular, formando assim
cinco triangulos congruentes.

Depois de elaborarem o plano de execucao, colocaram-no em prética. Neste
instante, perceberam que conseguiriam realizar a atividade, porém o resultado ficaria em
funcao da aresta a e da tg 36°.

A partir desta situacao, desenvolveu-se um novo problema, encontrar um valor
para tg 36°. O método utilizado para esta atividade foi uma aula expositiva e dialogada,
onde o professor com a ajuda dos alunos demonstrou o valor procurado o qual é exposto
a seguir.

Baseado na resolugao apresentada por Carmo, Morgado e Wagner (2001, p.14-
15), desenhamos um triangulo ABC onde AB = BC =1 e /ZBAC = 36°. A partir de
/ACB, tracamos a bissetriz CD, com D € AB, de forma que possamos calcular todos os

angulos dos triangulos formados como mostra a figura 3.8.

C

72° 72°

D
Figura 3.8: Triangulo Isdsceles I

Podemos observar que os triangulos BC'D e AC'D sao isosceles. Assim, fazendo

BC =CD = AD = x pode-se deduzir que:
BD = AB — AD.

Ou seja,

BD=1-—z.
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Observando a figura 3.9, podemos verificar que os triangulos BC'D e ABC' sao

semelhantes. Logo, eles sao proporcionais.

Figura 3.9: Triangulo Isosceles 11

Segue que:
BC AC
BD  BC’

Substituindo seus devidos valores, temos:

x J—

l—z =
Isto é equivalente a:

2?2 =1-—z.
Que gera a equacao do 2° grau:

2> 4+r—-1=0.
Resolvendo-a, obtemos como raizes:
V5 —1
T =

Vi+1
5

To =

Como a segunda solucao nao é conveniente, pois ¢ menor que zero. Conclui-se que:

V5 —1

r = .

2
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No triangulo ABC, tracamos a altura AH, relativa a sua base BC. Como o
triangulo em questao é isosceles, essa altura também é mediana e bissetriz; assim, H é

ponto médio de BC e o angulo ZBAH = 18°, como mostra a figura 3.10.

Figura 3.10: Triangulo ABH

Segue do triangulo ABH que

5—1

S

[\]

x
18° = — =
sen 5

[\]

Ou seja,

V5 —1

= 18° =
Sen 4

Utilizando o principio fundamental da trigonometria, obtém-se:
cos* 18° =1 — sen? 18°

(22
4

_5+1—2-\/5
16 ‘

=1

Logo, tem-se:
10+2-v5

2 o
18° =
CcOS 16
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Tomando apenas o valor positivo do cos18°, tem-se que:

10+ 2-
cos 18° = +—\/5
16

10+2-v5
. .

Isto é,

cos 18° =

Com as informagoes obtidas podemos calcular o valor da tg 18°, ou seja,

V5 —1
18°

tg 18° = sen ~ = 4 ,
cos 18 V10+2-5

4

que resulta em:
5—1
tg 18° = \/_—
10+2-v5

Utilizando o resultado acima e a féormula do arco duplo da tangente teremos:

2. tg 18°
°=tg(2-18°) = — < ——
tg 36° =tg ( ) i 15°
V5 —1
10+2-5
2
1 &
10+2-5
V5 —1
10+2-v5
_5—2-\/3
10+2-v5
V5 —1
10+2-v5
4+4-5
10+2-5
2-v/5—-2  10+2-vV5
V1I0+2-v5 4-(1+V5)

2.
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Aplicando a propriedade distributiva no numerador obtemos:

16-/5
4-/1042-v5- (1 +5)

4-/5
V10425 (1+/5)

Multiplicando numerador e denominador por 1 — /5, ap6s alguns calculos e sim-

tg 36° =

plificagoes obteremos:
5—5
10+2-v5

Com este resultado em maos os alunos puderam continuar a resolu¢ao do pro-

tg 36° =

blema inicial. E possivel observar que os alunos encontraram um mesmo modelo, porém as
estratégias sofreram diferenciacao no que se refere aos calculos executados. E importante
ressaltar que os alunos utilizaram rascunho para efetuar os célculos, sendo o resultado
transcrito para a folha propria de cada atividade. Sendo assim, pode-se justificar alguns
passos que nao identificamos nas atividades.

Observe a figura 3.11, que consta a resolucao feita pela aluna Y.C.G.R.:

el o e

-

; J"*:.-m 43

AF e
Rea - ¢ 4, Ake s 1

| i
et {FL-M-IJI“-’ -

face = (t z

Figura 3.11: Atividade 3 - Y.C.G.R.

Pode-se verificar que no desenho feito por ela nao estd explicito o angulo de
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36°; porém, ela utiliza a tangente deste angulo para calcular a altura de um triangulo.
E, a partir desta, Y.C.G.R. encontra uma férmula para a area do triangulo que seré
utilizado para encontrar um modelo matemético para calcular a area do pentagono e,
consequentemente, encontra a solugao para o problema proposto.

Deve-se ressaltar que todos os alunos seguiram o mesmo processo realizado por
Y.C.G.R., exceto quanto aos célculos, como pode ser observado na resolucao feita pela
aluna M.G.M.L.. E ainda possivel observar que o angulo de 36° esta explicito no desenho
feito por ela. Consta também alguns conceitos utilizados como a utilizacao da soma dos

angulos internos do pentadgono e uma estratégia para o calculo da area deste, como mostra

a figura 3.12.
4\ Figura 3: Poliedros: dodecaedro regular
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Figura 3.12: Atividade 3 - M.G.M.L.

Analisando a resolucao da atividade 3 desenvolvidas pelos alunos podemos ve-
rificar que todos chegaram no mesmo modelo matematico para calcular a area total do

dodecaedro regular de aresta a. No entanto, eles consideraram que a atividade tinha um
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nivel médio de dificuldade, mas apds o desenvolvimento do valor da tg 36° a atividade se
tornou apenas trabalhosa.

Uma solucao para a atividade 3

Primeiramente, vamos dividir a face pentagonal do dodecaedro regular em trian-
gulos formados pelo centro e pelos vértices do pentagono regular, formando assim cinco
triangulos congruentes de base a; A medida do angulo central do pentiagono regular é

obtida dividindo 360° por 5, obtendo como resultado a. = 72°, como mostra a figura 3.13.

Figura 3.13: Pentagono Regular ABCDE

Podemos ainda observar que o triangulo AOB é isosceles; logo, a altura OH
relativa a base AB é também a bissetriz do tridngulo. Além disso, se calcularmos a
area deste triangulo encontraremos informagoes suficientes para se chegar a solucao do
problema proposto.

Assim, observando o triangulo BOH da figura 3.14, temos:

@
tg 36° = 577 = 2~(8H'
Segue que:
a
OH = W
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54° e
&
H

a2

Figura 3.14: Triangulo BOH

Tem-se ainda que a area do triangulo BOH ¢é dado por:

a
_AB-OH _""274g36°

S
o 9 2

Entao,

(l2

Sp=——.
A7 4. tg 36°
Seja Sp a area do pentagono regular ABCDE; como sua area é equivalente a

cinco vezes a area do AOB, temos:

CL2

Sp=5-Sp =5 ———
F A 4-tg 36°

Seja Sp a area total do dodecaedro; como ele é formado por doze pentégonos

regulares, segue que:

2 2

a a
Sp=12-Sp=12-5-—— =15. :
b F 4-tg 36° tg 36°

Porém, temos que:

5-+5

tg36° = ———Y°
10+2-5
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Logo, tem-se que:

a2

5—+v5
10+2-v5

15-a2-v10+2-v5
55

Embora esse seja o modelo encontrado pelos alunos na aplicacao do método heu-

Sp=15-

que resulta em:

Sp =

ristico, poderiamos multiplicar numerador e denominador por 5 + v/5 e, apos alguns
calculos, teriamos um modelo equivalente para calcular a area total do dodecaedro regu-

lar:
~3-(5+5)- 10”'%.@2

Sp 1

3.2 Volume dos Poliedros Regulares de Platao

As atividades a seguir estao relacionados ao célculo do volume dos poliedros
regulares de Platao. Antes da aplicagao destas, houve um momento de didlogo para di-
agnosticar os conhecimentos matematicos que os alunos possufam e que eram necessarios
para execucao das atividades. Senda assim, foram relembrados alguns conceitos impor-
tantes como: Volume de prismas e da piramide, além de andlise do comportamento de
sOlidos inscritos em circunferéncias. Foi ainda estipulado que o conhecimento matema-
tico adquirido nas situacoes-problemas anteriores poderiam ser utilizados para resolver as

atividades seguintes e, assim, sucessivamente.

3.2.1 Atividade 4

ATIVIDADE 4- Determine um modelo mateméatico para calcular o volume do

hexaedro regular, cuja aresta possui medida a:

Hexaedro regular

Figura 3.15: Poliedros: hexaedro regular

O objetivo desta atividade é encontrar um modelo mateméatico capaz de calcular

o volume do hexaedro regular, cuja aresta possui medida a, utilizando conhecimento ji
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adquiridos anteriormente. Este problema desenvolveré, nos alunos, a habilidade de saber
selecionar conceitos matematicos que possam ser titeis na resolucao desta.

Analisando as solucoes encontradas pelos alunos, pode-se observar que todos
chegaram a modelos semelhantes, a nao ser pela estratégia algébrica utilizada. O aluno
A.H. utilizou o conceito de volume do prisma de aresta a para se chegar ao modelo

desejado, identificando a estratégia utilizada, como mostra a figura 3.16.

VAL h
F ol
¥V = o
V.

Y, plumy (ﬁdﬂ FALS _;aﬂ(uﬁim‘ia ot de wgncule A U,
,r’,c-\oa..m x ;?@Ew’t(il.dad} sz _rﬂl

4

Figura 3.16: Atividade 4 - A.H.

O aluno E.V.B.E. utilizou a mesma estratégia do aluno acima citado, porém

utilizou [ como medida da aresta do hexaedro. como mostra a figura 3.17.

V= (at) s
W
NT 8
l . ; T .
s o o 1 e paednede o ghie B el st o sl
W 34
e

Figura 3.17: Atividade 4 - E.V.B.E.

Todos os alunos participantes utilizaram conceitos apresentados nas solucoes da
atividade 1. Para eles, problema foi de facil resolucao por ja terem observado situacao
semelhante.

Uma solucao para a atividade /

Seja Vg o volume do hexaedro regular de aresta a. Como ele é um prisma de base

74



quadrada, podemos calcula-lo através do produto entre a area de sua base e sua altura,
ou seja,

Vg =85-a=da.

Portanto, pode-se concluir que:

3.2.2 Atiwvidade 5

ATIVIDADE 5- Determine um modelo mateméatico para calcular o volume do

tetraedro regular, cuja aresta possui medida a:

Telraedro regular

Figura 3.18: Poliedros: tetraedro regular

O objetivo desta atividade é encontrar um modelo matemético capaz de calcular
o volume do tetraedro regular, cuja aresta possui medida a, utilizando conhecimento ji
adquiridos anteriormente. Este problema desenvolveré, nos alunos, a habilidade de saber
selecionar conceitos mateméaticos que possam ser lteis na resolucao desta, além de saber
utilizar o conceito de volume de uma piramide.

Analisando as solucbes encontradas pelos alunos, pode-se notar que todos che-
garam a um mesmo modelo matematico, a estratégia utilizada por eles foi semelhante,
pois houve compartilhamento de ideias que pudessem ser tteis na resolucao e, apos al-
gumas tentativas, todos concordaram que a melhor estratégia seria encontrar a altura
da piramide utilizando o Teorema de Pitagoras, aplicando o resultado obtido na féormula
destinada a calcular o volume de uma piramide.

E possivel observar a estratégia de resolucdo do aluno E.R.M.J.. Veja que ele
destacou o triangulo formado pela altura, da apotema e da apotema da base da piramide,
que foi utilizado para calcular a altura da mesma; nota-se que ele utilizou [ como aresta e
ao final substituiu por a . Aparentemente ele comecou desenvolvendo o modelo a partir da
formula utilizada para calcular o volume de uma piramide, como nao havia a informagao

explicita da altura da piramide, precisou calcula-la. Ainda é possivel observar que ele
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utilizou conceitos vistos na atividade 2, como a férmula para calcular a area do tridngulo

equilatero, como mostra a figura 3.19.

]

Figura 3.19: Atividade 5 - E.R.M.J.

O aluno E.V.B.E. desenhou uma piramide destacando, dentro desta, o triangulo
utilizado para calcular sua altura, como mostra a figura 3.20. Foi possivel notar a se-
melhanca de sua resolugao com a apresentada pelo aluno E.R.M.J., ressaltando que os
dois nao fizeram a atividade juntos. Entretanto, ambos tiveram a mesma escolarizacao no
Ensino Médio, pois estudam na mesma sala. Ambos tiveram contato com a mesma forma
de ensino. Mesmo que isso possa ter contribuido na escolha da estratégia, nao podemos
afirmar que isso sempre ocorrera. Pois, senao este acontecimento seria padrao em todas
as atividades.

Apo6s compreender o problema e organizar uma estratégia de resolucao, os alunos

consideraram a atividade facil de ser resolvida, pois ja haviam resolvido problemas com
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Figura 3.20: Atividade 5 - E.V.B.E.

ideias semelhantes durante as atividades anteriores.

Uma solucao para a atividade 5

W 19al -

3k
. [iRE i
hE N zuge
—_
N b
-
W= 22VE
.@- AL 'u_
- o {hl'

Seja Vr o volume do tetraedro regular de aresta a. Como se trata de uma piramide

de base triangular, pode-se calcular o seu volume pela terga parte do produto da érea da

base por sua altura. Ou seja,

1 /
Vi=3-Sa-h

onde Sa & a area da base (tridngulo equilatero) e H é a altura do tetraedro regular.

Primeiramente, calculamos a medida da altura do tetraedro regular de aresta a

Para isso, destacamos o triangulo AH B, onde BH = r é o apdtema da base, AB =da’ o

apotema e AH = h' a altura do tetraedro regular, como mostra a figura 3. 21.

Como a base do tetraedro é um triangulo equilatero, sua apotema é dada pela
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Figura 3.21: Tetraedro Regular: Tridngulo AHB

terca parte de sua altura, ou seja,

Entao,

Como as faces do tetraedro sao tridangulos equilateros, segue que AB é sua altura.
Logo, tem-se:

AB = ha.

Assim, teremos:

/ Cl-\/§

a = .
2

Logo, utilizando o Teorema de Pitagoras temos:

AH? = AB?> — BH?.

Segue daqui que:

h12 — a/? o 7,‘2.

78



Entao,

Assim, temos:

2 _
"= 36
Ou seja,
B2 _ 27-a? — 3 - a?
- 36
Portanto,
W2 24 - a?
36

Extraindo as raizes de ambos os lados da igualdade e simplificando a fracao

obtida, teremos:
= V0
5

Como a area da base do tetraedro ja foi utilizada na atividade 2, temos sua

medida. Assim, segue que

1 1 a2-/3 6
oo lg L VB a6
3 3 4 3
_a3-\/ﬁ_3 ad -2
36 36

Logo, o volume do tetraedro é dado por:

3.2.3 Atividade 6

ATIVIDADE 6- Determine um modelo mateméatico para calcular o volume do

octaedro regular, cuja aresta possui medida a:

Figura 3.22: Poliedros: octaedro regular
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O objetivo desta atividade é encontrar um modelo matemético capaz de calcular
o volume do octaedro regular, cuja aresta possui medida a, utilizando conhecimento ja
adquirido anteriormente. Este problema desenvolvera, nos alunos, a habilidade de saber
selecionar conceitos mateméaticos que possam ser lteis na resolucao desta, além de saber
utilizar o conceito de volume de uma piramide.

A analise das solucdes encontradas pelos alunos mostrou que todos alcancaram
o objetivo definido. Esta atividade foi fundamental para verificar o nivel de compre-
ensao das atividades anteriores. Pode-se concluir que os alunos conseguiram assimilar
o conhecimentos implicito nelas, sendo que mostraram se capazes de resolver problemas
semelhantes aos ja apresentados. Eles nao tiveram dtvidas nesta atividade; quando come-
caram a fazer, perceberam de imediato uma estratégia de resolucao eficiente. Observaram
que bastaria calcular a area de uma piramide de base quadrada e dobrar o resultado.

Como ja haviam calculado 4rea de piramide na atividade anterior, foi facil para
eles aplicar a mesma ideia. Observe as figuras 3.23 e 3.24 das atividades realizadas pelos
alunos A.H. e E.R.M.J., nesta ordem; pode-se verificar que ambos tiveram uma mesma

estratégia e nao foi diferente com os outros participantes.

loms de aclasins = 2. Qb Ao ooy

)

3
VC - 2 &‘5 ‘I—.‘l -U’;\ wr a‘;@
¢ 3

Figura 3.23: Atividade 6 - A.H.
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Figura 6: Poliedros: octaedro regular
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Figura 3.24: Atividade 6 - E.R.M.J.

Veja que ambos seguiram a mesma ideia da atividade anterior, ou seja, destacaram
um tridngulo para calcular a altura da piramide e utilizaram a férmula utilizada para
calcular o volume de uma piramide. A tnica diferenca entre a estratégia desta atividade
e da anterior é que nesta ha a necessidade de dobrar o resultado encontrado do volume
da piramide.

E evidente que o conhecimento cumulativo das atividades proporciona uma me-
lhor adaptacao na resolucao de novos problemas semelhantes aos ja observados. De fato,
a aprendizagem ¢é mais significativa e o método heuristico ¢ muito eficiente neste aspecto.

Uma solucao para a atividade 6

Seja Vo o volume do octaedro regular de aresta a. E possivel observar que ele
pode ser decomposto em duas piramides de base quadrada de medida «; assim, precisamos
calcular o volume desta piramide.

Observando a figura 3.25, temos que h é a altura do triangulo equildtero ADE

de lado a, @’ é a metade do lado do quadrado de lado a e A’ é a altura da piramide.
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Figura 3.25: Piramide de base quadrada: Triangulo AHB

Assim, utilizando o Teorema de Pitagoras, temos:

2
h/2:h2_a/2:<a.\/§> _<2)2:3,a2_a_2:2.a2'

2

b 2-a?
= TR
Logo, segue que:
oo V2

Calculando o volume da piramide (Vp) de base quadrada, temos:

1 1 V2
VP:§-SD-h/:§-a2-a \/_

2
Entao,
a® V2
Vp = 5
Temos ainda que:
3
RV
Vo=2-Vp=2.2 V2
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Portanto, o modelo matematico para calcular o volume do octaedro regular é dado por:

3.2.4 Atividade 7

ATIVIDADE 7- Determine um modelo mateméatico para calcular o volume do

dodecaedro regular, cuja aresta possui medida a, inscrito numa circunferéncia de raio 7:

)
13

Dodecaedro regular

Figura 3.26: Poliedros: dodecaedro regular

O objetivo desta atividade é encontrar um modelo matemético capaz de calcular
o volume do dodecaedro regular, cuja aresta possui medida a, inscrito numa circunferéncia
de raio r. Este problema desenvolvera, nos alunos, a habilidade de saber observar uma
figura espacial inscrita numa esfera, além de retirar dados desta visualizacao.

Aparentemente, esta foi a atividade que mais necessitou do aspecto cognitivo
dos alunos. A principio eles nao tinham ideia de como fazer para calcular o volume
do dodecaedro, mesmo manipulando o sélido em acrilico em suas maos. Percebi que a
orientacao do professor ¢ fundamental. Neste momento, foi perguntado se entenderam o
enunciado do problema e quais eram as incognitas, embora a resposta fosse positiva, os
alunos nao conseguiam estabelecer um plano de resolucao. Apos determinado momento, o
professor mediador os questionou acerca do que eles haviam compreendido das atividades
anteriores e mostrou, através de soélidos, o dodecaedro inscrito numa esfera. Depois de
algumas indagacoes conseguiram perceber que o dodecaedro poderia ser construido através
de doze piramides de base pentagonal.

Apos esta ideia inicial e como os alunos ja possuiam a informacao de como calcular
a area do pentagono regular, eles fizeram desenhos para melhor verificacao dos dados que
possuiam. Observando os resultados obtidos na atividade 3 e o conhecimento de volume
da piramide das atividades 5 e 6, resolveram o problema proposto. Sendo que todos os
alunos encontraram o mesmo modelo mateméatico. A figura 3.27 mostra a resolu¢ao do

problema encontrada pelo aluno E.R.M.J.:
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Figura 7: Poliedros: dodecaedro regular
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Figura 3.27: Atividade 7 - E.R.M.J.

E possivel observar o grau de complexidade da resolucio, sendo que nesta ati-

vidade o professor deve estar sempre atento as solucoes encontradas pelos alunos para
poder orienté-los com mais eficicia. Frequentemente, ocorriam equivocos nas resolucoes,
nao por falta de conhecimento dos alunos, mas por conter expressoes algébricas comple-
xas. Nestas situacgoes, o professor deve estar atento para orientar o aluno, para nao expor
a solugdo ou estratégia observada por ele, isto é, o professor deve indagar o aluno para

que ele verifique cada passo da resolucao, para que ele observe o erro cometido, sugerir

que o aluno faca algo que o leve a encontrar uma solucao.

contetidos) e uma boa orientagao (que é

Realizando a atividade, pode-se verificar que existem aspectos que auxiliam as

etapas do método, tais como: interesse (a vontade de realizar a atividade desfaz os obsté-
culos que aparecem), motivagao (parte do aluno, mas o professor deve oferece condi¢oes
para que isso ocorra, através de incentivo, empolgagao, elogio etc.), conhecimento prévio

(a matemaética é uma disciplina que depende que contetdos prévios para se adquirir novos
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bom observador para poder realizar as interferéncias quando necessérias).

Na figura 3.28, pode-se observar a resolucao da atividade 7 elaborada pela aluna

Y.C.G.R.. Veja que a solucao final ¢ a mesma encontrada por E.R.M.J, porém a orga-

nizacao da escrita estd mais acentuada. Ela se preocupou em dar uma sequéncia logica,

inserindo figuras que a auxiliaram na busca do modelo matematico proposto no enunciado.

t\z bX:”-“‘l

L+.

\\'.!

Yoo e

'J"_.l—}TJ"m-c S

T

Figura 7: Poliedros: dodecaedro regular
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Figura 3.28: Atividade 7 - Y.C.G.R.

E necessario ressaltar que ao final desta atividade parecia que os alunos pode-

ria resolver qualquer atividade. Eles estavam motivados e felizes com a conquista, pois

consideraram esta atividade a mais dificil de se estabelecer um plano para resolucao e,

depois de iniciado, depararam com uma exaustiva tarefa de calculos, que ao menor des-

lize dos olhos se poderia cometer um erro. Porém, o conhecimento adquirido durante a

execucao do plano foi efetivo, pois eles observaram a aplicacao dos conceitos e teoremas
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de forma pratica. Pode-se considerar que esta atividade foi primordial para que eles se
interessassem mais pelo estudo da matemética, pois deslumbraram o quanto ela é bonita.

Uma solucao para a atividade 7

Seja Vp o volume do dodecaedro. Se imaginarmos todas as diagonais do do-
decaedro que passam pelo seu ponto central, podemos verificar que sao formados doze
piramides de base pentagonal. Observe a figura 3.29, nela podemos observar uma destas

piramides.

Figura 3.29: Piramide inserida no dodecaedro regular

Agora, vamos calcular o volume da piramide ABCDFEV . Na atividade 3, vimos

que
sen 18° = \/54_ L
e
cos 18° = 10+2\/3

Logo, temos que

sen 36° = sen (2-18°)
=2-sen 18° - cos 18°
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V5 —1 10+2-v5

=2
4 4
Portanto,
—_1). 9.
sen 36° = (\/S D) 10+2-V5
8
D
C

36°

AT a2 R B

Figura 3.30: Pentagono: Tridngulo AOB

Observando a figura 3.30, temos que:

sen 36° =

Shors

Substituindo o valor de sen 36°, obtemos:

(V5E—-1)-v/10+2-/5 a

8 2-0A
Logo, podemos observar que:

4-a
(V5—-1)-V10+2-5

OA =

Agora, calcularemos a altura da piramide ABCDFEV. Como o dodecaedro pode
ser inscrito numa esfera, temos que o centro desta também é o ponto central do dode-

caedro; logo, AV = BV = CV = DV = EV = r, onde r é o raio da circunferéncia
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circunscrita ao dodecaedro regular.

Figura 3.31: Piramide: Tridngulo AOV

Observando a figura 3.31 e usando o Teorema de Pitadgoras no triangulo AOV,

obtemos:

2
B2 — 2 _OA2 — 2 _ 4-a
(VB5—1)-v/10+2-5

- 16 - a*
(6—2-v5)- (10+2-5)
2 16 - a2
604+ 12-v/5 —20- /5 — 20
) 16 - a?
=r - -—-
40—8-5
(40 — 8 -/5) - 1?2 — 16 - a?
40 —8-/5 '

Tomando apenas o valor positivo de h’, tem-se:

. (40 — 8 -/5) - 12 — 16 - a?
40 —-8-/5

8- (5=v5) -1 —2-a?
B 8- (5—+/5) '

Portanto,

VBV o)
5—V5
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Usando o modelo matemético, encontrado na atividade 3, para calcular a area do
pentagono regular (Sp) e o valor encontrado da altura (h’) da piramide, podemos calcular

o volume desta. Sendo assim, se Vp é o volume da piramide, temos:

1
Vp = 3 Sp-h
Porém,
a2
S .
F 4-tg 36°
a2

()
10+2-v/5
~ 5 a®-\V10+2-V5
= -

O volume do dodecaedro é equivalente ao de 12 piramides, logo, tem-se:

1
VD:12‘Vp:12'§‘Sp'h/

a2"/10+2'\/5.\/((5_\/5)'T2—2‘a2)
5—/5 5—+5

5
—4.2.
4

5-a2-\/(10+2-\/5)(5-7"2—\/5-7"2—2-a2)

\/ (5 —5)3
5-02-/50-12—10-v5-12—20-a2+10-v/5-72 —10-72 — 4 - /5 - a2

\ (5= V5)?

Portanto, o volume do dodecaedro regular de aresta a, inscrito numa circunferén-

cia de raio r é dado por:

502 (/4012 — (45 4 20) - a?
V-V |

Devemos salientar que existe uma relacao entre o raio r e a aresta a do dodecae-

Vb

dro, pois a partir do momento que fixamos o valor da aresta estabelecemos um valor tinico

para o raio. Ou seja, a medida do raio sera proporcional a medida da aresta. Assim, para
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aumentar ou diminuir a medida do raio, devemos aumentar ou diminuir, respectivamente,
a medida da aresta do dodecaedro. Esta mesma ideia pode ser observada em todos os

outros poliedros convexos regulares circunscritos numa esfera.

3.2.5 Atividade 8

ATIVIDADE 8- Determine um modelo matemético para calcular o volume do

icosaedro regular, cuja aresta possui medida «, inscrito numa circunferéncia de raio r:

Figura 3.32: Poliedros: icosaedro regular

O objetivo desta atividade é encontrar um modelo matemético capaz de calcular
o volume do icosaedro regular, cuja aresta possui medida a, inscrito numa circunferéncia
de raio r. Este problema desenvolvera, nos alunos, a habilidade de saber observar uma
figura espacial inscrita numa esfera, além de retirar dados desta visualizacdo; Além, da
habilidade de perceber que a ideia de resolucao é semelhante a usada na atividade 7.

Esta foi a dltima atividade apresentada aos alunos. Foi possivel perceber que
nao tiveram nenhuma dificuldade ou diuvida de sua resolucao. Todos os alunos compre-
enderam o enunciado, percebendo que a estratégia de resolucao era semelhante ao da
atividade anterior. A principio, eles deduziram que seria trabalhoso como o da atividade
7; no entanto, apos estabelecer o plano de resolugao, conseguiram, sem nenhuma duvida,
encontrar a solucao para o problema proposto; ainda concluiram que os calculos algébricos
eram mais simples que os da atividade anterior.

Pode-se observar nas resolucoes realizadas que todos os alunos tiveram estratégias
semelhantes. Porém, eles faziam os célculos em rascunhos durante a atividade e nao
colocaram tudo que havia neles. Um exemplo disso é a resolucao apresentada pela aluna
[.M.. Ela nao transcreveu o desenho eshocado para realizagao das atividades; no entanto,
é possivel observar seu raciocinio em relagao a solugcdo encontrada, como mostra a figura
3.33.

Ja observando a resolucao apresentada pela aluna Y.C.G.R, é possivel verificar
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Figura 8 Poliedros: icosaedro regular
" g

{, - of_; 1 " i 1
2 -3 < \
» 32 | 4 < Y .2 b (
/ ; '
' e
2. F 2. 3 il L} ‘_ ¥ J. (2
50 .
1 .o colrs il i+ [
( Ay —o Anedana, /

- g f""" (od

Figura 3.33: Atividade 8 - I.M.

que a utilizacao do desenho representando a situacao ¢ fundamental para visualizar os

dados e resolver o problema, como mostra a figura 3.34.

.
5 2 - '-I\Il
Rt s el av3 V= o Abh
2 3 3
\IIT L .L_."l_‘]‘-i \-_arl =3
BEL A= n =3 =
RS {__;z)l:n" o)
[ L 2 \;-“- ﬁ'z!/'_j.,,*__ a?
H 4 -'5r-'l- - N '3] —
9
K at _a"
3
2 SR
H T N o=

Figura 3.34: Atividade 8 - Y.C.G.R.

Cabe ressaltar que todos encontraram um mesmo modelo matemaético, que satis-

faz as condicoes iniciais do problema.

Uma solucao para a atividade 8

Seja V7 o volume do icosaedro regular. E possivel perceber que se tracarmos

todas a diagonais que passam pelo seu centro, criam-se vinte piramides de base triangular
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(triangulo equilatero); sendo que ABCV é uma delas, como mostra na figura 3.35.

Figura 3.35: Icosaedro regular: Piramide ABCV inscrita

Assim, é necessario calcular o volume da piramide de ABC'V. Como o icosaedro
regular pode ser inscrito numa circunferéncia, esti possui centro no vértice V' da piramide
ABCYV, sendo C'V = r um de seus raios. Observe que a altura da piramide VM é a
projecao de V sobre o baricentro de sua base. Logo, podemos destacar o triangulo CMV,

retangulo em M, e calcular a medida de VM = h’, como mostra a figura 3.36.

Figura 3.36: Piramide ABCV

Como M é o baricentro do tridngulo ABC, temos que a medida do segmento
C'M é equivalente a dois tercos da medida altura do triangulo equilatero ABC' de lado a.

Assim,
@ V3 a3
2 3

2
CM ==
3
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Temos ainda, pelo Teorema de Pitadgoras, que:

2
h’2:r2—CM2:r2—<a'\/§>
3

Entao, o valor positivo de h’ é dado por:

3.2 —a?

h' =
3

Seja Vp o volume da piramide ABCYV, teremos:

1
V1:20-Vp:20-§-SA-h’

20 a?-v/3 312 —a?
3 4 3 ’

Portanto, o volume do icosaedro regular de aresta a, inscrito na circunferéncia de raio r,

é dado por:

5
V1:§-a2~\/3-r2—a2.

3.2.6 Verificagao Concreta dos Modelos Encontrados

A ultima etapa do método heuristico é o retrospecto, que consiste em, basicamente
trés aspectos: averiguar se os calculos realizados estao corretos, verificar se a solucao
encontrada satisfaz o enunciado do problema e saber onde o conhecimento adquirido
pode ser tutil. O primeiro aspecto foi realizado ao final de cada atividade. Enquanto o
segundo foi executado apds a atividade 8. Este momento foi culminado no laboratoério de
ciéncias do colégio Objetivo de Jussara-GO, onde todos os alunos que participaram das
atividades puderam verificar a exatidao da matemaética, além de proporcionar uma forma
deles comprovarem que seus calculos estavam corretos.

Cada um dos modelos mateméticos encontrados foi testado através de um expe-
rimento utilizando os sélidos platonicos em acrilico. Foram feitas medigoes das arestas
dos poliedros e, em seguida, eram calculados o volume deste utilizando as formulas mate-

maticas. O resultado encontrado era convertido em unidades de capacidade, ou seja, de
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centimetros cibicos para litros. Este resultado obtido era medido num recipiente gradu-

ado em litros e mililitros e, em seguida, despejado no sélido em acrilico como mostram as

imagens abaixo.

i

Figura 3.37: Verificagdo do volume do he- Figura 3.38: Verificacdo do volume do te-
xaedro traedro

Figura 3.39: Verificagdo do volume do oc- Figura 3.40: Verificagdo do volume do oc-
taedro taedro

Figura 3.41: Verificacao do volume do do- Figura 3.42: Verificagdo do volume do ico-
decaedro saedro

A comprovacao positiva dos modelos motivou os alunos participantes, pois pu-

deram verificar o resultado do trabalho realizado. O retrospecto foi fundamental e se
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estabeleceu como situacao necessaria na resolucao de problemas através do método heu-
ristico.

O terceiro aspecto do retrospecto, saber onde utilizar o conhecimento adquirido,
foi realizado através de um questionario, onde também foi realizada uma avaliacao do

conhecimento adquirido pelos alunos.

3.2.7 Andlise do Questiondrio

Nesta secao, sera apresentada a anélise do questionario, que se encontra no apén-
dice 1, pagina 112, que foi respondido pelos alunos que participaram da execuc¢ao das
atividades. Estas serdo importantes para diagnosticar a eficiéncia do método, além de
identificar o quanto ele foi util na aprendizagem destes.

E possivel observar que o conhecimento matematico que foi adquirido na execucio
das atividades foram significativo para os alunos. Para eles, o conhecimento foi ttil por
proporcionar uma forma melhor de como estudar e interpretar um problema. Segundo
eles, a aprendizagem pode contribuir nos estudos de geometria, pois compreenderam que
se pode compreender contetidos mais complexos a partir de conceitos mais simples; as
atividades ainda proporcionaram uma revisao de conteiidos importantes, sendo estes tteis
para futuras avaliagoes que os alunos pretender fazer como ENEM e vestibulares.

Muitos alunos desenvolvem em sua escolarizacao, na disciplina de matemaética,
o habito de memorizar formulas que serdao tteis apenas para cumprir o cronograma de
atividades avaliativas impostas pelos colégios; este conhecimento muitas vezes ¢ imedia-
tamente esquecido ap6s a realizacao das provas. O método heuristico, se bem aplicado,
proporciona um conhecimento real dos contetidos propostos. Segundo a aluna Y.C.G.R.,
“l..] a ideia de desenvolver modelos mateméticos faz com que nao se perca tempo deco-

rando férmulas, mas sim com que se saiba encontra-las para utilizid-las quando necessario”.
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Figura 3.43: Questionario 01 — p. 112 — aluna Y.C.G.R.

De certa forma as atividades foram bem desenvolvidas pelos alunos; Com excecao
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de uma ou duas atividades que eles acharam mais trabalhosas, a maioria dos alunos
as executaram com certa facilidade; deve-se ressaltar que a resolucao de um problema
depende do conhecimento prévio que o aluno tem acerca dos contetidos refentes a situacao
proposta.

Quanto a dificuldade na execucdo das atividades, temos segundo E.V.B.E.: “A
maioria das atividades foram fundamentadas em principios bésicos da geometria, sendo
assim as caracterizo faceis, com excecao de um ou dois exercicios, que foram mais com-

plexos e cansativos”.
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Figura 3.44: Questionério 01 — p. 112 — aluno E.V.B.E.

Cabe ainda ressaltar a importancia fundamental do professor como orientador
atento as dificuldades dos alunos. Por mais complexos que sejam as situacoes-problemas
propostas pelo professor, sempre é possivel resolvé-las, sendo o método heuristico um
instrumento capaz de promover um verdadeiro conhecimento mateméatico. Novamente,
sobre a dificuldade na execucdo das atividades, a aluna I.M. esclarece que “...] a ajuda
do professor foi muito esclarecedora quando necessaria. alguns exercicios eu achei faceis,

outros, trabalhosos, mas nao dificeis”.
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Figura 3.45: Questionario 02 — p. 112 — aluna I.M..

O retrospecto ¢ um momento importante do método de Polya, pois nele verifica-
se as possibilidades do uso do conhecimento adquirido durante a resolucao do problema.
Pode-se observar que os alunos perceberam que as aprendizagens poderiam ser utilizadas
em varias situacoes que envolvessem os contetidos estudados, além de utiliza-las em pro-
cessos seletivos. Segundo o aluno A.H.P.O., o conhecimento adquirido pode ser utilizado
em “|...] algumas atividades que envolvam &rea e volume de solidos, exercicios que en-
volvam semelhanca de triangulos, situacoes que envolvem os poliedros”. Ja a aluna .M.

ressalta que a aprendizagem assimilada pode ser util “|...] na resolucao de exercicios de

96



geometria semelhantes em vestibulares, por exemplo: Area, volume e situacoes que en-

volvem triangulos equilateros sao bem recorrentes nos processos seletivos e as ideias que
adquiri com certeza me auxiliarao”
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Figura 3.46: Questionario 03 — p. 112 — aluno A.H.P.O
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Figura 3.47: Questionario 03 — p. 112 — aluna I.M

E importante esclarecer que sempre é possivel melhorar uma aula dada; sendo

assim, os alunos que participaram da execucao da atividades fizeram algumas sugestoes
ou criticas que podem contribuir para melhoria de futuras aulas, tais como

eUtilizar software 3D de geometria;

e Apresentar a planificacao dos solidos (Poliedros de convexos de Platao)

eMostrar os poliedros em acrilico que possuam triangulos em seu interior que des-

taquem o apotema de suas faces e de outros elementos que possam facilitar a visualizagao
geral destes solidos.
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Figura 3.48: Questionario 04 — p. 112 — aluno A.H.P.O
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Figura 3.49: Questionario 04 — p. 112 — aluna I.M
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Veja que, por se tratar de geometria, o aspecto visual ¢ de suma importancia,
pois pode facilitar a compreensao e anélise dos elementos de qualquer soélido geométrico.
O método heuristico foi fundamental para o sucesso dos alunos na execucao das
atividades propostas, pois estabelece um algoritmo que direciona os alunos na resolucao
dos problemas, criando um modelo para se aprender conteiidos mateméaticos de forma

significativa.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa objetivou mostrar a importancia de se utilizar o método heuristico
como metodologia ou estratégia no ensino da matemaética e verificar sua eficiéncia através
da resolucao de problemas, pois esta é a esséncia no desenvolvimento da Matemaética e
tem um papel extremamente importante no ensino desta disciplina.

Deve-se ressaltar que as etapas de resolucao de problemas propostas por Polya
nao se estabelecem como formula mdgica para resolver todo e qualquer problema mate-
mético, no entanto seu conhecimento pode ajudar aqueles que pretendem se tornar bons
resolvedores de problemas ou quem quer aperfeicoar esta habilidade.

Observou-se que o método heuristico ajuda o aluno a resolver problemas por exigir
certa organizacao das ideias no decorrer da resolucao. Desta forma, pode-se verificar que
a acao de resolver problemas se torna uma tarefa comumente mais simples se comparada
a situagoes em que as ideias nao estao sistematizadas.

Este estudo da heuristica na resolugao problemas revelou que sua execucao desen-
volve, nos alunos, a criatividade, além de mostrar a capacidade do pensamento humano
no desenvolvimento da matematica, de superar situagoes desafiadoras e de adquirir a ha-
bilidade de resolver problemas. Assim, um matematico, conhecedor do método de Polya,
provavelmente terd uma visao mais ampla da Matemética, desenvolvendo a capacidade de
lidar mais facilmente com os problemas mateméticos que possam surgir no seu cotidiano.

Mostrou-se ainda que o professor conhecedor do método de Polya dispoe de um
importante recurso capaz de facilitar e aprimorar o processo ensino-aprendizagem da
matematica, tornando sua aulas mais eficientes quanto ao ensino desta disciplina e os
alunos mais criativos e encorajados a realizar as atividades propostas.

Ao apresentar uma breve histéria dos poliedros, em que foram expostos algumas
definicoes e teoremas importantes deste conteiido, pretendeu-se criar um aspecto mais

contextualizado dos poliedros. Além de abordar alguns aspectos conceituais do método
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heuristico, ressaltando os tipos de problemas que sao apresentados mais frequentemente
nas aulas de matemética, exemplificando cada um deles. Desta maneira, pode-se com-
preender o quao vasto sao as situacgoes-problemas que nossos alunos enfrentam no seu
cotidiano escolar.

Foi apresentado as etapas do método heuristico (foco central do trabalho), mos-
trando a importancia de se compreender o problema proposto, saber estabelecer um plano
de resolucao para este, além de saber executé-lo; ainda foi destacado a necessidade de se
fazer um retrospecto da resolugao, averiguando os célculos e observando a real aprendiza-
gem proposta pelo método. Concluiu-se que este método é uma ferramenta fundamental
no ensino da matemaética, pois se usada como metodologia produz, no aluno, um conhe-
cimento efetivo, isto é, uma aprendizagem significativa.

Neste trabalho foram realizadas algumas aplicacoes do método heuristico, a fim
de mostrar como o professor deve proceder durante o desenvolvimento de atividades que
envolvem situacoes-problemas. Assim, pode-se perceber que cada etapa do método é de
suma importancia, e sua sistematizacao deve ser obedecida, ou seja, pode-se verificar que
para resolver um problema o aluno deve compreender o enunciado, em seguida, elaborar
um plano de resolucao e, somente depois, executar o plano que foi criado. O ultimo passo,
o retrospecto, é fundamental para fixar o conhecimento do contetdo da qual o problema
faz parte.

Foi apresentada a aplicacao do método heuristico na construcao de modelos mate-
maéticos capazes de calcular a &rea e o volume dos poliedros regulares convexos de Platao,
mostrando que é possivel para alunos da 3% série do Ensino Médio encontra-los utilizando
o método heuristico. Além de proporcionar-lhes a descoberta de uma aprendizagem sig-
nificativa, desenvolvendo a autonomia do pensamento, uma vez que o aluno utiliza suas
proprias indagagoes para encontrar uma solucao para o problema proposto. Mostrou-se
ainda que o aprendizado adquirido através das atividades é fundamental para resolver ou-
tras situacoes-problemas semelhantes aos que foram vistos, gerando novos conhecimentos
uteis.

Deve-se ressaltar que todos os alunos participantes da execucao do método con-
seguiram encontrar os modelos matemaéticos propostos nas atividades. Observando ainda
que o método foi compreendido e executado com éxito, em todas as etapas, por todos.

Mostrando que sua utilizagao como metodologia proporciona uma aprendizagem real dos
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contetidos matematicos; pois, o aluno terd mais que um conhecimento puramente mate-
matico, ele construird um pensamento critico e loégico que serd primordial na sua vida
social, contribuindo para futuras escolhas.

Partindo do pressuposto de que o conhecimento é sempre renovavel, pode-se afir-
mar que qualquer método que o professor use pode ser adaptado a realidade de seus
alunos. E ainda muito importante ressaltar que o bom professor ¢ aquele que esta sempre
a procura de novas metodologias para o ensino da matemética, além de buscar o maior
nimero de recursos para isso, ou seja, o bom professor é aquele que sempre aprende algo

novo.
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APENDICE 1: Atividades elaboradas

para aplicacao do Método Heuristico

Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAAAA
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Abba
UFMT PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

ATIVIDADE 1- Determine um modelo matematico para calcular a area total

do hexaedro regular, cuja aresta possui medida a:

Figura 3.50: Poliedros: hexaedro regular
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Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAAAA
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Abba
UFMT PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

ATIVIDADE 2- Determine um modelo matemaético para calcular as areas totais
do tetraedro regular, do octaedro regular e do icosaedro regular, cujas arestas possuem

medida a:
SN

R

lcosaadro regular

Telrsedrs regular

Figura 3.51: Poliedros: tetraedro, octaedro e icosaedro regulares
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Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAAAA
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Abba
UFMT PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

ATIVIDADE 3- Determine um modelo matematico para calcular a area total

do dodecaedro regular, cuja aresta possui medida a:

Figura 3.52: Poliedros: dodecaedro regular
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Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAAAA
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Abba
UFMT PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

ATIVIDADE 4- Determine um modelo matemético para calcular o volume do

hexaedro regular, cuja aresta possui medida a:

Figura 3.53: Poliedros: hexaedro regular
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Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAA
A A
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Abba
UFMT B PROFMAT
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA

EM REDE NACIONAL

ATIVIDADE 5- Determine um modelo matemético para calcular o volume do

tetraedro regular, cuja aresta possui medida a:

Telraedro regular

Figura 3.54: Poliedros: tetraedro regular
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Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAAAA
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Abba
UFMT PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

ATIVIDADE 6- Determine um modelo matemético para calcular o volume do

octaedro regular, cuja aresta possui medida a:

Figura 3.55: Poliedros: octaedro regular
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Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAAAA
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Abba
UFMT PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

ATIVIDADE 7- Determine um modelo matemético para calcular o volume do

dodecaedro regular, cuja aresta possui medida «, inscrito numa circunferéncia de raio r:

Figura 3.56: Poliedros: dodecaedro regular
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Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAAAA
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra Abba
UFMT PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

ATIVIDADE 8- Determine um modelo matemético para calcular o volume do

icosaedro regular, cuja aresta possui medida a, inscrito numa circunferéncia de raio r:

Figura 3.57: Poliedros: icosaedro regular
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APENDICES 2 QUESTIONARIO PARA AVALIAR A APLICACAO
DO METODO HEURISTICO

Universidade Federal de Mato Grosso

@ Campus Universitario do Araguaia AAA
A A
Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra AL
UFMT PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA
EM REDE NACIONAL

Questionario

01- O conhecimento matemaético adquirido durante as aplicacoes das atividades

foram significativos para seus estudos na disciplina? Por que?

02- Na sua avaliagao, foi dificil desenvolver as atividades propostas? Por que?

03- Vocé sabe informar algumas situacoes em que podera utilizar o conhecimento ad-

quirido? Especifique.

04- Deixe algumas sugestoes ou criticas que possam contribuir para melhoria das ati-

vidades:
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APENDICE 2: Planificacao dos

Poliedros Regulares de Platao

Figura 58: Planificacdo do Tetraedro Regular

113



Figura 59: Planificacdo do Hexaedro Regular
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Figura 60: Planificacao do Octaedro Regular
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Figura 61: Planificacdo do Dodecaedro Regular
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Figura 62: Planificacdo do Icosaedro Regular
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