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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar o contetido de Cddigos Corretores de
Erros a professores, de modo que possam utiliza-lo em suas aulas. Um cédigo é a repre-
sentacao de uma determinada palavra ou simbolo por uma outra palavra ou simbolo.
Este trabalho aborda os codigos corretores de erros, principalmente os ditos lineares.
Dessa forma, o conceito de codigo é apresentado junto a dois exemplos motivadores. Os
requisitos de Algebra e Algebra Linear sdo expostos, abordando o conceito de corpos
finitos, a definicao de espago linear e de transformacao linear. Os codigos correto-
res de erros, a partir de alfabetos definidos em corpos finitos, permitem que o envio
de mensagens, mesmo em canais ruidosos, possam ser interpretadas com uma menor
probabilidade de erro. Esse processo é feito em codigos lineares através de transfor-
macoes lineares. Os codigos de Hamming e os codigos de Reed-Solomon sao exemplos
de codigos lineares que sao tratados neste trabalho. Apoés apresentada a base tedrica
do contetdo, é proposta uma oficina que possui como alvo os alunos dos anos finais
do Ensino Médio. Essa oficina explora alguns codigos comuns, como o uso de digi-
tos verificadores e a interpretacao de textos por maquinas digitais através de zeros e
uns. Espera-se que este trabalho possa auxiliar a divulgagao de alguns topicos atuais
de pesquisa entre os professores e incentivar o uso de novas metodologias para ensi-
nar conteiidos que sao considerados “dificeis” e “inuteis” para varios alunos de Ensino
Médio.

Palavras-chave

Codigos Corretores de Erros, Algebra, Oficina para Ensino Médio



Abstract

This work aims to present the content of Error-Correcting Codes to teachers, in
a way to use this content in their classes. A code representing a particular word
or symbol by another word or symbol. This study handle with the error correcting
codes, especially that said linears. Thus, the concept of code is disclosed along two
examples. The Linear Algebra and Algebra requirements are exposed, handling the
concept of finite fields, the definition of linear space and linear transformation. The
error correcting codes, from alphabets defined in finite fields, allow sending messages,
even in noisy channels, they can be interpreted with a lower probability of error. This
process is done in linear codes through linear transformations. Hamming codes and
Reed-Solomon codes are exemples of linear codes which are showed in this work. After
presented the theoretical basis of content, it is proposed a workshop that has as target
students from the final years of High School. This workshop explore some common
feature codes, such as the use of check digits and the interpretation of texts by digital
machines by zeros and ones. Tt is hoped that this work can assist the release of some
current research topics among teachers and encourage the use of new methodologies
for teaching content that is considered “ difficult 7 and “ useless ” to several students
of High School.

Keywords
Error-Correcting Codes, Algebra, Workshop for High School.
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Introducao

Os codigos se apresentam de formas tao simples no cotidiano que, as vezes, nos
permite ignorar seu funcionamento e usufruir de seus resultados. Dessa forma, acaba-
se por nao perceber a importancia de digitos verificadores em contas bancarias, a
possibilidade da leitura de codigos de barra, a melhora na qualidade da recepcao de
imagens por correio eletronico, entre outros.

E de conhecimento geral que, com o advento do computador e da Internet, que os
dados podem ser transmitidos apenas usando zeros e uns. O processo de transmissao
de informacoes, principalmente no contexto atual, exige que a recep¢ao seja o mais
confidvel possivel, isto é, com a menor quantidade de erros. Detectar erros nesse
processo e conseguir corrigi-los € uma atividade estudada e desenvolvida por uma area
da Matemética conhecida como Teoria dos Codigos.

A Teoria dos Codigos tem como um de seus ramos a Teoria dos Codigos Corretores
de Erros, fundada em 1948 pelo Matematico C. E. Shannon. Inicialmente apenas de
interesse dos matematicos, dentro das décadas de 50 e 60, mostrou sua utilidade a
partir da década de 70, devido ao desenvolvimento dos computadores e da necessidade
da transmissao de dados através de grandes distancias. Um exemplo é o envio de
imagens da Lua por sinais nao antes possiveis, ja que a interferéncia de raios nao
permitiam clareza na recepcao. Hoje, temos a transmissao de sinal digital de TV que
necessita desses codigos para transmissoes usando a tecnologia 4K de forma rapida,
possibilitando uma maior robustez as interferéncias presentes no processo de envio do
sinal.

Este trabalho tem como foco desenvolver parte da teoria dos codigos corretores de
erros. Utilizando os resultados apresentados, é desenvolvido uma oficina, destinada
aos alunos de Ensino Médio, com o intuito de motivar o ensino de diversos temas que
compoem o curriculo basico do Ensino Médio.

O Capitulo 1 apresenta o conceito de codigo e alguns codigos usados dentro de
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Matematica e Informatica. E apresentada a conversao de ntmeros inteiros para outras
bases numéricas e o cdédigo ASCII como exemplo do uso cotidiano desse estudo. A
mudanca de base é fundamental nesse momento para mostrar como é possivel identificar
através de corpos finitos elementos diversos, como palavras e imagens.

No Capitulo 2 é apresentado conceitos preliminares de Algebra que fundamentam
os estudos de codigos lineares e codigos ciclicos. Conceitos do estudo de polinémios
sobre corpos finitos e de Algebra Linear importantes para o desenvolvimento do estudo
de codigos corretores de erros sao apresentados e discutidos.

Com base nos temas preliminares mostrados, o Capitulo 3 expde o conceito de
codigos corretores de erros, suas principais caracteristicas, como distancia minima e
existéncia de isometrias, e exemplos.

O Capfitulo 4 traz a classe dos codigos lineares, que sao os mais usados no cotidiano
devido as suas caracteristicas. Sua defini¢do, algumas de suas propriedades e o pro-
cesso de codificacao e descodificacao envolvido nesse estudo estao apresentados neste
capitulo.

O Capitulo 5 apresenta os cédigos de Hamming e os codigos de Reed-Solomon,
exemplos de codigos lineares de facil implementagao e decodificacao.

Por fim, no Capitulo 6 encontra-se o esquema de uma oficina para ilustrar de forma
simples os temas desenvolvidos neste trabalho. Pretende-se também instigar os alunos
a realizacao de pesquisas.

Apresentar a Mateméatica como um ser vivo em constante evolucao é dever de todo
professor. Esse fato norteia a existéncia e o desenvolvimento deste trabalho.

O professor precisa se manter atualizado e aberto aos novos conhecimentos, princi-
palmente aqueles que se referem a temas da atualidade, uma vez que os alunos, durante
o contato com a utilidade de um conhecimento obtido em sala de aula, estao mais propi-
cios a absorver com mais qualidade um contetido. Alguns dos conteidos aqui expostos,
como polindmios e matrizes, sao objetos de uma pergunta muito comum em sala de
aula: “Para que serve isso?”. Grande parte dos professores nao conseguem responder
prontamente esse questionamento. Este trabalho visa possibilitar o acesso aos profes-
sores de uma forma de alterar essa realidade, além de contextualizar alguns contetdos,

necessidade exposta em diversos parametros curriculares propostos pelo governo.
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Capitulo 1

Codigos

Um co6digo é um sistema de palavras ou outros simbolos usados para representar um
dado conjunto de palavras ou outros simbolos. E de conhecimento que esse conceito
¢ comum aos sistemas de criptografia, muito vistos em filmes de espionagem e livros,
mas ele é aplicado a c6digos mais “comuns” ao cotidiano, tais como cédigos de barras,

qr codes e o sistema Braille. Esse capitulo expde o tema como explorado em |[2].

1.1 Bases numéricas

Um exemplo de codigo é a escrita de ntimeros em outras bases numéricas.
O sistema numérico mais usado no cotidiano é o sistema decimal. Esse sistema
consiste em justapor algarismos, onde cada algarismo possui um valor que depende da

sua posicao. Um nimero decimal da forma
m = Gplp-1ap-2 - A140

pode ser representado como

n
m=ap- 10" +an_1 - 10"+ ay_o-10"2 4+ +a; - 10" +q¢ - 10° = § a; 10"
i=0
Existem outras bases que apresentam grande utilidade por possuirem um nimero
menor de algarismos, minimizando possibilidades de erros, ou por apresentarem mais

algarismos, permitindo a escrita de mais informacoes em um menor espago. FEntre
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elas é possivel citar as bases binaria(composta por dois algarismos, 0 e 1) e a base
hexadecimal(composta pelos algarismos da base decimal, acrescidos das letras A, B, C,
D, E, F). A fim de minimizar possivel confusao, os niimeros na base binaria estao aqui
representados na forma (), e na base hexadecimal na forma (z)16.

Um ntimero binario possui representacao decimal se escrito da forma
(bubn—1 -+ babibo)a = by - 2" + by - 2" oo by - 22 4 by - 2 b - 20 =) B2
i=0

Um ntmero hexadecimal pode ser representado na forma decimal caso seja escrito

como
(PPt -+ - hahaho)ig = Ty 16"+ By 16" - hy- 167+ hy - 16" +10-16° = > h;16",
=0

onde os algarismos A, B, C, D, E, F devem ser substituidos por 10, 11, 12, 13, 14, 15,
respectivamente.
E possivel representar niimeros em uma base inteira positiva qualquer, seja o nimero

inteiro ou nao. Esse processo é feito utilizando um processo de divisdes sucessivas.
Exemplo 1. Converter o nimero (2102)3 para a base bindria.

Resolugdo: Sabe-se que (2102); =2-3°+1-3*+0-3"+2-3" = 65 em decimais.

Fazendo divisoes sucessivas, tem-se

65 = 2-32+4+1

32 = 2-16+0

16 = 2-8+40
8§ = 2440
4 = 2240
2 = 2140
1 = 2.0+1

Dessa forma, tomando os restos como coeficientes das poténcias, tem-se que (2102)3 =
65=1-2640-254+0-2"+0-22+0-22+0-2' 4+ 1-2%=(1000001),.
Pode ser mencionado que o principal motivador do uso de niimeros binarios e he-

xadecimais no cotidiano se refere ao advento da informatica. Computadores digitais
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trabalham internamente com ntmeros binarios e permitem entradas usando co6digos
hexadecimais para facilitar a referéncia. Codigos antigos, como o cdédigo morse, apre-

sentam representacao em base ternaria, isto é, utilizando trés algarismos.

1.2 O codigo ASCII

O codigo ASCIT(American Standart Code for Information Interchange - Codigo
Padrao Americano para Intercambio de Informagao) é um codigo binario que possibilita
a conversao de numeros para letras maiisculas e minisculas, além de alguns simbolos
e caracteres de controle que alteram o processamento do texto inserido.

A Tabela 1.1, extraida de [2], apresenta os valores do cddigo ASCIT dada entrada
hexadecimal, isto ¢, deve ser realizada a operacao de adicao entre os valores das linhas
e das colunas seguindo a numeragao hexadecimal.Os simbolos presentes no intevalo
entre 00 e 1F, isto é, as quatro primeiras linhas da Tabela 1.1, sao conhecidos como
caracteres de controle, eles alteram propriedades do documento e nao sao impressos
no resultado. A partir desse codigo, é possivel codificar palavras através de comando
hexadecimais e, consequentemente, em valores binarios, que permitem a compreensao

de um texto por uma maquina digital.

Exemplo 2. Converter a palavra “Aluno” para hexadecimal e, em sequida, em bindrio,
usando a tabela ASCIL

Resolucao: Usando a Tabela 1.1, obtém-se A:41 1:6C U:75 N:6E O:6F, que possui
representacao binaria 01000001 01101100 01110101 01101110 01101111, onde os zeros a
esquerda foram adicionados para que cada representacao tenha 8 algarismos (ditos bits
em linguagem informacional e cada um desses conjuntos de 8 bits é conhecido como
byte).

O exemplo anterior mostra como é possivel o processo de codificacao de palavras.
Existem outros codigos que possuem propriedades semelhantes a tabela ASCII, como
os codigos de barras e os qr codes, que sao representantes bidimensionais do processo
de codificagao de informagoes.

Meios usados para transportar informagoes entre o emissario e o receptor sao deno-
minados canais de comunicagao. Esse processo envolve o uso de codificacoes e decodi-
ficacoes de mensagens, além de se tentar evitar o maximo possivel de ruidos. O estudo

desse processo ¢ abordado no capitulo seguinte.
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Capitulo 2

Corpos Finitos e Espacos Vetoriais

Os corpos finitos e as transformagoes lineares sao fundamentais para o desenvol-
vimento do estudo de codigos lineares. A base teorica deste capitulo fundamenta-se
em [4], [6], [7] e [10].

2.1 Corpos Finitos

Um anel comutativo € um conjunto R munido de duas operagoes:

+ : RxR — R e - : RxR — R

(a,b) — a+b (a,b) — a-b
chamadas de adigao e multiplicagao, respectivamente, possuindo as seguintes proprie-
dades:
Dados a,b,¢,0,1 € R,

1. (associatividade da adigdo) a + (b+¢) = (a + b) + ¢;

2. (elemento neutro da adigao) a +0 =0+ a = a;

3. (elemento inverso da adigao) a + (—a) = (—a) + a = 0;
4. (comutatividade da adi¢ao) a +b = b+ a;

5. (associatividade da multiplicacao) (a-b)-c=a-(b-c¢);
6. (elemento neutro da multiplicacdo) a-1=1-a = q;
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7. (comutatividade da multiplicagdo) a-b="b-q;
8. (distributividade da multiplicacao em relacao a adicao) a- (b+c¢)=a-b+a-c.

O elemento a + b é dito soma e o elemento a - b, também escrito como ab, é dito

produto.

Definicao 2.1.1. Um anel R é dito dominio de integridade, se for vdlido
Va,be A,a#0eb#0=a-b#0.

Exemplos de dominios de integridade sao os anéis Z, Q, R e C. Em um dominio de

integridade ¢é valida a lei de cancelamento para igualdades de produtos.

Definicao 2.1.2. Um elemento de um anel R é chamado invertivel se a-a™! = 1, onde

o0 inverso de a ¢é o elemento a~".

Um anel em que todo elemento, diferente do 0, seja invertivel, & denominado corpo.

Definicao 2.1.3. Um elemento nao nulo e nao invertivel a de um anel R € dito primo
se

Vb,c € R,alb-c= alboualc.
Onde alb significa que existe um elemento = € R tal que ax = b.

Definicao 2.1.4. Seja R um anel e m € R. Dados elementos a,b € R, diremos que a

¢ congruente a b mddulo m, e se escreve
a =bmodm
caso m|(a —b).

As seguintes propriedades envolvendo congruéncias sao validas:
Dados a,b,c,a’, b’ € R, entao

1. a = amod m;

2. se a = bmod m, entao b = a mod m;

3. se a =bmodm e b= cmodm, entao a = c mod m;

4. sea=d' modmeb=0bmodm, entao a+b=d +Vmodmea-b=da b modm.
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As trés primeiras propriedades caracterizam a congruéncia como uma relagao de

equivaléncia.
Definicao 2.1.5. A classe residual de um elemento a € R, mddulo m, € o conjunto
la] ={x € Rjx=amodm}={a+m- -\ € R}

O anel R,,, formado pelas classes residuais modulo m, é conhecido como anel dos
inteiros moédulo m. Caso m seja um elemento primo p, o anel R, € um corpo, comumente
denominado corpo de Galois, representado por GF(p). Como o conjunto R, é finito,
esse corpo ¢ denominado como corpo finito. Os corpos finitos estao representados nesse
trabalho por F,,.

Polinémios podem ser construidos a partir de corpos finitos. Um polinomio é um
elemento do conjunto F[z], onde os coeficientes sdo elementos do corpo finito F sobre

uma variavel x. Assim, esse conjunto é descrito como:

Flz] = {Z i 1" = cor’ + crxt + o ez -+ cnx”}
i=0

ondec; eF, 1=1,2,...,n.
As operacoes entre os polindmios sao as usuais, com a soma e produto entre os

coeficientes realizadas dentro de F.

2.2 Espacos Vetoriais

Definicao 2.2.1. Dado um corpo F, V' € um espaco vetorial sobre um corpo F se possui

uma adicao entre elementos u, v, w € V, munida das propriedades:
e ¢ associativa, isto €, (u+v) + w=u+ (v+ w);
e ¢ comutativa, isto é, u+ v= v+ u;
e possui elemento neutro, isto €, v+ 0= 0+ v = v;
e possui simétricos, isto é, v+ (-v) = 0.

E, além disso, existe uma operacao denominada multiplicacao por escalar, que associa

um elemento a € F a um elemento v eV, um elemento av € V, tal que
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o ¢ distributiva, isto €, a(u+ v) = au+ av e (a + b)v = av+ bv;

e associativa em rela¢ao ao produto escalar, isto €, (ab)v = a(bv);

e possui elemento neutro, isto €, lv = v.

Os elementos de V' sao ditos vetores e os elementos de [ de escalares.

Exemplo 3. Os polindémios com coeficientes no corpo finito F, conhecidos como F [x],

com as operacoes usuais, estabelece uma estrutura de espaco vetorial.

Um subespaco vetorial é um subconjunto de um espaco vetorial que mantém as

mesmas propriedades de um espaco vetorial.

Definicao 2.2.2. Sejam vy, v, , v, vetores de um espaco vetorial V. Diz-se que

esses vetores sao linearmente independentes caso a equacgao
a1v; + agvy + -+ a,v, =0

¢ satisfeita apenas quando a; = as = -+ = a, = 0. Caso contrdrio, esses vetores sao

ditos linearmente dependentes.

O conceito de vetores linearmente independentes é util na definicao de base e di-

mensao de um espaco vetorial.

Definicao 2.2.3. Seja o um conjunto composto exclusivamente por vetores linearmente
independentes. Dizemos que a € uma base de um espaco vetorial V' se todo vetor v de

V' pode ser escrito como combinacgao linear dos vetores do conjunto «, isto €,
V=10 + QU2 + -+ QpUp,
onde vy, V9, -+ ,v, € V.

O numero de elementos de uma base é dito dimensao de V' e denotado por dim V.

No Exemplo 3, uma base para o espaco dos polindmios é o conjunto dos vetores
1,z,2%, - -, 2", cuja dimensdo é n + 1.

Algumas funcoes entre espacos lineares possuem propriedades especificas, o que

exige uma definicao prépria.

Definicao 2.2.4. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma transformacao linear de V

em W é uma funcio T : V — W que possui as sequintes propriedades:
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1. T(vy + v2) = T(v1) + T(v2), para quaisquer vy e vy em V;
2. T(av) = aT'(v), para quaisquer v em V e a em F.

Exemplo 4. A aplicagiao T(x,y) = (z + y,x — y,2z,2y) € uma transformacao linear
do espago vetorial R* no espago vetorial R, pois, dados u = (x1,vy1) e v = (Ta,92)

vetores de R? e um escalar o € R:

o T(u+wv) =T(x1+x2,y1+Y2) = (T1+T2+Yy1+ Y2, T1 +T2— Y1 — Yo, 201+ 229, 2y; +
2y0) = (1 + Y1, 1 — Y1, 221, 2y1) + (22 + Yo, T2 — Y2, 229, 2y2) = T'(u) + T'(v);

o T(au) = T(axy,ayr) = (ax) + ayp, axy — oy, 20y, 202) = oz + Y1, 11 —

y1,21,22) = o1 '(u)

O conceito de nicleo e imagem de uma transformacao linear é de grande importancia

nos proximos capitulos.

Definicao 2.2.5. O nicleo de uma transformacao linear T', definida por T :'V — W,
denotado por Ker T, € o conjunto de vetores de V' que possuem o vetor nulo de W
como imagem, isto €,

KerT={veV;T(v)=0}.

A imagem de uma transformacao linear T € o conjunto
ImT=TV)={weW;3veV = T(v) = w}.

E importante observar que o nucleo e a imagem de uma transformacao linear sao
subespacos vetoriais de V' e W, respectivamente. Um resultado decorrente dessa defi-

ni¢ao, de uso no estudo de codigos lineares, ¢ mostrado a seguir.

Teorema 2.2.1. Seja T : 'V — W uma transformacao linear, onde V' tem dimensao
finita. Entao
dim Ker T'+dim ImT =dim V

Demonstracio: Considere dim V = n, e uma base B de Ker T com m vetores. E
claro que m < n, pois existem no méaximo n vetores linearmente independentes em V.
Assume-se dois casos:

i) m = n: Nesse caso, dim Ker T = dim V. Dessa maneira, a base de Ker T

também é uma base de V', implicando a igualdade entre esses conjuntos. Dai,
ImT ={0} = dimImT =0,
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mostrando a validade da férmula.

ii) m < n: Nesse caso, podemos completar a base B de Ker T até obter uma
base para V, inserindo n — m vetores linearmente independentes aos ja existentes
em B. Seja B’ = {v,11,Vmio,...,Vn} 0s vetores adicionados. Uma vez que B’ é
um conjunto de geradores de V', pois é formado por vetores linearmente independen-
tes, entao {7 (Vins1), T (Vins2), ..., T (v,)} é um conjunto de geradores de I'm T'. Dai,
dim Im T = n — m, satisfazendo o Teorema. W

Maiores detalhes dessa demonstragdo podem ser obtidos em [4].

25



Capitulo 3

Codigos Corretores de Erros

Este capitulo apresenta o processo de transmissao de mensagens codificadas, tendo
como foco a deteccao e a possivel correcao de erros. A base teodrica deste capitulo segue
o exposto em [1], [2], [3], [5] e [8].

3.1 Canais de comunicacao e codificacao

Um canal de comunicagao é um processo que envolve o envio de uma informacao en-
tre dois entes, denominados emissor(aquele que envia a informagao) e receptor(aquele
que recebe a informacdo). Durante o processo de transmissao da mensagem em ca-
nais ruidosos existe a possibilidade da alteracao da mesma. Ruido é qualquer meio
que altere a mensagem durante o envio. Ele pode ocorrer devido uma fonte térmica,
elétrica, humana, imperfeicbes no equipamento, etc. Assim, nesses casos existe uma
probabilidade de que a mensagem recebida difira da mensagem enviada.

O objetivo de um codigo corretor de erros é codificar a mensagem de forma a evitar
a alteracao da mensagem por ruidos, de forma a corrigir provaveis erros, desde que em
numero nao além ao poder de correcao do codigo utilizado.

Para exemplificar, como apresentado em [3], pode-se pensar no envio de uma men-
sagem a um robo6 que determina sua direcao. Os comando norte, sul, leste e oeste como

apresentado abaixo.
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norte — 10 sul — 11

leste — 00 oeste — 01

O codigo a direita é chamado de codigo fonte. Supondo que o canal por onde é
enviado o codigo fonte exista a possibilidade de ruido, é feita uma nova codificacao,
adicionando ao codigo fonte uma sequéncia redundante de valores que permitam rea-
lizar a deteccdo e correcio de erros. E chamado de codigo de canal esse novo codigo

gerado. O codigo fonte apresentado acima pode ser recodificado como:

norte — 10110  sul — 11101

leste — 00000 oeste — 01011

Assim, uma mensagem recebida como 01010 pelo robd na verdade deveria ser 01011,
uma vez que essa é a mais proxima da mensagem recebida, e o robd devera realizar o
comando “oeste”.

O processo exposto pode ser esquematizado como na Figura 3.1.

i Codificador Codificador Ruido
Emissario »
da fonte B de canal f
Canal
Receptor Decodificador Decodificador
da fonte de canal

Figura 3.1: Esquema de um canal codificado

Este trabalho aborda apenas canais simétricos, isto ¢, aqueles cuja a probabilidade
de recebimento de simbolos errados é equiprovavel e, dentre os simbolos errados a serem
recebidos, a probabilidade de receber qualquer um também é a mesma.

Um codigo corretor de erros é um subconjunto qualquer de A", onde A é um
conjunto finito, denominado alfabeto, que contém |A| = ¢ elementos, dito g—ario, e
n é um numero natural. Uma palavra é o nome dado a um elemento de um c6digo
corretor de erros. No exemplo do robd, o conjunto A = {0, 1} é o alfabeto, com ¢ = 2,
e cada palavra possui n = 5 digitos.

Para que se possa criar o conceito de proximidade entre palavras é necessario o

desenvolvimento de uma métrica, cuja definicdo se encontra abaixo.
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Definicao 3.1.1. Dadas duas palavras u, v € A", a métrica de Hamming, ou distdncia

de Hamming entre u e v € definida como
d(u, v) = [{i;u; #v;, 1 <i<n}|
Por exemplo, a distancia entre as palavras “norte” e “sul” do cédigo do robo é
d(10110,11101) = 3.

Proposicao 3.1.1. Dados u, v, w € A", valem as sequintes propriedades:
i) Positividade: d(u,v) > 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v,
i) Simetria: d(u, v) = d(v, u);
iii) Desigualdade triangular: d(w, v) < d(u, w) + d(w, v).

Demonstragao: i) E imediata da definicdo, pois se a igualdade ocorrer, nio existe
componentes distintas, logo a distancia é nula e, caso haja alguma componente dife-
rente, a distancia é positiva.

ii) Como w; # v; < v; # u;, segue o resultado

iii) Considera-se dois casos: no primeiro, se u = v, a distancia é nula, dessa forma, a
distancia dentre essas palavras com w é nao-negativa, devido a1); no segundo, considere
u # v, a contribuicao das i-ésimas coordenadas & soma das distancias ¢ igual a 0, 1 ou
2, igual ou maior que a contribuicao entre u e v, que sao valores entre 0 e 1 para cada

coordenada. W

Definicao 3.1.2. Dado um elemento a € A" e um nimero real t > 0, defini-se o disco

e a esfera de raio t e centro a, respectivamente, os conjuntos
D(a,t) = {u€ A% d(u, a) < t},
S(a,t) ={ue A" d(u, a) = t},

Esses conjuntos sao finitos, com cardinalidades dadas por

sl = () -,



Definicao 3.1.3. Seja C um codigo, a distdncia minima de C' é
d = min{d(u, v); u,v € C e u # v}

. .. M , . .
Dessa forma, é necessario um uso de (2), onde M = |C|, calculos computacionais
para determinar a distancia minima, um custo computacional muito alto se o valor de

M for grande.

Lema 3.1.1. Seja C um cddigo de distancia minima d. Se ¢,¢’ € C, com ¢ # ¢,
entao D(c,k) N D(e’ k) = 0.

Demonstracao: Suponha por absurdo que a interseccao dos discos seja nao vazia, ou

seja, que exista v tal que v € D(c,k) N D(c’, k), dai
d(c,¢’) <d(c,v)+d(c’,v)<rk+r<d—1<d

o que é um absurdo, pois d é a distancia minima. H
A importancia de determinar a distancia minima de um cédigo é exemplificada no

Teorema 3.1.1.

Teorema 3.1.1. Seja C um codigo com distdncia minima d. Entao C pode corrigir
d—1

até Kk = [T} erros e detectar até d — 1 erros.
Demonstracao: Se durante a transmissao de uma palavra ¢ do cédigo for cometido ¢
erros, com t < k, recebendo a palavra r, entdo d(r,c) =t < k; se a distancia entre r a
qualquer outra palavra do codigo é maior do que x, pois D(c,x) N D(c’, k) = 0, onde
¢ # ¢’. Isso determina ¢ univocamente a partir de r.

Dessa forma, é possivel a deteccao de erros caso a quantidade seja de até d — 1

erros, mas é possivel corrigir apenas x desses erros.

Definicao 3.1.4. Um codigo C' C A™ € dito perfeito, com distdncia minima d, e

possibilidade de correcao k se

| Dle.n) = A"

ceC

A Defini¢ao 3.1.4 garante que um coddigo perfeito permite a correcao de qualquer
erro cometido.
Esse processo permite estabelecer uma estratégia para corre¢ao da mensagem rece-

bida pelo receptor:
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1. Se a palavra r se encontra em um disco de raio x, substitui-se r por c, onde c é

o centro do disco.

2. Se a palavra r nao se encontra em nenhum disco de raio k, é improvavel a deco-

dificacao correta de r.

Um codigo C sobre um alfabeto A possui trés parametros fundamentais [n, M, d],
que sao, respectivamente, o seu comprimento, o seu nimero de elementos e a sua
distancia minima. Nem sempre existe um codigo com parametros [n, M, d| definidos

inicialmente, pois existe uma interdependéncia entre esses parametros.

3.2 Isometrias

Definicao 3.2.1. Seja A um alfabeto e n € N. Diz-se que uma fun¢ao F : A" — A"

¢ uma 1sometria se ela preserva distancias de Hamming, isto €,
d(F(z), F(y)) = d(z,y) Vz,yec A"

E claro que toda isometria é uma bijecdo, pois, seja F' uma isometria, dados
x,y € A", se F(x) = F(y) & d(F(x),F(y)) = 0, como d(F(x), F(y)) = d(x,y) =0,
segue que x = y, mostrando que F' é injetora; como toda aplicacao injetora de um

conjunto finito nele proprio é sobrejetora, o resultado segue.
Proposicdo 3.2.1. E vdlido afirmar:
1. A funcao identidade de A™ € uma isometria;
2. Se F' ¢ uma isometria de A", entdo F~1 é uma isometria de A";
3. Se F' e GG sao isometrias de A", entdo F o G € uma isometria de A™.
Demonstracao:
1. E imediata, pois gera a definicao;

2. Como F ¢ uma isometria, logo bijetora, existe uma funcao F~! tal que
(FoF ') (z)=(F"'oF)(x) =z Dai,

d(x,y) = d(F(F7")(x), F(F)(y)) = d(F(x), F(y))
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o que prova que F~! ¢ uma isometria;

3. Como F' e (G sao isometrias, tem-se
d((F o G)(x), (FoG)(y)) = d(F(G(x)), F(G(y))) = d(G(x),G(y)) = d(x,y).
[ |

Definicao 3.2.2. Se C' e C' sao cddigos de A", diz-se que C" € equivalente o C se
existir uma isometria F de A" tal que F'(C) = C".

A equivaléncia de codigos é uma relacao de equivaléncia, devido & Proposicao 3.2.1.

Exemplo 5. Seja f: A — A uma bijecao, i um nimero inteiro tal que 1 <7 <mn, a
transformacao linear

T} A" — An
€ uma 1sometria.
(xlax%'" axn) — (1’1,1'2,"' 7f(xz)7 wrn)-

Pode-se verificar o exemplo. Uma vez que todas as coordenadas distintas de ¢
possuem a mesma contribuicao no calculo da distancia, a tnica alteracao possivel
no valor da distancia esta relacionada & coordenada i. Como f é bijetora, caso as 7
cordenadas sejam distintas, suas imagens também sao distintas, caso sejam iguais, suas
imagens sao iguais. Assim, a distancia é preservada e, portanto, o exemplo trata de

uma isometria.

Exemplo 6. Seja m uma bijecao do conjunto {1,2,...,n} nele proprio, chamada de

permutacao, a transformacao linear

T.: A" — A
€ uma sometria.
(xla Lo, 7:Un) = (xw(l)a Tr(2)," " 7x7r(n))-

Esse exemplo pode ser verificado ao notar que a i-ésima coordenada é trocada pela
7(i)-ésima coordenada. As i-ésimas coordenadas contribuem para o célculo da distancia
como a coordenada m(k) = i. Como a fun¢do m é uma bije¢do, todas as coordenadas
continuam a contribuir da mesma forma, preservando a distancia de Hamming.

A importancia desses dois exemplos é o Teorema 3.2.1, que permite caracterizar to-
das as isometrias a partir dos exemplos apresentados. Para demonstra-lo, é apresentado

dois lemas que ajudam sua compreensao.
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Lema 3.2.1. Dada uma isometria F' de A™ com n > 2, e dados elementos
ayy...,an—1 € A, existem al,...,a,_; € A, uma bijecao f, : A — A e uma permuta-

¢cao o de{l,...,n} tais que

(T, 0o F)(ay,...,an_1,2) = (a},...,a, 1, fo(x)), Vre A

Demonstragao: Se ¢ = 1, entdao A" = {a,...,a} e F(a,...,a) = (a,...,a), onde
resultado segue trivialmente.

Considere agora ¢ > 2. Sejam a,, b, € A tais que a,, # b, e ponhamos
u=(ay,...,a, 1,a,) € v=(ay,...,a,_1,bp),

tem-se que
d(F(u), F(v)) =d(u,v) = 1.
Dai, pode se afirmar que F(u) e F/(v) diferem em apenas uma componente. Esco-
lhendo convenientemente a permutagao o de {1,...,n} - que depende em principio de

u e v - pode-se supor que

(Ty 0o F)(u) = (dy,...,a,_,a)

» n—17 Yn

(T, 0 F)(v) = (a},...,a,_4,b))

» 'n—17Yn
/ /
com a, # b .
Se ¢ = 2, o lema esta provado, pois, nesse caso, a bijecao f, procurada é definida
por a, — a, e b, —> U/,.
Se ¢ > 2, ponhamos

w=(ay,...,a,-1,%),

e como T, o F' é uma isometria, temos, para x # a,, que

d(Ty o F)(w), (T, 0 F)(u)) = d(w,u) = 1.
Existe um tnico y € A tal que

(To 0 F)(w) = (a1, €1, Y, Gy )

com y = a;. Mostrando que i = n, pode-se afirmar que o nao depende de u nem de v.
De fato, se x = b,,, terfamos w = v e, consequentemente,

(T, 0o F)(w) = (a},...,a,_,b,) ei=mn. Se x # b, ei<n, terfamos

1=d(v,w)=d(T, o F)(v),(T, o F)(w)) =2,
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um absurdo, logo : = n. Consequentemente,

(T, 0 F)(w) = (a},...,a,_1,v),

e, portanto, esta bem definida uma funcao f,, : A — A tal que

(Tyo F)(ay,...,an_1,2) = (ay,...,a, 1, fn(x)).

Como (T, o F') & bijetora, segue que f,, é injetora e, como A é finito, temos que f, é
bijetora.

!/

Lema 3.2.2. Seja dada uma isometria G de A" e sejam ay, ..., Gp-1,0},...,a,_, €ele-

mentos fizos de A. Suponhamos que ezista uma bijecao f : A —> A tal que

Glay,...,an 1,2) = (ay,...,a, 4, f(x)), Vze A.

)y m—1>

Entao, existe uma isometria H de A"~ ! tal que

G(r1,. oy Tty 2) = (H(z1, .o 20 1), f(22)), (21,...,2,) € A™.

Demonstragio: Seja (by,...,b, 1) € A" ! tal que
(b1, ...y bp1) # (a1, ... ap_1),
e seja a, € A. Ponhamos
u=(ay,...,a,) e v=_(b,...,by_1,a,).
Tem-se, por hipotese, que
G(u) = (ay, ..., a, y, flan)).

Agora, tomando G(v) = (cy, ..., ¢,), pode ser provado que ¢, = f(a,). De fato, supo-
nha por absurdo que ¢, # f(a,). Como f é uma bije¢do, existe b, € A, com b, # a,

tal que ¢, = f(b,). Considere

logo,



Seja r = d(u, v). Logo,
d((al, e ,an_l), (bl, ce 7bn—1)) = d(u,v) =T.
Por outro lado,

d((ay,...,al, 1), (c1,...,ch1)) =d(G(u),G(V)) —1=du,v)—1=r—1.

1 Oy
Como a,, # b, tem-se
dw,v)=d((a1,...,an-1),(b1,...,bp—1))+1=7r—+1.
Por outro lado,
d(G(w),G(v)) =d((d},...,a,_;),(c1,...,cn1)) =7 — 1.

Como G é uma isometria, as duas tltimas equagoes deveriam gerar o mesmo resultado,
consequentemente, existe uma contradicdo e pode ser afirmado que ¢, = f(a,).
Provou-se entdo que, dado (1, ...,x,) € A" qualquer, existe (yy,...,y,_1) € A"}
tal que
G(z1,. . yxn) = (Y1, -y Yn—1, f(Tn)),

logo, 1, . .., Yn—1 820 univocamente determinados por zy, ..., x,; €, para provar a exis-
téncia da funcao H, é preciso mostrar que yy,...,¥y,_1 dependem de x1,..., 2, 1 € nao

de z,. Para isso, considere z, € A tal que z, # x, e suponha que
G(z1, o Tam1,20) = (W1s -+, Yno1s f(20)),
de onde resulta,
d(G(x1, o Tn1,T0), G(x1, o 1, 20)) = d(x1, - o 1, T0), (T4, o T, 20)) = 1

e como f(x,) # f(z,), tem-se y. = y;, Vi = 1,...,n — 1, o que prova que esta bem

definida a funcao H : A"t — A"~! tal que

G(z1,...,xn) = (H(xy, ..., 20-1), f(2n)).

Agora, resta mostrar que H é uma isometria. Sejam (x1,...,z,-1) e (2),..., 2/, ;)

em A1 e seja x, € A, logo, tem-se

d((xllv s 71';—1)7 (xla s >$n71)) =
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A((@, oy ), (1, T, ) =
A(G(a, .l 1, 20), GlT1s T, 20)) =
A((H (@), wh ), f @), (H(z, ), flan) =
A(H (&, @l ) H (21, @),

y¥n—1

mostrando que H é uma isometria. H

Teorema 3.2.1. Seja F : A" — A™ uma isometria, entao exriste uma permutacao m

de {1,2,...,n} e bijecoes f; de A, i =1,...,n, tais que

F=T,0T}oT; 0---0T}.

Demonstracao: E feita por inducio sobre n. Se n = 1, o resultado segue trivialmente.
Suponha n > 1 e que o resultado vale para n — 1. Seja aq,...,a,_1 € A. Pelo Lema
3.2.1, existem a},...,a,_; € A, uma bijecao f, : A — A e uma permutagdo o de

{1,2,...,n} tais que
(Tyo F)(ay,...,an_1,2) = (a},...,a, 4, fo(x)), Ve A.
Pelo Lema 3.2.2, existe uma isometria H de A" ! tal que
(T, 0o F)(x1,...,xn) = (H(x1, ..., Tp1), fulzn)).

Pela hipotese de inducdo, temos que existe uma permutacao 7" de {1,...,n — 1} e

bijecoes f1,..., fn_1 de A tais que

H=(T,) o(T}) oo (T},

fnfl
onde
(T.,—I),Z Al — An—t
($1,$27-~' ,IL‘n_1> — (xT/(1)7"' 7xT’(n—1))-
e,parat=1,...,n—1,
(T} ) Ar—1 — At
(1,29, 1) > (@1, fi@), - o01).
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Defina a permutacgao 7 de {1,...,n} como se segue:

T'() se 1<i<n-—1

7(i) =

n se 1=n
e ponha
T,: A" — A"
(.751,[32,"' >xn> — (‘rT(l)7”' wIT(n))'
Para:=1,...,n, ponha
T}i: A" — A"
(Il,l’g,"' 71:%) — (xb'” 7fl(xl)7 an)'

Segue, das definicoes de T, o F' e H, que
1 n
T,oF=T.0T; 00T} .

Usando o fato de que T, ! = T,-1 e que T, 0o T,y = T,0pr, ¢ pondo ™ = o' 0T,

resulta em

F=T,0Tjo0---0T},

como proposto pelo enunciado. W

3.3 Mudanca de Alfabeto

Dados dois conjuntos A e B finitos e f : A — B uma bije¢ao. Assuma ¢ como
©: A" — B"
(@1, @2, @) > (f@1), f(@2), -, flan))-

Essa funcao é bijetora, uma vez que cada coordenada é levada & uma imagem de
uma funcao bijetora, e preserva a métrica de Hamming, caracterizando essa funcao
como uma isometria.

A partir de um cédigo C' C A™, com M elementos e distancia minima d, ao aplicar
a funcao ¢(C) = C" C B™, tem-se que a imagem é um codigo sobre o alfabeto B com
parametros iguais & C. Dessa forma, é possivel mudar o alfabeto de qualquer codigo
para um alfabeto sobre um corpo finito através de uma funcao bijetora f: A — F.

A vantagem desse método é poder realizar os estudos de c6digos sempre sobre corpos
finitos, uma vez que sempre é possivel construir uma bijecao que leve esse alfabeto ao

desejado.
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Capitulo 4

Codigos Lineares

Os codigos mais utilizados na prética, devido & maior facilidade de construcao
e implementacao, ¢ a classe dos cddigos lineares, cuja introducao é abordada neste

capitulo. As fontes bibliograficas em que se baseia este capitulo sao [3], [5], [12].

4.1 Conceito

Definicao 4.1.1. Um cédigo C' C F™ € chamado de cddigo linear se for um subespaco

vetorial de F", ou seja, dados uw e v elementos de C, € vdlido

1. u+ved;

2. au € C, para todo a € F.

O codigo do robé, apresentado no Capitulo 3, é um exemplo de co6digo linear, pois

¢ uma transformacao linear 7" definida como
T : IF2 — F3
(IDZEQ) ? ($1,$27I1,x1+x27x2)

sobre o espaco vetorial formado por produtos cartesianos do corpo Fs.
Por definicao, todo coédigo linear é um espaco vetorial finito. Assim, é possivel
estabelecer uma base para todo codigo linear e, através de combinacao linear, obter

todos os vetores de um codigo C.
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Definicao 4.1.2. Dado um vetor u € F", define-se o peso de u como sendo o nimero
inteiro

w(u) = | {is2; # 0},

O peso de um codigo C' € definido como
w(C) := min{w(u); u € C\{0}}

O conceito de peso esta relacionado ao conceito de distancia na métrica de Ham-
ming, na forma
w(u) = d(u,0),

assim, é possivel definir uma nova forma de determinar a distincia minima de um

codigo.

Proposicao 4.1.1. Seja C C F* um cédigo linear de distincia minima d. E vdlido

afirmar:
a) d(x,y) = w(x—y) onde z,y € C;

b) d =w(C).

Demonstracao: O item a) decorre da defini¢do, pois as componentes que diferem
entre os vetores tem valor nao-nulo, gerando o mesmo resultado. Para o item b), é
possivel assumir a existéncia de um vetor z = x — y pertencente ao cédigo C, fazendo
que d(x,y) = w(z), logo a distancia minima é o menor dos pesos, que por sua vez é a
defini¢ao de w(C). A

A Proposicao 4.1.1 e o fato de se trabalhar em um espaco vetorial permite enunciar
algumas vantagens do uso de cédigos lineares:

e Ao invés de ser necessario computar <|§‘> calculos de distancia para determinar
a distancia minima, é necessario apenas calcular |C| — 1 pesos, o que é consideravel
principalmente se |C/| é grande;

e E possivel conhecer todos os vetores de um codigo sem necessidade de lista-los,
apenas mostrando sua base.

Descrever a base é a forma mais comum de indicar um cédigo linear.
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4.2 Matriz Geradora de um Codigo

Dada uma base ordenada B = {vy, vy, -+ ,vi} de um codigo linear, a matriz G
cujas linhas sdao os vetores da base é dita matriz geradora de C' associada a base B,

assim,

Vi Vii Vi2 - Vip

Vi Vil Vik2 0 Vip
No cédigo do robo, presente no Capitulo 3, a partir da transformagao linear que
gera esse codigo, T'(xy,%y) = (X1, X2, X1,X] + X2, Xs3), obtém-se a base
B ={(1,0,1,1,0),(0,1,0,1,1)}, entdo uma matriz geradora desse codigo é

10110
G =

01011

Observe que a transformacao T leva o codigo da fonte, dada por vetores
(z1,72) € FZ, no codigo de canal T'(F3) = C C F3. Diz-se entdo que T’ é uma codifica-
Gao.

A matriz geradora nao é determinada de forma tnica, pois o sistema linear
T(x) = xG permite a existéncia de outros sistemas equivalentes. Dessa forma, duas
matrizes geradoras de um mesmo codigo linear podem ser obtidas através de uma

sequéncia de operacoes do tipo:
e permutacao de linhas;
e multiplicacao de uma linha por um escalar nao-nulo;
e adicao de um miltiplo escalar de uma linha em outra;
e permutacao de colunas;
e multiplicagao de qualquer coluna por um escalar nao-nulo.

Definicao 4.2.1. Diz-se que uma matriz geradora G de um cédigo esta na forma

padrao se

G = (Idi|A)

onde 1dy, € a matriz identidade de ordem k e A uma matriz de ordem k x (n — k).
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E sempre possivel reescrever uma matriz geradora de um co6digo na forma padrao
através de um coddigo equivalente. Um coddigo equivalente ¢ uma isometria linear 7' tal
que T(C) = C’, onde C’ é o complemento de C' em rela¢ao ao espago vetorial F”, isto
e,

CalC =F

onde & representa a soma direta entre os conjuntos.

Exemplo 7. Considere o cddigo linear C' C FS de matriz geradora

000111
G=101101 2

102011

¢ possivel encontrar uma matriz geradora na forma padrao através da permutacao das

colunas para um codigo equivalente de matriz

100011
G=1010112

001211

4.3 Codigos Duais

Seja C' C F" um codigo linear, define-se
Ct={velF"(v,u)=0 VYuecC},

onde (u,v) é o produto interno entre os vetores u e v. Quando o produto interno de

dois vetores ¢ nulo, diz-se que esses vetores sao ortogonais.
Lema 4.3.1. Se C C F" é um codigo linear, com matriz geradora G, entdo:
1. C* € um subespaco vetorial de F™;

2. xe(Ct«— G = 0.
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Demonstracao: 1. Dados dois vetores u,v € C* e um escalar a € F, a partir das

propriedades do produto interno, obtém-se:
(u+av,x) = (u,x) + a(v,x) =0,

para todo x € C, assim, u + av € C*. Logo, um subespaco vetorial de F".

2. As linhas [; da matriz G sao vetores da base de C, assim, o produto pode ser
escrito como (I;, X) para todas as i linhas da matriz G. Como x € C*, as coordenadas
da matriz resultante sao todas nulas. W

O subespaco C* é um codigo linear, chamado de codigo dual de C' ou ortogonal &

C.

Proposicao 4.3.1. Dado C C F" com dimensdo k e matriz geradora na forma padrao
G = (Idg|A), € vdlido afirmar:

i) dim C*+ =n —k;
i) H=(—A'Id,_) é uma matriz geradora de C*.

Demonstragao: i) Como Gx! = 0, devido ao Lema 4.3.1, para todo vetor x € C*,

pode-se usar o fato de G estar na forma padrao para reescrever essa equacao como

T Tk41

Dessa forma, as n — k componentes que estao multiplicando a matriz A, cada um
com ¢ = |F"| possibilidades. Entao, tem-se |C| = ¢"7* e a dimensdo de C+ ¢ n — k.

No item i), pode-se observar que as linhas de H sdo linearmente independentes,
entao podem ser consideradas a base de um subespaco vetorial de dimensao n — k.
Como essa base possui vetores ortogonais & base de (| tem-se que esse subespaco
gerado por essa base é ortogonal & C. Uma vez que a dimensao dos dois ¢ idéntica,
conclui-se que essa base ¢ uma base de C*, assim, a matriz H ¢ uma matriz geradora
de C+. W

Um codigo dual é importante pois auxilia na determinacao dos vetores de um codigo.
A matriz H, matriz geradora de C* & conhecida como matriz teste de paridade de C.
A Proposigao 4.3.2 apresenta como utiliza-la para verificar a existéncia de um vetor do

codigo C.
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Proposigao 4.3.2. Seja C' um codigo linear. Se H é uma matriz teste de paridade de
C, tem-se
veC <« Hv' =0

Uma demonstragiao dessa proposi¢ao pode ser obtida em [3]. O vetor Hv' ¢ dito
sindrome de v.
Assim, determinar se um vetor pertence ou nao a um coédigo pode ser feito calcu-

lando a sindrome desse vetor, caso o resultado seja o vetor nulo, a afirmacao é positiva.

Exemplo 8. A partir do cédigo do robd, apresentado no Capitulo 3, € possivel verificar

se os vetores a = 11101 e b = 10111 pertencem ao codigo. Como

10110

01011

a matriz teste de paridade € dada por

10100
H=|11010

01 001

pois —1 = 1(mod2). Calculando a sindrome de cada um dos vetores pedidos,

0 0
Ha' =] o e Hb=1] o
0 1

Assim, o vetor a pertence ao cddigo e o vetor b nao pertence.

De posse dessas informagoes, é possivel detectar e corrigir qualquer possivel erro

em um codigo linear.

4.4 Codificacao e decodificacao com um cédigo linear

Um codigo C pode ser codificado através da transformacao linear relacionada, uma

vez que a transformacdo leva o espaco vetorial F¥ em um subespaco de dimensao k
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denominado C'. Assim, seja G a matriz geradora de um coédigo e

X = (71, Zo, ..., 7;) € F¥ a mensagem a ser enviada, a codificagao é realizada por

k
xG = Z ZCZ'Z,L',
=1

onde [; é a i-ésima linha da matriz G.
Na forma padrao, o processo é simplificado. Como G = (Idy|A), sendo a matriz A

definida como A = (a;;), a codificagdo pode ser feita calculando
XG = X1 T2 TpTpq1 "+ Ty

onde os primeiros k£ digitos sao os digitos de mensagem e os digitos xy;, com 1 <17 <

n — k sao ditos digitos verificadores, calculados como

k
Thti = E Q5.
J=1

Os digitos verificadores atuam de forma a acrescentar uma protecao contra possiveis
ruidos.

A decodificacao é o processo de detecgao e correcao de possiveis erros em um co6digo.
Para realizar esse processo, considere e o vetor erro, resultado da diferenca entre os
vetores r(vetor recebido) e c(vetor transmitido), isto ¢, e =r — c.

Observe que todas as componentes do vetor e nao-nulas ocorrem quando existe um
erro na transmissao, assim, o valor de w(e) indica o nimero de erros cometidos em uma
transmissao. Dai, caso w(e) = 0, nao foi cometido nenhum erro e o vetor recebido é
igual ao vetor transmitido.

Como ¢ € C, onde C' é um coddigo linear, tome H como a matriz teste de paridade

de C. Pelo Teorema 4.3.2, é valido que Hc! = 0, e, consequentemente,

He'= H(r' — ') = Hr' — Hc' = Hr'

ou seja, a sindrome do vetor erro é igual a sindrome do vetor recebido.

Tome h' a i-ésima coluna da matriz H. Se e = (ay, ag, -+ , ay,), entao

Het = i Oézhz
i=1

Lema 4.4.1. Dado um codigo linear C' C F™ com capacidade de correcao k. Se o vetor
recebido r € F" e o vetor ¢ € C sao tais que d(c, r) < Kk, entdo existe um unico vetor

e, com w(e) < k, cuja sindrome € igual & sindrome de .
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Demonstragao: E claro que w(e) < &, pois w(e) = w(r — ¢) = d(c,r). Suponha que
exista dois vetores erros € = (g, g, -+ ,ap) e € = (), o, - -+, ) que satisfagam as
condicoes do Lema. Entao, como H é uma matriz teste de paridade, pode-se concluir

que

n n
He' = He" = a;h' = ah',
i=1 i=1

gerando uma dependéncia linear entre 2k(< d — 1) colunas de H. Como existem pelo
menos d — 1 colunas linearmente independentes, entao nao existe colunas linearmente
dependentes em H, entdo a; = o, paratodoiee=¢’. B

E possivel estabelecer um algoritmo a partir das definicdes até aqui expostas para
o caso onde w(e) < 1.

Seja H uma matriz teste de paridade de um cédigo linear C' com distancia minima

d > 3, seja ¢ o vetor transmitido e r um vetor recebido.

1. Calcule Hrt.
2. Se Hr' = 0, assuma r = ¢ e conclua a decodificacao.
3. Se Hr' = s' # 0, compare s’ com as colunas de H.

4. Caso exista i e « tais que s = ah?, para o € F, entdo e é a n-upla com o na

posicao ¢ e zeros nas outras posicoes. Corrija r pondo ¢ =r —e.

5. Caso nao exista as condi¢oes do item anterior, foram cometidos mais de um erro
e w(e) > 1.

Exemplo 9. Admitindo que uma mensagem w = (101010101010101) recebida de um

cédigo linear C' C F3 contenha no mdzimo um erro e seja

10111000111 1006O0
11011011001O010O00

11 1011010100010

1111011010000 °0O01

a matriz de teste de paridade de C, pode se afirmar que ocorreu um erro de transmissao?
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Como Hw' = (1111)%, ocorreu um erro na transmissao. Como a sindrome é a
primeira coluna de H, o vetor erro é dado por e = (100000000000000). Assim, a
mensagem original transmitida era w’= (001010101010101).

Para o caso geral, sera utilizada a decodificagao pela sindrome.

A classe lateral de v segundo C' é dada pelo conjunto
v+C={v+cce(C}.

Lema 4.4.2. Dois vetores u e v estao na mesma classe lateral de C' se, e somente se,

eles tem a mesma sindrome.

Demonstracao: Se u e v estao na mesma classe lateral, entao

u+C=v+C<=u-velC<+= Hu-v) =0+ Hu'= Hv"

|
O Lema 4.4.2 afirma a existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre classes
laterais e sindromes. Dessa forma, elementos de uma mesma classe lateral devem ter a

mesma sindrome.

Definicao 4.4.1. Os lideres de uma classe lateral sao os vetores de menor peso nesse

conjunto.

A importancia dos lideres de cada classe esta relacionada ao algoritmo de decodifi-
cacao através das sindromes. Antes do algoritmo, é necessario a Proposicao 4.4.1 para

reduzir o custo computacional utilizado para determinar os lideres de cada classe.

Proposicao 4.4.1. Seja C' C F™ um cédigo linear com distancia minima d. Se u € F"

w(w) < 5 = {E} |

tal que

2

entao w € o unico elemento lider de sua classe.
Demonstracao: Seja u,v € ", com w(u) < ke w(v) < k. Seu—v € C, tem-se
wlu—v)<k+r<d-—1;

entao,

u—v=0<=u=yv,

mostrando a unicidade. W

O procedimento de decodificagao pelas sindromes é dado pelo algoritmo abaixo:
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1. Calcule a sindrome s do vetor recebido r, indicada por Hr! = s.

2. Faca uma tabela com a sindrome de todos os elementos lideres 1 das classes do

codigo.
3. Se s esta na tabela, com vetor lider 1, decodifique ¢ =r — 1.

4. Caso s nao esteja na tabela, foram cometidos mais que x erros e a decodificacao

nao é possivel.
Exemplo 10. Seja C' C F3 um cddigo linear com matriz geradora
1 011
0101

Os elementos de C, obtidos por combinacao linear dos elementos da base, sao 0000,
1011, 0101, 1110.

As classes laterais de C sao

0000 + C' = C = {0000,1011,0101,1110},

1000 +C =  {1000,0011,1101,0110},
0100+C =  {0100,1111,0001, 1010},
0010 +C =  {0010,1001,0111,1100}.

Note que todas as outras classes laterais sobre C' devem coincidir com uma das quatro
jd apresentadas, pois a unido dela € igual ao conjunto F3.

A matriz teste de paridade de C' €

1 010
H =

1101

Como os lideres devem ter peso menor ou igual a 1, € possivel criar a sequinte

tabela relacionando os lideres com suas sindromes
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Lideres Sindromes

0000 00
1000 11
0100 01
0010 10

Dessa forma, caso a palavra recebida seja r= 1111, sua sindrome é o vetor s = 01.
Pela tabela, o vetor lider de sindrome 01 ¢ 0100. FEntao o vetor ¢ = 1111—0100 = 1011.
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Capitulo 5

Exemplos de Cbodigos Lineares

Este capitulo apresenta dois exemplos de codigos lineares, ambos de grande uso

atualmente. As principais referéncias desse capitulo sao [3| e |5].

5.1 Coédigos de Hamming

Os codigos de Hamming possuem como caracteristica uma grande facilidade em

codificacao e decodificac¢ao.

Definicao 5.1.1. Um cddigo de Hamming de ordem r sobre Fy é um cédigo linear,
com matriz teste de paridade H,., de ordem r X n cujas colunas sao os elementos de

FI\{0} em uma ordem qualquer.

De forma geral, o comprimento de um codigo de Hamming de ordem r é dado por

n=2"—1esua dimensao é k =n —r = 2" —r — 1. Por exemplo, a matriz

1 0111000111100 0
11011011001O01O00

1110110101O0O0O010O0

11 1101101000001

é a matriz teste de paridade de um codigo de Hamming (15, 4), uma vez que suas

colunas sio todos os 2*—1 vetores nao-nulos possiveis nesse espaco vetorial. A dimensao
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desse codigo é 11. A partir de H é possivel determinar a matriz geradora desse codigo.
A distancia minima de um coédigo de Hamming é 3, portanto, x = 1. Entao é
possivel corrigir Kk = 1 erro em c6digos de Hamming e verificar a existéncia de até
d —1 =2 erros.
Uma propriedade importante dos codigos de Hamming é o fato de serem sempre

perfeitos.
Proposicao 5.1.1. Todo cédigo de Hamming € perfeito.
Demonstracao: Dado ¢ € F}, tem-se

ID(c, ®)| = |D(c,1)] = 1 +n.

Como

| Dle, 1) =[1+n]2" =[1+2" —1]2" " =2",
ceC

mas |F3| = 2", o resultado segue. B

5.2 C(Codigos de Reed-Solomon

Seja [F um corpo finito. Considere o espaco vetorial dos polindémios de grau menor

ou igual a k£ — 1 com coeficientes em F, incluindo o polinomio nulo, ou seja,

FX],, ={PeF[X];gr(P) <k -1} U{0}.

Esse espaco vetorial tem base definida por

B={1X X% . . X1

Considere
T FX],., — F"
P —  (P(a1),P(as), -, P(aw))
uma aplicacio, onde aq, - - - , ay, 530 elementos distintos de F. E claro que essa aplicacdo

¢ uma transformacao linear, pois
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Ker T ={P € F[X]; P(a;) = P(ay) = - -- = P(a;) = 0} = {0},

uma vez que é impossivel que um polindémio de grau menor que k£ tenha n raizes
distintas.

Dai, pode-se dizer que C' = I'm(T') € um codigo linear de comprimento n e dimensao

Codigos com as propriedades apresentadas sao conhecidos como codigos de Reed-
Solomon.

Uma matriz geradora G de C' é dada por

T(1) 11 1

T(X) aq (6] 7%

G=| o) =] @t ap e
T(Xk—l) CY]f_l O(];_l . aﬁ—l

Exemplo 11. Considere o corpo finito Fr, k=4 en=6co; =3 =1, ay = 3! =3,
a3 =32=2, 04 =3=6, a5 = 3* =4, ag = 3° = 5. Assim a matriz geradora desse

(6,4)Cddigo de Reed-Solomon é

11 1 1 1 1 111111

N 303t 32 3% 3t 3 1326 45
- 30 32 3% 36 3 30 - 1241 2 4

30 33 36 39 312 315 161616
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Capitulo 6

Oficina - Introducao aos codigos

O professor de Matematica deve estar ciente de sua responsabilidade em estar sem-
pre atento aos avancos da Matematica, principalmente aqueles que estao presentes
diretamente no cotidiano de seus alunos. Dessa forma, além da busca por uma cons-
tante atualizacao, é dever de todo professor encontrar formas de apresentar sempre que
possivel a contextualizagao dos contetidos ensinados. A oficina surge como metodologia
apropriada a desenvolver essa relacao entre teoria e pratica, dando um aspecto mais
concreto a diversos contetidos. Aqui se propde uma oficina tendo como eixo temaético
a Teoria dos Codigos e algumas de suas aplicacoes no cotidiano. A teoria que embasa

este capitulo segue o exposto em [2], [9] e |11].

6.1 Importancia de uma oficina

Uma oficina pedagogica é uma atividade que visa a apropriagdo do conhecimento
a partir do tripé: sentir, pensar e agir. E uma metodologia que difere da expositiva,
uma vez que o principal foco da expositiva é cognitivo, enquanto a oficina pedagogica
permite desenvolver também a acao e a reflexao sobre o tema proposto.

Uma caracteristica importante em uma oficina é o papel do professor. Ele atua
como mediador no processo de aprendizagem, nao sendo o inico motivador. Assim, as
atividades propostas atuam como meio para o desenvolvimento do conhecimento. E
necessario que o professor tenha algum conhecimento sobre os objetivos da oficina, mas

o foco de aprendizagem deve ser centrado nas experiéncias vividas durante a execucao.
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O planejamento é necesséario para uma execucao adequada. Ademais, é importante
ressaltar que o planejamento nunca consegue prever os resultados de forma perfeita,
j& que as oficinas tem como particularidade o meio como gerador do conhecimento,
partindo de cada participante o saber desenvolvido na mesma.

A escolha pela execucao de uma oficina se deve as suas caracteristicas ja apresenta-
das, atuando de forma a motivar a busca pelo conhecimento e possibilitando a interagao
em grupos, além de permitir uma avaliagao distinta da formal.

O fato de ser um tépico nao abordado nos curriculos propostos para o Ensino Médio
nao impedem a realizacao da oficina, pois ela lida com outros temas comuns aos diversos
curriculos, como funcoes e matrizes.

A ideia para a execucdo da oficina é que ela possa ser realizada de forma con-
comitante com as aulas ja previstas em calendério, a titulo de aplicacao de topicos
j& anteriormente explanados, como forma de contextualizacao e aplicacao dos saberes
teoricos obtidos.

Os pré-requisitos para a oficina sao conceitos basicos de aritmética, o conhecimento
das principais caracteristicas de fungoes e o dominio de operacoes entre matrizes. Dessa
forma, é esperado que todos os alunos do Segundo Ano do Ensino Médio ja possuam a

base para realizar essa oficina.

6.2 A oficina

A ideia é que a oficina seja executada em 10 aulas, cada uma com 50 minutos de
duracao. As atividades podem ser organizadas de forma a utilizarem um periodo menor

de tempo, de acordo com as necessidades observadas pelos professores.
1* aula
e Tema: O conceito de codigos.
e Tempo estimado: 50 minutos.
e Conteudo: conceito de codigos; exemplos de codigos.

e Objetivos:
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- Apresentar o conceito de co6digos e exemplifici-los;

- Propor a construcao de codigos.
e Estratégias de ensino:

- Explicar inicialmente os objetivos propostos a serem obtidos ao final da oficina,
como compreender a importancia de digitos verificadores e a ideia por tras do envio de
informagoes pela Internet.

- Conceituar codigos. Nesse momento devem ser expostos varios exemplos como
motivacao, como os codigos binarios e hexadecimais (que sdo os temas da proxima
aula), os diferentes tipos de alfabetos (o grego e o cirilico russo moderno), a LIBRAS
(linguagem brasileira de sinais), o Braile (alfabeto usado para leitura por deficientes
visuais).

- Abrir espaco para que os alunos possam indicar c6digos presentes no cotidiano.

- Em grupos com cerca de 5 alunos, propor que eles criem um cédigo proprio.
Esse codigo deve possuir algumas caracteristicas, como possuir menos de 20 caracteres
diferentes e permitir a escrita de qualquer palavra em nosso idioma.

- Pedir para que cada grupo explique o funcionamento de seu coédigo e utilize-o
para codificar uma mesma frase. Comparar as diferentes formas apresentadas da frase,

obtidas apods as codificagoes.
e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;

- Apostila contendo um resumo das informacoes apresentadas na aula.
e Avaliacao:

- Participacao dos alunos durante a explanacao;

- Analise dos codigos criados pelos alunos e a apresentacao dos mesmos.
22 aula
e Tema: Mudancas de bases numéricas.

e Tempo estimado: 50 minutos (pode ser ampliado em cerca de 30 minutos caso o
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professor queira trabalhar as atividades da 3* aula nesse momento e ignorar o primeiro

momento de feedback da oficina).
e Conteudo: sistema decimal; os sistemas binario e hexadecimal.
e Objetivos:

- Reconhecer o sistema decimal como um sistema posicional;
- Utilizar da representagao decimal para expor as representagoes em bases diversas;

- Mostrar as bases binarias e hexadecimais.
e Estratégias de ensino:

- Incentivar os alunos a buscarem respostas para o motivo de contarmos utilizando
dez algarismos distintos. Uma resposta é o fato de possuirmos dez dedos nas maos.
Mostrar como é importante a posicao de um algarismo para a composicao de cada
niamero.

- Expor, a partir do conceito de valor absoluto e valor relativo, como todo nimero
inteiro n = a,a,_1 . ..aiag pode ser representado na forma n = a, - 10" +a,_; - 10"~ +
-+ -+a;-101+ag-10°. Tlustrar esse processo com muitos exemplos, alguns deles propostos
pelos proprios alunos.

- A partir da base 10, questionar qual seria a base a ser colocada no lugar do 10 para
que seja possivel uma representacao binaria, isto é, apenas com os algarismos 1 e 0,
de forma a continuar representando todos os nimeros. E possivel neste ponto mostrar
o porqué do uso de apenas zeros e uns, uma vez que todo algarismo maior que esses
permitiria uma dupla representacao nesse sistema.

- Generalizar o sistema de bases numéricas para qualquer base. Aqui é possivel
justificar o uso de letras para representacao de valores maiores que 10.

- Mostrar o co6digo hexadecimal, comparando-o com o binario. Mostrar que é pos-

sivel uma codificacao direta entre esses dois codigos.
e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;
- Apostila contendo um resumo das informacoes apresentadas na aula, pode ser

utilizada a Secao 1.1 deste trabalho como referencial tedrico.
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e Avaliacao:

- Participacao dos alunos durante a explanacao;

- Resolucao dos questionamentos propostos.
32 aula
e Tema: Resolugao de exercicios envolvendo mudancas de bases.

e Tempo estimado: 50 minutos (30 minutos para execuc¢ao das atividades e 20

minutos para obter um feedback sobre os temas até aqui desenvolvidos).
e Contetido: mudancas de bases numéricas; operacoes em bases distintas de 10.
e Objetivos:

- Resolver exercicios sobre os contetidos abordados na aula anterior;
- Reservar um espago para um primeiro intercambio de experiéncias obtidas até

aqui.
e Estratégias de ensino:

- Aplicar a atividade proposta no Apéndice A, presentes em [2].

- A atividade deve ser realizada em grupos. Apoés cada grupo concluir suas res-
postas, o professor deve recolhé-las e entregar a grupos diferentes para que efetuem
uma correcao com base em suas respostas. Ao final, o professor deve disponibilizar as
respostas corretas.

- Apos as atividades, o professor deve se dirigir a um dos integrantes de cada grupo
e pedir para que relatem o que aprenderam de novo com a oficina até este momento.
O professor pode aproveitar este momento e expor os ganhos que ele obteve durante a

mediacao dessa oficina.
e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;

- Questionarios com base no modelo proposto.
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e Avaliacao:

- Observacao durante o desenvolvimento das atividades;
- Participagao de cada grupo nas correcoes e durante o momento de troca de expe-

riéncias.
4? aula
e Tema: O coédigo ASCIL.
e Tempo estimado: 50 minutos
e Contetido: o cédigo ASCII .
e Objetivos:

- Apresentar o cdédigo ASCII, seu uso e sua importancia.

- Fazer a codificacao e a decodificacao de uma frase em ASCII
e Estratégias de ensino:

- Mostrar o cédigo ASCII aos alunos. Apresentar a Tabela 1.1 como forma de
relacionar o cédigo hexadecimal e o coédigo ASCII.

- Enfatizar a importancia dele em codificar informacoes, como letras e outros ca-
racteres, apenas com o uso de nimeros. Lembrar que os computadores, por exemplo,
interpretam cada comando enviado por teclados através de um sinal digital. Entao a
possibilidade de escrever letras e outros simbolos através de niimeros facilita a conversao
para um sistema binario.

- Pedir para os alunos converterem a frase
41 20 4D 61 74 65 6D
61 74 69 63 61 20 6D
20 61 20 72 61 69 6F

68 61 20 64 61 73 20

63 69 65 6L 63 69 61 73
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ignorando a auséncia de acentos. A frase é: “A Matematica e a rainha das ciencias”.
- Organizar os alunos em grupo. Em seguida, que cada grupo elabore uma pequena
frase e converta para o codigo ASCII. Pedir para que os alunos troquem as frases

codificadas com outros grupos e decodifiquem as frases recebidas.
e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;

- A tabela ASCII com entradas em hexadecimais, como a Tabela 1.1.
e Avaliacao:

- Participacao dos alunos durante a explanagao do conteudo;

- Realizacao da atividade de codificacao e descodificacao em ASCII.
5% aula

e Tema: Codigos de controle de erros - preliminares.

e Tempo estimado: 50 minutos

e Contetido: canais de comunicagao; distancias de Hamming.

e Objetivos:

- Identificar o processo de transmissao de mensagens;

- Conceituar as distancias de Hamming como métrica.
e Estratégias de ensino:

- Reunir os alunos em semicirculo. Em seguida, execute a brincadeira “telefone sem
fio”. Essa brincadeira consiste em falar secretamente no ouvido da primeira pessoa uma
frase, em seguida essa pessoa repete a frase da forma que ele compreendeu para quem
estiver ao seu lado, esse processo se repete até que a frase tenha sido repassada para
todos. O ultimo deve dizer a frase como chegou até ele, normalmente distorcida.

- Através da brincadeira, iniciar um comentario sobre os canais de comunicacao.

Apresentar o video disponivel em
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https://youtu.be/Snil_9PW_UE

Conceituar seus elementos principais, como emissor, receptor e ruido. Enfatizar
o ruido, uma vez que seu conceito difere do uso comum, que apenas compreende os
ruidos sonoros.

- Expor o problema da certificagdao da recep¢ao correta, nem sempre possivel. Utili-
zar este fato para indicar a necessidade de medir a distancia entre as palavras recebidas.
Isto pode ser feito indicando que palavras como Paula e pauta sao mais proximas que
feijao e arroz.

- Conceituar a distancia de Hamming como métrica para cédigos. Dar exemplos

com os codigos jé utilizados.
e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;
- Video do YouTube;

- Apostila contendo um resumo da parte teorica da aula.
e Avaliacao:

- Comentérios durante a execucao das atividades;

- Execucao da brincadeira proposta.
62 aula
e Tema: Codigos de controle de erros - primeiros exemplos

e Tempo estimado: 50 minutos (pode ser ampliado em cerca de 30 minutos caso o
professor queira trabalhar as atividades da 7* aula nesse momento e ignorar o segundo

momento de feedback da oficina).)
e Conteudo: operacoes modulares; digitos verificadores.
e Objetivos:

- Compreender a aritmética modular como ferramenta para determinar restos;
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- Identificar e executar o processo de calculo do digito verificador de contas do
Banco do Brasil;

- Entender o processo de verificacao da validade de CPFs.
e Estratégias de ensino:

- Iniciar apresentando a aritmética modular como uma relacao entre ntmeros e
seus restos. Indicar que calculos modulares sao comuns no cotidiano, por exemplo, ao
indicar a adi¢ao entre 15 horas e 12 horas e resultar em 3 horas do dia seguinte, ao
invés de 27 horas.

- Explicar a notagao a (mod p) como sendo o resto da divisao de a por p.

- Apo6s uma maior familiaridade com o conceito de modulo, mostrar como funciona
o célculo do digito verificador de agéncia e da conta bancaria de um cliente do Banco
do Brasil como exemplo.

Para obter o DV (digito verificador) da agéncia, multiplica-se o primeiro digito por
5, o sequndo por 4, o terceiro por 3, o quarto por 2 e soma-se 0s resultados obtidos,
obtendo uma soma s. O DV serd o nimero d resultado de d = 11 — {s (mod 11)}.
O DV da conta € obtido multiplicando o ultimo algarismo por 2, o peniltimo por 3, o
antepeniltimo por 4 e assim por diante. Soma-se os resultados obtidos, chegando a um
valor s e calculando o DV como no caso da agéncia.

- Mostrar a imagem 6.1 e verificar a validade dos dados presentes no cheque.

Comn Banca Agincie 1DV Cch Coma c2 { Série
086 001 3005 8 9 14¥.115-1 9 001

s, [l MU, WIOVECEAST € Ciy

€ lisio REAS € pusecvia € Jotd

& BANCODOBRASIL
s vl CARLOS AUC

Figura 6.1: Cheque do Banco do Brasil com agéncia e conta destacados

- Apresentar a forma de calcular os digitos verificadores do CPF
Para encontrar o primeiro digito verificador, multiplica-se o primeiro digito por 10,

o sequndo por 9 e assim por diante, até multiplicar o ultimo por 2. Soma-se os valores
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obtidos e, com o valor s obtido determina-se dy através da equacao

di = 11 — {s (mod 11)}. O segundo digito é obtido multiplicando por 10 o segundo
digito, por 9 o terceiro digito e assim por diante até multiplicar por 2 o primeiro digito
verificador. E calculada a soma s dos valores obtidos e determina dy pela equagdo
dy =11 — {s (mod 11)}.

- Mostrar a imagem 6.2 e verificar a validade dos dados presentes no CPF.

: ? Rar.ecna PFe'd:aral

CADASTRO DE PESSOAS FiSICAS

Niimero de Inscrigio

. 234.167.398-84

"~ Nascimento

Figura 6.2: Cadastro de Pessoa Fisica (CPF)

e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;
- Dados de agéncia e contas bancarias;
- CPFs para exemplos;

- Apostila com os métodos de calculo dos DVs.
e Avaliacao:

- Participacao durante a explanacao;

- Desenvolvimento durante as verificacoes requisitadas.
7% aula
e Tema: Resolucao de exercicios envolvendo digitos verificadores.

e Tempo estimado: 50 minutos (30 minutos para resolugdo de atividades e 20

minutos para obter um feedback sobre os temas até aqui desenvolvidos).

e Conteudo: Digitos verificadores.
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e Objetivos:

- Resolver exercicios sobre os contetidos abordados nas duas aulas anteriores;
- Reservar um espaco para um segundo intercambio de experiéncias obtidas até
aqui. Verificar se algumas das expectativas ja foram atingidas e se existem outras

expectativas a serem alcancadas.
e Estratégias de ensino:

- Aplicar as atividades propostas no Apéndice B, presentes em [2| ou criadas pelo
autor.

- A atividade deve ser realizada em grupos. Apoés cada grupo concluir suas res-
postas, o professor deve recolhé-las e entregar a grupos diferentes para que efetuem
uma correcao com base em suas respostas. Ao final, o professor deve disponibilizar as
respostas corretas.

- Apos as atividades, o professor deve se dirigir a um dos integrantes de cada grupo
e pedir para que relatem o que aprenderam de novo com a oficina até este momento,
quais objetivos ja foram alcancados e quais ainda se almeja desenvolver. O professor
pode aproveitar este momento e expor os ganhos que ele obteve durante a mediagao

dessa oficina.
e Recursos didéaticos:

- Quadro e pincel;

- Questionarios com base no modelo proposto.
e Avaliacao:

- Observacao durante o desenvolvimento das atividades;
- Participacao de cada grupo nas correcoes e durante o momento de troca de expe-

riéncias.
8% aula
e Tema: Codigos Lineares - os Codigos de Hamming
e Tempo estimado: 50 minutos
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e Contetido: Conceito de codigos lineares; codigos de Hamming
e Objetivos:

- Apresentar os codigos lineares, suas propriedades e alguns exemplos;

- Introduzir os cédigos de Hamming, especialmente os codigos C(7,4)
e Estratégias de ensino:

- Iniciar apresentando o conceito de codigos lineares. Expor a relagao entre distan-
cias de Hamming e o conceito de peso de um vetor.

- Mostrar como encontrar a base de uma transformacao linear e, a partir dela, a
construcao de uma matriz geradora de um codigo linear e mostrar a forma padrao das
matrizes geradoras. Fazer isso através de exemplos.

- Introduzir os cédigos de Hamming, através de exemplos, focando neste momento
nos codigos da forma (7,4), ou seja, aqueles com palavras codificadas de comprimento
7 que transmitem mensagens de comprimento 4.

- Pedir para os alunos construirem matrizes geradoras para (7,4)-Codigos de Ham-
ming. E uma oportunidade para mostrar a equivaléncia entre os codigos construidos,
pois apenas sao distintos pela ordem de suas colunas.

- Conceituar codigo perfeito. Induzir o pensamento, através de operacoes, de que
os (7,4)-Codigos de Hamming sao perfeitos e mostrar uma demonstragao.

- Definir matriz teste de paridade. Fazer exemplos com as matrizes geradoras
obtidas.

e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;

- Apostila contendo um resumo dos temas abordados.
e Avaliacao:

- Participacao durante a explanacao;

- Desenvolvimento das matrizes geradores conforme requisitado.

92 aula
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e Tema: Codigos Lineares - Codificagao e Decodificacao

e Tempo estimado: 50 minutos

e Contetdo: sindrome de um codigo; codificacao e decodificagao de codigos lineares.
e Objetivos:

- Definir sindrome de um c6digo;

- Apresentar o processo de codificacao, através da multiplicacao do codigo da fonte
pela matriz geradora na forma padrao;

- Mostrar o processo de decodificacao, iniciando com o caso onde o peso ¢ menor

ou igual a um e seguindo para o caso geral.
e Estratégias de ensino:

- Comecar definindo sindrome de um vetor. Nesse momento, pode ser inserido o
conceito de classe lateral de um coédigo, fazendo isso através de exemplos, evitando o
uma apresentagao formal ao topico.

- Pedir para os participantes calcularem a sindrome de alguns vetores para deter-
minar se eles pertencem ou nao a um determinado codigo linear proposto.

- Mostrar o processo de codificacao através da multiplicacao pela matriz geradora,
fazer varios exemplos.

- Em seguida, apresentar os dois algoritmos indicados na Secao 4.4, mostrar um

exemplo de uso de cada um, podendo ser os mesmos apresentados na secao.
e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;

- Apostila contendo os algoritmos propostos.
e Avaliacao:

- Participacao durante a exposicao do contetudo;

- Realizacao da atividade envolvendo o céalculo de sindromes.

102 aula
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e Tema: Resolugao de atividades envolvendo codigos lineares.

e Tempo estimado: 50 minutos

e Contetdo: codigos de Hamming; codificacao e decodificacao de codigos lineares.
e Objetivos:

- Resolver exercicios que abordam a aplicacao de alguns codigos lineares;

- Realizar uma troca de experiéncias sobre o que foi desenvolvido ao longo da oficina.
e Estratégias de ensino:

- Aplicar a atividade proposta no Apéndice C, baseada em [11].

- A atividade deve ser realizada em grupos. Apoés cada grupo concluir suas res-
postas, o professor deve recolhé-las e entregar a grupos diferentes para que efetuem
uma correcao com base em suas respostas. Ao final, o professor deve disponibilizar as
respostas corretas.

- Apos as atividades, deve ser feito um momento de troca de experiéncias vividas
ao longo de todas as aulas. E importante que todos possam ter a oportunidade de

expressar os ganhos que foram obtidos e o que espera levar da oficina.
e Recursos didaticos:

- Quadro e pincel;

- Questionarios com base no modelo proposto.
e Avaliacao:

- Observacao durante o desenvolvimento das atividades;
- Participacao de cada grupo nas correcoes e durante o momento de troca de expe-

riéncias.
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Consideracoes finais

O presente trabalho foi elaborado de forma a divulgar aos professores a Teoria dos
Codigos. E claro que, devido a vastiddo do campo e sua constante evolucio, s6 é
possivel introduzir seus principais conceitos e algumas aplicagoes.

O motivador deste trabalho é a situac@o do ensino de Matemética no pais. Apesar
da constante cobranga em alterar a metodologia de ensino, majoritariamente exposi-
tiva, nao é fornecido meios que permitam aos professores conhecerem e utilizarem de
outras metodologias. A oficina exposta neste trabalho possui uma ideia. Mesmo que
diversos professores conhecam o funcionamento de uma oficina, existem aqueles que
nao compreendem todo o potencial em se trabalhar com essa metodologia.

A apresentacao do conceito de codigos, feito no Capitulo 1, é colocada de forma a
motivar o estudo, tendo como foco codigos bem presentes no cotidiano. Essa presenca
muitas vezes é imperceptivel, como no caso da codificacao de caracteres para compre-
ensao digital. Mesmo assim, sua importancia é inegavel. Os alunos escutam muito a
frase “A Matematica esta presente em todo lugar!”, aceitam isso como fato indiscuti-
vel, mas muito se perguntam sobre a utilidade de diversos contetidos apresentados no
curriculo escolar, principalmente aqueles presente no Ensino Médio. Os cédigos foram
escolhidos visando a influéncia da informéatica no comportamento atual dos alunos, de
forma a criar uma identificacao que permita ao professor introduzir conteidos mais
complexos, como os corpos finitos e espacos vetoriais.

Mesmo nao sendo componente curricular do Ensino Médio, os tépicos de corpos
finitos e espagos vetoriais tem importancia para o aluno nesta etapa da educacao.
Eles sao desenvolvidos com base no estudo de aritmética e algebra matricial. Mui-
tas vezes estes tOpicos sao encarados como inuteis pelos alunos. Muitos professores
nao conseguem apresentar exemplos de aplicacao que envolvam esses conhecimentos,
contribuindo ainda mais para perpetuar essa ideia. O desenvolvimento do Capitulo 2

apresenta definicoes e proposicoes de grande importancia na Matematica, o que por
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si sO ja justifica o estudo desses topicos. O professor deve levar em consideragao essa
importancia na hora de explanar sobre esses assuntos.

O Capitulo 3 foi inserido como introducao aos codigos corretores de erros. A rele-
vancia desse assunto se deve ao fato de ser recente, ja que iniciou seu desenvolvimento
a partir de 1960, além de explorar topicos antes vistos apenas como importantes para
a Matematica. Compreender que diversos avangos, tais como a obtencao de imagens
de Marte, s6 foram possiveis devido ao desenvolvimento desses codigos. O professor
pode utilizar o fato dos alunos terem conhecimento de diferentes codigos, aqui pode
ser citado os codigos verificadores e o codigo de barras, para mostrar a presenca da
Matematica. E possivel instigar uma pesquisa através de fatos corriqueiros, como a
possibilidade da leitura de codigos de barras mesmo rotacionados, a identificacao da
validade de CPFs mesmo sem o registro de todos os valores possiveis, entre outros.
Cabe ressaltar que é dever de todo professor incentivar a pesquisa por seus alunos,
assim, é necessario “concretizar”’ a Matemaética ensinada a eles.

Os codigos lineares aqui aparecem como uma forma de explanar o uso da teoria
dos codigos. Como exposto nos Capitulos 4 e 5, seu uso é importante para garantir a
precisio das informacoes recebidas. E de grande divulgacao como os aparelhos digitais
trabalham apenas com “zeros” e “uns”, mas poucos conhecem como isso pode ser feito
com qualidade.

O modelo de oficina, presente no Capitulo 6, é a contribuicao deste trabalho para
a comunidade. Como dito anteriormente, algumas metodologias de ensino sao pouco
utilizadas ou exploradas. A oficina é uma delas. O grande ganho de uma oficina ¢é a
possibilidade de executar o que é proposto, dessa forma, nao é necessario um dominio
absoluto pelo regente da oficina. As trocas de experiéncia durante o desenvolvimento
geram o conhecimento almejado. Permitir ao professor o acesso a uma proposta como
essa ¢ uma tentativa de contribuir com a modificacao da realidade.

A oficina nao foi executada, apesar de planos para sua execucao ainda neste ano.

Propoe-se que este trabalho possa ter continuidade. Ou na forma da execucao da
oficina aqui proposta e exposicao dos resultados obtidos, ou na forma de continuidade
do estudo sobre a Teoria dos Coédigos, explorando outros codigos algébricos ou os
codigos convolucionais.

Espera-se que, através da divulgacao deste trabalho, muitos professores se sintam
motivados a buscar as novas contribuicoes que a Matematica fornece a sociedade. Bus-
quem incitar os alunos a buscarem o conhecimento propiciado por elas. Que possam

sentir mais seguros quanto a importancia do seu trabalho para a formacao profissional e
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social de seus alunos. Que os professores se sintam incentivados a proporem atividades,
novas ou atuais, que busquem a melhoria do ensino, sempre almejando o desenvolvi-
mento académico de nossos alunos. Que a frase, tao temida pelos professores, “Para
que serve isso professor?”, seja motivo para mostrar a grandeza e a importancia que a

Matematica representa no desenvolvimento da sociedade.
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Apéndice A

Atividades para a 3% aula

Atividades Propostas

Questao 1. Converta o numero (54B892) para binario e para decimal.

Questao 2. Converta (10101011100001110101001101010100), para a hexadecimal

e para decimal.
Questao 3. Compute (2B)16 X (C1F)16 e expresse o resultado em hexadecimal.
Questao 4. Compute (101101)y x (1101) e expresse o resultado em binéario.

Questao 5. Como seria uma tabuada de adigao e de multiplicagao para nimeros

binarios? E para nimeros hexadecimais?

Questao 6. Para estender o conceito de base para ntimeros racionais, isto ¢, aqueles
que podem ser expressos em forma de fracoes, qual seria um modelo para executar esse

processo?

Questao 7. A partir do item anterior, converta os ntimeros 10,5 e 10,3 para
bindrio. As duas representacoes sao finitas? Elabore uma justificativa para o que

ocorre.
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Apéndice B

Atividades para a 7% aula

Atividades Propostas

Questao 1. O ISBN (International Standart Book Number) ¢ um codigo utilizado
para identificacao de livros e outras publicacoes nao-seriadas. Atualmente, conta com
13 digitos, sendo o tltimo um digito verificador. Sendo x; o i-ésimo digito desse cédigo,

o calculo do digito verificador é realizado através da equacgao

x13 = 10 — (21 + 3xe + 23 + 324 + - - - + 11 + 3x12)(mod 10).

Qual o digito verificador de um ISBN iniciado por 978-1420071427

Questao 2. Verifique a validade de seu CPF, conferindo os digitos verificadores.
Caso nao possua, utilize algum site que gere aleatoriamente um nimero valido de CPF.

Um site que permite gerar CPFs validos é o

http://www.geradordecpf.org/

Questao 3. Determinado CPF apresenta os seguintes valores

025.0076.601 — 75,

onde o simbolo [ esta representando um nimero ilegivel. Qual é esse nimero?
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Questao 4. Na imagem esta representada parte de um cartao do Banco do Brasil,
contendo a agéncia e o nimero da conta em destaques, mas sem apresentar os digitos

verificadores. Determine-os.

international

4001 8556 7808 210¢€

Figura B.1: Imagem para Questao 2
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Apéndice C

Atividades para a 10? aula

Atividades Propostas

Questao 1. No codigo de Hamming C(7,4), quais vetores deverao ser enviados se

deseja transmitir as palavras:
1. (0000)
2. (0010)

3. (0111)

Questao 2. Um receptor recebeu as palavras (1111111), (1011111), (0000111) e
(1111000) de um codigo de Hamming C(7,4). Quais foram as palavras transmitidas

originalmente?

Questao 3. Admitindo que uma mensagem @ = (101010101010101) recebida de

um codigo linear C' C F3® contenha no maximo um erro e seja

10111000111 1O0¢00
11011011001O01O00

1110110101O0O0O01O0

111101101000O0O0°O0°71
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a matriz de teste de paridade de C', pode se afirmar que ocorreu um erro de transmissao?

Qual a mensagem original transmitida?
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