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Resumo

De acordo com [1] o estudo de vetores, retas e planos é bastante 1til aos estudantes
do ultimo ano do ensino secundario (hoje Ensino Médio), principalmente aqueles que
desejam cursar engenharia, fisica, matematica ou quimica.

Esse trabalho tem como objetivo o estudo da reta e da circunferéncia sob uma
abordagem vetorial. Inicialmente sao introduzidos os conceitos vetoriais necessarios
a compreensao do assunto, sob forma de definicoes e proposicoes, para que o leitor
(aluno do Ensino Médio e ou professor) se aproprie das ideias de vetores no plano e no
espaco e, sobretudo, entenda as principais propriedades de vetores, com as quais serao
definidas as equacoes da reta e da circunferéncia.

Introduz-se a defini¢do de equipoléncia dada por Giusto Bellavitis, veja [2] (que é
basicamente a definicao de vetor que se conhece nos dias atuais) e também as definigoes
de dependéncia e independéncia lineares, angulo entre dois vetores, vetores opostos e
produto interno.

E também observado que todas as definicdes e propriedades mencionadas no plano
sao validas no espago R3. Por fim é definida a equagao da reta (usando a ideia de

produto por escalar) e, a equacao da circunferéncia (usando a defini¢cdo de norma).

Palavras-chave

Geometria, plano, reta, vetor, equacao da reta e equacao da circunferéncia.



Abstract

According to studying of vectors [1], straight and flats are considerable useful to the
students of the last year in high school, mainly those who wish to attend Engineering,
Physics, Mathematics or Chemistry.

This present paper has as its main focus the study of the straight and of the
circumference under a vector approach. Initially the necessary vectors concepts are
introduced so the subject can be comprehended under definitions and propositions,
so the reader (high school’s student) take ownership of the vector’s ideas in plan and
space and, above all, understand all the main vectors’ properties, with which will be
defined the equations of the straight and of the circumference.

It introduces the definition of the “equipolency” given by Giusto Bellavitis see it
at [2] (that is basically the vector’s definition that is known nowadays) and also the
definition of linear dependence and independence, angle between two vectors, opposite
vectors and internal product.

It is also observed that all definitions and mentioned properties in the plan are valid
in space R®. Finally it is defined the straight’s equation (using the idea of product by

scale) and, the circumference equation (using the rule definition).

Keywords

Geometry, plan, straight, vector, straught’s equation and cincumference equation.
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Introducao

“Uma inteligéncia modesta aliada a muito trabalho, frequentemente, pode

mais que uma inteligéncia brilhante e vadia.” Veja |7]

Este trabalho tem por objetivo mostrar para alunos de Ensino Médio, interessados
nos cursos de Matematica e areas afins, eventualmente, também a professores que
cursaram Ciéncias com habilitacdo plena em matematica, uma abordagem analitica
vetorial para o estudo da reta e, da circunferéncia; visando motiva-los a se interessarem
pelo assunto e prosseguirem no estudo desse ramo da matematica que é de bastante
importancia em estudos nas areas citadas.

Na secao 1 das Disposigoes Gerais da Lei 9.344/96, que estabelece as Diretrizes e
Bases da Educacao Nacional (LDB), o Art.22 afirma que a educagdo basica tem por
finalidades desenvolver o educando, assegurando-lhe a formacdao comum indispensavel
para o exercicio da cidadania e fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em
estudos posteriores (pag.09).

Nasegao IV, Art.35 (paginas 13 e 14) diz que o ensino médio, etapa final da educagao

béasica, com duracao minima de trés anos, terd como finalidades, entre outras:

I. a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino fun-

damental, possibilitando o prosseguimento de estudos;

IV. a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos produtivos,

relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada disciplina.

Motivado pelo fato de que a propria LDB assegura que o educando deve ser pre-
parado para estudos posteriores e também por ter encontrado uma consideravel difi-
culdade em concluir a disciplina MA23 (Geometria Analitica-PROFMAT/2013), por

nao ter estudado nada sobre o assunto (anteriormente), e ainda, por observar que os



alunos do Centro de Ensino Médio em que trabalho pouco ou nada sabem sobre ve-
tores, resolvi escrever sobre este assunto, abordando equacoes de retas e equacoes de
circunferéncias, algo relativamente familiar a alunos que cursam o Ensino Médio (e
também a professores graduados em Ciéncias com habilitacao plena em Matematica) o

que ao nosso entendimento facilita a compreensao da abordagem vetorial em questao.



Capitulo 1

Nocoes Primitivas

Neste capitulo serao apresentadas as nocoes primitivas e definicoes do ponto de
vista mais geométrico necessarias ao bom entendimento do assunto a ser abordado.

As nogoes (conceitos, termos, entes) geométricas sao estabelecidas por meio de
definicao. As nocoes primitivas sao adotados sem definicao. Neste trabalho, adotar-
se-a0 as definicoes de ponto, reta e plano , bem como os respectivos postulados como
no¢oes primitivas, veja [1].

Os pontos serdo representados por letras latinas maiusculas: A, B, C, ..., as retas
serao representadas por letras latinas mindsculas: a, b, ¢, ... , um plano sera represen-
tado por letra grega mintscula: «, 3,7,... € um vetor serd representado por: 1@ = .

Assumi-se que as demais notacoes a serem utilizadas sao conhecidas pelo leitor.



1.1 Vetores no Plano

Definicao 1.1.1. Um wvetor geométrico, ou simplesmente um vetor, é um segmento
ortentado, isto €, dentre suas duas extremidades uma € a extremidade inicial e a outra

¢ a extremidade final, ver Figura 1.1.

Figura 1.1: vetores opostos

Se for considerado A como a extremidade inicial ¢ B como a extremidade final,
entdo, serd obtido o vetor que inicia em A e termina em B, representado por z@ =
. Caso a extremidade inicial seja B e a extremidade final seja A, o vetor obtido é
representado por B—z>4 = ¢ = —u. Note que daqui se pode concluir que o sentido de /@
é oposto ao sentido de B—1>4, mas adiante o leitor concluira que esses vetores tém mesma

direcao.

1.2 Direcao de um vetor v

Definicao 1.2.1. Dado um vetor U, nao nulo, define-se a direcao de v como sendo o

conjunto das retas paralelas que contém os representantes de v.

Logo, dois vetores @ e ¢ tém mesma direcao, veja Figura 1.2, quando escolhidos
representantes AB=deCD = U, tem-se AB//CD.



Figura 1.2: r e s sao retas paralelas

1.3 Igualdade entre vetores

Definicao 1.3.1. Sejam os vetores 1@ =ue C? =7, ﬁ e @ sao ditos iquais se

0 quadrildtero ABDC' (com os vértices nessa ordem) for um paralelogramo.

L

>
0l

Figura 1.3: paralelogramo

E ainda, diz-se que AB e C'D sao representantes do mesmo vetor e pode-se escrever
AB=i=CD=7.

Da geometria euclidiana (defini¢do de quadrilatero), veja [1], os segmentos AB e
CD sao congruentes. No assunto sobre equipoléncia de segmentos, o leitor vera que

um mesmo vetor tem infinitos representantes no plano.

1.4 Mobdulo de um vetor

Definicao 1.4.1. O mddulo de um vetor u = @ € o comprimento do segmento AB,
denotado por ‘1@‘ = |u|.



Do que foi visto sobre igualdade de vetores nao ¢ dificil ver que o modulo de um
vetor é igual ao comprimento de qualquer um de seus representantes. Além disso,
considere um ponto qualquer do plano como um vetor, entao, esse vetor terd modulo
NULQO, pois um ponto nao tem comprimento e esse vetor terda modulo idéntico ao
representado por ]ﬂ] = 0, onde A representa um ponto qualquer do plano. Nao é

dificil ver que a distancia de um ponto a ele mesmo é nula.

Observacao 1.4.2. O vetor que tem extremidade final igual a extremidade inicial é

denominado vetor nulo.

1.5 Adicao entre vetores

Considere vetores nao nulos @ e U representados por A§ = 1, B(E = ¥, considere
ainda o vetor A(E = w, tais que a extremidade final de @ coincida com a extremidade

inicial de o, Figura 1.4.

Figura 1.4: adicao de vetores

Definicao 1.5.1. A soma de u = E com U = B? é definida como U+ U =w = 1@

E ainda, a soma de um vetor nao nulo @ com o vetor nulo 8 € definida por 7I+8 = 1.

Observacao 1.5.2. Para qualquer que seja o vetor v a soma deste com o seu oposto

¢ nula, ou seja, U+ (—0) =0 — 0=

1.6 Subtracao entre vetores

Definicao 1.6.1. Inicialmente escreva convenientemente os vetores i e U, nao nulos,
de modo que z@ =1ue B? =4 (Figura 1.5). Seja o vetor ﬁ = —U o0 oposto de U,

6
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entio o vetor AD representa U + (—v) = U — .

Observacao 1.6.2. Note que o vetor /@ € a soma de U+ U e pelo mesmo raciocinio

o leitor nao terd dificuldade em ver que o vetor E representa U + (—U) = U — .

Figura 1.5: subtracao de vetores

1.7 Multiplicacao de vetor por escalar

A operagao de multiplicagdo de vetor por escalar (um numero real qualquer). Sera

util nos assuntos que veremos a seguir.

Definicao 1.7.1. Dado um escalar k e um vetor @ = U, define-se o vetor kv das
sequintes maneiras: se k =0 ou U = 8, temos que kv = 8, por outro lado, se k # 0

ev# 8, temos que kv € o tnico vetor que satisfaz as sequintes condigoes:

(a) k¥ tem a mesma dire¢ao de U;

(b) [kU] = |K[|7];
(c) kU tem o mesmo sentido de U se k > 0, e se k < 0, entio kU tem sentido contrdrio
de U.
E comum dizer que k¥ é um multiplo escalar de 7. Se k = —1, o vetor —7 é

denominado vetor oposto do vetor ¥ (veja Figura 1.1).



Figura 1.6: produto de vetor por escalar

Proposicao 1.7.2. Dados os escalares k, ki e ky e os vetores v, 01 e U3, temos que

a operacao de multiplicacao por escalar goza das sequintes propriedades (cuja demons-
tragoes serao omitidas):

(a) (l{?lk’g)l_f = ]{31(]6217>,
(b) (k1 + k2)v = (k10) + (k20);

(c) k(v +v3) = (kvi) + (kva).



1.8 Uma abordagem analitica

Apos essa breve apresentacao vetorial geométrica sera feita uma abordagem ana-
litica, doravante o principal foco deste trabalho. Antes porém, serdao apresentadas
algumas definicoes que certamente serao de grande utilidade para a compreensao do
assunto.

Inicialmente defina-se um sistema de eixos ortogonais OX (eixo horizontal) e OY
(eixo vertical) sendo O a intersegdo desses, também chamado origem do sistema OXY

gerado pelos dois eixos citados, veja Figura 1.7.

Figura 1.7: plano OXY.

O sistema acima (onde sdo marcados os pontos representados em coordenadas car-
tesianas) é bastante conhecido por alunos do Ensino Médio como plano cartesiano
(R?), e, sabe-se que nesse sistema ¢ possivel marcar infinitos pontos, digamos o ponto
A = (z,y), B= (z0,%), C = (21,y1), etc. Isso significa que a cada par (z,y) é mar-
cado um ponto no plano cartesiano. Nao ¢ dificil ver que atribuindo diferentes valores
para x ou para y aparecerao diferentes pontos no plano.

De posse dessas informacgoes é possivel definir vetor em termos de coordenadas

cartesianas.

Definicao 1.8.1. Define-se em coordenadas cartesianas o vetor v = A§ como a

diferenca entre as coordenadas do pontos B = (x1,y1) e A = (z,y), isto €, U =

(T1 — 2,91 — y).

Note que o vetor U esta orientado no sentido de A para B.



1.9 Segmentos equipolentes

“Os métodos algébricos da Geometria Cartesiana de Fermat e Descartes
influenciaram enormemente a Matemética ao longo de quase 200 anos até
que foram necessarios métodos mais diretos e livres de coordenadas na

geometria.

Em 1832 Giusto Bellavitis publica um trabalho onde é apresentado o con-
ceito de equipoléncia entre segmentos que é, basicamente, a nocao de vetor
que conhecemos e que foi formalizada em 1844 por Hermann Grasmann no
seu Die Lieale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik ( Teoria

de Extensdo Linear, um novo ramo da Matemaética)”. Veja [3]

Definigao 1.9.1. Seja AB um segmento orientado com origem em A e extremidade
final em B, isto €, no segmento AB estd estabelecido um sentido de percurso de A para
B, seja também CD um segmento orientado no sentido de C para D (Figura 1.8).
Tais segmentos orientados sao ditos equipolentes, e sao escritos AB = CD, quando

satisfazem as sequintes propriedades:
(a) tém o mesmo comprimento;
(b) sao paralelos ou colineares;

(c) tém o mesmo sentido.

Figura 1.8: paralelogramo ABDC.

A proposicao a seguir fornece um critério para estabelecer se dois segmentos sao

equipolentes.

Proposicao 1.9.2. Dados os segmentos AB e CD, eles sao equipolentes se, somente
se, AD e BC' tém o mesmo ponto médio M. Em simbolos
AB=CD <= M de AD € também M de BC.
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Demonstracao

Usando o paralelogramo da Figura 1.8, basta notar que M é a intersecao das dia-
gonais BC e AD, portanto, AB = CD, isto é, AB e C'D sao equipolentes. W

A relacao de equipoléncia pode ser caracterizada em termo de coordenadas. Con-
sidere o sistema OXY, escolha convenientemente os pontos A = (ay,as), B = (b1, b2),
C = (c1,¢3) e D = (dy,dy) deste sistema.

Proposicao 1.9.3. O segmento AB é congruente ao segmento BC' se, e somente
se, (by —ay) = (dy — c1) e (by — az) = (dy — ¢2), ou seja, AB = BC < (b —a1) =
(d1 — Cl) (& (bg — CLQ) = (dg — 02).

Demonstracgao
Pela Proposicao 1.9.2 tem-se que
AB = BC <= M de AB é também M de BC.
Sejam M, e M, pontos médios de AD e BC' respectivamente, escreva-se
My = (add add) o £f, = (ia ie) Eptio,
AB = BC +— ‘”;rdl _ b1—5617 e ag-gdg _ bQ;CQ
<— a1 +di=b+tceay+dy=0by+ o
< bi—a1=di—creby—ar=dys—co. 1

Exemplo 1.9.4. Dadas as sequintes coordenadas no plano cartesiano A = (0,1),
B=(4,1) C =(2,5), determinar o ponto D = (x,y) de modo que AB = CD.

Solucao
Usando a Preposi¢ao 1.9.3 obtém-se
4—0=2—-2<4+= =06
l-1=y—5<4+= y=5

<~ D =(6,5)

Ainda sobre relacao de equipoléncia é permitido estabelecer a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.9.5. Sejam A e B pontos do plano. Seja o vetor v = 1@, entao U € o
conjunto de todos os sequimentos orientados equipolentes a AB, isto é, cada sequimento

equipolente a AB € um representante do vetor v.

O lema a seguir (cuja demonstragao sera omitida) é de fundamental importancia
para se entender a relacao das operacgoes definidas para vetores em um sistema carte-

siano predefinido.
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Figura 1.9: representantes do vetor v.

Lema 1.9.6. Se A = (za,y4), B = (zB,y), C = (zc,yc) € D = (xp,yp) sdo
pontos de um sistema cartesiano dado, entao os vetores E e @ sao congruentes se,

e somente se, Tg — X4 = Tp —XTc € YB — YA = Yp — YO-

e A I —— N )
B = (4,3
I = (1, 2) ( i )

2 £3)

A (D)
9]

P = (2,1) = (6, 1)
= - ¥ T
oL e ())1 2 3 A 5 & 7

Figura 1.10: representantes de u e de ¢ na origem.

Esse lema garante que, fixando um sistema de eixos OXY, todo vetor v desse
sistema admite um unico representante da forma ﬁ (Figura 1.10). De fato, se 7 = jﬁ,
com A = (x1,y1) e B = (x9,y2), entdo, ﬁ = ﬁ’, com P = (x9 —x1,y2 — 11), OU seja,
v = OP. Por outro lado, se OP, = O—P;, para vetores v; = (x1,y1) € U3 = (T2,Y2),
entdo o lema garante também que (z1 — 0,7, —0) = (22— 0,y, —0), isto &, v] = v3, isso
mostra que fixando um sistema cartesiano, todo vetor passa a ter um representante

U = (z,y) denominado representante canonico.
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1.10 Operacao de adicao de vetores em coordenadas

cartesianas

A operacao de adicao de vetores que a cada par de vetores u e ¥, associa um novo

vetor W = & + v, é definida do seguinte modo:

Definigao 1.10.1. Seja U = 1@ e seja C' o tnico ponto tal que U = ﬁ O wvetor

soma de i com U, € o vetor 4 + U = A(% =, Figura 1.11.

B — (b, &)

P o a3 C = (e, c=
e ((1«1, (12) it —— T — o} ( 1 2)

Figura 1.11: soma de vetores em coordenadas.

Na pratica, sejam A = (aj,a2), B = (b1,by), C' = (c1,¢2), tem-se fﬁ =u =
= (bl - a1,62 - CLQ), .@ =U= (Cl - bl,CQ - bg), e 1@ == (Cl — a1, Cy — CLQ). Note

Logo, pode-se concluir, sem perda de generalidade, que a operacao de soma en-
tre dois vetores se d4 somando abscissa com abscissa e ordenada com ordenada, dos

respectivos vetores.

Exemplo 1.10.2. Dados os pontos A = (2,1), B = (4,3), C = (5,6) e os vetores
1@ =, @ = v, oblenha o vetor 1@ =u+v.
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Solugao
Inicialmente obtenha o vetor 1@ = U+ U do sequinte modo,
u=(4-2,3—-1)=(2,2)
7=(5—-4,6-3)=(1,3)
logo, i+7=(2+1,2+3) = (3,5)
Observe que AC = (5—-2,6—-1)=(3,b)

1.11 Multiplicacao de vetor em coordenadas cartesi-

anas por escalar

Definicao 1.11.1. O produto do escalar X\ € R, por um vetor v = B € o vetor
AT = )\zﬁ, representado pelo segmento orientado AC, tal que:

(a) A, B e C sao colineares;

(b) d(A,C) = |\d(A, B) (onde d(A, B) ¢ a distdncia entre os pontos A e B e d(A,C)

é a distancia entre A e C);
(c) A=C se A=0;
(d) Os segmentos AC' e AB tém mesmo sentido se X > 0, e sentidos opostos se X < 0.

O leitor terd uma visao melhor examinando a Figura 1.6.
Na pratica, sejam os pontos do plano, A = (1,3) e B = (2,5), entao
U= f@ = (1,2), para obter )\f@, basta fazer \(1,2) = (A,2)); A € R.
Exemplo 1.11.2. Sejam A = (3,0), B=(4,1), C =(0,2), e D = (z,y). Determine
D tal que 2@ = @
Solugao
7=AB = (1,1) « 248 = (2,2)
T=CD = (r,y—2) = (2,2)
Portanto, D = (2,4). O grafico a seguir ilustra bem esse exemplo.
Observacao 1.11.3. Nao é dificil ver que @ e O? sao equipolentes, pois seu repre-
sentantes CD e OP sao diagonais dos retdngulos de lado comum CP, e os outros dois

~ H ~ —
lados também sao congruentes. Note que o vetor OB’ é um representante do vetor i

pois satisfaz a condicao de equipoléncia.
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= TD == (=AY

V- TS
T— AFEs
=a O] o 3 > 3 P 5
A= (3,0

-2

Figura 1.12: produto de vetores em coordenadas por escalar.

1.12 Dependéncia e independéncia lineares

Definicao 1.12.1. Dados os vetores u € v no plano OXY, firando um ponto P nesse
plano e, sendo PA e PB o0s respectivos representantes dos vetores u e U, temos 0s
sequintes casos:

Caso 1

PA e PB estao situados sobre uma mesma reta r. Isto ocorre se, somente se,
existir um numero real A tal que U = AU ou U = M e nesse caso os vetores u € U
sao denominados linearmente dependentes (LD) ou, simplesmente colineares. O leitor
poderd examinar a Figura 1.6, ela representa vetores LD.

Caso 2

PA e PB nao estao situados sobre uma mesma reta. Entao os vetores U e U
serao denominados vetores linearmente independentes (LI), além disso, a geomelria
euclidiana garante que irés pontos nao colineares determinam um plano, de acordo

com [5], logo PA e PB determinam um plano, Figura 1.13.

Sejam a e b escalares quaisquer. Uma expressao da forma au + bu é chamada
combinacao linear dos vetores @ e U. Se 4 e U sdo vetores colineares nao-nulos, entao
eles geram uma reta, ou seja, todos os vetores au + bU possuem representantes na
mesma reta. Reciprocamente, se r é uma reta sobre a qual existem representantes PA
e PB para os vetores i e U, e D um ponto qualquer de r, entao existe uma infinidade
de escalares a e b tais que ﬁ = au + bv.
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Figura 1.13: vetores LI

De modo analogo, nao é dificil ver que, se @ e v sao vetores coplanares nao-colineares,
entao todos os vetores da forma au+ bt possuem representantes sobre um mesmo plano
m. Reciprocamente, se m é um plano que contém os representantes PA, PB de @ e v,
e D é um ponto qualquer de 7, entao existe uma infinidade de escalares a e b tais que
PD — ati + b (veja [4]). Dai, segue-se que dois vetores nao-nulos e nao colineares,

geram um plano (veja Figura 1.13)

1.13 Angulo entre dois vetores

Definigao 1.13.1. Sejam u = E ev= z@ vetores nao nulos, o dngulo 0 entre @ e U
¢ definido como sendo o dngulo formado entre seus representantes. Logo, por definicao
o dangulo 0 = ZA € o dngulo entre os segmentos AB e AC, respectivos representantes

dos vetores U e U, Figura 1.14.

"T/";f BT e
A T — ACT = s
Figura 1.14: angulo entre os vetores Figura 1.15: angulo entre os vetores
U e U com mesma origem. U e U com origens diferentes.

No caso em que 4 = Ag e v = C’ﬁ, com A # C, é sempre possivel encontrar
— = — —
representantes A’'B' = @ e A’D’' = v, tais que A’B’//Ag, A’D’//Cﬁ em que 0 = LA,

Figura 1.15. Esse angulo 6 sera representado pelo menor arco.
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1.14 Norma de um vetor

Antes de definir a norma de um vetor é bom lembrar que é sempre possivel repre-
sentar em um sistema cartesiano predeterminado, um vetor qualquer por um segmento
com extremidade inicial na origem. E essa a ideia que sera utilizada aqui para definir

a norma de um vetor @ qualquer.

Definig¢ao 1.14.1. Dado o vetor i = (a1, az), chama-se norma de i, representada por

||d||, a disténcia do ponto (ay,az) a origem O = (0,0) do sistema predefinido.

Para calcular a norma de um vetor, basta calcular a distancia entre dois pontos,

nesse caso, se o vetor @ = (a, ay) entdo sua norma é

1] = v/(a1 = 0)2 + (a2 — 0) = \/(a1)? + (a2)?

Considere os vetores u, U e o escalar x. Tem-se que a norma de um vetor satisfaz

as seguintes propriedades, cuja demonstracoes sao deixadas ao leitor
(a) |1@l| = 0, ||@]] = O se, s6 se, @ = O;

(b) [zal] = ||lall;

() lla+ ol < [lal] + [o]].

Em uma simples observacao do exposto acima, o leitor concluird que a norma
é simplesmente o comprimento do vetor, portanto pode ser calculada pela distancia

entre os pontos de suas extremidades.

1.15 Produto interno ou produto escalar

Observacao 1.15.1. Dados vetores nao-nulos i e U, a proje¢io de @ sobre v (projzu

é a “sobra” do vetor i sobre o vetor U, isto €, o segmento AB da Figura 1.16).

Definicao 1.15.2. O produto interno do vetor i pelo vetor v € o produto da projecao
de 1 sobre U pelo comprimento de v.
Em simbolos

(@, 7) = ||v]|projsi
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Proposicao 1.15.3. O produto interno entre os vetores, nao nulos, i e v € dado pelo
produto de suas normas pelo cosseno do dngulo formado entre eles.
Em simbolos

(@, 0) = [[al[||v]|cost

Demonstracao

Observe que na Figura 1.16 o triangulo ABC' é retangulo em B.

1

T
DT O F L

Figura 1.16: triangulo retangulo em B.

Por relagao trigonométrica no triangulo retangulo, tem-se que

cos) = pT’O;?ﬁu = projzu = ||u]|cosd
u
Como (u, V) = ||V]|projzu; segue-se que (u, V) = ||[u]|||V]|coshd. N

Da ultima igualdade é facil obter o angulo entre os vetores @ e v usando a féormula

cosf = M
||| ]

E importante observar que o produto interno resulta em um nimero, ou seja, um

escalar.

= (b1, b2). Define-se o produto

Definicao 1.15.4. Dados os vetores 4 = (ay,a2) e U
interno em coordenadas do vetor i pelo vetor v por (U, V) = ((aq,as), (b1, b2)) = a1by +

agbg.
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Proposicao 1.15.5. Para quaisquer que sejam os vetores u, v, w, e o escalar A € R,

as sequintes propriedades sao verdadeiras:

(a) (u,v) = (v,u) (Comutativa)

(b) XN, v) = (M), V) = (i, (A\V)) (homogeneidade)
(c) (W, (u+ v)) = (W, u) + (W, V) (distributiva)

(d) (@, a) = ||a]>.

Demonstracao
Sera feita para o item (a) os demais ficam para o leitor.
Aplicando a Definigao 1.15.4, tomando @ = (ay, as) e U = (by, bs), tem-se que
(U, V) = ((ay,az), (b1, b2)) = arby + asby
Mas (¥, @) = ((b1,ba), (a1,a2)) = byay + baas
Portanto, (u,v) = (v,u). W
A seguir serd apresentado um importante resultado do produto interno entre dois

vetores nao-nulos.

Proposicao 1.15.6. Sejam vetores i e U nao nulos. Entao, o produto interno desses
vetores € nulo se, e somente se, eles sio vetores ortogonais (formam entre si dngulo de
90°), ou seja, (U,0) =0 <= u L v.

Demonstracao

Sejam AB e CD os segmentos representantes dos vetores u e ¥ respectivamente.
Entao @ e ¥ sao vetores ortogonais se, e somente se, o angulo # entre AB e C'D é um
angulo reto, isto ¢, um angulo de 90°; veja [1].

Usando a formula (@, 0) = ||d]|||0]|cosd, segue-se que (i, T) = ||d]|||7]|cos90", equi-
valentemente (i, 7) = 0, ja que c0s90° = 0. Por outro lado se (@, ?) = 0, temos que
||@||||T]|cosd = 0. Como u e ¥ sdo nao-nulos, segue-se que ||d||||7]| # 0, portanto

cost = 0, isso equivale a dizer que 6 = 90°, ou seja, @ e ¥ sao vetores ortogonais. W

Observagao 1.15.7. Dado o vetor nao-nulo @ = (a,b), define-se o vetor v = (=b, a)
como o vetor ortogonal a uw. O leitor pode facilmente verificar esse resultado usando a

formula (i, V) = 0.

Exemplo 1.15.8. Dados os vetores @ = (1,4) e ¥ = (—1,5), Calcule o produto interno

de U por .
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Solugao

Pela Definicao 1.15.4, tem-se

((1,4), (=1,5)) = 1.(—=1) + 4.5
=—-14+20
=19

Exemplo 1.15.9. Dados os vetores @ = (1,—2) e ¥ = (3,a), encontre o valor de a
para que o produto interno de iU por U seja 13.
Solucao
Pela Definicao 1.15.4, tem-se
((1,-2),(3,a)) = 1.3+ (—2)a
=3—2a
=13
<= 2a = —10
= a=—95.
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Capitulo 2

Vetores no espaco

Como foi definido vetores no plano, neste capitulo sera definido vetores no espaco.
Inicialmente, define-se um sistema de eixos ortogonais dado por trés eixos orientados,
digamos, OX, OY e OZ, dois a dois perpendiculares, em que O ¢é a origem desse
sistema. O leitor pode observar (Figura 2.1) que o ponto P = (z,y, z) é marcado no
espaco pela intersecao da reta paralela ao eixo OZ que passa pelo ponto de coordenadas

(z,y) e intersecta o plano que passa por z e é paralelo ao plano OXY .

F
=
T 5 P= (x,y, )
1 ___—
7 T
o 1
,.,/“""”’ff 1
] 1
K24 ~ 3
~
~

Figura 2.1: espaco OXYZ

Fixando uma unidade de comprimento, cada ponto P pertencente ao espaco definido
pelos eixos ortogonais serd representado por uma tripla de numeros reais (z,y, z),

denominada as coordenadas do ponto P = (z,y, z).
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Nesse espaco, assim como no plano, os vetores sao dados por segmentos orientados,
ou seja, cada segmento tem uma extremidade inicial e uma extremidade final. Nova-
mente, como feito no plano, pode-se, sem maiores dificuldades, representar qualquer
vetor 1@ por um vetor O? que associa seu ponto final P = (x,y, z) com o ponto inicial
na origem O = (0,0,0). E usual representar o vetor o = O? por ¥ = (a,b,c). Além
disso, a origem (0,0, 0) representa o vetor nulo 8 e, o conjunto de vetores do espaco é
dado por

V = {(z1,29,23);7, ER} = Rx R x R=R>.

2.1 Igualdade entre vetores e vetores paralelos

Definicao 2.1.1. Dois vetores nao nulos i e U sao ditos iguais, U = U se, somente
se, eles sao equipolentes, ou seja, tém mesma dire¢cao, mesmo sentido e mesmo com-

primento.

Proposicao 2.1.2. Dois vetores nao-nulos i e U sao paralelos se, somente se, existe
um escalar X\ tal que = AU, com A\ # 0 e v = %ﬁ

Demonstracgao

Primeiramente suponha que @ = \U. Entao, € imediato da Definicao 2.1.1 que i/ /.

Suponha agora que U e U sejam paralelos. Se i e U tém o mesmo sentido, considerando

que \ = % > (0. Nesse caso AU e U sao paralelos . Quanto ao comprimento
[[AT]| = [A[|9]] = ||—?HIWII = ||d]]
19|

Portanto 4 = M.

O caso em que U e U tém sentidos opostos, basta fazer A = —% e proceder de modo

Dj

andlogo. N

Observacao 2.1.3. Na Proposicao acima observa-se que se dois vetores nao-nulos
U e U sao paralelos, qualquer um deles é maltiplo escalar do outro. O mesmo acontece
seu =v= O. Porém, se um deles é nulo e o outro nao, digamos, U = 8 ev# 8,
entao U € maultiplo escalar de U (pois i = 0U), no entanto U nao é mailtiplo escalar de

—

u.
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Resumindo, para quaisquer vetores U e U tem-se que
(i) @//v <= 1=\ ou U= pti onde pn = 5;

(i) 7//T e T+ O = @ = AT, veja [4]

2.2 Vetores opostos

Definicao 2.2.1. Se AB ¢ um representante do vetor 4 = (a, b, c), entdao o vetor oposto

de i, indicado por —u, € o vetor que tem o representante BA ou qualquer segmento
. ? I 1 .

equipolente a BA como representante. Portanto —AB = —u = BA. Geometricamente

ver Figura 1.1.

Proposicao 2.2.2. Quaisquer que sejam o escalar A e o vetor U, valem as sequintes

igualdades:

(a) (=A)7=—(\);
(b) A(=0) = —(A0);
(c) (=A)(=7) = A0

Demonstracao

Para mostrar o item (a), note que (—\)¥' é o vetor oposto de AU, pois (—\)T+ A\J =
ANG—7) = O;

Usando o argumento do item (a), prova-se o item (b). De fato,
M%) + AT = AN—7+7) =0 = 0.
Inicialmente aplicando os itens (a) e (b), prova-se o item (c), isto é,
(=X)(=0) = =(A)(=V) = = [-A@)] = A0. B

Nao é dificil notar que o produto de um ntimero negativo por outro ntimero negativo,

por definicao, é positivo.
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2.3 Adicao de vetores

Definigao 2.3.1. Dado os vetores @ = (a1, a2,a3) e U = (b1, b, b3) a soma de @ com ¥

é definida por @ + U = (ay + by, ag + be, ag + b3).

Observe que as operagoes com vetores no espaco seguem as mesmas ideias utilizadas

no plano.

Exemplo 2.3.2. Sejam @ = (1,2,3) e 7= (1,4,6), entdo i+ 0 = (1,2,3)+(1,4,6) =
(2,6,9).

2.4 Produto de vetor por um escalar

Definigao 2.4.1. Dados os vetores i = (ay,aq,a3) e o escalar k € R, o produto de k
por U € o vetor U tal que U = kiu. Note que se k > 0 o vetor ¥ tem mesmo sentido de

i e sek <0, entdo o vetor U tem sentido oposto a U (veja Figura 1.6).

Exemplo 2.4.2. Sejam 4 = (1,3,5) e k = 2, entdo o vetor ¥ = kud é dado por
7 =2.(1,3,5) = (2,6, 10).

De modo geral, dados os vetores @ = (a1, as, as),v = (b1, by, b3) e W = (1, ca,C3), as

seguintes propriedades sao verdadeiras:

(c) Existe O tal que 9] + 4 = u; (para todo vetor )
(d) Existe —u tal que (—u) + 4 = 8;(para todo vetor @)
(e) (a+b)¥ = av + bU; (a e b numeros reais) e;

(£) (ab)v = a(bv).
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Com efeito, para demonstrar (a)
Sejam U = (ay, az, as), v = (b, by, b3) e W = (c1, ¢, ¢3). Entao,
(U +7) + W = (a1 + by, as + ba, az + b3) + (1, ¢, ¢3)

= (a1 + b+ 1,00 + by +co,a3 + bs + ¢3); (1)

= (a1, a9, a3) + (by + c1,ba + ¢, bs + ¢3)
= (al+b1+Cl,a2+b2+02,a3+bg+63). (]I)
Note que (I) = (/). N

As demais sao anélogas e ficam para o leitor.

i+ (7 + )

2.5 Soma de um ponto com um vetor

Definicao 2.5.1. Considere um ponto P e um vetor u. A soma de P com u é um

ponto () tal que o segmento orientado PQ) € representante de i, indicado por P + u
(Figura 2.2).

Em simbolos

Pt+ii=Q« PO =i

Q — P+ &

Figura 2.2: soma de ponto com vetor

Decorre dessa definicao o sequinte: quaisquer que sejam os pontos P e Q), P+I@ =

Q. Além disso, pode-se entender que P+ € o resultado do deslocamento de um ponto

material inicialmente situado na origem da flecha até a extremidade final da flecha.

A operagao que associa o ponto P+ ao par ordenado (P, 1) € denominada adi¢do

de ponto com wvetor.
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Proposicao 2.5.2. Dados os vetores © e v, e os pontos A e B, valem as sequintes

propriedades:

(a) (A+u)+v=A+ (d+7);

(b) A+ud=A+ 7= u=1; (cancelamento de ponto)
(c) A+ 4= B+ id= A= B; (cancelamento de vetor)

(d) (A—u)+u=A.
Demonstracao
Serd feita para o item (a), 0os demais ficam como exercicio.

Sejam B= A+ 1 e C = B+ U, pela Definicao 2.5.1, seque-se que

(A+ @) +7=B+BC=C

Por outro lado, tem-se que
At (@+7)=A+(AB+BC)=A+AC =C

Portanto,
(A+u)+v=A+(u+7). N

Proposicao 2.5.3. Sejam u e U vetores nao paralelos, entdao \u+ A¥ = 8 == A\ =
Ay = 0.

Demonstracao
Suponha que \; # 0, a igualdade A\ + A0 = 8 resulta em 4 = —;\—317, entdo i/ /7.
Contradicao ja que 4 e U sao nao paralelos, segue-se que A\; = 0. De modo analogo,

prova-se que Ao = 0. W
Corolario 2.5.4. Se i e U sao vetores nao paralelos, entao
/\1’lj+ /\227: )\36+ )\417:> )\1 = )\3 e )\2 = /\4

Demonstracao

M+ AT = Aol + AT = (A = Aa)T+ (Do — \)T= O
= AN —NM=0e -\ =

Equivalentemente \y = A3 e Ao =Xy, N
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2.6 Vetores linearmente dependentes (LD) e vetores

linearmente independentes (LI)

Nesta secao serd tratado com maior detalhe a definicao de vetores LD e LI, assunto

visto no primeiro capitulo.

Definicao 2.6.1. Seja n um nimero natural nao-nulo, define-se dependéncia linear e

independéncia linear de uma sequéncia uy,Us, U3, ..., U, dos sequintes modos:

(a) O vetor 4 = ayuj + ajus + ... + apuy,, onde o escalar a, € R, € linearmente depen-

dente se, somente se, U = 8, caso contrdrio € linearmente independente.

(b) Um par de vetores uj e uy € linearmente dependente se uy//uy. Caso contrdrio é

linearmente independente;

(c) Uma tripla ordenada uy,uy,u3 € linearmente dependente se os vetores uy, us e U3
sao paralelos a um mesmo plano. Caso contrdrio a tripla é linearmente indepen-

dente;
(d) Sen >4, entao qualquer sequéncia de n vetores € linearmente dependente.

Doravante serao usadas as abreviaturas LD e LI para designar vetor linearmente
dependente e vetor linearmente independente, respectivamente. E interessante observar
que se uma sequéncia de vetores é LI, entao qualquer permutacao dessa sequéncia
também é LI. O mesmo raciocinio vale para uma sequéncia de vetores LD (veja
Figuras 2.3 e 2.4).

Figura 2.3: (u, v, ) é LD. Figura 2.4: (4, v, w) é LI

Observacao 2.6.2. Dependéncia e independéncia lineares sao qualidades de uma sequén-

cia de vetores, nao dos proprios vetores. No entanto € comum dizer que “os vetores
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@ e v sao LI ou LD” veja [4], conforme o caso. O correto é dizer que o par de vetores

e
u,v € LD ou LI, ou ainda, a tripla ordenada i, v,w € LD ou LI, conforme o caso.
Isso, no entanto, nem sempre € verdade, por exemplo, tome dois vetores nao-nulos

paralelos, cada um deles é LI, mas u,v é LD.

Definicao 2.6.3. A igualdade v = M\uy + \ous + ... + A\, € definida como uma
combinacao linear dos vetores ui,us, ..., Un, ou ainda, U € gerado por uy,us, ..., U,. Os

escalares A\, Aa, ..., A\p, sao denominados coeficientes da combinacao linear.

Observacao 2.6.4. Nao € dificil ver que o vetor nulo € formado por qualquer com-
binacao de ui,us, ..., U,, para ver isso, basta tomar \y = Ay = ... = N\, = 0, isto €,
U = 0uy + 0us + ... + 0u,, representa um vetor nulo. Essa expressao € também conhecida

como expressao trivial do vetor nulo.

Exemplo 2.6.5. Seja w = 20, escreva trés expressoes diferentes do vetor nulo como
combinacgao linear de U e vU.

Solucao

A primeira € a solucao trivial, ou seja, 8 = 0u + 00. Sendo u = 2v, obtém-se
U+ (—20) = 8, por fim, escreva 3u — 6V = 8 Note que € possivel escrever infinitas

—

combinagoes multiplicando a igualdade @+ (—20) por um numero real A qualquer.

Exemplo 2.6.6. Sejam os vetores © = (1,2,3), v = (3,5,6) e W = (4,6,8), verifique
se w € combinacao linear dos vetores U e v.
Solucao
Pela Definicao 2.6.3, W € combinacgao linear de u e U se existem escalares a e b tal
que W = au + bv, ou equivalentemente
(4,6,8) = a(1,2,3) + b(3,5,6)
= (a,2a,3a) + (3b, 5b, 6b)
= (a + 3b,2a + 5b, 3a + 6b),

escrevendo o sistema

a+3b=4 (I
W=14q 2a+5b=6 (II)

3a+6b=8 (III)
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resolvendo (I1) e (II1)
| 2a+m=6 arn
w =

3a+6b=8 (III)

obtem-se a = % eb= %, verificando em (I), resulta % + 3% = 1—?? # 4. Logo W nao é

combinacgao linear de © com 7.

2.7 Angulo entre dois vetores no espaco

Definicao 2.7.1. Sejam os vetores u = E ev= 1@ no espago, o dngulo 6 formado

entre i e U € o dngulo formado entre seus representantes (veja Definicao 1.13.1).

2.8 Norma de um vetor

Definig¢ao 2.8.1. Dado o vetor i = (ay,az,a3), a norma de @ é o comprimento de .
Como feito na Definicao 1.14.1, para o cdlculo da norma basta calcular a distdncia do
ponto (ay,as,as) & origem O = (0,0,0), dada por

@] = /(a1 = 0)2 + (a2 — 0)2 + (ag — 0)2 = /(a1)? + (az)? + (az)?

Vale lembrar que todas as propriedades vdlidas no plano, sao também vdlidas no espaco.

Exemplo 2.8.2. Dados os pontos A = (2,1,4) e B = (3,1,5), calcule a norma do
vetor U = 1@
Solucao

Note que i =B — A= (1,0,1), logo a norma de u é dada por

1@l = V(1)2 + (02 + (12 = v2

2.9 Produto interno ou produto escalar

Definicao 2.9.1. A definicao de produto interno entre vetores mo espaco seque da
definicao 1.15.1, logo dados os vetores 4 = (ay1,as,a3) e U = (by,ba,b3), 0 produto

interno de U por U € dado por

W, 77> - <(a1’ a2, CL3)7 (bh ba, b3)> = a1b; + agby + agbs.
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Exemplo 2.9.2. Dados os vetores i = (2,—3,4) e ¥ = (a,3,5), obtenha o valor de a
para que (i, V) = 0.
Solucgao
Da definicao 2.9.1, seque-se que
(u,v) = ((2,-3,4),(a,3,5)) =0
= 20+ (—3).3+45=0
< 2a+11=0
-1

<:>CL:T.
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Capitulo 3

Estudo da reta e da circunferéncia

Neste capitulo sera feito um estudo, propriamente dito, da equacao da reta e da

equagao da circunferéncia sob uma abordagem vetorial.

3.1 Equacao da reta

3.1.1 Equacao paramétrica da reta

Sabe-se que dois pontos distintos determinam uma e, somente uma reta, veja [1].
Munido das propriedades e definicoes de vetores no plano e também no espaco, o
leitor nao tera dificuldade em entender como serao obtidas as equacoes da reta e da
circunferéncia, as quais serao determinadas neste capitulo.

Sejam A = (aj,a2) e B = (by,by) pontos distintos de um plano 7, entdo A e B
determinam uma reta r C 7, além disso, se P = (z,y) é um ponto qualquer de r, tal
que P # A e P # B, a Definicdo 1.12.1 garante que existe um escalar ¢ € R tal que
AP = t@, desenvolvendo essa equacgao, obtém-se

P—A=tB-A)

P=A+tB—tA

(x,y) = (a1, a2) + t(by,by) — t(ay, az)

z,y) = (a1, az) + (tby, the) — (tay, tas)
z,y) = (a1, az) + (tby — tay, thy — tas)
z,y) = (a1, az) + (t(by — ay),t(by — az))

) =
) =
) =
) =

o~~~
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Equivalentemente,

$:G1+t(b1—a1)
r= ,t e R.

y = as + t(by — ay)

Essa é a representacao da equacao conhecida por equacao paramétrica da reta r de
parametro ¢t (ou simplesmente equagdo paramétrica da reta), para saber mais consulte
[3]. E interessante observar que fazendo ¢ variar no conjunto dos nimeros reais, o ponto

P = (z,y) percorre toda a reta determinada pelos pontos A e B.

3.1.2 Equacao cartesiana reduzida da reta

Para se obter a equacao cartesiana reduzida, comumente conhecida nos livros de
ensino bésico, basta isolar o parametro t em uma das equacoes e substituir na outra,
veja

r=a;+tb—a)) <=ty —a)) =z —a

T—aq
b1—ay

Substituindo ¢ na equagdo y = as + t(by — az), obtém-se

Logo, t =

T—aq
bi1—aq

Yy =as+ (by — as), que é a equagao desejada.

Exemplo 3.1.1. Dados A = (2,1) e B = (5,4), obtenha a equagio paramétrica e a

equacao cartesiana da reta r que contém os pontos A e B.

Solugao

Suponha que P = (z,y) seja um ponto qualquer da reta r, e ainda, veja que o vetor
AB = (3,3) tem o representante AB na reta, logo existe um escalar ¢ € R tal que

AP = tAB

P A=tAD

P=A+tAB

(x,y) =(2,1) +1(3,3) < (z,y) = (2+ 3t,1 + 3t);

Logo a equacao paramétrica da reta r é dada por

r=2+3t
r= ,teR.

y=1+3t

Agora, isolando t na primeira equacao e substituindo na segunda, ficara determinada

a equagao cartesiana reduzida da reta r, veja
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r=243t =3 =0r—-2=1= 9”3;2, finalmente para y = 1 + 3t obtém-se

y=1+3(32) =y=a—1

E facil verificar que os pontos (2,1) e (5,4) satisfazem a equacdo.

Para determinar a equagao da reta no espacgo, basta usar o mesmo argumento e
proceder de maneira analoga.

Sejam A = (aj,as,a3) e B = (by,by,b3) pontos distintos pertencentes a R?, seja
ainda um ponto P = (z,¥, 2) qualquer de R?, com P # A e P # B. Entao, existe um
escalar t € R tal que

ﬁ = tﬁ. Entao,
P—A=tB-A)
P=A+tB-A)
(7,y,2) = (a1, a2,a3) +t(by — a1,by — az, by — as)
(x,y,2) = (a1 + t(by — ay), az + t(by — as), az + t(bs — as)).
Portanto,
r = a; +t(b1 — al)
r = y:a2+t(b2—a2) 7t€R
Z = asg +t(b3 - Clg)

O sistema acima representa a equagao paramétrica da reta r no espago, isto é, em
RS

Exemplo 3.1.2. Dados os pontos A = (1,2,3) e B = (3,5,6). Determine a equagdio

paramétrica da reta s que contém esses pontos.

Solucao

Suponha que P = (z,y, z) é¢ um ponto qualquer da reta s tal que P # A e P # B,
entao existe um escalar ¢t € R tal que

AP = tAB

P—A=tB-A)

P=A+tB—-tA

(x,y,2) =(1,2,3) +£(3,5,6) — (1,2, 3)
(x,y,2) = (1,2,3) + t(2,3,3)

(x,y,2) = (14 2t,2+ 3t,3 + 3t)
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Logo,

r=1+2t
s=9q y=2+3t ,t € R.
z=34+ 3t

Veja o esboco da reta s na Figura 3.1.

i At (123
1 7 z
1V Y

Figura 3.1: reta no espaco

3.1.3 Equacao simétrica da reta

Seja a equacao paramétrica da reta r de parametro ¢ que contém os pontos A =

(a1,a9,a3), B = (by, by, b3), representada a seguir

T = aq ‘l‘t(bl —(11)

r y:a2+t(b2—a2) 7t€R-

z = (13+t<b3 —ag)

E possivel, isolando o parametro ¢ em cada equagao, reescrever r do seguinte modo;

x—al‘ Yy — Qg 7z—a3

t t e

bl—a17 bg—ag b3-6L3
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equivalentemente,

T — aq Y — Qg Z — as

bl—al N bg—a,g B b3—a3
que é a equacao de r na forma simétrica.
Note que a equacao s6 tem sentido para by — ay # 0, by —as # 0 e by — a3z # 0.

Exemplo 3.1.3. Dados os pontos A = (3,5,1), B = (1,6,2), determine a equagio

simétrica da reta que contém os pontos A e B.

Solugao
Usando as igualdades 7= = by;_‘ffz = o, obtem-se
r—3 y—5 z-—1
-2 1 1

que € a equacao simétrica da reta que contém os pontos dados.

Observacao 3.1.4. Uma outra maneira de se determinar a equacao de uma reta é
o método adotado na Geometria Analitica, atribuido a René Descartes (1596-1650),
que consiste em associar a cada conjunto de pontos de R® uma equacdo ou sistema
de equagoes que o tenha por solucao, veja [7]. Antes disso é necessdria a sequinte

definicao.

Definicao 3.1.5. Qualquer vetor nao-nulo paralelo a uma reta chama-se vetor diretor

dessa reta.

Considere o vetor diretor U da reta r. Um ponto A pertence a reta r se, somente
se, (ﬁ, W) € LD, isto é, se existe um nimero real t tal que ﬁ = tu.

Equivalentemente, P = A+ tu

Essa forma de determinar a equacao da reta permite encontrar retas paralelas entre
st, portanto, é bastante vantajoso conhecer a definicao de vetor diretor da reta, para
saber mais veja [7]. No demais o desenvolvimento da equacio € andlogo ao que foi

visto mo inicio deste capitulo.
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3.2 Equacao da circunferéncia

3.2.1 Equacao cartesiana da circunferéncia

A definicdo dada em [8] ¢ que uma circunferéncia com centro C' = (a,b) e raio
r é o conjunto de todos os pontos P = (z,y) do plano equidistantes de C, isto é,
d(P,C) = /(x —a)>+ (y — b)2 = r. Elevando ambos os membros da igualdade ao

quadrado, obtém-se (x — a)? + (y — b)?> = r* (a equagao da circunferéncia de centro

(a,b) e raio r).
Neste trabalho sera definida a equacao da circunferéncia no plano levando em con-

sideracao a norma de um vetor C’?’.

Definicao 3.2.1. Fizando um ponto C' = (a, b) pertencente ao plano cartesiano, define-
se como circunferéncia o conjunto de todos os pontos P = (x,y) do plano, tal que a
norma do vetor (7’ é uma constante real v > 0 onde C' = (a,b) e r sdo respectivamente

o centro e o raio da circunferéncia (veja Figura 3.2).

A
5
’/4‘_‘\"\ it o
i 2 &Jﬁa’c}\ ( 27)
~ >
Bl s e e
\ ¥ o —i(a.®
~ ] -
\\‘-_"_”’
I r—
O a x

Figura 3.2: circunferéncia no plano

Para obter a equagao da circunferéncia basta calcular a norma (veja Defini¢ao 2.8.1)

do sequinte modo

ICPl| =V —aP+(y—b2=r
=m0 =r

= (v —a)’+ (y — b)* =17

que € a equacao da circunferéncia.
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Observacao 3.2.2. O que se pretende mostrar é que 0s infinitos raios da circunferéncia
sao representantes de infinitos vetores, além disso, a cada raio corresponde infinitos
sequimentos equipolentes, portanto, dado o centro da circunferéncia, qualquer vetor
do plano equipolente a um dos raios pode ser usado para o cdlculo da equacdo da

circunferéncia.

Exemplo 3.2.3. Dado o vetor U = (1,3) e seja P = (3,4) um ponto do plano, deter-
mine a equacao da circunferéncia que tem centro em P e que o raio € um representante
do vetor U.

Solugao

Como r € um representante do vetor U, entao da Definicao 3.2.1, seque-se que
7] =r = V1I2+ 32 =r <= r=V12+ 32 <= r = VI10.

Portanto, a equacao procurada é

(z —3)*+ (y — 4)* = 10.

3.2.2 Equacgao geral ou normal da cincunferéncia

Desenvolvendo a equagao da circunferéncia (z — a)® + (y — b)* = 72, obtém-se a
equagao x2 +y% — 2ax — 2by + (a® +b* —r?) = 0, que é a equagao geral da circunferéncia
descrita em |[8].

No ensino médio é comum as circunferéncias serem representadas por uma equacao
geral que pode ser reduzida a forma original pelo método de completar quadrado, veja

o exemplo abaixo.

Exemplo 3.2.4. Dada a equacdo geral da circunferéncia x* + y*> — 4z — 2y — 4 = 0,
obtenha a equagio da circunferéncia na forma (v — a)® + (y — b)* = r2.

Solugao

Completando os quadrados na equacio x* + y? — 4x — 2y — 4 = 0, tem-se que

2+’ —dr—2y—4=0

P —dr+4+y*-2y+1-4—-1-4=0

= —dr+4+y?—-2y+1=9

= (r—2P2+(y—1)7%*=9

que € a equacgdo da circunferéncia de centro (2,1) e raio 3.
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Para obter a equagao da circunferéncia no espaco (veja Figura 3.2.2) use a seguinte
ideia: fixe uma das variaveis, digamos, a variavel x # 0 e faca variar as demais nor-
malmente, de modo que a norma seja constante. Com esse argumento so serd possivel

obter equacoes de circunferéncias paralelas a um dos planos coordenados.

= e s X = (a: 2/ 5 “:)
s G R
/ : d N
1 = : )
\ g — (0.1I b, <),
N ' -
“~ P
-~ - — — — —/'?" S e —
I S o e ~ D
~
! ~

Figura 3.3: circunferéncia no espaco

Exemplo 3.2.5. Construa a equagao da circunferéncia de centro C = (2,3,4) e que
tenha raio de 2 unidades.

Solucao

Ezxistem “infinitas possibilidades”, porém, no caso deste trabalho, sao de interesse
0s casos em que a circunferéncia € paralela a um dos planos OXY, OXZ e OY Z.

No caso em que a circunferéncia é paralela a OXY, o conjunto de pontos da cir-

cunferéncia sao os pontos P = (z,y,4). Pela norma, tem-se

IPCI = =27+ (y =37 + 4= 47 =2
= (v -2+ (y—3)° =4

Como todo ponto P = (z,y,z) tem z = 4 a circunferéncia estd no plano z = 4, ou

seja, estd quatro unidades acima do plano OXY . Para saber mais recorra a [7].
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3.3 Posicao relativa entre uma reta e uma circunfe-
réncia

Veja trés casos possiveis (no plano) para posicoes relativas de uma reta s e uma
circunferéncia C.

Caso 1

A reta s é secante a circunferéncia C. Neste caso a distancia entre o centro de C' a
reta s € menor do que o raio r, isto é, d(C'P) < r. Logo a reta e a circunferéncia tém

dois pontos em comum.

d(c, P) = »

Figura 3.4: reta secante a circunferéncia
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Caso 2
A reta s é tangente a circunferéncia C'. Neste caso a distancia entre o centro de C
a reta s ¢ igual ao raio r, isto &, d(C'P) = r. Logo a reta e a circunferéncia tém um

ponto em comuin.

A(C, P) = 1

Figura 3.5: reta tangente a circunferéncia

Caso 3
A reta s é exterior & circunferéncia C. Neste caso a distAncia entre o centro da
circunferéncia e a reta, é maior do que o raio r, isto é, d(CP) > r. Portanto ndo ha

ponto em comuim.

d(C, I > r

Figura 3.6: reta exterior a circunferéncia

De modo geral, para se verificar a posicao relativa entre uma reta e uma circunfe-
réncia, usa-se as equacoes, verificando se ocorre(m) ponto(s) que satisfaz(em), ou ndo,

ambas as equagoes.
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Veja um exemplo de como obter a equagao da reta s tangente a uma circunferéncia

de centro determinado.

Exemplo 3.3.1. Dado uma circunferéncia de centro C' = (1,2), determine a equagao
paramétrica e cartesiana da reta s tangente a essa circunferéncia no ponto P = (3,4).
Solugao
Como P = (3,4) pertence a reta e também & circunferéncia, seque-se que o vetor
U= ﬁ = (2,2) € perpendicular ao vetor © = (—2,2) que € o vetor diretor da reta s.

Logo existe um escalar t tal que

r=3—2t
s = ,teR.

y=4+2t

que € a equacao desejada.

Para obter a equagao cartesiana, basta somar as duas equagoes (a primeira com a
sequnda) e resultard

x+y =71, equivalentemente y = —x + 7.

Verifica-se, ainda, que a norma de U fornece o raio da circunferéncia. De fato,

9]l = /@ + 22

=8=r

Logo a equagdo da circunferéncia é dada por (x — 1)? + (y — 2)? = 8. Note que
substituindo y = —x+7 em (x—1)>+ (y —2)? = 8, obtém-se a equagio x> —6x+9 =0
que tem como solugao um tnico ponto, pois A = 0, ou seja, a reta € tangente a
circunferéncia, confirmando o resultado do exercicio.

E facil notar que hd sempre um vetor com origem no centro da circunferéncia que

¢ perpendicular a uma reta dada.
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Capitulo 4

Aplicacoes

Neste capitulo serao apresentados alguns exercicios que serao resolvidos por meio
das defini¢oes e propriedades de vetores e o leitor podera verificar que nesses casos a

facilidade com que esses exercicios sao resolvidos ¢ bastante significativa.

4.1 Exercicio 1 [9]

Provar que o segmento de reta que une os pontos médios de dois lados de um

triangulo ¢é paralelo e igual & metade do comprimento do terceiro lado.

Figura 4.1: tridngulo ABC
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Solugao

Sejam D e E os pontos médios dos lados AB e AC, do triangulo ABC (Figura 4.1),
— =

respectivamente. Se B? =dad e BA = b, entao pelas Definicoes 1.5.1 e 1.6.1, segue-se

que

CA=CB+BA=—-a+b=0b-
Por outro lado,
BD = lbec—ﬁ 1CA=1L(-a)
Logo, o seguimento de reta que une D e E é
DE = BE — BD
— BC+CE - BD

—a—l- (b— )—%g

s
isso mostra que D ? é paralelo a B? e tem metade da intensidade de B? [ |

Outra solugao

Usando somente a Definicao 1.5.1 nos triangulos ADE e ABC, segue-se que

Zﬁl%—/ﬁ:ﬁmas,
ﬁ:%ﬂeﬁ:%@, entéoﬁ:%(B—zzH—z@)

Por outro lado,
BA+ AC = BC, logo DE = %B . Isso mostra o resultado desejado. I

4.2 Exercicio 2 (Uece)

Na Figura abaixo a reta r passa pelos pontos (4,0) e (0,3) e ABCD é um quadrado

cujo vértice C' esta sobre r.

Figura 4.2: reta tangente ao vértice C.
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O perimetro desse quadrado, em unidades de comprimento, é:

a) 6,4u. b) 6,8u. c) 2u. d)7u.

Solucgao
Determinando a equac¢ao paramétrica da reta r que tem vetor diretor v = (—4,3) e

que passa pelos pontos (4,0), (0,3) e C', obtém-se

r=4—4t
r= it e R.

y =3t

Mas C' = (a, a) pois ABCD é um quadrado, entao da equagao acima, segue-se que

a=4—4t
r= ,teR.

a=3t
4
7

a= 1—72, C = (%, %) e o perimetro do quadrado é 4—78u. Confira letra ¢) nas alternativas.

Substituindo a = 3t na equagao a = 4 — 4t, o valor encontrado para t é =, portanto

4.3 Exercicio 3 (Fuvest-SP)

Um quadrado esté inscrito numa circunferéncia de centro (1,2). Um dos vértices do
quadrado é o ponto (—3, —1). Determine os outros trés vértices do quadrado.

Solucao

Fsboco.

Figura 4.3: quadrado inscrito a uma circunferéncia.
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O vetor U = (4,3) ¢ diretor da reta que contém os pontos (—3,—1) e (1,2), além

disso (1,2) é ponto médio das diagonais (veja Esboc¢o), entao

-3 b-1
¢ ——)=a=5eb=5.

(172):( 5 ' 9

A outra diagonal tem vetor diretor @ = (—3,4) perpendicular ao vetor ¢. Logo a

equagao dessa diagonal é a reta

r=1-3t 4 10
r= dtER—S y=—-+ —.

— 244t 33

10—4x
3

a norma de v, segue-se que r = ||v|| = /16 + 9 = 5. Logo,

Cada vértice da diagonal em questao é do tipo (z, ), como o raio r é equivalente

Elevando ambos os lados da igualdade ao quadrado e fazendo os calculos necessarios,
obtém-se
2 =22 —-8=0

Esta equacao possui como raizes x1 = —2 e xo = 4, portanto os pontos sao
(5,5), (—2,6) e (4,—2).

4.4 Exercicio 4 (FC.Chagas-0)

Qual é a relacdo entre os vetores m, 17, p e 7 representados na figura?

Figura 4.4: vetores m,n,p e 1
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Solugao
Pela Definicao 1.5.1, segue-se que m+n = p+7. Veja que m e p tém mesma origem,
sendo que 7 tem origem na extremidade de m e 7 tem origem na extremidade de p,

satisfazendo a Definicao.

4.5 Exercicio 5 (PUC-0)

Para o diagrama vetorial abaixo, a Gnica igualdade correta é:

a)d+b=¢ bb—d=¢ ci-b=¢ db+ié=-a ei-a=a

Figura 4.5: vetores c?,l; e ¢

Solugao

Usando a Definicao 1.5.1 e notando que a extremidade inicial do vetor ¢ coincide
com a extremidade final do vetor 5, conclui-se que

b+é=a

—=di-b=2¢

Portanto, a alternativa correta é a letra ¢) (o objetivo desse exercicio é mostrar

quao 1til é saber as definicoes).
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

O trabalho que hora é concluido ndao tem a pretensao de tornar o leitor totalmente
conhecedor da teoria de vetores mas, pretende motiva-lo a prosseguir na investigagao
das varias possibilidades que esse ramo da Matemética oferece.

No primeiro capitulo sdo abordadas geometricamente as no¢oes primitivas, as defi-
nigoes e propriedades vetoriais. Em seguida o leitor tem a oportunidade de se apropriar
das definigoes e propriedades analiticamente (algébricas). A ideia de segmentos equi-
polentes ¢é introduzida e feita a definicao de vetor e suas propriedades em coordenadas
cartesianas.

O segundo capitulo aborda vetores no espaco. Sao definidas propriedades como
igualdade entre vetores, vetores opostos, etc. Nesse contexto fica claro que todas
as definicoes e propriedades vetoriais definidas no plano, também sao verdadeiras no
espaco.

No terceiro capitulo, faz-se o estudo da reta e da circunferéncia, usando definicoes
e propriedades estudas nos capitulos anteriores e no quarto capitulo sao apresentados
alguns exercicios como aplicacdo para que o leitor verifique a utilidade do que foi
estudado. Que fique claro: nao estao esgotadas as possibilidades das aplicagbes que

podem ser feitas utilizando vetores.
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