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Resumo

Desde os primordios, a humanidade tenta entender o universo, buscando regras e pa-
droes nos objetos que nos cercam, bem como relacoes entre si e entre eles e o mundo. Em
meio a esse desejo, percebe—se a estreita relacao existente entre a Matemaética e o mundo,
assim, na medida em que h& avanco nessa ciéncia, ha também avanco na compreensao do
mundo. Neste trabalho, propomos aos nossos estudantes de matemaética o incentivo de
demonstracoes como ferramenta que auxiliam na descri¢ao e compreensao de conhecimen-
tos matematicos. Tal ferramenta traduz o prazer em estudar matematica e desmistificar
o titulo de “vila”, além de conceber o seu verdadeiro papel desempenhado no progresso da
humanidade. No inicio, fazemos uma abordagem teodrica sobre Logica matemética, Teo-
remas, Defini¢oes, Teoria Matemética, Modelos axiomaticos, Técnicas de demonstracoes
e suas respectivas explanacgoes. Assim, entendemos que tais abordagens sao fundamen-
tais na construcao de uma boa redagao, manipulacao e compreensao de qualquer teorema
matematico a ser demonstrado. Durante as descri¢oes tedricas de nosso trabalho ressalta-
mos dois grandes legados gregos: Geometria Euclidiana e método axiomatico, que tanto
alavancaram esta ciéncia até os nossos dias. Em seguida, fazemos um breve comentario
sobre os ntimeros naturais e o Axioma de Inducao. No final, escolhemos a congruéncia
de triangulos, tema da geometria Euclidiana, onde a utilizamos para demonstragoes de

diversos teoremas geométricos bastante aplicados e conhecidos no ensino de matematica.

Palavras - Chave: Demonstracoes Matematicas. Teoremas. Método Axiomatico.

Congruéncia de Triangulos.



Abstract

From the beginning, mankind tries to understand the universe, searching for rules
and standards in the objects that surround us, as well as relations among themselves and
between them and the world. In the midst of this desire, we see the close relationship
between mathematics and the world as well, as there is advance in science, there is also
progress in understanding the world. In this paper, we propose to our math students the
incentive demonstrations as a tool to aid in the description and understanding of mathe-
matical knowledge. Such a tool translates happy to study mathematics and demystify the
title of "villain"in addition to design your true role in the progress of humanity. At first,
we make a theoretical approach to mathematical logic, theorems, definitions, Mathemati-
cal Theory, axiomatic models, technical demonstrations and their explanations. Thus, we
understand that such approaches are essential in building good writing, manipulation and
understanding of any mathematical theorem to be demonstrated. During the theoretical
descriptions of our work we emphasize two major Greek legacy: Euclidean geometry and
axiomatic method, which both have leveraged this science to this day. Then make a brief
comment on the natural numbers and the Axiom of Induction. In the end, we chose the
congruence of triangles, issue of Euclidean geometry, which we use for various geometric

theorems statements fairly applied and known in mathematics education.

Words - Key: Mathematical Statements. Theorems. Axiomatic Method. Congru-

ence of Triangles.
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1 Introducao

1.1 Justificativa e objetivos

Comecamos a lecionar Matemaética, em uma escola da rede privada de ensino da
Parnaiba—PI, no ano de 1994. Desde entao, lecionamos nas escolas de redes privada
e publica, da cidade de Teresina—PI, em turmas de ensino fundamental, médio e pré—

vestibular.

Neste trajeto, a oportunidade de lecionar esta disciplina fez com que aperfeicoassemos
os conhecimentos e desenvolvéssemos técnicas didéaticas a fim de ajudar nossos alunos na
compreensao da Matematica. Assim, notamos algumas falhas como: a falta de incentivo
nas Demonstragoes matematicas, a auséncia da Logica Matemaética, o ofuscamento da

Congruéncia de triangulos e a exclusao do Principio de Indugao.

No curso de Mestrado, pelo PROFMAT, ganhamos um verdadeiro suporte de conhe-

cimentos e idéias para colocarmos em pratica.

Assim, temos o orgulho de concretizar parte destas ideias neste trabalho, destacando
a importancia das Demonstracoes matematicas e suas técnicas seguidas da linguagem
formal da Logica Matematica, pois sao parcelas que resultam em um desenvolvimento e

dominio desta ciéncia por parte de seus praticantes.

Esperamos que o desenvolvimento deste tema desperte o habito, de demostrar e sobre

tudo motivar nossos estudantes.



2 Logica matemdtica uma
ferramenta na demonstracao

Os resultados matematicos devem ser expressos com a exatidao necesséria que exigem.
Assim quando uma pessoa diz a frase “Estarei ai num minuto!!!” significa que ela vai chegar
em pouco tempo. Ja levando esta frase para o lado matemaético, um minuto representa
mesmo, sessenta segundos e neste caso esta pessoa nao pode levar nenhum segundo a
mais nem a menos para chegar. A Matematica é uma ciéncia exata e ela funciona desta

maneira.

Dai usaremos, nesta ciéncia, frases que refletem cuidados especificos e diferentes, em
muitos casos, daquelas que costumamos usar e interpretar coloquialmente e é na Logica

Matematica que vamos aprender como isso é feito.

Apresentaremos as nogoes de Logica Matematica sem nenhum carater de aprofunda-
mento, destacando seu conhecimento nas demonstracoes matemaéticas e manteremos com
tal simplicidade certas formalidades que a teoria exige a fim de justificar sua primordial

nocao para o que vamos demonstrar e como vamos demonstrar.

Dado a importancia da Logica Matemética para o emprego coerente da linguagem,
nesta ciéncia, deixamos aos nossos estudantes, a mensagem, de incentivo ao seu estudo
como um requisito de aprendizagem, pois tal nocao mediara a construcao do que chama-

mos de raciocinio légico dedutivo.

2.1 Um pouco de logica matematica

De acordo com o dicionario Aurélio o conceito de frase pode ser dado de acordo com

um dos itens a seguir:

(i) Reunido de palavras que forma um sentido completo; locugao; expressao.



(ii) Seguimento regular, ininterrupto, de canto, de harmonia, que forma um sentido.
(iii) Falar sem frases: dizer apenas o necessario.
(iv) Fazer frases: falar ou escrever em estilo empolado e quase sempre oco de sentido.

(v) Frase feita: maneira de falar consagrada pelo uso.

A razao pela qual expressamos as defini¢goes acima de frase é justificada pelo sim-
ples fato de que trabalhar uma linguagem matematica requer entendimento, clareza e
objetividade da mensagem matematica de modo a evitar ambiguidades, que sao comuns
em figuras de linguagem ou metaforas e que as vezes sao bem apreciadas na linguagem

coloquial e também literaria.

Sabemos que a frase é o veiculo que utilizamos para comunicar um pensamento ou
ideia, seja, por palavras, seja por simbolos matematicos, incluindo sinais de acentuacao e

pontuagao.

Na Matematica, usaremos frases especiais conhecidas pelo nome de sentencas mate-
maéticas ou proposigoes, pois neste tipo de frase as ideais matematicas serao escritas sem
sinais graficos, acentuacoes graficas, somente com simbolos matematicos e obedecendo

certas condigoes que sao:

(i) Apresentam-se estruturadas como oragoes com sujeito, predicado e verbo.
(ii) Sao declarativas e afirmativas.

(iii) E obedecem dois principios.

Principio do Terceiro Excluido

Segundo o qual uma sentenga é verdadeira ou falsa nao possuindo uma terceira res-
posta.

Principio da Nao Contradigao
Nenhuma sentenca é ao mesmo tempo verdadeira ou falsa, logo nao existe contradicao.

Assim estas frases especiais que vamos utilizar devem possuir tais exigéncias pelo
simples fato de agregarem todas as caracteristicas a qual falamos para expressar uma ideia
matemaética e conservar sua objetividade com clareza, dai nao abrir margens para outros
tipos de frases que conhecemos tais como interrogativas, exclamativas, dentre outras, por

isso que serao chamadas de sentencas ou proposicoes.

Vejamos alguns exemplos de sentengas ou proposi¢oes, nas seguintes frases:



G) 2=1.
(ii) Existe x € R, x > 0, tal que x* > 10.

(iii) Todo ntimero divisivel por 10 é um ntimero par.

(iv) Se ai, as, ..., a, sdo termos de uma progressao geométrica de razao q , entao
n
a;(1—q")
E a,.=aq+a+...+a, =———.
— 1—q
1=

(V) V3+V2>V3+V2eV3+V2<V3+V2.

2.2 Valor légico de uma proposicao

Define-se valor l6gico de uma proposicao: verdade se a proposicao é verdadeira ou

falsa, caso nao é verdadeira.

Assim uma proposi¢ao ou sentenca matematica tem um tnico valor l6gico ao qual

atribui-—se ser verdadeiro ou falso (Principio do terceiro Excluido).

Tomando como exemplo as cinco proposicoes anteriores com suas respectivas nume-

ragoes, sao verdadeiras as proposicoes (ii), (iii) e (iv).

Dessa forma, podemos descrever que o valor logico dos itens (i) e (v) do exemplo

acima é falso e dos itens (ii), (iii) e (iv) é verdadeiro.

Denominamos uma sentenca ou proposicao matematica de valida, quando seu valor

logico verdadeiro, e nao valida, quando seu valor logico for falso.

Existem alguns tipos sentengas matematicas que nao possuem valor logico, porém,
com certos recursos podem possui—lo; tais sentencas matematicas sao simplesmente cha-
madas de sentengas abertas e possuem um valor incégnita ou variavel ou parte literal nao

conhecida.

Veja alguns exemplos:

(i) x+5 =7, verdadeiro ou falso?

(ii) x*> +y > cos(z), verdadeiro ou falso?

Os recursos que tornam uma sentenga aberta julgavel sao denominados de quantifica-

dores e temos dois tipos bem empregados que chamamos de quantificador universal e



quantificador existencial.

Para a caracterizacao simbolica do quantificador universal temos:
O simbolo (V) e varias op¢oes de leitura : “Para todo”, “Todo”, “Qualquer que seja”, dentre

outras.

Para a caracterizacao simbolica do quantificador universal temos:
O simbolo (3) e varias opgoes de leitura: “Existe”, “Existe um”, “Existe pelo menos um”,
dentre outras. Vejamos agora a funcao de um quantificador. Dé o valor 16gico das propo-

sicoes seguintes:
e VxeIN; x+5="7.

Falso, pois nem todo ntimero natural adicionado a 5 ¢ igual a 7.
e Vx € R, Jy € Qe Jze[—m] tal que x* +y > cos(z) .

Verdade, pois todo x real tem-se, x* é maior do que ou igual a zero e existe um y racional
cuja soma com X2, supera o cos(z), que pertence ao intervalo [—1,1], de acordo com o

intervalo de z.

A importancia do valor l6gico esta inserida no fato de que um dos grandes desafios
da matemaética é de descobrir e provar o valor logico de certas sentencas. Apesar de a
logica matematica visar ao estudo das relagoes entre sentencas sem se preocupar com
seu conteudo, ainda sim, é de boa e grande valia para demonstragoes matemaéticas, ja
que também envolve sentencas de certo modo relacionadas numa cadeia de raciocinio
dedutivo, em que vamos desvendar e usar uma série de valores l6gicos relacionados ou nao

com sentencas validas ou nao vélidas.

2.3 Tipos de proposicoes
2.3.1 Proposicoes Simples ou Atémicas

Sao sentencas matematicas que nao contém mais de uma proposicao em sua formagcao
e podem ser nomeadas por letras mintsculas de nosso alfabeto, para melhor comodidade
na notacgao.

Exemplos

(i) p:2=3



(ii) g:2 é um numero natural primo

(iii) s:1,009 € IN

2.3.2 Proposicoes Compostas

Sao sentencas que possuem varias proposicoes simples em sua formacao. Podem ser
nomeadas através de letras maitisculas de nosso alfabeto ou mesmo pelas letras mintsculas
das proposicoes simples, ligadas por certas palavras ou simbolos chamados de conectivos

logicos.

Sao conectivos da logica formal (simbolos): “nao” (~), “ou” (V), “ e’ (A), “se ..., entao

(=), “.. se, e somente se ... ().
Observacao 2.1. Os conectivos (simbolo) “nao” (~), “ou” (V), “e” (/\), “se ..., entdo
(=), “.. se, e somente se ...” («) sao chamados, respectivamente , de negag¢ao

disjungao , conjunc¢ao, condicional e bicondicional.

Observacao 2.2. E comum associarmos os conectivos de negacgao, disjuncdo, conjuncao,
condicional e bicondicional com a linguagem de conjuntos indicando a negag¢ao de um
conjunto A, pelo seu complementar (A), a disjuncdo de dois conjuntos A e B, por ANB
e a conjuncgao entre A e B, por AU B, a condicional entre A e B, por A C B, e a
bicondicional entre A e B, por A C B e B C A o que equivale dizer que A = B € notorio
dizer que a relagao entre conjunto e proposi¢ao pode ser dada através de duas sentencas

A(x) e B(x) duas sentencas matemdticas abertas referentes a certas condi¢oes satisfeitas

(ou propriedades) por elementos x de um conjunto universo U tal que

e A ={x € U;x goza das propriedades de A(x)}

B ={x € U;x goza das propriedades de B(x)}

A ={x € U;x ndo goza das propriedades de A(x)}

A UB ={x € U;x goza das propriedades de A(x)V B(x)}

ANB={x € U;x goza das propriedades de A(x) /\ B(x)}

A C B ={x € U;x goza das propriedades de A(x) — B(x)}

e (ACBeBCA)={xe€U;x goza das propriedades de A(x) <> B(x)}
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Cuidado, nao se deve confundir os simbolos. Assim ~, \VV e /\ sdo usados como conec-
tivos de sentencas, enquanto —, N e U sao usados para denotar operacoes complementar,

interseccao e uniao respectivamente de conjuntos.

Nao é objetivo nosso expor uma descri¢cao muito detalhada da relacao entre logica e
conjunto para nao desviar do principal tema (demonstragao), mais apenas de relatar que

tal assunto pode contribuir e muito para esta outra teoria axiomatica dos conjuntos.



3 Tabelas — Verdade

Toda proposicao matemaética obedece aos principios do terceiro excluido e da nao
contradigao podendo atribuir-lhe somente um dos valores logicos: V (verdadeiro), caso
a proposicao seja verdade ou F (falso), caso nao seja verdade, assim para dar o valor
logico de uma proposicao composta, usam—se dispositivos que chamamos de tabelas —
verdade, nas quais os conectivos atuam como operadores logicos das proposi¢oes simples
que formam uma proposicao composta. Na logica, o valor logico da proposi¢ao composta

depende dos conectivos e valores das proposi¢oes simples e nao somente de um deles.

As tabelas — verdade de um modo geral expressam o que denominamos de calculo
sentencional ou proposicional de proposi¢coes compostas. Para operar com estas tabelas é
necessario admitir os valores l6gicos dos operadores seguintes e cujas justificativas serao
omitidas por nos, pois a ideia é explorar a légica como noc¢ao de aplicagao para demons-
tragoes matematicas, ou seja, uma visao mais geral deixando o seu aprofundamento para

trabalhos que eventualmente sejam necessarios.

A tabela a seguir expoe o valor 16gico dos principais operadores 16gicos.

Pla|~p|pVaq|pAq|p—q|psq
V| V]| F Vv % Vv Vv
VIF| F Vv F F F
F|V]|V Vv F Vv F
F|F| V F F Vv Vv

Tabela 1: Principais operadores logicos

Assim, com base na tabela acima e com um certo conjunto de passos a serem seguidos
e que deixaremos para uma pesquisa mais especifica do assunto, chegamos a reproduzir

uma série de operagoes logicas de dadas proposi¢coes compostas.

Exemplo 3.1. Construir a tabela—verdade da proposicao p NV ~ p.



p|~p|pV~D
V| F V
F| V \Y

Tabela 2: Exemplo 3.1.

Exemplo 3.2. Construir a tabela—verdade da proposi¢cio p /\ ~ p.

p|~p|p/A~D
V| F F
F| V F

Tabela 3: Exemplo 3.2.

Exemplo 3.3. Construir a tabela—verdade da proposicao ~ (p — q¢ )+ (p/\~ q).

plal~q|lp—=aq|~(p—=aq |pA~q|~(p—=>qg)c(pA~q)
VIV] F V F F V
VIF[ V F \Y \Y Y%
FIV|]F V F F \Y
FIF| V V F F v

Tabela 4: Exemplo 3.3.

Exemplo 3.4. Construir a tabela—verdade da proposicao ~ q —>~ p.

Pl9|~9q|~pb|~gq—=~DPp
VI V| F F \Y
VIF| V F F
F|V| F \Y \Y
FIF| V \Y vV

Tabela 5: Exemplo 3.4.

E facil perceber que cada proposicdo simples tem dois valores logicos tinicos (V ou
F), logo se considerarmos uma proposi¢do composta sendo qi, (2, ..., n pProposigoes

simples o niimero de linhas a serem considerada com as possiveis combinacoes logicas de

suas componentes simples é dado por 2-2-...-2 (pricipio combinatério da contagem)
——
' n vezes
= 2" linhas.

Exemplo 3.5. Uma tabela — verdade de uma proposicao composta P(q1, 42, qs) sendo qq,

qg e qg.

Tem inicialmente uma tabela formada por 23 = 8 linhas, assim terfamos.
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|| | < < <) <2
o | < < =< <2
| <| | < 1| <| = <2

Tabela 6: Exemplo 3.5.

3.1 Condicional e Implicacao Loégica

Numa sentenga condicional P — Q, ou Se P, entao Q, interpreta—se que a proposicao

P é condigao suficiente para ) ou a proposicao Q é condicao necesséria para P.

Essa visao interpretativa da condicional pode ser inserida na proépria leitura da sen-

tencga condicional a fim de estimular o papel de P e Q , assim como evitar confusoes.

Observe a sentenca condicional abaixo:
“Se um triangulo é retangulo, entao o quadrado da medida da hipotenusa ¢é igual a soma

dos quadrados das medidas dos catetos”

Podemos escrever de outras maneiras distintas, tais como:

e “Um triangulo retangulo é condicao suficiente para que o quadrado da medida da

hipotenusa seja igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos”
ou

e “ A igualdade que revela o quadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos
quadrados das medidas dos catetos é condigao necesséaria para que o triangulo seja

retangulo”

Uma sentencga condicional P — Q se diz implicativa e simbolizada por P = Q se a

condicional for verdadeira.

De um modo geral podemos definir uma sentenca implicativa lancando a seguinte
ideia:
Tomando as sentengas compostas P(p1,p2,---,Pn) € Q(q1,q2,...,qn), dizemos que na

condicional.
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Se P(p1,p2,---,Pn), entdo Q(qi, g2, - - -, gn), ou simbolicamente, P(p1,p2, ..., Pn) —
Q(q1, 92, ---,qn) representa, na logica formal, uma sentenga condicional implicativa (ou
material), simbolizada por P(p1,p2,...,Pn) = Q(d1,92,...,qn), se independente dos
valores logicos das componentes simples pi,Pa,...,Pn € q1,92,...,qn. Tem a ultima

coluna de sua tabela verdade somente verdadeira.

Desta maneira, para verificar se uma sentenga composta e condicional é implicativa
(ou material), devemos fazer uso da tabela verdade e analisar se o resultado da tultima

coluna é verdadeira para quaisquer valores l6gicos das proposicoes simples que a constitui.

Exemplo 3.6. Verifique se a sentenca condicional (P /\ Q) — ( PV Q) € uma sentenca

implicativa.
PIQIPAQ|IPVQ|I(PAQ —=(PVQ)
VIV \Y \Y \Y%
VI|F F \Y \Y
F|V F \Y \Y
FI|F F F \Y%

Tabela 7: Exemplo 3.6.

Pelo resultado obtido verificamos que a sentenca (P A Q) — ( P V Q) é implicativa,
pois a tltima coluna de sua tabela verdade é verdadeira e podemos escrever (P /A Q) = (
PV Q).

Definimos sentenca implicativa valida, a sentenca P = Q, quando podemos deduzir a

sentenca QQ a partir da sentenga P, caso contrério, ela nao ¢é vélida.

Vejamos os exemplos abaixo:
Exemplo 3.7. N é um numero inteiro divisivel por 10 = N é um numero par.
Exemplo 3.8. N ¢ um nimero inteiro par = N? 4+ 1 € um nimero primo.

Observe que a sentenca de exemplo 3.7 é implicativa valida, pois todo ntimero
divisivel por 10 é divisivel por 2 e consequentemente é par, ja a sentenca do exemplo

3.8 ¢ uma implicacao nao valida pois se N = 8, temos N2 + 1 =65 = 5 - 13, logo nao é

primo.

3.2 Argumentacoes

Para uma melhor clareza do que é argumento lo6gico vamos usar inicialmente exemplos

nao matematicos e responder usando as sentencas abaixo como vocé pode concluir Q a
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partir de P?

Considere as sentencas:

e P: Pedro é piauiense.

e Q: Pedro é brasileiro.

Observe que, independentemente das maneiras usadas na analise das sentencas acima,
para concluirmos Q a partir de P, certamente usamos afirmacoes advindas do raciocinio
logico que chamamos de argumento. Portanto, definir argumento, de um modo geral,
significa dizer:

Dado um nimero finito de proposigoes p1, P2, ... , Pn que usamos para concluir Q, chama-—
se de argumento a qualquer afirmagao de que as sentencgas pi, pa, ... , Pn acarretam na

sentenga Q, logo diz—se a sentenga Q se deduz (ou se infere) das sentengas py, pa, - , Pn-

As sentengas pi, pa, ... , Pn que usamos para chegar a concluir  sdo chamadas de

premissas, e a sentenca (Q chama—se de conclusao.

No caso das sentencas anteriores, Pedro é piauiense é a premissa inicial usada para

deduzir que Pedro é brasileiro.

Voltando a pergunta feita no inicio, responderemos com uma argumentacao que usa-
remos para concluir a sentenca Pedro é piauiense a partir da sentenca Pedro é piaui-

ense.
e p;: Pedro é piauiense.

e po: O Piauf localiza-se no Brasil.

e (: Pedro ¢ brasileiro.

Usaremos as sentengas p; € ps para montar os argumentos a fim de deduzir q. De
fato, como Pedro é piauiense e o Piaui localiza—se no Brasil, entao concluimos que Pedro

¢é brasileiro.

Na conclusao de argumentos, podem ser usadas outras expressoes do tipo: portanto,

logo, concluimos, assim, consequentemente, dentre outros.

Chamamos de argumento valido aquele em que a conclusao é verdadeira, sempre que as
premissas forem simultaneamente verdadeiras. Caso a conclusao seja falsa para premissas
simultaneamente verdadeiras, entao o argumento nao é valido e o chamamos de sofisma

ou falacia.
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Um outro tipo de argumento logico—dedutivo utilizado, desde o tempo de Aristoteles,

¢ o silogismo, que tem a seguinte estrutura: X ¢ Y; Z é X. Logo, Z é Y.

Exemplo 3.9. Todos os homens sao mortais. Ora, Socrates € um homem. Logo, Socrates

€ mortal.

Considere o argumento nao vélido, Se 1 = 0, entao 1 = 1, e note que é possivel gerar

uma argumentacao verdadeira partindo de uma premissa falsa.

Ora, se 1 =0 (Falso), entdo 1 =1 (verdade), temos as seguintes premissas:

® Pll 1= 0,
e P 1=0e0=1;
e P3: somando os membros correspondentes da premissa Py, ou seja, 1 +0 =0+ 1,

concluimos Q: 1 = 1.

Na argumentagao anterior admitimos uma premissa falsa (0 = 1)e chegamos & con-

clusdo de uma outra sentenca verdadeira (1 = 1), mais o que aconteceu?

Na verdade, admitimos como suposicao, que se 1 = 0 ocorrer, entao podemos concluir
sentenca 1 = 1, logo admitir, neste contexto, a ocorréncia de uma sentenga nao significa

dizer que ela deva ser obrigatoriamente verdadeira.

3.3 Reciproca de uma Proposicao

Definimos reciproca da sentenca P = Q, a sentenca Q = P. No caso de uma

condicional Se P, entao Q, sua reciproca é definida como a sentenga Se Q, entao P.

A seguir, a reciproca da sentenca:

“Se o produto de dois niimeros terminar em 6, entao esses nimeros terminam em 6" é

(i) Se dois ntimeros terminam em 6, entdo o produto desses nimeros termina em 6.

(ii) Uma condicao suficiente para dois ntimeros terminarem em 6, ¢ que seu produto

termine em 6.

(iii) Uma condigao necessaria para que o produto de dois nimeros termine em 6, é que

esse numeros terminem em 6.
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Uma outra observagao a ser feita é que o valor logico de uma sentenga e sua reciproca
sao independentes. Assim, se uma sentenca condicional ou implicativa é verdadeira , entao
sua reciproca pode ser verdadeira ou falsa e o mesmo ocorre se a sentenca analisada for

falsa.

Observe o exemplo a seguir:
P: Pedro ¢é piauiense = Q: Pedro ¢ brasileiro, como ja foi visto anteriormente nas argu-
mentacoes, esta implicacao é verdadeira, porém na sua reciproca Q: Pedro é brasileiro
= P: Pedro é piauiense é falsa, pois existem brasileiros que nao sao piauienses, isto é, a
implicagao Q: Pedro é brasileiro é condigao necessaria mais nao suficiente para conclusao

de que P: Pedro é piauiense.

3.4 Bicondicional Légica

Quando uma sentenga condicional denotada por P — Q e sua reciproca Q — P ou
pela leitura “P é condicao suficiente para QQ e QQ é condi¢ao suficiente para P”, sao validas,

define-se assim, a bicondicional, denotada por P <+ Q, ou pela leitura, “P se, e somente

se Q.

Exemplo 3.10. A equacio ax®> +bx+c =0, com a,b,c € C e a # 0, admite raizes

—b + b2 —4ac

complexas X1 € Xg € uma condicao suficiente para que se tenha x; =

2a
—b — v/b?%2 —4dac _ _ o
oU Xo = 5 (popularmente conhecida nos livros de educagdo bdsica como
formula de delta), pois se considerarmos ax® +bx+c =0, para a # 0, podemos escrever
ax? +bx = —c, que corresponde a
, b c , b LAWY b\’
X+ —xXx=——=x"+2—x+|—) =(=—] —c,
a a 2a 2a 2a

b2 b\ ¢ b b\? ¢
que corresponde a ( x + — | = | — | ——, que corresponde a x+— = + — ] ——,
2a 2a a 2a 2a a

b b2 — 4ac —b + vb2 —4ac

que corresponde a X = ~5q + e assim concluimos que x| =
a

4a? 2a
—b—+vb2—4ac o . .
€ Xg = g sao as possiveis raizes complexas da equacao dada, dai a equa-
. i . —b + Vb2 —4ac
cao ax? +bx+c =0 € uma condicio suficiente para se chegar x; = ou

2a
—b — /b2 —4ac

X9 = 5 as suas raizes CO?TL[)Z@J]@S.
a

—b + b2 —4ac

2a

De modo andlogo, se partirmos de dois valores de x tais que X =
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—b — /b2 —4ac —b £ /b2 —4ac

ou Xo = , €SCTEVEemOoS X = 5 e chegamos a igualdade
a

2a
2ax+b = £v/b? —4ac. Logo em sequida elevando os dois membros ao quadrado, obtemos
4a%x? + 4abx + b% = b% — 4ac que corresponde a igualdade 4a*x? 4+ 4abx + 4ac = 0.

Como a # 0, basta dividir todos os membros por 4a e concluir que ax? +bx+c¢ = 0.

—b + v/b2 —4ac —b — b2 —4ac

Assim x; = 5q oU Xg = 7a , com a # 0 € condigcao

suficiente para se chegar d igualdade ax® +bx + ¢ = 0.

De acordo com as condicoes descritas anteriormente dizemos que a equacdo ax?® +

bx+c =0, com a,b,c € C e a # 0 € condi¢cao necessdria e suficiente para se chegar

—b + b2 —4ac ) B —b—+vb2—4ac .

U Xy = , 1sto € um caso de
2a 2a

as raizes compleras X, =

bicondicional.

Notemos acima que os modos utilizados para validar a condigcao “Se P, entao Q7 e

sua reciproca “Se Q, entao P, sao independentes.

Outra maneira diferente de enunciar o exemplo acima € usando a linguagem de con-

juntos, ou seja, “Se R = { raizes complexas da equacio ax> +bx+c =0, a,b,c € C e

b+ Vb2 4
a#0teS= b 2}; ac
que RC S eS CR, logo R=S.

}, entao R = S”. Neste caso a conclusao surgiria do fato

3.5 Equivaléncia Loégica

Se P = Q e, simultaneamente, sua reciproca Q = P sao validas, entao dizemos que

tais sentencas sao logicamente equivalentes e denotamos este fato pelo simbolo P & Q.
Vejamos, a seguir, um modo prético de definir uma equivaléncia logica:

Tomando as sentengas compostas P(p1, p2,...,Pn) € Q(q1, g2, .., qn), dizemos que
Se P(p1,p2,--.,Pn), entdao Q(q1,qs, ..., qn), representa uma sentenga bicondicional im-
plicativa (ou material) e simbolizada por P < Q, se independente dos valores l6gicos das
componentes simples p1,P2,...,Pn € q1,q2,...,(n tem a dltima coluna de sua tabela

verdade somente constituida pelo valor logico verdade.

Exemplo 3.11. Considere a sentenga «~ (p — q) <> (p/\ - q).
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Pld|lvq|p=>q|-pP=>d|[pPA~q|~(p—>9g) < (pPA~(q)
VIV] F v F F V
VIF| V F V V V
F|V]F V F F V
F|F| V v F F %

Note que a bicondicional € implicativa logo, «~ (p — q) <= (p/\ ~ q).
Opcoes de leitura para P < Q:

(i) P, se e somente se Q.
(ii) Se P, entdo Q, e reciprocamente.

(iii) P ¢ condicdo suficiente para Q e reciprocamente.

3.5.1 Interpretacao da Equivaléncia Loégica

A definicao de equivaléncia nao se restringe a somente duas sentencas, mas pode
envolver varias delas entre si, assim, considerando as sentencas Py, Po, ..., Pn_1, Pn,
equivalentes entre si, dizemos que Py, Py, ..., Ph_1, Py, sao equivalentes se ocorrer P; <

Py ... P11 < P

Esta abrangéncia da equivaléncia é importante na Matematica, pois torna possivel as
simplificagoes, onde podemos permutar uma grande sentenga com outra equivalente e de

melhor conveniéncia para o trabalho.

Exemplos de algumas aplicacoes de equivaléncia logica na resolucao de problemas

matematicos:

Exemplo 3.12. Prove que dois nimeros reais, a e b, com a #0 e b # 0, sdo iguais.

Demonstracao. Basta provar qualquer uma das sentencas abaixo, pois sao equivalentes.

a—b=0&(ag<bea>b)e —=1&]a—b|<e Ve>0

S'le

]

Exemplo 3.13. Vejamos agora um exemplo historico, onde apresentamos a versao ori-
ginal de uma sentenca matemdtica que, denotaremos por P, e conhecida como quinto

postulado de Fuclides em seu livro Elementos.
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Demonstracao. P: Se uma reta intersecta duas retas formando angulos interiores de um
mesmo lado menores do que dois retos, prologando—se essas duas retas indefinidamente

elas se intersectarao no lado em que os dois angulos sao menores do que dois retos.
Agora observe uma versao equivalente da sentenca P | onde denotaremos por R.

R: Por um ponto fora de uma reta , passa uma e somente uma reta paralela a reta
dada.

As versoes P e R, dadas acima, sao equivalentes e simbolicamente representadas por
P & R.

Note que a primeira sentenca é longa e bem mais desgastante para manipulacao mate-
mética do que a segunda que é pequena e precisa. Portanto a equivaléncia logica permite
a substituicao de sentencas mais complicadas de se trabalhar por sentengas mais simples

de manipular.

]

Exemplo 3.14. Determine o conjunto solugao da equacao x> —4x+3 =0, sendo U = R.

Solugdo. Lembre-se de que o conjunto solugdo (S) de uma equagdo é um conjunto
dos valores de x que a tornam uma sentencga verdadeira e esta contido no seu conjunto

universo (U).

Para chegar a este conjunto solucao, vamos estabelecer algumas sentencas Py, Ps,
P3, P4 e P5 de correspondéncia implicativa, mais a quantidade de sentencas depende da
equacao a ser analisada, assim pode ocorrer que Pi: x2—4x+3 =0 = Py: (x—1)-(x—3) =
0=P3;:x—1=0o0ux—3=0=P,:x=1o0oux=3= P;5:x € {l,3}, note que
P; = Py = P3 = P, = Pj é valida.

Porém a sequencia de implicacoes acima nao revela quem é o conjunto solucao, isto &,
apenas sugere que a raiz, caso exista, deve necessariamente pertencer ao conjunto {1, 3},

logo, isso mostra que, S C {1, 3}.

Vejamos agora sua reciproca:
Py:xe{l,3}=Ps:x=1loux=3=P3:x—1=00ux—3=0=Py:(x—1)-(x—3) =
0= P;:x? —4x+ 3 =0, veja que a reciproca garante que {1, 3} esta contido em S, como
S c{l1,3}e{l,3} C S, entao S ={1,3}. E concluimos que Py, P5, P3, P, e P5, sdo sentencas

equivalentes.

Exemplo 3.15. Determine o conjunto solugio da equagio /x = x — 2, sendo U = R.
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Solucio. Note que esta equacao s6 admite raizes reais para x — 2 > 0, assim /X =
x—2=(Vx)P?=x—2P=x=x—4dx+4=>x>-5x+4=0= (x—1).(x—4) =0=
x =1 oux =4 = x €{l1,4}, note que o procedimento até esse ponto foi provar que, se
algum valor x for raiz da equagao v/x = x — 2, entao x € {1,4} ou que S C {1,4}; nada em
principio assegura ser x = 1 ou x = 4 alguma das raizes procuradas ou, sequer que tais
raizes existam. Assim fazendo o caminho reciproco, temos x € {1,4} = x=1oux =4 =
(x—1)-(x—4) =0 = x2—5x+4 =0 = x = x> —4x+4 = (V/x)? = (x—2)? = /x = x—2,
desde que x —2 > 0, onde x > 2. Assim {4} C S, dai concluimos que S = {4}.

Observe que para ganho de tempo, na equacao acima, é melhor fazer a substitui¢ao
dos valores encontrados na implicacao da equagao original, porém uma discussao apurada
desse aspecto usando a implicacao e sua reciproca ajuda a compreender melhor o papel

da equivaléncia de sentencas logicas.

Exemplo 3.16. Prove que, para x,y,k inteiros, tem-se x + 4y = 13k & 4x + 3y =
13(4dk —y). Conclua que 4x + 3y e x + 4y sao divisiveis por 13 para os mesmos valores

inteiros de x e y.

Solucgao.

X+ 4y = 13k <= 4x + 3y = 4(x + 4y) — 13y = 13(4dk —y).

Reciprocamente,

4x + 3y = 13k = x + 4y = 10(4x + 3y) — 13(3x + 2y) = 13 - (10k — 3x — 2y).

3.6 Teoremas

Sem divida um dos pontos culminantes da Mateméatica contemporanea sao os teore-

mas.

Teoremas sao sentencas matematicas validas, cuja validade é garantida por demons-

tracoes matematicas.

Desde a educacao béasica trabalhamos com muitos teoremas, alguns nao percebidos e
outros bem famosos como o Teoremas de Pitagoras, o Teorema de Tales, o Teorema de

Stewart, o Teorema de Girard, dentre outros.

Lembramos do importante papel dos teoremas na Matemética, pois sao usados para

facilitar manipulagoes de outros elementos matemaéticos.
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Ressaltamos que os teoremas nao possuem origens por si s6, ou seja, sao frutos de uma
complexa combinacao que envolve conceitos primitivos, axiomas, defini¢oes, raciocinio
logico-dedutivo e dominio de conhecimentos mateméticos conquistados por experiéncias

adquiridas com o passar do tempo.

Todo teorema ¢é estruturado em duas partes de grande importancia para sua demons-
tragao que sao:
HIPOTESE(S): condicio(des) que aparece(m) no enunciado do teorema e por ser(em)

indispensavel(eis) devem ser usadas na sua demonstragao.

TESE: Também aparece no teorema e constitui a parte que se deseja demonstrar.

De um modo geral se diz que a hipoétese ou hipdteses, casos haja mais de uma, é a

causa matematica e a tese é o efeito.

Para facilitar a demonstrac¢ao de um teorema é importante separarmos a(s) hipotese(s)
da tese, e a partir dai usamos um raciocinio légico- dedutivo a fim de construir a ligacao
entre a causa e efeito, ou seja, a conclusao matematica de sua validade caso seja uma

sentenca verdadeira.

Para efeito didatico é comum enunciarmos um teorema usando uma implicagao logica

ou uma condicional separando a(s) hipotese(s) da tese.

HIPOTESE(S) = TESE
ouU
Se HIPOTESE(S), entao TESE

Exemplos de alguns teoremas e suas partes:

Exemplo 3.17. T,: n é um numero inteiro divisivel por 10 = n € um numero par.

HIPOTESES: (i) n é um ntimero inteiro e (ii) n é um namero divisivel por 10.

TESE: n é um ntmero par.
Exemplo 3.18. Ty: Se as diagonais de um retdngulo se intersectam em um dngulo reto,
entao ele € um quadrado.

HIPOTESES: (i) Considere um retangulo (ii) as diagonais do retangulo formam angulo
reto.

TESE: o retangulo é um quadrado.
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Exemplo 3.19. T; (1% versao): Um nimero cuja soma de seus algarismos € divisivel por

9 também € divisivel por 9.

Note que no enunciado do teorema Tz nao temos uma implicacao logica ou condicio-
nal, o que nao permite distinguir hipotese de tese, porém podemos adaptd-la ao sequinte

enunciado:
T3 (2% versao): Se m € numero inteiro cuja soma de seus algarismos for divisivel por
9, entao n € divisivel por 9.
HIPOTESES: (i) n é ntimero inteiro; (ii) a soma dos algarismos de é divisivel por 9.
TESE: n é divisivel por 9.

Exemplo 3.20. T, (1% versao): sen(a+b) = sen(a) cos(b)+sen(b) cos(a), Va,b € R. De
modo andlogo ao que vimos, no exemplo 3.21, podemos escrever este teorema na linguagem

mmplicativa que se seque:

T, (2% versao): Se a,b € R, entao sen(a+ b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a).

HIPOTESES: (i) a,b € R.
TESE: sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a).

E importante observarmos que teoremas vélidos do tipo: P = Q (Se P, entdo Q) de
reciproca: Q = P (Se Q, entao P) verdadeira, sdo teoremas equivalentes. Assim para
demonstrarmos de tais teoremas, devemos fazé-la nas duas etapas P = Q e Q = P, sendo
validas usamos a simbologia P < Q (P se, e somente se Q). Veja alguns exemplos abaixo

de teoremas equivalentes.

Exemplo 3.21. Um numero inteiro termina em 0 ou 5 se, e somente se, € um multiplo

de 5.

Exemplo 3.22. Um polinémio p de coeficientes reais na varidvel x, tem « € R como

raiz se, e somente se, for divisivel pelo bindmio (x — ).

3.7 A Familia dos Teoremas

Em muitos casos, certos teoremas enunciados, nao sao identificados. Isso por que

dependendo do contexto, evita—se o abuso das palavras.

Mais por opgao pessoal, respeito as convengoes matematicas e por uma elegancia da

escrita, os teoremas sao identificados por outros nomes tais como destacaremos a seguir:
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Definigao 3.1 (Lema). E um teorema preparado para demonstrar um outro teorema.
Definigao 3.2 (Corolario). E um teorema decorrente de um outro teorema recém—provado.

Defini¢ao 3.3 (Proposigao). E um teorema que ndo é central no contexto e tem uma

importdincia limitada.

Exemplo 3.23.

Lema 1. Sen € N e n? € par, entio n € par.

Teorema 1. /2 & Q sendo Q o conjunto dos nimeros racionais.

Corolario 1. Ezistem numeros irracionasis.

No exemplo acima observe que o Corolario decorre do Teorema, o qual por sua vez,
decorre do Lema e, para nao abusar da linguagem da palavra teorema, por opcao, usamos

a sequéncia na ordem que foi apresentada.
Na seccao técnicas de demonstracoes apresentamos a demonstracao do LEMA acima.

De um modo geral podemos estabelecer uma relagao hierarquica, sem muita impor-
tancia e nem obrigatoriedade de sempre adotéd—la ao descrever um teorema estudado,

temos:
LEMA — TEOREMA — COROLARIO

Alguns tipos de Teoremas recebem denominacoes de Regras, Leis, Propriedades etc.

Exemplo 3.24. Lei dos Senos, Lei dos Cossenos, Teorema de Pitdagoras, Regra de Chio,

Dispositivo de Briot-Ruffini, Lema de Fatou, Lema de Zorn.

3.8 Definicao Matematica

No desenvolvimento de uma teoria matematica, existe um elemento fundamental que
contribui para o surgimento de terminologias convenientes, evitando longas e excessivas
repeticoes e que aliado a simbologias adequadas dao maior comodidade e economia para
sua descricao. Chamamos este elemento de definicao matematica. Assim definir ele-
mentos matematicos significa dar nome aos elementos ou objetos matematicos mediante

particularidades que possuem e os caracterize.

Observe algumas defini¢goes matematicas
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(i) Triangulo: Sejam trés pontos ndo colineares, a uniao dos trés segmentos de reta com

extremos nestes pontos é chamada de triangulo.

(ii) Reuniao de Conjuntos (U): Considere a operacao que a cada dois conjuntos A
e B associa o conjunto A U B, formado pelos elementos de A juntamente com os

elementos de B.

(iii) Circunferéncia: E um conjunto de pontos de um plano que estao a uma distancia

T (r > 0) de um ponto fixo O.
Além de definir é importante tomar certos cuidados, tais como:

e Nao confundir com teoremas, pois nao se prova defini¢oes;

e Cuidado para nao apresentar ambiguidades, pois uma definicao matematica deve

ser clara e sucinta;
e Procurar apresentar o minimo de informagoes para definir um objeto;

e Ao estabelecer uma definicao, cuidado com circulos viciosos: definir um objeto A

usando um outro objeto B e, para definir B, usar o objeto A.

Veja o exemplo a seguir:
Exemplo 3.25.
Definicao 3.4. Um dngulo reto é um dngulo que mede 90 graus.

1
Definigao 3.5. 1 grau como % da medida de um dngulo reto.

Note que as defini¢oes acima constituiram um circulo vicioso, pois usou-se a defini¢ao
de grau para definir angulo reto e a definicao de angulo reto para definir grau. Isso nao

pode ocorrer em uma defini¢ao.
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4 Teoria Matemdtica e o Modelo
Axiomadtico

Uma teoria matemaética é estruturada em elementos matematicos que sao conside-
rados os mais simples de todos, isto é, a partir dos quais se definem todos os outros
e em sentencas matemaéticas que dispensam demonstragoes para serem aceitas, além de

possuirem uma estrutura mais simples que os teoremas.

Os elementos matemaéticos, citados anteriormente, sao chamados de conceitos pri-
mitivos (ou nogOes primitivas) e sdo importantes, pois constituem o inicio da cadeia

de uma teoria matematica, ou seja, nao precisam de definicoes.

Ja as sentencas aceitas sem demonstragoes, sao conhecidas como Axiomas ou Pos-

tulados.

Os postulados sao tteis para demonstracoes de teoremas e nao constituem defini¢ao

de nenhum elemento matemaéatico.

Notamos de fato que se tudo fosse definido numa teoria matemaética, ou seja, definindo
todos os elementos que estao sendo usados, os quais, por sua vez, dependem de outras
defini¢oes e se fossemos seguindo uma espécie de “sequéncia descendente” de definicoes,
poderiamos chegar a duas conclusoes: Ou se teria um circulo vicioso, quando uma defini-
¢ao é usada para outra e vice-versa (como nos dicionarios linguisticos), ou nao se pararia

nunca. Mas como chegamos a tais conceitos?

E logico que nao sao selecionados ao acaso por meras opinioes pessoais. Tais conceitos
(ou nogoes primitivas) sdo em geral oriundos de muitas experiéncias, observagoes e de

um certo consenso coletivo por parte da comunidade matematica.

Antigamente os filésofos gregos tinham como entendimento de axiomas a afirmacoes

que eram verdades gerais e comuns a outras areas de estudo.

Exemplo 4.1. Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao também iguais entre si.
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Enquanto que, para estes mesmos filoésofos, postulados eram verdades sobre um

assunto especificamente estudado.

Exemplo 4.2. Todo segmento de reta pode ser prolongado em uma reta.

Mais hoje em dia tal diferenca nao é mais vista.

A construcao de uma teoria matematica envolve uma série de elementos essenciais
como conceitos primitivos, postulados, defini¢oes, teoremas dentre outros. Porém, ¢é in-
teressante adotarmos uma ferramenta de grande utilidade no seu desenvolvimento e que
tenha os moldes da logica. Esta ferramenta é conhecida como regras de inferéncia e de

fundamental importancia na manipulagao e descrigao de uma teoria matematica.

Destacamos duas regras de inferéncia:

(i) Regra da particularizagao: Se alguma coisa é valida para todos os elementos de

um conjunto, entao ela é vélida para cada elemento deste conjunto.

ii) Regra modus ponens: Esta denominacao vem do Latim e significa: maneira de
g ¢ g
afirmar. Nesta regra, sendo valido o teorema: Se P, entao Q, e sendo P vélido, entao

necessariamente Q sera valido .
Observe no Exemplo as aplicagoes das regras de inferéncias:
Exemplo 4.3 (Teorema de Pitagoras). Se um tridngulo é retangulo, entdo o quadrado
da medida da hipotenusa € igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Temos:

e P: um tridngulo é retangulo.

e Q: o quadrado da medida da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados das medidas

dos catetos.

Ora, se considerarmos um triangulo retangulo de catetos que medem 12 cme 5 ¢cm, o
que podemos dizer da medida de sua hipotenusa? Uma aplicagao do Teorema de Pitagoras

assegura que x> = 122 + 52, ou seja, x = 13 cm.

Note que nessa argumentacao usamos a regra de inferéncia da particularizacao, pois
se o Teorema de Pitagoras vale para o conjunto de todos os triangulos retangulos, em

particular vale para o triangulo retangulo acima de catetos que medem 12 cm e b cm e
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que pertence a este conjunto. Em seguida usamos a regra modus ponens que parte
do principio em que, Se P, entdao Q vale, ou seja, o Teorema de Pitagoras vale e P (O
triangulo T é retangulo) vale, entdo concluimos a validade da sentenca Q (x? = 12% + 52,

ou seja, x = 13 cm).

Vamos, a partir de agora, abordar a importante no¢ao de um modelo matemético bas-
tante util em demonstragoes matemaéticas, tal modelo recebe a denominacao de modelo

axiomatico.

Definimos modelo axiomatico como um conjunto formado por conceitos primitivos,
definicoes matemaéticas, postulados, teoremas e regras de inferéncia. Tal modelo traz be-
neficios na organizagao de fatos matemaéaticos levando—nos a saber o qué depende de qué,
utilizam o menor ntimero possivel de axiomas consistentes(ou seja, nao se deduz informa-
¢oes contraditorias), possui um enorme rigor logico e nao exige dos leitores conhecimentos

extras ou quaisquer experiéncias matematicas anteriores a teoria a ser desenvolvida.

E importante ressaltar que o modelo axiomatico nao teve inicio nos primoérdios da

Matematica e sim com os gregos.

Antes dos gregos as civilizagoes como babilonica e egipcia desenvolvia seus problemas
matematicos de modo particular (leis nao gerais), onde apresentavam o desenvolvimento
mateméatico como receitas : “faga isso”, “faga aquilo” etc. para resolver problemas.
Além disso, a Matematica praticada nesta época, abdicava da nao preocupacao em utilizar

demonstragoes, pois nao haviam raciocinios abstratos.

Assim, a ideia de raciocinio abstrato, s6 veio a surgiu com os gregos, onde a tradicao
os considera como primeiros investigadores mateméaticos da época. O primeiro modelo
axiomatico conhecido foi o da Geometria Plana que foi estabelecido pelo matemaético grego
Euclides em sua obra Elementos. Porém existem outros modelos axiomaticos, além da
geometria Euclidiana, como a construcao do conjunto dos nimeros naturais, Axioma das

operacoes com os nimeros reais dentre outros.

Observe, logo a seguir, o modelo axiomatico que define a adi¢ao entre niimeros reais,

a partir de um grupo de axiomas.

4.1 Axiomas de Adicao de ntimeros reais

Considere dois nimeros reais x e Yy, com 0s quais associamos cada par (x,y) a um

namero real x+1y, chamado soma de x com y. A operagao que leva cada (x,y) ao nimero
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x +y chama-se de adigao e satisfaz os seguintes axiomas:

A;) Comutatividade: Vx,y € R, tem-—se x +y =y + x.
A,) Associatividade: Vx,y e z € Rtem-se (x +y) +z =x+ (y + z).

Aj;) Existéncia de um elemento Neutro da adigao: Existe um niumero real ¢ € R tal que,

para todo x € R, valem as igualdades x + ¢ = ¢ +x = x.

Sabemos que este elemento neutro é o nimero zero (¢ = 0).

A,) Existéncia do elemento Inverso aditivo ou simétrico da adigdo: Para todo x € R,
existe y € R, tal que
X+y=y+x=c¢

Sabemos que y = —x.

E importante salientar que os axiomas acima fazem parte de um conjunto ainda maior

que garantem toda a estrutura algébrica dos ntimeros reais.

4.2 Demonstracoes Matematicas

Demonstrar ¢ mergulhar no mundo da Matemética abstraindo pensamentos e desen-

volvendo técnicas que nos ajudam na compressao dos conhecimentos mateméticos.

Quando demonstramos um teorema, desvendamos toda uma estrutura, por vezes,

complexa que nos aproximam desta ciéncia, exigindo estudos e treinamentos exaustivos.

Uma demonstragao matematica, nao se faz por si, tem todo um mecanismo légico-
dedutivo e investigativo que liberta nossos conhecimentos, isto ¢, ninguém deve aceitar um
teorema matematico e sim deve ser convencido de sua validade. Dai a importancia de uma
boa redacao e argumentacao o que justifica os temas mateméticos que foram propostos
neste trabalho : hipdteses, axiomas, defini¢oes, teoremas, passos de demonstragoes , regras

de inferéncia dentre outros.

Hoje grande maioria dos estudantes do ensino bésico praticam a Matematica da de-
coreba e dos macetes para construir o caminho mais simples possivel e chegar na solucao,

isto é, estao mais preocupados no resultado do que o aprendizado.

Vejamos um exemplo bem comum:

Se pedissemos para um aluno capaz de resolver a inequagao 2x + 3 > 11, ele faria mais
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OUu Imenos assim:
2x+3>11=2-x>11—-3=2-x>8=x>4

logo, seu conjunto solucao ¢ S ={x € R;x > 4}.
Agora vamos resolver o mesmo problema na forma de um teorema, pois exige demons-

tragao (construir o caminho da solugdo).

Teorema 2. Se x € R tal que 2x + 3 > 11, entdo x > 4.

Demonstragao. H (hipotese): x € R e 2x +3 > 11; T (tese): x > 4.

Devemos mostrar que Se H vale, entao T vale (H = T), consideremos as sentengas
Py (hipdtese) Se x € R tal que 2-x + 3 > 11;
P, (Axioma): Para todo ntimero real x existe um —x (elemento simétrico) tal que x +
—x) = 0;

—

Assim o simétrico de 3 ¢ —3, ou seja, 3 + (—3) = 0.
P3 (Teorema): Sendo a,bec e R ;se a>b, entdo a+c>b+c;

P, ( sentenga deduzida das anteriores ao usar Py e P3 em Py): 2-x4+3+(—3) > 11+ (—3);

-

(
(
5 (Axioma de associatividade): Sejam a,b e c € R, tem-se que (a+b)+c = a+(b+c);
¢ (Defini¢ao de subtragao): 11 4 (—3) = 11 — 3;
(
(
(

-

P; (sentenga deduzida das anteriores ao usar Ps e Pg em Py): 2-x+ (3+ (—3)) > 11 — 3;
Ps
Py (Definigao): 11 —3 = §;

P10 (sentenga deduzida das anteriores ao usar P8 e Pg em P;): 2-x > 8;

Axioma): Para todo nimero real x existe um ntamero real 0 (zero) tal que x +0 = x;

P11 (Teorema): Sea>0e a-b>c, entdo b > —;
a

8
P15 (Definicao): 3= 4;

Finalmente obtemos

P13 (sentenga deduzida das anteriores ao usar Py; e P1y em Pyg):
8
2x>8¢x>§$x>4

O
Notemos o quanto de conhecimento é envolvido para se construir com formalidade o
resultado.

E claro que nem todos os problemas devem ser resolvidos desta maneira, porém muitos

nao sabem que a simplicidade exposta no primeiro exemplo envolve toda esta gama de
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conhecimentos, por isso, é sempre valido mostrar um problema desta forma, para que fique
evidente a relacao matematica entre conceitos, defini¢coes, axiomas, teoremas e outros

objetos matematicos que participam da construcao de uma solugao.

Salientamos que independente do tipo de demonstracao nem todas sao complexas,
algumas sao demonstragoes simples que nao necessitam de argumentacoes e procedimen-
tos mais elaboradas. Tais demonstragoes exerce um importante papel, sobretudo para
iniciantes, pois dao mais confianga para quem procura o aprendizado da manipulagao de

elementos matematicos.

Na seccao sobre os tipos de demonstragoes serao apresentadas algumas demonstracoes

simples, pois o intuito destas descrigoes é de populariza—las em sala de aula.

4.3 Contraexemplos como Demonstracao

E interessante pensar com cautela e imparcialidade diante de algumas sentencas ma-
tematicas, sobretudo aquelas que ainda nao temos um modelo de construcao de suas teses.
Tais sentencas, em alguns casos, possuem uma complexidade descritiva de tese e podem
ser demonstradas pelo lado da nao validade da tese, ou seja, se encontramos ao menos
um elemento que satisfaga sua hipétese, mas nao sua tese, ja nos da indicios matematicos

de sua nao validade. A esta maneira de demonstrar chamamos de Contraexemplo.
Veja alguns exemplos:

Exemplo 4.4. Para quaisquer valores reais de x ey, tem-se que (x +y)? =x? +y2.
Observe que a afirmacao nao é valida, pois um contraexemplo é x =y = 5, ou seja,

(5+5)% =102 # 5% + 52 = 50, logo esta sentenca ¢ falsa.

Exemplo 4.5. Todo nimero da forma n? +n + 41 é primo para todo n natural, n > 0.

Se substituirmos pelos nimeros n € {0,1,2,...,39} que satisfazem a hipotese até ai

tudo bem , porém a partir do valor n = 40, temos
402 +40 +41 =40 + 40+ 40+ 1 =40(40+ 1) + (40 + 1) = (40 + 1)* = 412,

em que mostra que nao é primo. Assim, chamamos n = 40 de contraexemplo da sentenca

dada e mostra a sua nao validade, mesmo dispensando sua demonstracao.

Exemplo 4.6. Todo niimero da forma 991n%+1, para n natural e n > 1, néio € quadrado

perfeito.
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Neste exemplo deve—se ter cuidado com esse tipo de argumentacao, pois pode—se cair

num engano!, a sentenga é falsa, e falha para o seguinte niimero
n = 12.055.735.790.331.359.447.442.538.767

este contraexemplo é facilmente encontrado se usarmos recursos computacionais.

Apesar dos contraexemplos serem saidas para validar uma sentenca sem demonstracao
definida, aproveitamos para definir Conjecturas Matematicas que sao afirmagoes para

as quais nao se dispoe de uma demonstragao e nem de um contraexemplo que lhes garanta
sua validade.

Um exemplo é a Conjectura de Goldbach que diz “Um niimero par maior do que

2 pode ser escrito como a soma de dois niimeros primos”.

A seguir temos uma imagem original da descri¢ao desta conjectura matematica.
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Figura 1: Carta de Goldbach para Fuler
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Fac—simile da carta de Goldbach para Euler, escrita em latim, na qual expoe uma
versao de sua conjectura. No final da carta, vé se na data, o ano de 1742 - Fonte:

http://tiorema.blogspot.com.br/2013/05/conjectura-fraca-de-goldbach.html.

4.4 Tipos de Demonstracoes

Atualmente existem dois tipos bem praticados de demonstracoes matematicas que

chamamos de demonstracoes diretas e demonstracoes indiretas.

4.4.1 Demonstracoes Diretas
Sao demonstragoes usadas em teoremas em que se parte da hipdtese para chegar até
a tese.

Exemplo 4.7. Demonstre que, se n, M sao niumeros pares, entao N+ m também € par.

Hipotese: m, m sao niimeros pares.
Tese: m 4+ m é par.

Demonstra¢ao. Como n e m sao pares logo, sao multiplos de 2 e podemos escrevé-los da

seguinte maneira: n =2k e m = 2p, onde k e p sao inteiros. Logo,

n+m=2k+2p =2(k+p).

Concluimos que n + m é multiplo de 2, ou seja, n + m é par. O]
Exemplo 4.8. Demonstre que o quadrado de um nimero impar € wm nimero impar.
Aqui, a proposicao nao estéd no formato “se p, entao q”, mas da para alterar a frase,
sem mudar o seu sentido: Demonstre que, se . é fmpar, entdao n? também é impar.
Hipotese: n é impar.

Tese: n? é fmpar.

Demonstra¢ao. Como n é impar, n = 2k + 1 para algum nimero inteiro k.

Logo,
n?=2k+ 1) =4k> + 4k + 1 =2(2k* +2k) + 1 = 2m + 1,

onde m = 2k? + 2k é um numero inteiro. Portanto n? é um ntmero impar. O
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Exemplo 4.9.

Teorema 3. A soma de dois numeros racionais € um numero racional.

Este tipo de demonstragao é bem comum, dado ao fato, de trabalharmos com muitas

propriedades numéricas.

Recordemos a definicao do conjunto dos niimeros racionais, denotado por Q:
_JP.
Q_{aup7qezeq#0}

Demonstragao. Sejam E €Qe-€Q, comq,s #0. Ora, P 4+ - = pq—q
S S S
Ps+ gr e s sao numeros inteiros, por serem soma e produto de nimeros inteiros e, como

Como

gs # 0, ja que g, s # 0, a ultima igualdade implica % +£ € Q. Logo, se % eEQe 2 € Q,

entéoB+I€Q. H
q S

4.4.2 Demonstracgoes Indiretas

Sao demonstragoes que fazem uso de duas técnicas mateméticas conhecidas como

reducao ao absurdo e método logico da contrapositiva.

4.4.2.1 Redugao a um Absurdo

E uma técnica bastante utilizada para se demonstrar indiretamente propriedades ma-
tematicas e que é também conhecida por outros nomes tais como demonstragao por
contradigao, demonstragao por contrataulogia ou demonstracao reductio ad absurdum

(latim)que significa redugao a um absurdo.

Para fazer este tipo de demonstragao a partir da sentenca Se H, entao T, por absurdo,
admite—se que H e ~ T ocorram. Com essa suposicao, deve—se deduzir uma sentenga con-
traditoria qualquer ~ P /AP, chamada de absurdo ou contradigao. A hipotese adicional
~ T, considerada nesse método, chama—se hipétese de contradicao ou hipétese de

absurdo.

Simbolicamente, temos:

H—=T)< (HA~T) = (~PAP)).

Para provar a validade de H — T, supoe—se que a hipétese H ocorra, mas que a tese T

nao ocorra, isto €, H/\ ~ T ocorre, que é o mesmo de admitir a veracidade dessa sentenca.
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Partindo—se da ocorréncia de HA ~ T, deve—se deduzir uma sentenca contraditoria da
forma ~ P AP, que é falsa. Ora, mas nao se pode deduzir uma sentenca falsa partindo
de uma verdadeira. Logo, nossa suposicao inicial, HA ~ T, nao pode ocorrer. Por
conseguinte, e a sentenca ~ (H — T) também nao ocorre. Por conseguinte, H — T deve

ocorrer como queriamos justificar.

Ressaltamos que uma demonstragao que usa argumentos de contradicao é chamada

de demonstracao indireta.
Exemplo 4.10.

Teorema 4. Sen € N e n? € par, entio n € par.

Demonstragao. H: n € N e n? é par. T: n é par. ~ T: n é impar.

Vamos admitir, por hipotese, que n € IN, n? é par e n ¢ impar (H/\ ~ T), logo
podemos escrever 1 = 2 - k + 1, pois é impar. Elevando n ao quadrado, obtemos n? =
(2k +1)2 =4k + 4k +1 = 2(2k?® +2k) + 1, como 2k?+ 2k = m € N, entdo n? =2m +1

ue é impar, mas por hipotese ocorre que n? é par, logo é um absurdo. O
) )

Observacgao 4.1. Observe, na demonstracao, que o absurdo ou contradi¢ao a qual che-

gamos € a sentenca H/\ ~ H.

Exemplo 4.11. Prove que v2 ¢ Q.

Demonstrac¢ao. Vamos formular este problema da seguinte maneira: Se x ¢ um niimero
real positivo com x? = 2, entao x € Q.

H: x é um ntmero real positivo e x> = 2.

T x g Q.

~T:x€eqQ.

Suponha, por contradi¢do, que x(= v2) € Q. Logo p,q € Z, q # 0, com % =

V2. Sem perda de generalidade, podemos considerar, p e q primos entre si, ou seja ,
2

P 2, dai p? = 2q%

mdc(p, q) = 1, além da unicidade. Da tltima igualdade temos — =
Como 2 divide 2q?, ele divide p?, garantindo que p? ¢ divisivel gor 2. Logo, podemos
escrever p = 2k, sendo k inteiro. Substituindo p por 2k na igualdade p* = 2q? e fazendo
a devida simplificacdo, encontramos 2k? = q2. Aplicando o mesmo raciocinio para essa
ultima igualdade, conclui que q ¢é divisivel por 2, mas isso contradiz o fato de p e q serem

primos entre si. Portanto v/2 ndo pode ser escrito na forma B, com p,q € Z, q # 0.

Assim, nossa suposicao de que v/2 € Q é falsa, ou seja, V2 ¢ Q. O
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Observagao 4.2. Se definirmos P: p e q sao primos entre si, a contradi¢ao a que che-

gamos € P/\ ~ P.

4.4.2.2 Demonstragoes por contrapositiva

Trata—se de uma técnica de demonstracgao indireta que tem os moldes da logica para

sua aplicagao. Considere um teorema com hipotese H e tese T, tem-se:
(H=T) < (~T=~H),

onde chamamos a sentenca ~ T =~ H de contrapositiva da sentenca H = T.

Exemplo 4.12.

Teorema 5. Sea>0ce¢a< e, Ve >0, entao a =0.

Demonstracao. Temos: H: a > 0ea<e, Ve >0;T: a=0;~H: a<0oua > e,
Veo > 0; ~T: a#0.

Assim, a contrapositiva de teorema é: Se a # 0, entao a < 0 ou Jeg > 0, tal que
a > €, ora temos uma demonstragao com tese disjuntiva assim temos que provar que Se
a# 0, entao a < 0 ou a > 0, sendo a < 0 entao demonstramos a primeira tese disjuntiva.

a
Se a > 0, entao Jdeg = 5 > 0 tal que

a
§:€0:>a:2€0>€0.

4.5 Demonstracao de teoremas com hipobteses e teses
especiais

Certos teoremas sao dotados de hipdteses ou teses especiais exigindo técnicas mais
elaboradas para se demonstrar assim como conhecimentos de l6gica matematica para tais

construcoes. Logo abaixo, cometamos alguns desses casos.

4.5.1 Demonstracoes por Exaustao

Ocorrem quando os teoremas tem hipotese (H) que correspondem a um ntumero finito

de disjungoes de sentencas, ou seja, H=H; V Hy V...V Hy.
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Simbolicamente indicamos estes teoremas, na linguagem logica, como H = H; V Hy V
...V Hy — T, ou seja, (Se Hy (vale), ou Se Hy (vale), ... ou Se Hy (vale), entao T (vale)),
assim observa-se que usando a demonstracao direta para este tipo de teorema, devemos
fazer esta demonstracao para cada uma das hipoteses disjuntivas de maneira separada
tendo com isso k demonstracoes a serem realizadas para provar tal teorema. Para tal
demonstracao podemos escrever a seguinte equivaléncia logica que podemos facilmente

notar como tautologica ao escrever sua tabela verdade
HHVH V.. VHy = T) < (H > T)A(Ho > T)A...A (He = T),
portanto podemos concluir que tal expressao
(HHVH, V.. VH—=T) e H - T)A(H, = T)A...\N(Hx = T),

ocorre uma equivaléncia.

Este método de demonstracao é conhecido como demonstracao por exaustao, pois as

hipoteses exaurem todos os casos a serem analisados. Veja um exemplo:
Exemplo 4.13.

Teorema 6. Se k € um numero inteiro da forma 3k, ou 3k+1, ou 3k+2, entdo o produto

deste niumero com seus dois sucessores € multiplo de 3.

Demonstrag¢ao. Observe que a hipotese (H) é constituida pelas seguintes disjungdes de
sentengas: numeros inteiros H; = 3k ou Hy = 3k + 1 ou H3z = 3k + 2, devemos concluir
a seguinte tese (T): o produto deste ntimero com seus dois sucessores é multiplo de 3.
Assim devemos por exaustao demonstrar os seguintes teoremas, isto é, Se H; (vale), ou

se Hy (vale), ou se Hs (vale), entdao T (vale).

De fato, tal teorema tem uma demonstragao simples e basta notar que se o niimero
é 3k (vale), entao 3k(3k + 1)(3k + 2) = 3(k(3k + 1)(3k + 2)) é multiplo de 3 (vale), e se
o namero é 3k + 1 (vale), entdo (3k +1)(3k +2)(3k+3) =3((8k +1)(3k +2)(k+ 1)) ¢

multiplo de 3 (vale), e se o namero ¢ 3k + 2 (vale), entao
(Bk+2)(3k+3)(3k +4) = 3((3k + 2)(k + 1) (3k + 4)),

é multiplo de 3 (vale), portanto a validade dos teoremas parciais garante a validade do

teorema de hipoteses disjuntiva. O
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4.5.2 Demonstracao de teoremas de tese conjuntiva
Sao teoremas do tipo: se H (vale), entao T; (Vale), e Ty (vale), ..., e Ty (vale) sim-
bolicamente temos H — (T; ATy A ... A Ty) para demonstrar é necessario mostrar que

a hipotese (H) implica para cada uma das teses T; , sendo i = 1,2,...,k. Assim, basta

observar a validade da equivaléncia

A equivaléncia logica dada acima pode ser facilmente constatada por uma tabela-

verdade.
Exemplo 4.14.

Teorema 7. Se um numero € miltiplo de 12, entdao € multiplo de 3 e de 4.

Demonstracao. Usando a demonstracao direta basta provar que se um ntmero é miiltiplo
de 12, entao é miltiplo de 3, e se um namero é miltiplo de 12, entao é miltiplo de 4.
E é facil notar que se N é miltiplo de 12, entao é divisivel por 12, e pode ser escrito

N =12 - m, sendo m inteiro.

Desta maneira, se N = 12m (vale), entao 3 divide N (vale), logo N é multiplo de 3
e se N = 12m (vale), entdo 4 divide N (vale), logo N é multiplo de 4, portanto se um

nimero que ¢ multiplo de 12, entao é miltiplo de 3 e de 4. O

4.5.3 Demonstracao de teoremas de tese disjuntiva

Sao teoremas do tipo Se H (vale), entdao T, (Vale), ou Ty (vale), ..., ou Ty (vale)
simbolicamente temos H — (T; VT, V...V Ty) para demonstrar é necessario mostrar que
a hipotese (H) implica para cada uma das teses T;, sendo i = 1,2,... k. Assim basta

observar a validade da equivaléncia

A equivaléncia légica dada acima pode ser facilmente constatada por uma tabela—
verdade.

Exemplo 4.15.

Teorema 8. Se x ey sdo nimeros reais tais que x> =y?2, entdo x =y ou x = —y.
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Demonstragao. Considere a hipotese x, Yy sao ntimeros reais onde x* = y?, mostre que a

tese x =y ou x = —Y.

Para essa demonstragao basta usar a manipulacao algébrica dos produtos notéaveis,

ou seja,
X*=y'=x-y’=0= (x—y)x+y)=0=x—y=0oux+y=0,

ou seja x =Yy ou X = —Y. [
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5 Meétodo Axriomdtico no Ensino
Bdsico

Trata-se de um método bastante utilizado para demonstragoes, pois nos auxilia na
manipulacao de objetos matematicos, principalmente na Matematica moderna. Somente
com o advento da civilizagao grega este tipo de método passou a ser utilizado e deixado

como legado para a humanidade.

Infelizmente notamos que muitos livros didaticos de nosso ensino béasico pecam na
apresentacao de métodos axiomaticos. Um exemplo disso sao os conjuntos numéricos:
naturais, racionais ou reais, pois sao modelos descritos sem nenhuma relagao entre con-
ceitos, axiomas, defini¢oes, propriedades e em muitos casos ausentam demonstragoes im-
portantes para dominio da teoria. Seguida de apresentagoes que ofuscam propriedades e
axiomas importantes para seu entendimento. Enfatizando mais as férmulas matematicas
e levando, muitos alunos, a decorebas sem nenhum dominio e preparo para construir uma

solugao.

Bem diferente do modelo axioméatico da Geometria Euclidiana, que é praticado de
modo mais estruturado, pois inicia com conceitos primitivos, defini¢oes, axiomas, um
pouco de logica até chega nas demonstragoes de alguns teoremas. De fato, heranca grega.
Logo, a seguir descrevemos algumas demonstracoes dentro do modelo axiomético dos

ntmeros reais e, no final, da Geometria Euclidiana.
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Figura 2: Euclides (¢.300 — 260 a.C.)

Desenho representando Euclides (¢.300 — 260 a.C.), a quem credita—se ter usado o
modelo axiomatico pela primeira vez - Fonte: http://www.coladaweb.com/matematica/

geometria-euclidiana.

5.1 Demonstracoes no Método Axiomatico

5.1.1 Axiomas de Adigao de ntimeros reais

Considere dois nameros reais x e y, onde associamos cada par (x,y) a um ndamero
real x +y, chamado soma de x com y. A operagao que leva cada (x,y) ao nimero x +y

chama-se de adicao e satisfaz os seguintes axiomas:

A1) Comutatividade: Vx,y € R, tem—se x +y =y + x.
Az) Associatividade: Vx,y,z € R, tem-se (x +y) +z=x+ (y + z).

Aj3) Existéncia de um elemento Neutro da adigao: existe um nimero real € € R tal que,
para todo x € R, valem as igualdades x + € =x + € = x.
Mais adiante provaremos que € ¢é tinico e tem valor 0.

A,) Existéncia do elemento simétrico: para todo x € R, existe y € R, tal que x +y =
y+x=e.

Mais adiante provaremos que y é tnico e seré indicado por —x.

Os axiomas acima fazem parte de um conjunto maior de axiomas que garantem toda

a estrutura algébrica doa ntmeros reais.
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5.1.2 Axiomas de Multiplicagcao de ntimeros reais

Considere dois nimeros reais x e y, onde associamos cada par (x,y) a um nimero
real x -y, chamado produto de x com y. A operacao que leva cada (x,y) ao nimero x -y

chama-se de multiplicagao e satisfaz os seguintes axiomas:

M;) Comutatividade: Vx,y € R, tem-se x -y =y - x.
M,) Associatividade: Vx,y,z € R, tem-se (x-y)-z=x-(y - z).

M;) Existéncia de um elemento Neutro da adi¢do: existe um niamero real © € R, 0 #£ 0

tal que, para todo x € R, valem as igualdades x -0 =x -0 = x.

Mais adiante provaremos que 0 é tinico e tem valor 1.

M,) Existéncia do elemento Inverso multiplicativo: para todo x € R, existe z € R, tal
que x-z=Yy-z=0.

Mais adiante provaremos que z é tinico e serd indicado por x~! .

Existem outras propriedades de adicao e multiplicagao de ntimeros reais e todas
decorrem desses dois axiomas anteriores, ou seja, elementos neutro , inverso e simé-

trico.

D) Distributividade do produto: Vx,y,z € R, tem-se x- (y+2z) = x-y+x-z ou
(Y+z)-x=y-x+z-x

Observagao 5.1. Tais axtomas anteriormente descritos constituem um conjunto com
o menor numero de axiomas com o0s quais podemos demonstrar todas as propriedades
operatorias de adicao e multiplicagao entre nimeros reais e nenhum destes ariomas pode

ser deduzido dos demais.

Observacgao 5.2. Nos axiomas dos elementos neutros usamos simbolos tais como €, para
adicao, e 0, para multiplicagao, nao representando os niumeros reais 0 e 1, respectiva-

mente.

Isso foi feito desta maneira, pois numa analise mais sutil deste axioma nada garante
que estes elementos citados sejam de fato, unicamente 0 e 1 nas operacoes destacadas, ou

seja, sera que teria mais alguns outros elementos neutros?

Vamos a seguir demonstrar suas unicidades como consequéncia de tais axiomas.

Teorema 9. O elemento neutro da adi¢ao de numeros reais € unico.
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Demonstracao. Hipotese: € e €' elementos neutros da adi¢ado que satisfazem Aj. Tese:

€ =c¢€'.

Supondo que exista mais de um elemento € e €’ com €,€’ € R e que satisfazem o

axioma (Aj3) da adicdo, e considere x € R, temos:

X+e=€e+x=x%

e
x+e' =¢e +x=x
Substituindo em cada uma das igualdades acima x = €’ e x = €, respectivamente,
teremos
e'+e=e+e =¢
e

e+e' =e'+e=c¢.

Decorre das igualdades acima e da comutatividade da adigao que satisfazem a (A;),
a seguinte igualdade ¢’ = €’ 4+ € = € + €’ = € que nos garante a unicidade do elemento

neutro da adigao. O

Agora podemos garantir que tal elemento neutro da adigao é tnico e vale zero, € = 0.

Teorema 10. O elemento neutro da multiplicagao de nimeros reais € unico.

Demonstrag¢ao. Hipotese: 0 e 0’ elementos neutros da multiplicacdo que satisfazem o

axioma Ms. Tese: 0 = 0'.

Supondo que exista mais de um elemento 0 e 8’ com 0,0’ € R e que satisfazem o

axioma (Mj) da multipicagao, e considere x € R, temos:

Substituindo em cada uma das igualdades acima x = 0’ e x = 0, respectivamente,

teremos

0.0=0-0'=0
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Decorre das igualdades acima e da comutatividade da multiplicagao que satisfazem
a (M), a seguinte igualdade 8’ = 0’ -0 = 0 -0’ = 0 que nos garante a unicidade do

elemento neutro da multiplicacao. O]

Agora podemos garantir que tal elemento neutro da multiplicacao é tnico e vale um,

0 =1

Teorema 11. Cada nimero real possui um unico elemento simétrico.

Demonstrac¢ao. Hipotese: y e y’ s@o elementos simétrico da adi¢do que satisfazem o

axioma Ay. Tese: y =1y

Supondo que exista mais de um elemento y e y’ que satisfazem o axioma (A4) da

adicao, e considere x € R, temos:

x+y=y+x=0

x+y' =y +x=0.

Assim das igualdades anteriores e aplicando a associatividade da adi¢ao (Az), decorre

a igualdade seguinte:
y=y+0=y+x+y)=y+x)+y'=0+y"=y"
O
Acabamos de demonstrar que cada niimero real tem um tnico simétrico e que podemos
denota—lo por pelo simbolo (—x).
Teorema 12. Cada nimero real possuit um unico elemento inverso multiplicativo.
Demonstracao. Hipotese: z e z’' elementos inverso da multiplicagdo que satisfazem o

axioma My).

Tese: z =2".

Supondo que exista mais de um elemento z e z’ que satisfazem o axioma (M) da
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multiplicagao, e considere x € R, temos:

Assim das igualdades anteriores e aplicando a associatividade da adigao (My), decorre

a igualdade seguinte:

]

Acabamos de demonstrar que cada nimero real tem um tnico inverso e que podemos

denota-lo por pelo simbolo x 1.

A seguir, vamos mostrar mais algumas propriedades que frequentemente usamos, po-

rém muitos nem imaginam de como tais propriedades foram validadas.

Teorema 13. Va € R, temos que a-0 = 0.

Demonstracao. Hipotese: Va € R. Tese: a-0 =0. 0 =0+0 = a-0 = a-(0+0) = a-0+a-0

que decorre a igualdade seguinte
a-0=a-0+a0= a-0+(—a-0) =a-0+a-0+(—a-0) = a-0+(a-0+(—a-0)) = 0 = a-0+0
Logo, 0 =a- 0. O

Teorema 14. Va € R, temos que —a = (—1) - a.

Demonstracao. Hipotese: Va € R. Tese: —a = (—1) - a.

I+(-1)=0 = (1+(-1))a=0-a
= (1+(-1)a=0
= a+(-1)-a=0
= (—a)+a+(-1)-a=(—-a)+0
= (—a+a)+(-l)a=-a
= 0+ (-1l)a=—a

Logo,(—1)-a=—a= —a=(—1)-

o
]
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Teorema 15. Sejam x,y,z e w € R. Sey,w # 0, entao X F_XxXZz
y w y-w
Demonstragao. Hipotese: x,y,ze w € R. Se y,w # 0. Tese: X z_Xx-z
y w y-w
X z B B
EE o ey zw )
y w
= x-(y 'z)ow
= x-(z-y ) -wt
= (x2)ytw )
Assim -2 = (x-2) -yt ow ) = (x2) - (yow) = E 0
y w y-w

Reforcamos que o objetivo de expor algumas demonstragoes usando um modelo axio-
matico sao partes integrantes de tal e que sao pouco exploradas e estruturada em nossos

livros de ensino basico.

E claro que devemos explora-las fazendo uso de uma linguagem apropriada afim de

garantir a importancia de axiomas e propriedades para compreensao da teoria estudada.

5.2 Quadro Geral de um Modelo Axiomatico

No quadro abaixo resumimos as principais fases de um modelo axiomatico.

| Conhecimentos Mateméticos |

| Conceitos Primitivos |——— Postulados (Axiomas)

| Demonstragoes |

Teoremas |

Percebemos acima uma maneira estruturada e organizada que facilita manipulagoes
de elementos abstratos da Matematica a fim de buscar uma melhor compreensao de suas

leis.
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5.3 Inducao Vulgar

Em algumas Ciéncias naturais é comum observarmos um determinado fenémeno re-
petidas vezes, antes de descrevermos as leis que o rege. Esta metodologia é chamada de

método experimental.

E em nosso dia a dia isso também ocorre, ou seja, o fato de sair bolas de um buraco
sendo a primeira azul, a segunda azul, a terceira azul, ..., a milionésima azul faz o ob-
servador deduzir precipitadamente que as bolas que sairao daquele buraco serao sempre

azuis.

Na Matemaética a forma de pensar e concluir, descrita acima, é chamada de indu-
cao vulgar ou raciocinio indutivo, isto ¢, onde se deduz algo a partir de um certo
nimero de ocorréncias do que é observado. Lembramos que este raciocinio é tao comum,
sobretudo, entre nossos alunos que devemos orienta—los a tomar certas precaucgoes. Assim
definimos formalmente por indugao vulgar a generalizacao de uma propriedade mate-
matica apos a verificagao de que alguns casos, particularizados, atendem a validade de

alguma propriedade matematica analisada.
Vejamos alguns Exemplos

Exemplo 5.1. A igualdade p = 22" + 1 definida para n € N que sequndo Fermat (1601-
1665) representaria a formula de obtengao de nimeros primos. Tal conclusio de Fermat
foi tirada usando o procedimento acima, onde Fermat particularizou seu cdlculo para cinco
valores naturais de .

n=0=>p=2""4+1=3;

n=1=p=2241=5;

n=2=p=2Y4+1=17;

n=3=p=2"41=257;

n=4=7p=2241=65537.

Como Fermat nao tomou menhuma precaucdo antes de garantir sua conclusdo, em
1732, Leonhard Euler mostrou a nao validade desta relagao usando o contraexemplo para
n=5=p-= 22° 4 1 = 4.294.967.297 nio era primo, pois pode ser escrito na forma
641 x 6.700.417.

Exemplo 5.2. Podemos sugerir a nossos alunos a expressao da forma f(n) = (n—1) -
(n—2)-(m—3)-...-(n—1000000) que para substituicao de certos valores inteiros positivos

de n teriamos
n=1=f1)=(1-1)-(1—-2)-(1—3)-...-(1—1000000) =0
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n=2=1f2=02-1-(2-2)-(2—3)-...- (2—1000000) = 0
n=3=f3)=03-1-(3-2)-(3—3)-...- (3—1000000) = 0
n=4=f4)=4—1)-(4—2)-(4—3) ... (4—1000000) = 0
n=5=f5=05-1)-(5-2)-(5—3)-...-(5—1000000) = 0
n=6=f(6)=(6-1)-(6—2)-(6—3)-...-(6—1000000) =0
n=7=f7)=(7-1)-(7—2)-(7—3) ... (7—1000000) = 0

Portanto levaria um leigo a pensar que f(n) = 0 para qualquer inteiro positivo, mais

€ claro que tal expressiao nao teria a mesma validade, para n > 1000000 onde, f(n) # 0.

A historia explica que grandes filosofos de épocas condenavam veementemente sua pra-
tica dentre eles Francis Bacon (1561-1626), em que defende que a indug¢éo por enumeragao
simples € um método que leva a conclusoes irrelevantes, uma vez que suas inferéncias nao
sao seguras, ja que admitem contradigoes. Outro fato marcante é narrado por Bertand
Russel (1872-1970) que escreveu uma historinha onde chama a indugao vulgar de indugao

galinacea quando diz:

Havia uma galinha nova no quintal de uma velha senhora. Diariamente, ao
entardecer, a boa senhora levava milho &s galinhas. No primeiro dia, a ga-
linha desconfiada, esperou que a senhora se retirasse para se alimentar. No
segundo dia, a galinha, prudentemente, foi se alimentando enquanto a senhora
se retirava. No nonagésimo dia, a galinha, cheia de intimidade, ja nao fazia
caso da velha senhora. No centésimo dia, ao se aproximar a senhora, a galinha
por indugao, foi ao encontro dela para reclamar o seu milho. Qual nao foi a
sua surpresa quando a senhora pegou-a pelo pescogo com a intensao de po—la
na panela. (A.Hefez, Elementos de Aritmética, pagina 10, Editora SBM, ano
2004).

Diante dos fatos anteriormente exemplificados achamos de extrema importancia cha-
mar a atencao de nossos estudantes no emprego da indugao vulgar em suas conclusoes
pois, é bastante falha e limitada. Assim devemos incentiva—los a praticar demonstra-
¢oes matematicas antes de validar ou nao uma afirmacgao. A seguir apresentamos um
importante recurso de demonstracao relacionada a propriedades que utilizam de niimeros

ntmeros naturais o qual chamamos de Principio de Indugao.
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6 Niumeros Naturais

Antes de descrevermos o Principio de Indugdao como método de demonstracao ma-
tematica de propriedades relacionadas a nimeros naturais faremos uma exposicao sem
muito aprofundamento no campo dos niimeros naturais por se tratar do primeiro con-
junto numérico estruturado nas contagens de objetos bem como ser o Ginico a possuir o

modelo de demonstracao por inducao.

Este tipo de indugao tem suas bases alicercadas no conjunto dos ntmeros Naturais
N ={0,1,2,3,4,5,...}, tal conjunto tem sua base em dois conceitos primitivos o de zero

(denotaremos por 0) e o de sucessor de um namero natural.

A ideia intuitiva de sucessor de um numero natural n e simbolizada por s(n) para

todo n € IN, caracteriza o ntiimero natural que vem imediatamente depois de n.

Assim temos a sequencia dos nimeros naturais: s(0) =1, s(1) =2, s(2) = 3, s(3) = 4,

etc. Agora vamos visualizar tal sequéncia usando flechas para indicar o sucessor.

Note que nenhuma flecha aponta para 0, pois este niimero nao é sucessor de nenhum

outro.

Porém a descricao matemaética do conjunto dos niimeros naturais passou por vérias
fases desde o nao formalismo matematico até o trabalho de Hermann Grassmann, que
mostra na década de 1860 muitos fatos aritméticos sendo derivados de fatos mais basi-
cos sobre operacao de sucessor e indugao. Em 1881, Charles Sanders Peicer, exp6s uma
forma de postular a aritmética dos nimeros naturais. Em 1888, o matemético alemao
Richard Dedekind propés uma cole¢ao de axiomas sobre os ntimeros, pérem é em 1889
na publicagao do livro “Arithmetices Principia: Nova Methodo Expositiva” que um outro
matematico de nome Giuseppe Peano (1858 - 1932), descreve de maneira completa o con-

junto dos nimeros naturais fazendo uso de quatro axiomas que levam o seu nome, axiomas
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de Peano, e finaliza assim como formaliza a idéia matematica dos nimeros naturais. Os
axiomas de Peano, sao:

A1) 0 (zero) é um nimero natural e ndo sucessor de nenhum nimero natural.

A;) Todo nimero natural tem um tnico sucessor, que também é um nimero natural.
A3) Se dois numeros naturais tem o mesmo sucessor, entao eles sdo iguais entre si.

A4) Seja X um conjunto de nimeros naturais (isto ¢, X C IN). Se 0 € X e se, além disso,

o sucessor de todo elemento de X ainda pertence a X, entao X = IN.

O quarto axioma (A4) é também conhecido como axioma de Indugao matemética.

6.1 Operacgoes no Conjunto dos Niumeros Naturais

Antes de descrevermos o Axioma de Inducao para a sua utilizacao no Teorema que
leva o nome de Principio de Indugao, é importante uma anélise nao tao formal, porém
conceitualmente primitivo, de suas principais operacoes Adicao e Multiplicacao, para uma

representacao mais simplificada e completa dos Teoremas que se sucederao.

6.1.1 Adicgao

Chamaremos adi¢ao, que seré denotada pelo sinal (4) de n com p, a representagao
n + p da operacao que permite a obter um nimero natural quando se aplica p vezes
seguidas a atitude se tomar o sucessor a partir de n. Em particular, n + 1 é o sucessor

de n, n 4 2 é o sucessor do sucessor de n, e assim por diante.

6.1.2 Multiplicacao

No caso do produto, definimos n-1 = n e, quando p # 1, definimos n-p como a soma
de p parcelas iguais a n. Entretanto estas duas operagoes s6 possuem sentido depois que

definidas por Indugao e a partir dai terd sentido falar em “p parcelas” e “p vezes”.

6.2 Axioma de Inducao

Considere um subconjunto S de IN tal que
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(i) 0eS.

(ii) S é fechado com respeito de “somar 17 a seus elementos, ou seja, Vn,m € S = n+1 €

S.
Entao, S = IN.
Vamos usar a notagao abaixo para uma melhor conclusao logica de demonstragao do
teorema do Principio de Inducao Finita.

Sendo A um subconjunto de IN e a um elemento de IN, temos que:

a+A={a+x;x € A}.

Ou seja, de imediato que

A+N={melN;m > al.

Na descricao do Axioma de Indugao segue entdo um importante veiculo de demons-
tracao de teoremas dos quais destacamos o Principio de Inducao Matematica e que sera

simplificado com o nome de Principio de Inducao.

6.3 Principio de Inducao Matematica

Teorema 16. “Se a € IN e p(n) é uma propriedade matemdtica de n, supondo que

(i) pla) € verdade, e que;
(ii) n > a, p(n) = p(n+1) € verdade, entao, p(n) € verdadeira para qualquer n > a.
Demonstra¢ao. Consideremos n (um niimero natural), P(n) (uma propriedade que é ver-

dadeira para n) e os conjuntos W ={n € IN;p(n) é verdade} e X ={m € N;a+m € W}.
De imediato a + X C W.

Pela condigao (i), se m € X, sendo m = 0, entdao a +0 = a € W, segue-se p(a) ¢

verdade.

Por outro lado, se m € X, entdo a+m € W e, pela condicao (ii), temos que a+m+1 €
W; logo m+1eX.

Assim, pelo Axioma de Inducdo, X = IN. Portanto, { me Nym > al=a+IN C W,

prova o resultado. O
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Facamos uma descri¢ao mais simples e clara sobre a importancia deste principio:

Supondo que se deseje demonstrar uma propriedade relacionada a ntimero naturais

n > a, onde simbolizaremos por P(n), com a € IN.

Para demonstrar que P(n) é valida para todo natural n > a, com a € IN, devemos
verificar a sua validade para P(a), sendo verdadeira, devemos em seguida mostrar que P(n)
é valida para um natural n > a, entdao P(n + 1) é também vélida, ou seja, vamos supor
que P(n) seja valida para todo natural n > 1. De fato, sendo P(1) valida, P(2) = P(1+1)
é valida.

Como P(2) é valida, resulta que P(3) = P(2 4+ 1) ser valida. Sendo P(3) é valida,

resulta que P(4) = P(3 + 1) ser valida e assim opor diante.

E interessante observar que a propriedade s6 comeca a ser valida a partir de um certo
numero natural, ou seja, nao tem a obrigatoriedade de comecar de 0 ou de 1, como na
propriedade P(n) : 2™ > n?, observa-se que sua validade ocorre a partir dos niimeros

naturais n = 5.

Abaixo descrevemos alguns exemplos de demonstragoes pelo Principio de Indugao.

Exemplo 6.1. Demonstre a validade da propriedade P(n) = 1+r+12+. 41" 141" =
1— T.n+1

o sendo T # 0.

Demonstragao. i) Verificar a validade P(1)

I—r*t 17— (I—7)(147)

P(1)=1 = = =
(1) T 1—r 1—r 1—r

=1+4r.

ii) Por hipotese, suponha a validade de P(n)

1— Tn+1

PMm)=1+r+1>+.. .+ 141" = N
—r

iii) Queremos demonstrar a validade de P(n + 1). De fato temos que:

Pm+1) = 14+r+r2+. 4 g gnt!

_ 1 Irn_H +Tn+1
—T
B 1_rn+1_|_1.n+1(1_1,)
N 1—r
1— T.n+1 + T.n+1 _ T.n+2
- 1—7r
1 _T.n+2

1—r1r
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]

Exemplo 6.2. Demonstre a validade da desigualdade P(n) = (1 +x)™ > 1 4+ nx, se

x > —1, também chamada de Desigualdade de Bernoulli.

Demonstragao. i) Verificar a validade P(1).

P)=(14+x)1!'>1+1-x=1+x.

ii) Por hipotese, suponha a validade de P(n) paran > 1.

Pm)=(14+x)">1+nx.

iii) Queremos demonstrar a validade de P(n + 1)
Pm+1)=01+x)"">14+n+1)x

Por hipotese (1 +x)™ > 1+ nx, Se x > —1, entao (1 + x) > 0, portanto se

multiplicarmos os membros da desigualdade da hipotese por (1 4+ x) obtemos

(I4+x)-(I1+x)" > (I1+x)(1+nx)

1 +nx +x 4+ nx?
1+ (n+1)x+nx?

\%

14+ (n+1)x,

ja que nx? > 0 para todo x.

Figura 3: Jacques Bernoulli (1645 — 1705)
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Jacques Bernoulli (1645 — 1705), membro de uma familia na qual, por geragoes, nas-
ceram renomados cientistas. Os Bernoulli foi a familia que mais produziu eminentes
matemaéticos em toda Historia - Fonte: http://www.learnmath.info/portugal /historyDetail.

htm?id\=Bernoulli _Johann.

n+1\"
Exemplo 6.3. Prove, por inducdao, que <;> < M para todo 1 = 3 e conclua dai
n

que a sequéncia 1, \/5, \‘7§, \‘74_1, ... € decrescente a partir do terceiro termo.

2

. 2+1 . . .
Demonstracao. Sabemos que 5 < 2. Ignorando isto, mostremos por inducao que

n+1\" _ , , n+1\"
(T) < mn para n > 3. Indicando a desigualdade acima por P(n) : (T) <mn,

para n natural e n > 3.

(i) Verificar a validade n = 3.

3+13_64<3
3 21 7
(ii) Por hipodtese, suponha a validade de P(n) para n > 3.

(n+1)n
—— ] <n
n

(iii) Queremos demonstrar a validade de P(n + 1)

(n+1>“ (n+2)“+1 (n+2)“ (n+2>1
—_— <n=|—— = —_ | ——
n n—+1 n

n

logo é verdadeira.

Assim demonstramos por inducao que a propriedade é verdadeira para todo niimero
natural n > 3.

n+1
Escrevendo (%) < nsobaforma (n+1)™ < n™"! vemos que "vn+1 < ¥/n

para n > 3. Logo 1,v/2,v/3,V/4, ... é decrescente a partir do 3° termo.

n



52

A seguir foram retiradas do livro Um convite & Matemaética de autoria Daniel Cordeiro

de Morais Freitas da editora SBM algumas observagoes sobre o Principio de Indugao:

(i) Nem todos os resultados envolvendo nimeros podem ou devem ser provados por in-
dugao. Eis um exemplo: A soma de um nimero impar com um ndmero par, ambos

positivos, ¢ um niimero impar.

(ii) Use o Principio de Indugao com prudéncia. Seria um desperdicio de esforgo utiliza—lo

para provar, por exemplo, que um ntmero da forma 8n+ 1, n € IN, é impar! (Por
qué).

(iii) O Principio de Indugéo ¢ um método para demonstrar uma propriedade que envolve

niimeros naturais, nao para descobrir qualquer propriedade.

(iv) Ja observou que o Principio de Indugdo ¢ um método de demonstragao interessante,
pois com apenas dois passos é possivel provar a validade de um resultado para uma

infinidade de casos?

(iv) Como apresentado o Principio de Indugao decorre da construgao axiomética dos

nimeros naturais (Axioma de Peano).
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7 Geometria Fuclidiana

Dentre varios povos remotos que se destacaram na matemética citamos Babilonios e
Egipcios, principalmente nas areas da algebra e da geometria devido suas necessidades

praticas, porém nao ha tinham como uma ciéncia organizada.

Bulgiria
Maceddni
Albdnia
.
Cn.-.:a Turguia
Lesban
Mar Egeu S
i D'"*: Tehas
i Eleusiq, drons
Mar  Peioponeso” TATEMAS 508
Jénica Lol
taglria Deiod
Rodes
Mar Mediterrinea S du Ciwen
Crata
0 75 150w

Figura 4: Mapa da Grécia - Fonte: http://phylos.net/imagens/artigos/historia_
matematica/MapaGrecia.png.

O grande numero de ilhas e a geografia do continente, em forma de peninsula, acaba-
ram por facilitar a expansao do comércio maritimo com os povos da costa do Mediterraneo
e, com isto, a busca por tecnologia e integracao cultural entre os povos da regiao, os eu-

ropeus ao norte e os asiaticos a leste.

Apesar de todo conhecimento da época a matematica se notabilizou com o status de

ciéncia, no sentido contemporaneo da palavra, por volta dos séculos VI e V a.C, na Grécia.

A matematica grega se diferenciou das anteriores pelo enfoque, sem a preocupagcao
de suas aplicagoes praticas e levando em conta problemas relacionados com processos

infinitos, movimento e continuidade.

Isso levou os Gregos a desenvolverem o método axiomatico — dedutivo, que consiste
em admitir certas proposi¢oes como verdadeiras(mais ou menos evidentes) e, por meio de

um encandeamento légico, chegar a proposi¢oes mais gerais.

Talvez as dificuldades com que os gregos depararam ao estudar problemas relativos
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a infinitos, com ndameros irracionais, os desviaram da &lgebra , encaminhando—os para

geometria.

E é na geometria que os gregos se destacam culminando com a obra de Euclides,

intitulada “Os Elementos” em 300 a.C.

Figura 5: Um fragmento dos Elementos encontrado no final do século XIX em Oxyrhyn-
chus, datado de cerca de 100 d.C. - Fonte: http://images.slideplayer.com.br/8/2299277/
slides/slide 17.jpg.

A obra de Euclides era um livro texto composto por treze volumes, sendo cinco sobre
geometria plana, trés sobre teoria dos ntimeros, um sobre a teoria das proporgoes, um

sobre incomensurabilidade e os trés tultimos sobre geometria no espaco.

Além do sucesso do livro Elementos pela apresentagao logica da maior parte do co-
nhecimento matemético disponivel para Euclides, este livro é uma referéncia no sentido

de trazer um primeiro texto com uma teoria axiomatica.

Chamamos a Geometria apresentada no livro Elementos de Geometria Euclidiana que
possui os elementos basicos: o ponto, a reta e o plano, onde os dois primeiros sao nomeados
por letras mintsculas e maitsculas do alfabeto latino, respectivamente, enquanto que o

plano é representados por letras gregas.

Os elementos basicos sao denominados por Euclides de “entes primitivos”, pois segundo
ele nao possuem defini¢ao e junto a eles Euclides menciona cinco “nog¢oes comuns”, as quais
parecem aceitas como hipoteses fundamentais a todas as ciéncias, e mais cinco axiomas (ou

postulados) fundamentais, os quais seriam hipoteses peculiares da Geometria Euclidiana.

As cinco nogoes comuns sao:

e (Coisas que sao iguais a uma mesma coisa sao também iguais entre si.
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e Se iguais sao adicionados a iguais, os totais sao iguais.

e Se iguais sao subtraidos de iguais, os restos sao iguais.

Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais entre si.

O todo é maior do que qualquer uma de suas partes.
Os cinco axiomas sao:

(i) Por dois pontos quaisquer podemos tragar uma unica reta.
(ii) Todo segmento de reta pode ser prolongado em uma reta.

(iii) Dados um ponto e um segmento tendo tal ponto por extremidade, existe um circulo

que tem centro no ponto dado e raio igual ao segmento dado.
(iv) Todos os angulos retos sao iguais.

(v) E verdade que, se uma reta, ao cortar duas outras, formando angulos internos, no
mesmo lado, cuja soma é menor do que dois angulos retos, entao as duas retas, se
continuadas, encontrar—se—ao no lado onde estao os angulos cuja soma é menor do

que dois angulos retos.

Figura 6: Diagrama que representa o 5° Postulado de Euclides.

Em 1795, o enunciado do quinto postulado de Euclides foi substituido por outro, equi-
valente, chamado hoje de postulado das paralelas. Tal formulacao é devida a Playfair:
“Por um ponto fora de uma reta pode—se tracar uma tnica paralela a reta dada.” Todavia,
esse postulado ja havia sido considerado por Proclus em sua obra comentérios sobre o

primeiro livro dos elementos de Euclides.
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Lembramos que a discussoes de tal postulado levaram varios matematicos a criacao
de uma nova geometria conhecida como nao Euclidiana e que tem contribuido bastante
para o desenvolvimento nao s6 da Matematica mais também em outras areas tais como o

da Fisica Moderna.

A seguir, apresentaremos a congruéncia de tridngulos que se destaca como uma grande

ferramenta de demonstragao na geometria Euclidiana.

7.1 Congruéncia de Triangulos

A ideia de congruéncia entre segmentos, angulos e triangulos formou—se intuitiva-
mente, levando—se em conta que dois segmentos congruentes, dois angulos congruentes e
dois triangulos congruentes podem ser superpostos por meio de um deslocamento conve-

niente.

Este deslocamento pode ocorrer de varias maneiras tais como translagao, rotacao ou

mesmo simetria.

O conceito abstrato de congruéncia entre triangulos é definido da seguinte maneira:

Definicao 7.1. Dois tridngulos sao denominados congruentes se tem ordenadamente con-

gruente os trés lados e os trés angulos.

Exemplo 7.1. Os triangulos ABC e EFG sao congruentes.

B G .
[\I\ \\j |
A # C F

Figura 7: Congruéncia de Triangulos

AB = FEF A = E
Indicamos: AABC = AEFGse: { BC = FG e{ B F
AC = EG C =G

Dai escrevemos:

Congruéncias correspondentes entre angulos e lados

£BAC = LFEG; 4£CBA = £LGFE; <ACB = {EGF.
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AB=EF;, BC=GF, AC=GE.
Medidas de angulos e lados correspondentes
A=E B=F C=0G.

AB=FEF;, BC=GF, AC=GE.

A congruéncia de tridangulos é uma relacao de equivaléncia no conjunto de todos os

triangulos no plano, neste sentido, destacamos as seguintes propriedades:

(i) Reflexiva: AABC = AABC (imediato);

(ii) Simétrica: AABC = ADEF ,entdo ADEF = AABC, pode ser constatada se reali-
zamos um movimento, sem deformar, levando o AABC coincidir com o ADEF e logo

apos realizamos um movimento contrario fazendo ADEF coincidir com o AABC.

(iii) Transitiva: se o AABC = ADEF e ADEF = AHIJ, entao AABC = AHI]J, se
movimentamos o AABC até coincidir com o AHIJ por etapas; primeiro levando

AABC a coincidir com o ADEF e depois o0 movemos até que coincida com o AHI]J.

7.2 Casos de congruéncia

A definicao de congruéncia de tridngulos da seis condi¢oes que devem ser satisfeitas
para que dois triangulos sejam congruentes. Existem condi¢des minimas para que dois
triangulos sejam congruentes. Estas condi¢oes sao denominadas casos ou critérios de

congruéncia.

1° Caso: Axioma (LAL)

Sejam AABC e ADEF dois triangulos. Se AB = DE, AC = DF ¢ A = D; entdo
AABC = ADEF:
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A c D F

Figura 8: 1° Caso de Congruéncia
2° Caso: Teorema (ALA)

Dados dois triangulos AABC e ADEF com AB = DE; —DeB = ;‘\\; entao
AABC = ADEF:

=
m

Figura 9: 2° Caso de Congruéncia

Demonstragao. Sabemos que existe um ponto G na semi-reta /ﬁ tal que AG = DF,
(ver Figura 9). Por construgao, temos que os tridngulos AABG e ADEF satisfazem
AG = DF, AB = DE e A = D: Pelo Axioma de Congruéncia 1, obtemos que
AABG = ADEF. Pela definicao de congruéncia de tridngulos, segue que ABG =
E = ABC. Logo, as semi-retas ﬁ e ]ﬁ coincidem. Isto implica que G coincide
com o ponto C: Entao AABC = AABG = ADEF. O

3° Caso: Teorema (LLL)
Se dois triangulos tém trés lados correspondentes congruentes entao os triangulos

sao congruentes.
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=== = = = el e - - = )

]

LY

Figura 10: 3° Caso de Congruéncia

Demonstracao. Sejam AABC e ADEF triangulos tais que AB = DE; BC = EF e
AC = DF: A ideia da prova é construir um triangulo AAGC, com o ponto G no
lado oposto da reta que contém DB; tal que AAGC = ADEF: Entao mostraremos
que AABC = AAGC:

e Passo 1: Pelo Axioma de Medicdo de Angulo, existe uma semi-reta Aﬁ no

semi—plano oposto ao que contém C; tal que BKQ = f);
e Passo 2: Na semi-reta Xé tome um ponto G tal que AG = DF:
e Passo 3: Pelo 1 caso de congruéncia de triangulos, segue que AGB = DEF;

e Passo 4: O segmento CG intercepta AB no ponto H; pois estao em lados
opostos;
e Passo 5: Note que AG = DF = AC: Assim, o triangulo AACG é isosceles e
entdo AGC = A/C\G;
e Passo 6: Da mesma forma, concluimos que o triangulo ABCG é isosceles com
BCG = BGC;
e Passo 7: Porém,
AGB = AGC+CGB
— ACG + GCB
— ACB.

Portanto, podemos aplicar o Axioma de Congruéncia 1 para concluir que AACB =
AAGB: Mas como AAGB = ADFE; segue que AABC = ADEF. O]
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4° Caso: Teorema (LAAy)
Se dois triangulos possuem um lado, um angulo adjacente a este lado e um angulo

oposto a este mesmo lado respectivamente iguais, entao sao congruentes.

Exemplo ilustrativo

B A B'

b

Figura 11: 4° Caso de Congruéncia

Descricao matematica

AB = A’B’
A A 2R AABC = AAB/C
C = C

Demonstragao. Considere os triangulos anteriores, por hipotese a soma dos angulos
internos de um triangulo é igual a 180°, A= A\’, AB=AB eC = /C\’, assim temos
B=180°—-A—C=180°—A’'—C’ = BA’, logo os triangulos ABC e A’B’C’ sao
congruentes pelo teorema ALA (K = A’ ,AB=A'B’ e B =B’ ) e assim concluimos
que o AABC = AA'B'C’. m

5° Caso: Teorema (C.H.)
Se dois triangulos retangulos possuem cateto e hipotenusa respectivamente iguais,

entao sao congruentes.
Exemplo ilustrativo

Descrigao matematica

AB = XY
AC XZ (HIPOTENUSA) =2 AABC = AXYZ
B = Y=090°

Demonstrag¢ao. Como os triangulos dados sao por hipoteses retangulos em A e Y,
aléem de AB = XY (CATETO) e AC = XZ (HIPOTENUSA), concluimos pelo
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B C i Z

Figura 12: 5° Caso de Congruéncia

teorema de Pitagoras que

(BC)* = (AC)* — (AB)” = (XZ)* — (YZ)* = (YZ)?

logo, BC = YZ. E pelo caso LLL teremos AABC = AXYZ. O
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8 Aplicacoes da Congruéncia de
Triangulos

~

Exemplo 8.1. Prove que se um tridngulo ABC € isosceles de base AB, entao A = B

(tem dngulos das bases iguais).

Demonstragao. Considere o triangulo ABC (Figura 13), por hipotese se AB ¢ a base,
temos que AC = BC. Trancando pelo ponto C a mediana CM, logo os triangulos ACM

e BCM sao congruentes pelo caso LLL, assim concluimos que A =B. O

o]

A M B

Figura 13: Exemplo 8.1

Exemplo 8.2. Prove que num triingulo isosceles a mediana relativa a base é também

altura e bissetriz.

Demonstragio. Considere o triangulo ABC (Figura 14), por hipotese se AB é a base,
temos que AC = BC. Trancando pelo ponto C a mediana CM, logo os triangulos ACM
e BCM sao congruentes pelo caso LLL, assim AMC = B/l\/\lC, como sao suplementares
decorre que AMC = BMC = 90°, portanto o segmento CM ¢é perpendicular a AB, logo

representa sua altura.
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Ainda nos triangulos congruentes ACM e BCM os angulos ACM = BCM e como ACM+
BCM = 6, entao conclui-se que CM é uma bissetriz, e mostramos que o segmento CM
¢ mediana, altura e bissetriz relativa a base de um triangulo isésceles.

C

A M B

Figura 14: Exemplo 8.2

]

Exemplo 8.3. Prove que num tridngulo retangulo ABC, a mediana BM relativa a hipo-

tenusa mede metade da hipotenusa AC.

Demonstragao. Considere no triangulo ABC, retangulo em B (Figura 15), e um ponto D
obtido pelo prolongamento da mediana BM tal que BM = MD. Os triangulos AMB e
CMD sdo congruentes, pelo caso LAL (BM = MD, AMB = CMD (OPV), AM = MC).
Dai, AB = CD e BAM = D(AZM, ou seja, AB e CD sao segmentos iguais e paralelos e

portanto

\
0—————————————-— @D

Figura 15: Exemplo 8.3

ABC = DCB = 90°
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Assim, os triangulos ABC e DCB sao congruentes, pelo caso LAL, e portanto

BD:AC:>2-BM:AC=>BM:ATC.

]

Exemplo 8.4. Prove que a bissetriz de um dangulo é um conjunto de pontos equidistantes

dos lados deste dangulo.

Demonstrag¢ao. Observe o angulo ACB de bissetriz @ (Figura 16), assim por hipotese
temos que ACP = BCP e considere os pontos A e B os pés da perpendicular em CA e

C?, respectivamente, assim os triangulos CAP e CBP sao congruentes pelo caso LAA,,

pois AC = BC, ACP=BCPeA=B= 90°, logo concluimos que AP = PB.

Figura 16: Exemplo 8.4

[]

Exemplo 8.5. Prove que as bissetrizes internas de triangulo passam pelo mesmo ponto.

Demonstra¢ao. Considerando um triangulo ABC e por hipotese tracemos duas bissetrizes
internas relativas aos angulos AeB que se intersectam no ponto I, assim d(I,AB) =
d(I, AC), pois pertence a bissetriz do angulo R, e d(I,AB) = d(I,BC), pois pertence a
bissetriz do angulo ﬁ, logo, d(I, AC) = d(I, BC) e neste caso I equidista dos lados BC e

AC, concluimos entao que I pertence a bissetriz do angulo C.
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Figura 17: Exemplo 8.5

[]

Exemplo 8.6. Prove que a mediatriz de um segmento de reta € um conjunto de pontos

equidistantes dos extremos deste segmento.

Demonstracao. Considere, por hipotese, um segmento de reta AB e sua mediatriz m
tomando um ponto qualquer X € m, formamos os triangulos AMX e BMX que sao
congruentes pelo caso LAL (AM = MB, M=MeMX = MX), logo AX = BX.

Figura 18: Exemplo 8.6

]

Exemplo 8.7. Prove que as mediatrizes dos lados de um tridngulo passam pelo mesmo

ponto.

Demonstra¢ao. No triangulo ABC (Figura 19), temos por hipotese as mediatrizes FG, EG
e DG, respectivamente, dos lados AC, BC e AB, e G o ponto de intersec¢ao das retas EG
e FG.
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[ o

A B

Figura 19: Exemplo 8.7

Pela propriedade da equidistancia dos extremos temos que BG = CG (G € mediatriz
EG) e AG = GC (G € mediatriz FG). Portanto BG = AG e G € mediatriz DG. O

Exemplo 8.8. Prove que em todo triangulo, a medida de cada dngulo externo é maior

que as medidas dos dngulos internos nao adjacentes a ele.

Demonstrag¢ao. Considere um triangulo ABC, abaixo, e pelo ponto médio do lado AC

— —
que chamaremos de M, prolongue a semirreta BM até um ponto B’ tal que BM = B’/M

e tome os triAngulos ABM e CB’M que sao congruentes pelo caso LAL (BM = B’'M
M =M (OPV) e AM = MC). Assim B'CM = BAM, logo

XCA = XCB + B'CM = XCB + BAM > BAM = BAC.

Analogamente, prova—se que XCA > ABC.

w q
(9]

Figura 20: Exemplo 8.8
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Exemplo 8.9. Prove que em um triangulo ABC, sendo M e N os pontos médios dos lados
BC

AB e AC, respectivamente, obtemos um triangulo AMN com MN || BC e MN = -

>

B P

O

Figura 21: Exemplo 8.9

Demonstracao. Por hipotese temos que AM = MB e NA = NC, pois M e N sao médios.

Tracemos pelo ponto N uma semirreta de reta l@ de modo que seja paralelo ao lado AB.
Assim obtemos AM = NP, MAN = PNC (correspondente) e NA = NC, logo os
triangulos AMN e NPC sao congruentes, NPC = AMN = AgC, ou seja MBPN ¢é um
paralelogramo.
Dai concluimos que BP || MN || BC e BP = MN = PC, desta maneira

BP+PC:BC:MN+MN:BC:MN:E.
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Consideracoes Finais

Demonstrar propriedades mateméticas é o grande laboratoério desta ciéncia e portanto
é uma das principais ferramentas que permite ao estudante compreender e manipular

certas informagoes abstratas por mais simples que sejam.

Nao ha duavidas de que ap6s os gregos, precursores do método axiomético, a Matema-
tica teve um crescimento bem mais significante, trazendo como consequéncia verdadeiros
desenvolvimentos e dentre eles o tecnolégico. Devemos provocar a curiosidade de nossos
alunos, sempre que possivel, descrevendo demonstracoes de conhecimentos matematicos

estudados para que possam compreendé—la e dominé-la com mais confianga.

Grande prova disso sao as Olimpiadas de Matemaética, pois incentivam o aluno a
demonstrar a saida de dado problema provocando nele um despertar traduzido em bons
desempenhos nesta ciéncia, mais ainda é pouco, é necessario que todos trabalhem juntos e
sincronizados a fim de exigir de nossos governantes melhorias em nossas educagoes basica

e superior.

Assim para se chegar a uma razoavel descricao demonstrativa de conhecimentos mate-
méticos é necessario que o aluno tenha ao longo de seus estudos conhecimentos de outras
ferramentas como logica da matematica, indugao, axiomas, definicoes matematicas, enfim
uma série de conhecimentos e incentivo que darao uma melhor clareza e organizagao de

conhecimentos matematicos.
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