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RESUMO

A semelhanga, por sua importancia e ligacdo direta com o mundo em
que vivemos, merece ser abordada com mais cuidado e completude, uma vez
que, mesmo 1intrinsecamente, faz parte das nossas memdérias mais
infantis, quando brincdvamos com miniaturas do mundo real. Seja nas mais
remotas histdérias da humanidade ou nas modernas lentes ou cameras, a
semelhangca esteve e estd presente no cotidiano das pessoas, sendo
utilizada como ferramenta para as nossas realizag¢des. Este trabalho tem
por objetivo principal levar os professores de matematica e os alunos a
pensarem a semelhanca num sentido mais amplo. Pois, praticamente todos
os livros da literatura matemdtica abordam esse conceito de uma forma
restrita aos triangulos. Com isso, propomos esta obra com o intuito de
complementar essa lacuna no ensino da matematica. Com uma linguagem
simples e de facil compreensdo espera—se que o leitor compreenda o
conceito de semelhanga na sua esséncia bem como as demonstragdes

apresentadas e as belas aplicagdes da semelhanca.



ABSTRACT

The similarity, given its importance and direct 1link with the
world in which we live, should be addressed with more attention and
completeness, since even intrinsically it 1is part of our childhood
memories, when we used to play with miniatures of the real world. Either
in the remotest history of mankind or in the modern lenses of cameras,
the similarity was and still is present in people’ s daily life being
used as a tool for achievements. The main goal of this paper is to make
math teachers and students think about the similarity in a broader
sense. Almost all the books of the mathematical literature address that
concept in a way restricted to triangles. Therefore, we propose this
paper in order to fulfill that gap in mathematics teaching. With a
simple language and easy to understand it is hoped that the reader
understands both the concept of similarity in its essence and the
demonstrations and beautiful applications of similarity.
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1. Introducdo

O presente trabalho tem por objetivo trazer a tona a discussdo

sobre a insercdo do conteido de semelhanca no Ensino Médio.

Durante um curto espaco de tempo, esse conceito é trabalhado no
ensino fundamental e dificilmente volta a ser abordado em outro momento
da vida escolar do aluno. Porém, devido a sua grande aplicabilidade e
relevancia, consideramos tal pratica um equivoco e propomos um material
completo que possa trabalhar novamente a semelhanca no Ensino médio,
quando os alunos ja serdo capazes de compreender o conceito na sua

esséncia (devido ao estudo anterior da Geometria Espacial).

0 trabalho é dividido em trés partes principais. A primeira é
dedicada ao aluno, é nessa parte que os professores encontrardao uma
proposta de como o conceito de semelhanca deveria ser transmitido aos
alunos, servindo assim como um material aonde professores podem buscar
recursos para suas aulas e também alunos podem ler e tirar suas davidas
e resolver exercicios. Para isso, essa parte conta com exercicios
resolvidos e propostos contextualizados e que chamem atencdo para o

carater pratico da semelhanca.

A segunda parte é dedicada ao professor, nela sdo encontrados os
conceitos rigorosamente matematicos e demonstracdes concisas que s&o
necessarias ao entendimento dos transmissores do conhecimento. Nessa
parte, o professor tera o embasamento teérico que ndo é tdo aprofundado
na primeira parte, ou seja, algumas lacunas (sejam elas demonstracdes ou
conceitos) que ficarem abertas na parte dedicada ao aluno serdo

preenchidas.

Na terceira parte do trabalho, sd@o expostos alguns aspectos da
semelhanca que sdo interessantes e, a meu ver, s8o nhecessarios para que
o leitor possa contemplar a beleza matematica que ha no conceito de
semelhanca. Numa breve descricdo, a parte que trata de uma abordagem
historica expde a semelhanca presente em varios momentos da histéria da
humanidade desde Tales de Mileto, por exemplo, até os quadros de Da

Vinci.



1. Parte dedicada ao aluno
1.1 Introducdo

Fazendo uma breve analise dos livros didaticos de matematica, podemos
perceber que abordam a semelhanca apenas para o caso dos triangulos. O
conceito de semelhanca esta inteiramente presente na vida cotidiana
sempre que paramos para observar uma ampliacdo ou uma reducdo de
imagens. A ideia de semelhanca é entendida intuitivamente muito cedo
pelas criancas quando, ao assistirem um desenho animado ou mesmo
observam figuras em livros ou revistas, percebem que um mesmo desenho
pode ser reproduzido em diferentes tamanhos. Por exemplo, todos s&o

capazes de reconhecer as figuras abaixo como semelhantes.

Figura 1.1

Intuitivamente, quando as meninas brincam de boneca durante a
infancia, ou mesmo os meninos ao brincarem com carrinhos em miniatura ja
desenvolvem o conceito de semelhanca observando o mundo real. Para as
meninas, as bonecas sdo representacdes reduzidas de pessoas adultas no
seu mundo imaginario e para os meninos os carrinhos em miniatura s#o
reducdes dos velozes carros que circulam pelas ruas.

A semelhanca é a base de toda a medicdo. Ela revela o segredo de
fazer um mapa e desenhos em escala, e também explica alguns aspectos de
imagens fotograficas.

0 nosso trabalho propde uma abordagem mais ampla do contetdo de

semelhanca no Ensino Médio. Durante o ensino fundamental, os alunos tém
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seu primeiro contato com o conceito de semelhanca mais voltado para o
caso dos triangulos, algumas outras figuras planas e até mesmo alguns
s6lidos geométricos também sfo abordados, mas sem muita profundidade.
Geralmente no ensino médio esse contetdo nido volta a ser abordado como
deveria o que consideramos um equivoco, ja que esta totalmente presente

na Arquitetura, nas Engenharias e nas Artes.

A nossa proposta é que o conceito de semelhanca volte a ser
abordado no ensino médio com a devida profundidade e para isso, o nosso
trabalho mostrara de uma forma clara e simples como esse tema poderia

ser abordado.

0 trabalho é dividido em duas partes. A primeira consiste numa parte
escrita que aborde o conceito de semelhanca desde as figuras planas mais
simples até os so6lidos geométricos, perpassando pelos conceitos de
comprimento, &area e volume, bem como de suas respectivas razdes de
semelhanca. Essa parte se assemelhara muito com um capitulo de um livro
texto cujo alvo principal é o entendimento do aluno, e para isso varios

exemplos serdo expostos e exercicios serdo propostos.

Na  segunda parte trataremos os conceitos de uma maneira
matematicamente mais rigorosa. E neste momento que faremos as devidas
demonstracoes que faltarem na primeira parte. Agora, o publico alvo s&o
os professores e esse Apéndice fornecera o embasamento tedrico
necessario para um desenvolvimento mais satisfatério das aulas

propostas.



1.2 Semelhanca

Este capitulo tem por objetivo o ensino—aprendizagem do conteudo de

semelhanca no sentido mais amplo.

1.2.1 Definicao

Duas figuras sdo semelhantes quando todos os segmentos que aparecem em
uma aparecem na outra, multiplicados por um fator constante. Essa
definicdo mostra que, se duas figuras sdo semelhantes, uma é a ampliacdo
ou a reducdo da outra, sejam elas no plano ou no espaco.

Exemplo:

A figura abaixo representa uma reducdo de um desenho animado,

neste caso o motorista dos Simpsons.

Figura 1.2

Observe que para obtermos a figura maior, basta multiplicarmos a
menor por 1,25. Temos por exemplo, que 0,64-1,25=08 e 1,4-1,25=175.
Com isso, temos que a razdo de semelhanca destas figuras é a constante

r=125.

E importante ressaltar que as figuras acima s3o aceitas como

semelhantes uma vez que sdo anunciadas dessa maneira. Seria impossivel
10



medir todos os segmentos a fim de nos certificarmos de que as figuras
sdo realmente semelhantes. Seria um exagero de rigor, mesmo que pautado

na definicdo, além de totalmente inviavel.

1. 2.2 Semelhancas no plano
Semelhanca de triangulos

Dois triangulos sd@o semelhantes quando os seus lados forem

proporcionais.
A!
A
c b

B~ o o (™

2 C B p C

Figura 1.3

a b c
—:—:—:r
a b c

0O numeror & uma constante chamada de razdo de semelhanca das duas

figuras.

Cabe observar que existem trés formas de se concluir que dois triangulos
sdo semelhantes. A primeira é a da definicdo, ou seja, se os lados dos
triangulos sdo proporcionais, entdo eles sdo semelhantes. A segunda
maneira ¢é quando os dois triangulos possuirem os angulos internos
congruentes entre si. E a outra é quando os dois triangulos possuirem
um angulo congruente formado entre dois lados de medidas proporcionais.
Entdo é importante se atentar ao fato de que triangulos semelhantes
possuem lados proporcionais e consequentemente possuem angulos internos
congruentes entre si — o reciproco é verdadeiro. Todos esses fatos estéo

demonstrados na parte dedicada aos professores.

A seguir, trataremos cada um dos casos com mais detalhes.

11



1° Caso

Se todos os lados de um triangulo forem proporcionais aos lados de

outro, os dois triangulos sdo semelhantes.

B C B

Figura 1.4

Neste caso:

Consequentemente, os angulos internos A=A,B=B'eC=C'

Exemplo:

Verifique se os triangulos a seguir sdo semelhantes.

C
C!
10
B
A 5
y : "B A : B
Figura 1.5
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Temos que verificar se os lados homélogos obedecem a mesma razdo,

que por hora sera a razdo de semelhanca.

AB BC' AC
AB  BC AC

3 5 4 1
> — =—=—=—
6 10 8 2

Note que todos os lados hom6logos sd@o proporcionais e tém a mesma

N 1 . N
razdo de semelhanca =, portanto os triangulos sdo semelhantes.

2° Caso

Se os dois triangulos possuirem os angulos internos,
respectivamente congruentes entre si, os dois triangulos s&o

semelhantes.

C!

Ae « B A . B

Figura 1.6

Neste caso:

LA=/ZA,/B=B'e LC=/C

13



Consequentemente,
AB' B'C' _ AC
AB BC AC

Logo, se dois triangulos possuem angulos, respectivamente congruentes

entre si, entdo sdo semelhantes. Cabe observar que o mesmo nido vale para

poligonos de género maior que trés.

Observe os retangulos abaixo

Figura 1.7

Possuem angulos congruentes, mas os lados ndo sdo proporcionais, pois

——#vg e, portanto, ndo sdo semelhantes.

5

Sendo assim, figuras com angulos congruentes ndo é garantia de figuras

semelhantes. Esse fato s6 vale para os triangulos.

Veja o exemplo a seguir:

Obter o valor da medida X na figura abaixo:

14
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C 9,,/// \{2
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~
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.// ///
e ~
AeE (\NB A B
Figura 1.8

Como os triangulos possuem angulos congruentes entre si, logo, s&o

semelhantes e, portanto os lados homélogos s&do proporcionais, com isso

§:i:>x:4
9 12

3% Caso

Se dois triangulos possuirem um angulo congruente formado entre

dois lados de medidas proporcionais, os dois triangulos sdo semelhantes.

C!

A B A- ' B
Figura 1.9

Neste caso:

JA=/A e 5:3
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Consequentemente,

JA= /N, /B=B'e ,C=C ¢ 2_C_BC
b ¢ BC

Veremos agora um exemplo interessante, em que a consequéncia de os
triangulos serem semelhantes é o recurso usado para solucionar o

problema:

Num triangulo ABC de lado AC =12, a reta AD divide internamente o
lado BC em dois segmentos: BD=18eDC=6. Se o angulo ABD=X e o
angulo ACD =Yy, o angulo BDAé dado por:

Tlustracdo da figura do texto

18 D 6

Figura 1.10

Observe que os triangulos ABC e DAC sdo semelhantes, pois,

—Eﬁz::iﬁz-:zgﬂ::}g e possuem o angulo C (adjacente aos lados
AC DC 12 6

proporcionais) comum. Como ACe DC sdo homologos, temos que o angulo

16



DAC =x e como o anguloBAD é angulo externo do triangulo ADC, temos
que o anguloBDA=Xx+Yy.

Observacdo: No triangulo ABC, se tomarmos o segmento B'C' paralelo ao
lado BC, com B'e AB ¢ C'e AC, temos que os triangulos ABC e AB'C'

sdo semelhantes.

BC//B'C'= AABC ~ AAB'C’

17



Semelhanca de poligonos

Sabemos que todo poligono pode ser dividido em triangulos, observe
os poligonos abaixo que foram divididos em varios triangulos através dos

vértices Ae A'.

Al

c D C' D

Figura 1.11

Dizemos que dois poligonos sdo semelhantes se puderem ser
divididos em triangulos respectivamente semelhantes. Observando os

poligonos acima, temos que:
a) Os triangulos ABC e A'B'C' sdo semelhantes.
b) Os triangulos ACD e A'C'D' sdo semelhantes.
c) Os triangulos ADE e A'D'E' sdo semelhantes.

Portanto, podemos afirmar que os poligonos ABCDE e¢ AB'C'D'E'
sdo semelhantes. Concluimos que a razdo de semelhanca rvale ndo
apenas para lados proporcionais, mas para quaisquer segmentos

correspondentes, inclusive as diagonais dos poligonos.

Assim:

AB BC AC CD AD DE AE

A'B' B'C' AC' C'D AD DE AFE
Temos ainda que, para quaisquer poligonos semelhantes, a razdo r
entre lados hom6logos também é igual a razdo entre seus perimetros. E

ainda que, a razdo entre suas areas é igual a r2.

18



Demonstracéo:

Sejam dois triangulos semelhantes ABCe A'B'C', de razdo de semelhanca
r e lados homologos ABe B'C'.

O C"
B C B e
Figura 1.12
Sendo assim, temos

BC  AH

r=——

Seja S e S', respectivamente, as areas dos triangulos ABCe A'B'C',

logo
S::BC-AI-I 0 S'— B'C-A'H
2 2
Observe agora que
BC - AH
E_ 2 _ BC . AC 2
S' B'C-A'H' B'C' A'H'
2

Como todos os poligonos semelhantes, sido divididos em triangulos
semelhantes, temos que a razdo entre as areas de dois poligonos
semelhantes é igual ao quadrado da razdo de semelhanca entre estes
poligonos. E em geral, esta regra vale para todas as figuras planas

semelhantes.

A seguir, observe alguns exercicios resolvidos.

19



1. 2.3 Exercicios

Exercicios resolvidos:

1) Sejam trés retangulos R, R, e Ri. Se R, é semelhante a R, e R, &
semelhante a R..

a) R, é semelhante a R,?

b) Caso sejam semelhantes, o que podemos dizer sobre a razdo de
semelhanca entre R, e Rs?

Solucéo:

Seja r a razdo de semelhanca entre R, e R, e kK a razido de semelhanca
entre R, e R;. Sendo assim, os retangulos ficam da seguinte forma:

Ra

b br bork

Figura 1.13

a) Sim, pois os lados sdo proporcionais, ou seja,

a-r-k b-r-k
a b

b) Seja V a razdo de semelhanca entre R, e Rs;, entdo,

a-r-k b-r-k
V= = =
a b

r-k

20



Portanto, a razdo de semelhanca entre R, e R, &€ o produto das constantes

r e k.

2) As alturas correspondentes de dois triangulos semelhantes valem 5 e

20. Obter a razdo entre as areas destes triangulos:
Solucdo:

Razao de semelhanca:

Como a razdo entre as areas é:r?

Temos:
e (5Y_1
20 16

. 1
Portanto, a razdo entre as areas dos triangulos vale Ig.
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Exercicios propostos:

1. Dois poligonos regulares com o mesmo numero de lados (em particular,
dois quadrados) sdo figuras semelhantes. Quando é que dois retangulos

sdo semelhantes?

2. Usando semelhanca de triangulos, mas ndo diretamente a nocdo de
area, prove que o produto da base pela altura de um paralelogramo n&o

depende de qual lado se tomou como base.

3. Um triangulo teve seus lados aumentados de 30%, obtendo—se um novo

triangulo semelhante ao primeiro.

a) Qual a razdo de semelhanca?
b) Qual foi o percentual de aumento de sua area?

4. Sejam OX, OY semirretas de origem O e A(X, y) a area do triangulo
de vértice O e base XY, com OX=x, OY=y. Prove que A(x, y) é
Alxy) _xy

A(Xl, yl) X'- yl

diretamente proporcional a X e y e conclua que

5. No exercicio anterior tem—se ﬁ(x,y)::k-x-y. Determine k supondo

que o angulo XOY =90°, 60°e 45°.

6. Por meio de oito pontos, divide em trés partes iguais cada lado do
quadrado circunscrito a um circulo de raio r. Corte os quatro cantos do

quadrado, obtendo um octogono cujos vértices sdo oito pontos de

2

subdivisdo. Mostre que a area desse octogono é igual a De que

modo este processo conduz a um valor aproximado de 7 ? Qual é esse

valor?
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7. Um quadrado tem lado 5cm. Qual sera o perimetro do outro quadrado,
sabendo—se que a razdo de semelhanca entre o primeiro e o segundo é

3147

8. Trace no plano as semirretas OX, OY, OZcom a mesma origem O, de
modo que OZ esteja no interior do angulo XOY . Por cada ponto P em

OZ, sejam Q o pé da perpendicular baixada de P sobre OX e S a

intersecao com QY da paralela a OX passando por P. Prove que a razao

PQ

E ndo depende do ponto P tomado em OZ.

9. Sejam A, B,C e D pontos sobre a circunferéncia, dispostos na
mesma ordem dos nuimeros de um mostrador de relogio. Sobre o segmento

AC tome um ponto E tal que os angulos ABE e DBC sejam iguais. Prove
que os triangulos ABE e DBC sdo semelhantes, o mesmo ocorrendo com oS
triangulos ABE e BCE. Conclua dai que AC-BD=AB-CD+ AD-BC.

( “Num quadriléatero inscritivel, o produto das diagonais é igual a soma

dos produtos dos lados opostos” .)

10. O resultado do exercicio anterior é conhecido como Teorema de
Ptolomeu. Mostre que ele pode ser usado para exprimir o lado do poligono
regular de 2n lados, inscritos no circulo de raio r, em funcdo do

poligono regular de n lados inscritos no mesmo circulo.

11. Dados um triangulo ABC e um retangulo R, ache um retangulo
semelhante a R com um vértice sobre AB, outro sobre AC e os dois
vértices restantes sobre o lado BC. Em particular, mostre como obter
um quadrado que tenha um lado sobre BC e os vértices restantes sobre
AB e AC. [ Sugestdo: tome um pequeno retangulo, semelhante a R, com
um lado sobre BC e um vértice sobre AB. Ligue o quarto vértice a A e

prolongue até encontrar AC.

12. A piramide de Quéops, construida por volta de 2.500 a.C. é

considerada uma das grandes maravilhas do mundo antigo; sua base é um
23



quadrado cujos lados medem cerca de 230 metros. O filésofo grego Tales,
nascido na cidade de Mileto por volta do ano 585 a.C., conseguiu medir a
altura da piramide de Quéops. Partindo do principio de que existe uma
razdo entre a altura de um objeto e o comprimento da sombra que esse
objeto projeta no chdo, e que esta razdo é a mesma para diferentes
objetos no mesmo instante. No caso da piramide de Quéops ele usou apenas
um bastdo e as medidas das sombras da piramide e do bastdo, num mesmo

instante.

Raios

Sabendo que o bastido AB usado por Tales, media 2 metros, a sombra da
piramide GB media 155 metros e que a sombra do bastdo BC mede 3,6
metros. Dai pode—se afirmar que a medida da altura da piramide de Quéops
calculada por Tales de Mileto foi de: (o ponto H é o centro do

quadrado)

13.  Num triangulo onde o angulo de vértice é a metade de cada um dos
angulos da base, mostre que a bissetriz de um angulo de base decompde o
triangulo total em dois triangulos parciais, ambos isésceles, um dois
quais é semelhante ao triangulo dado. Conclua que a base do triangulo

inicial divide cada um dos lados em média e extrema razdo.

14. Use o Exercicio anterior para exprimir em funcdo de r o lado do
decagono regular inscrito num circulo de raio r e, a partir dai
calcular a area desse decagono.

24



15. A planta de uma casa, que é uma reducdo da casa no real, foi feita
na escala (razdo de semelhanca). Uma sala retangular dessa casa tem 5cm
e 6cm de dimensdo nessa planta. Nessas condicgoes:

1. Quais as dimensdes reais dessa sala?
2. Qual a area da sala na planta?
3. Qual a area da sala no real?

25



1. 2.4 Semelhancas no espaco.

A definicdo de semelhanca se estende para o estudo das figuras
espaciais. Para entender melhor as semelhancas no espaco, vamos observar

algumas semelhancas entre s6lidos geométricos.

Considere wuma piramide cuja base ¢é um poligono qualquer. Se
seccionarmos essa piramide por um plano paralelo a base, dividiremos a

piramide em dois outros so6lidos, observe.

Figura 1.14

Ao seccionar a piramide com um plano paralelo a sua base
encontramos uma segunda piramide semelhante a primeira, ou seja, os
segmentos correspondentes sdo proporcionais. De maneira analoga ao que
foi anunciado na pagina 17, onde foi declarado que qualquer reta que
intersecta um triangulo e é paralela a um dos lados forma um novo
triangulo semelhante ao original, estendemos esse raciocinio para o
espaco, mais especificamente para o caso das piramides seccionadas por
planos paralelos as suas bases. Teremos entdo uma razdo r de

semelhanca. Aplicando a semelhanca entre as figuras, teremos:
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Ao seccionar a piramide encontramos uma sSegunda piramide semelhante a
primeira, ou seja, os segmentos correspondentes s&o proporcionais.
Teremos entdo uma razdo r de semelhanca. Aplicando a semelhanca entre

as figuras, teremos:

Onde @, e @, sdo as medidas das arestas das bases, @ e @ sdo medidas
das arestas laterais, ap e @, sdo os apotemas das bases e h e H s@o

as alturas das piramides. Temos ainda que, a razdo entre superficies

.. .2 - . 3
correspondentes das piramides é " e a razdo entre seus volumes é I,

De um modo geral, se dois so6lidos geométricos sdo semelhantes, a
razdo de semelhanca é igual a razdo entre dois segmentos correspondentes
quaisquer dos dois so6lidos, a razdo entre areas correspondentes é igual
ao quadrado da razdo de semelhanca e a razdo entre seus volumes é o cubo

da razdo de semelhanca.
Demonstracéo:

Sejam duas piramides semelhantes P, e P, de razao de semelhanca r e
alturas, respectivamente, H e H' e areas das bases, respectivamente,

S e S' e volumes, respectivamente, V e V'.

Observe que r:={37' Ja sabemos que —é?—lzzr2

Como V:%-S-He V':%-S'-H', temos que

S-H gy
—:—Iu—lzr r=r
sy S H

<<
wlikRrwlk

Como todos os poliedros semelhantes, s@o divididos em piramides
semelhantes, temos que a razfdo entre duas regides hom6logas de dois
poliedros semelhantes é igual ao quadrado da razdo de semelhanca entre

estes poliedros e a razdo entre os volumes de dois poliedros semelhantes
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¢ igual ao cubo da razdo de semelhanca entre estes poliedros. E em

geral, esta regra vale para todos os s6lidos geométricos semelhantes.

A seguir, exploraremos um pouco mais esses conceitos nos proximos

exemplos.

Ha um quebra cabeca bastante conhecido, que surgiu nos anos 80,
chamado “cubo magico” , que consiste em um cubo dividido em diversos
cubos menores.

Pl
e -
’J'
] A
A
./'
i 1T
sz’
Figura 1.15

Observando melhor, vemos que cada aresta desse cubo foi dividida
em trés partes iguais. Se observarmos atentamente, veremos que cada face
ficou dividida em nove quadrados. Ou seja: dividindo cada aresta em trés
partes iguais, a area de cada face ficou dividida em 3°=9 quadrados
menores. Podemos também observar que o cubo ficou dividido em cubinhos
menores, cujas arestas sdo iguais a terca parte da aresta do cubo
inicial.

P
e
|~
/..f"
= =
A ~
|~
f/
= & ral
A A
P
L
Figura 1.16
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Observe que podemos dividir o cubo em trés placas, sendo cada placa
formada de 3* =9 cubinhos. Assim, teremos 3-3%=3°®=27cubinhos. Isso
nos permite concluir que, se a razdo entre as medidas das arestas dos

. . L ~ . 2
dois cubos (menor e maior) é r=3, a razdo entre suas areas é r =
32=9 e a razdo entre seus volumes é r®=3%=27, como ja descrito
anteriormente.

Curiosidade.

Un problema matematico, que despertou curiosidade e mobilizou
intmeros matematicos na Grécia Antiga, foi o da duplicacdo do cubo. Ou

seja, dado um cubo de aresta a , é possivel montar outro cubo que tenha

o dobro do volume do primeiro?

Como vimos a razdo de semelhanca entre os volumes de dois cubos
(que sd@o solidos semelhantes) deve ser igual ao cubo da razdo de
semelhanca entre as arestas.

Assim, devemos ter:
V,=2-V,
Portanto:

¥*=2-a=>x=3¥2-a*=>x=a-32

Ndo é possivel obter com régua e compasso um segmento a-32 dado o
segmento a, pois a partir dos trabalhos em algebra de Ruffini, Abel e
Galois, no século XIX, demostrou—se que ¢é 1impossivel fazer tal
construcdo. Temos que ndo é possivel montar outro cubo que tenha o dobro

do volume do primeiro. Porém com uma calculadora, podemos obter um cubo

com uma aresta muito proxima de a-VE, mas nunca igual.

Cabe ressaltar que na geometria das dobraduras tal construcdo é

possivel, %/2 é a solucio da equacdo x*—2=0 e com dobraduras de uma
folha de papel, & ©possivel resolver qualquer equacdo cubica
a-x®*+b-x*+c-x+d=0, o que niao é possivel de ser feito com régua e

compasso. Para um detalhamento maior sobre o assunto, visitar [12].
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1.2.5 Exercicios
Exercicios resolvidos:

1) Uma tulipa de suco tem 15cm de profundidade e sua capacidade é de
300ml. O suco é servido com 3cm de espuma. Calcule a quantidade de
suco contido na tulipa?

2cm

Figura 1.17

Observe que a figura obtida pelo suco e a tulipa s&do semelhantes e
portanto, temos que a razdo entre as alturas dessas figuras elevada ao
cubo é igual a razdo entre seus volumes. Portanto

3
(EJ YVaw v ~1536ml
15) 300

Observa—se que, aproximadamente 50% do volume é espuma e 50% é suco;
portanto o consumidor na hora de pagar pelos 300ml, na verdade esta
pagando pela metade disso. Entd@o ja sabe: “suco sé6 se for sem espuma’ .

30



2) Uma loja vende miniaturas do Cristo Redentor confeccionadas em
madeira ndo oca. Sdo dois tamanhos das miniaturas, sendo que uma delas
tem a metade da altura da outra.

.'fﬁ
_r_[ﬁt«%'u_

= *:f*“_\f*f‘ =~ >

=
j 2.k

- ﬂKEE‘TIEiEEPZE;Fb
i )

Figura 1.18

Presumindo—se que o preco é proporcional ao volume de madeira gasto na
confeccdo das miniaturas, qual deve ser o preco da maior, se a menor
custa R$5,00°?

Solucdo:

Como as duas imagens sdo semelhantes, a razdo entre dois comprimentos
. 2h

homé6logos & igual & razdo de semelhanca r, portanto r=—=2. Com

isso, temos que a razdo entre os seus volumes é r®=2%=8.

Como o preco é proporcional ao volume, e o volume da estatueta maior é
oito vezes o volume da menor, seu preco deve ser R$5,00-8=R$40,00
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Exercicios propostos:

1. Prove que dois cubos ou duas esferas quaisquer sdo figuras

semelhantes.

2. Um cubo teve suas arestas aumentadas de 20% do seu tamanho. Qual

foi percentual de aumento do volume desse cubo?

3. A maquete de uma praca é feita na escala 1:50. Se a praca tem
6000m? de area, qual sera a area da maquete?

4. Pai e filho possuem corpos de formas semelhantes. Porém, enquanto o
pai mede 1,75m, seu filho mede 1,40m. Se o filho pesa 40kg, qual devera

ser, aproximadamente, o peso do pai?

5. De que modo se poderia usar uma balanca para calcular o volume de um
s6lido?

6. Uma pessoa vai revestir o chdo do quarto e da sala de sua casa, com
um mesmo tipo de lajota. As medidas da sala valem exatamente o dobro das
medidas do quarto. Se ela necessita de seis caixas de lajota para
revestir o quarto, quantas caixas serdo necessarias para revestir a
sala?

7. Vocé ja estudou, em Quimica, que, nos atomos, os elétrons giram em
torno do nacleo a uma distancia de 104 vezes o raio do ntacleo. Uma
pessoa resolveu montar um modelo de atomo, escolhendo, para representar
seu nucleo, uma esfera de isopor com 1lcm de raio. A que distancia dessa
esfera ela devera colocar os elétrons?

8. Dividindo—se uma piramide de altura h com um plano paralelo ao da
base, a distancia X do vértice, obtém—se duas partes de areas laterais
iguais. Qual o valor de Xx?
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9. Uma ampulheta é formada por dois cones de revolucdo iguais, com eixos
verticais e justapostos pelo vértice, o qual tem um pequeno orificio
que permite a passagem de areia da parte de cima para a parte de baixo.
Ao ser colocada para marcar um intervalo de tempo, toda a areia esta na
parte de cima, e, 35 minutos apos, a altura da areia na parte de cima
reduziu—se a metade, como mostra a figura. Supondo que em cada minuto a
quantidade de areia que passa do cone de cima para o de baixo é
constante, em quanto tempo mais toda a areia tera passado para a parte

de baixo ¢

—

No inicio 35 minutos apos

10. Dadas as semirretas nd@o coplanares OX, OY, OZcom a mesma origem
O, seja V(X,y,z) o volume da piramide de vértice O cuja base é o

triangulo XYZ, com OX=x, OY=y e OZ=1z.

a) Prove que V(X, y,z) é diretamente proporcional a X, y e z e conclua

V(x,y,2)) x-y-z

aue V(x',y',z'): x-y-z'

b) Se os angulos XOY e XOZe YOZ sdo retos, mostre que
V(x, y,z):%.
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2. Parte dedicada ao professor
2.1 Introducio

A ideia inicial de semelhanca esta intrinsecamente ligada a
“mudanca de escala” , ou seja, ampliacdo ou reducdo de uma determinada

figura, alterando suas medidas, porem sem modificar suas proporcdes.

Geralmente a definic@o de semelhanca esta particularmente ligada a

~ . P (19 A . . . . . »
poligonos, isto é, angulos iguais e lados hom6logos proporcionais’ .

Entretanto, em algumas situacdes, teremos figuras que sdo
semelhantes mesmo ndo sendo poligonos. Por exemplo, duas circunferéncias

sdo semelhantes embora ndo possuam lados ou angulos para comparar.

A definicdo a seguir é geral, e nem mesmo cita angulo, sendo

extremamente importante para o estudo da semelhanca.
2.1 Definicédo de semelhanca

Definicdo 1: Sejam F eF'figuras, do plano ou do espaco, e r um

numero real positivo.

Diz—se que FeF'sdo semelhantes, com razdo de semelhanca r,

quando existe uma correspondéncia biunivoca ¢g:F —F', entre os pontos

de Fe os pontos de F' , com a seguinte propriedade:

Se X, Ysdao pontos quaisquer de F e X'=g(X), Y'=g(Y)sdo seus

correspondentes em F' entdo X'Y'=r-XY.

A correspondéncia biunivoca ¢g:F —>F', com esta propriedade de
multiplicar as distancias pelo fator constante r, chama—se uma
semelhanca de razdo r entre FeF'. Com isso, teremos as seguintes

definicoes:

a) Se X'=g(X), diz—se que os pontos X e X' sdo

homélogos.

b) Se X'=g(X) e Y'=g(Y), diz—se que os segmentos XY e

X'Y'" s&do homélogos.

Veremos agora dois teoremas importantes que sfo a relacdo entre

semelhanca e area e semelhanca e volume.
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2.2 Teoremas - relacdo entre semelhanca — area — volume

Teorema 1: A razdo entre as areas de duas figuras semelhantes é igual ao

quadrado da razdo de semelhanca
Consideracoes iniciais.

1) A area do retangulo é o produto da base pela altura ;

2) Se multiplicarmos a base e a altura de um retangulo por um numero
positivo r, temos que a area desse retangulo fica multiplicado por
re;

Demonstracéo:

Sejam os retangulos FeF' abaixo; onde obtemos F' multiplicando

cada dimens&do de F por um ntmero positivo r.

b by

Figura 2.1
A(F)=a-b e A(F)=(a-r)-(b-r)=(a-b)-r* = A(F') = A(F).r’

3) Um poligono retangular é a reunido de varios retangulos justapos—
tos. Ou seja, dois desses retangulos tém em comum no maximo um la—
do;

4) Define—se a area da figura F como o ntmero real cujas aproxima—
coes por falta sdo as areas dos poligonos retangulares contidos em
F

5) Considere A(F) = area da figura F.
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Demonstracéo:

Seja @:F — F' uma semelhanca de raz&do r entre as figuras FeF'. Como
vimos anteriormente, A(F')= A(F)-r? quando se trata de um retangulo e,

portanto também quando F eF's&o poligonos retangulares. Assim, a

semelhanca ¢ transforma todo poligono retangular P, contido em F no
poligono retangular P', contido em F', tal que A(P')=A(P)-r’. Assim, a
area de F' é o numero real cujas aproximacdes por falta sZo iguais a r?

vezes as aproximacoes por falta da area de F. Desta forma, temos:

AF) _

A(F) =1 AF) = =

\

¢
—_—
e ) T
Figura 2.2
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Teorema 2: A razdo entre os volumes de dois so6lidos semelhantes é igual

ao cubo da razdo de semelhanca
Consideracdes iniciais.

1) Seja um paralelepipedo retangulo P, cujas arestas medem a, b e
Cc, temos que seu volume é dado por vol(P)=a-b-c;

2) Se multiplicarmos as arestas de um paralelepipedo retangulo por um
numero positivo r, temos que o volume desse paralelepipedo fica

multiplicado por r*;
Demonstracdo:

Sejam os paralelepipedos retangulos F eF' abaixo; onde obtemos F',

multiplicando cada dimensdo de F por um namero positivo r.

Figura 2.3

V(F)=a-b-c
V(FY=(@-r)-(b-r)-(c-r)=V(F)=(a-b-c)-r* =V(F)=V(F)-r?

3) Um poliedro retangular é todo s6lido formado pela reunizio de um
numero finito de paralelepipedos retangulos justapostos. O volume
do poliedro retangular é a soma dos volumes dos paralelepipedos
retangulos que o constituem;

4) Define-se o volume do s6lido S como o nimero real cujas aproxima—
¢oes por falta sdo os volumes dos poliedros retangulares contidos
em S ;

5) Considere V(S) = volume do s6lido S.
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Demonstracio:

Seja @:S—S' uma semelhanca de razdo r entre os s6lidos S e S'. Como
vimos anteriormente, V(S')=V(S)-r® quando se trata de um

paralelepipedo retangulo e portanto também quando S e S' s@o poliedros
retangulares. Assim, a semelhanca ¢ transforma todo poliedro retangular

P, contido em S no poliedro retangular P', contido em S', tal que
V(P)=V(P) -r’.

Assim, o volume de S' é o numero real cujas aproximacdes por falta sdo
iguais a r® vezes as aproximacdes por falta do volume de S. Desta
forma, temos:

V(S _

V(SI) =r V(S) 3@— r

Figura 2.4

Agora, iremos abordar uma parte importantissima da semelhanca: a
semelhanca de triangulos. Pois, esta figura, em particular, tem uma
propriedade que a torna singular: se dois triangulos possuem angulos
congruentes, logo sdo semelhantes. Esta propriedade nZdo é valida para os
outros poligonos. Como vimos nas paginas 14 e 15: podemos ter dois
poligonos com angulos congruentes, mas ndo necessariamente semelhantes;
por ter essa caracteristica sui generis, o triadngulo é uma figura
especial para o estudo da semelhanca.
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2.3 Semelhanca de triangulos

Dois triangulos sd@o semelhantes quando os seus lados forem proporcionais

(1.

Considerando dois triangulos ABC e A'B'C' como na figura a seguir

A

Figura 2.5

Dizer que o triangulo ABC é semelhante ao triangulo A'B'C' significa
que
b ¢
priniwinirial

b ¢
O numero r positivo é uma constante chamada de razdo de semelhanca das

duas figuras.

Fmbora a afirmacdo (1) tenha sido utilizada como uma definic&o, na
verdade ela é um teorema que pode ser demonstrado utilizando—se a
propria definicado de semelhanca vista anteriormente. Para maiores
aprofundamentos, recomenda—-se o livro Medida e Forma em Geometria de

Elon Lages Lima.

Apesar da condicdo apresentada acima ser necessaria e suficiente para
que haja semelhanca entre triangulos, podemos identificar que dois
triangulos sdo semelhantes caso se enquadrem em uma das trés condicdes

abaixo:

a) tém lados proporcionais;
b) tém angulos internos congruentes entre si;
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C) tém angulo congruente compreendido entre lados proporcionais.

Esses casos a), b) e c¢) sdo os casos de semelhanca que existem e
faremos as demonstracoes deles.

Para isso, precisamos do teorema de Thales, ao qual enunciaremos a
seguir:

Sejam r, s e t retas paralelas. Escolhemos pontos A, A'

pertencentes a r, B, B' pertencentes a s e C e C' pertencentes a
t, de modo que A, B e C e A', B' e C' sejam dois ternos de pontos
colineares. Entao

AB  BC
A'B' B'C
r A
S B
C
| Xr
Figura 2.6

Uma consequéncia do teorema de Thales que é fundamental para o estudo de

semelhanca de triangulos é o fato de

AB  BC _ AB _BC _AC
BC' AC

—
A'B' B'C A'B'
Demonstracéo:

Do teorema de Thales, temos
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AB  BC AB-B'C'

——=——=BC =————— com isso, temos
A'B' B'C AB
AB+BC=AB+ 2 BC_ pgly, BCH_ g ABHBCH
IA'BI A'B' AlBu

AB + BC :ﬁ(A'B'_i_BICI):> AB _ AB + BC

AB AB' AB+B'C'
COHIO ﬁ:i e AC:AB+BCe A'C'= AIBI+BICI, segue que

A'B' B'C'

AB AB +BC AB BC AC

- .
AB' AB+B'C' AB B'C" AC
Um caso particular do teorema de Thales

Observe a figura a seguir

A
B B
C '
Figura 2.7
Do teorema de Thales, temos é%%zzé%%%. Esse caso tera um papel

fundamental nas demonstracoes dos casos de semelhanca.

Para cada caso a seguir, toma—se a correspondéncia de vértices dos
triangulos semelhantes ABC e A'B'C' como A A, BB ¢ CoC.
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Casos de semelhanca
a) 1° caso: LLL
Sejam dois triangulos ABC e A'B'C' tais que

AB AC BC 1

A'B' AC' B'C

Entdo temos que os triangulos ABC e A'B'C' sdo semelhantes e em
particular ZA=/ZA",Z/B=B'e ZC=./C'.

Demonstracéo:

Sem perda de generalidade, tomemos r>1. Sobre o lado A'B' marque o
ponto X, tal que A'X = AB.

A A

Figura 2.8

Trace uma reta paralela ao lado B'C' e que passa pelo ponto X. A
intersecdo dessa reta com o lado A'C' é o ponto Y. Pelo teorema de
Thales, temos

AX AY 1

AB AC

Pois, A'X=AB. Com isso,
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ﬂ =1:> AY = A'C'~1 =AC

AC' r r

Trace agora a reta paralela ao lado A'B' que passa por Y, ao qual
intersecta o lado B'C' no ponto Z. Perceba que o quadrilatero XYZB' é

um paralelogramo e portanto, XY =B'Z. Novamente pelo teorema de Thales,

temos
5z _AY X _AY 1 xy-mcii-BC
B'C' AC B'C' AC' r r

Assim, temos A'X=AB, AY=AC e XY =BC, ou seja, os triangulos
ABC e A'XY s3do congruentes, pelo caso LLL de congruéncia. Portanto,
temos LA=/A',/B=B'e ZC=/C".

b) 2° caso: AAA
Sejam dois triangulos ABC e A'B'C'tais que
ZA=/A,/B=B'e £ZC=/C'

Entdo temos que os triangulos ABC e A'B'C' sio semelhantes e em
particular

AB' B'C' AC

AB  BC AC

Demonstracédo:

Suponha inicialmente, sem perda de generalidade que A'B'> AB, AC'> AC
e B'C'>BC.

Seja X um ponto pertencente ao lado A'B', tal que A'X = AB.

A A

% c

Figura 2.9
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Trace uma reta paralela ao lado B'C' que intersecta o lado A'C' no
ponto Y. Observe que os triangulos A'XY e ABC s#o congruentes pelo
caso ALA, pois A'X =AB e os angulos do triangulo A'B'C' sido
congruentes aos angulos do triangulo A'XY e os angulos dos triangulos
ABC e A'B'C'sdo congruentes pela propria tese e consequentemente os
angulos do triangulo ABC sZo congruentes aos angulos do triangulo
A'XY . Pelo teorema de Thales, temos:

A'X AY

AB  AC'
Trace agora a reta paralela ao lado A'B' que passa pelo ponto Y, ao
qual intersecta o lado B'C' no ponto Z. Perceba que o quadriléatero
XYZB' é um paralelogramo e, portanto, XY =B'Z. E novamente pelo

teorema de Thales, temos:

BZ _AY _ XY _AY _ XY _AY _AX
BC' AC' BC' AC BC AC AB

Como os triangulos ABC e A'XY sfo congruentes, segue que
AB' B'C' AC
AB BC AC

c) 3° caso: LAL
Sejam dois triangulos ABC e A'B'C' tais que

AR _AC v e sa=on
AB AC

Entdo temos que os triangulos ABC e A'B'C' sfo semelhantes e em

particular
/B=/B,ZC=/C" e E:r

BC
Demonstracéo:

Suponha inicialmente, sem perda de generalidade que A'B'> AB, AC'> AC
e B'C'>BC.Seja X um ponto pertencente ao lado A'B', tal que
A'X = AB.
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% c

Figura 2. 10

Trace uma reta paralela ao lado B'C' que intersecta o lado A'C' no
ponto Y .Pelo teorema de Thales, temos:
ﬂzﬂ , como A'X =AB, temos que ﬂzﬁ Como ﬂzﬂ
A'X AY AB AY AB AC
A'B' _ AC' - A'B' _ AC _ A'C'
AB AY AB AY AC

(da

hipotese), temos que = A'Y = AC

Observe que os triangulos A'XY e ABC sdo congruentes pelo casoLAL,
pois AX=AB, AY=AC e LA=/A" e consequentemente XY =BC. Trace
agora a reta paralela ao lado A'B' que passa por Y, ao qual intersecta
o lado B'C' no ponto Z. Perceba que o quadrilatero XYZB' é um
paralelogramo e portanto, XY =B'Z. E novamente pelo teorema de Thales,

temos:

B'C' AC N B'C' AC - B'C' AC' AB
B'Z AY XYy AY BC AC AB

Como o triangulo ABC é congruente ao triangulo A'XY, temos que os
angulos do triangulo ABC s&o congruentes aos angulos do triangulo
A'B' _ B'C' _ A'C' .

BC AC

A'B'C' e

Vimos que a definicdo de semelhanca ndo cita angulos, porem cabe
ressaltar que figuras semelhantes preservam angulos. Por exemplo: seja a

semelhanca ¢@:F — F' uma semelhanca de razdo r entre as figuras F e

F', tal que os pontos X, Y e Z pertencam a F e os pontos X'=@(X),
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Y'=¢p(Y) e Z'=¢p(Z) pertencam a F', de modo que X', Y'e Z' sejam os
pontos homélogos de X, Y e Z; entdo os angulos XYZ e X'Y'Z' sdo

iguais.

Figura 2. 11

As figuras F e F'sdo semelhantes e possuem os pontos homologos
X e X', Y eV, Z e Z'. Portanto, os angulos XYZ e X'Y'Z' sdo

iguais.

Assim, nfo se deve ter a falsa impressdo de que se duas figuras
tem angulos iguais entdio elas sdo semelhantes, o fato de possuirem
angulos congruentes ndo garante que as figuras sejam semelhantes. Por
exemplo, podemos comparar um quadrado e um retangulo ndo quadrado.

Porém, se duas figuras sdo semelhantes, entdo seus angulos (caso

possuam) serdo congruentes. Para maiores aprofundamentos recomendamos a

leitura do livro Medida e Forma em Geometria de Elon Lages Lima, que

trata também de alguns outros conceitos da geometria.
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3. Uma breve abordagem histérica sobre a semelhanca

Atribui-se a Tales de Mileto, a primeira utilizacdo do conceito de
semelhanca de triangulos da histoéria da humanidade. Cerca de
seiscentos anos antes de Cristo, segundo historiadores, Tales
assombrou o Fara6é e alguns sabios egipcios quando, durante sua
viagem, calculou com razoavel precisdo a altura da piramide de Quéops
[2]. Tales fincou uma espécie de cajado ortogonalmente ao solo e
aguardou até o momento em que a sombra do cajado projetada no solo
tivesse a mesma medida do cajado. Neste momento, pediu que o
auxiliassem a medir rapidamente a sombra da piramide e afirmou que a
altura da mesma tinha medida igual a de sua sombra [3].

piramide

bastao

Figura 3.1

Com o objetivo de se obter exatiddo no valor da altura da
piramide, Tales ainda deveria ter pedido que se medisse o comprimento do
lado da base da piramide para que se somasse metade desse valor ao
comprimento da sombra ja medida [5]. Ndo se sabe se realmente o fez, mas
Tales realmente impressionou pela capacidade. Observe a figura abaixo

onde a semelhanca de triangulos é explicitada:
A

c ;T

Figura 3.2
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Nesta situacdo, os triangulos ABC e RST sdo semelhantes, pois os
angulos B e S s&o congruentes e os A e Rtambém (caso AA).

Tales, fundador da escola Jénica na Grécia antiga, apos esse feito
ganhou fama e a admiracdo dos seus contemporaneos. Por conta dessa e de
outras contribuicdes, Tales é considerado um dos sete grandes sabios da
Grécia Antiga e esta entre os grandes matematicos da historia.

Esta seria a primeira utilizacdo explicita da semelhanca na
histéria da humanidade, mas sera mesmo que antes desse episodio, ela
nunca foi utilizada?

No proprio Egito, temos o exemplo das trés grandes piramides de

Gizeé. Construidas muito antes da visita de Tales, as trés piramides mais
famosas do Egito (Quéops, Quefren e Miquerinos), situadas no planalto de

Gizé, sd@o bons exemplos e merecem ser analisadas.

- : . - ,
. i U

| %5 > i
YA, el S ' Camasla A HEME

Figura 3.3
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Todas as trés tem base quadrada, portanto suas bases sdo
semelhantes. Abaixo, estdo descritas as medidas originais de cada uma:

Quéops: O lado da base media aproximadamente 230m e a sua altura

original media 147m (hoje mede 136m aproximadamente).
Quefren: Lado da base medindo 206m e altura original 137m.

Miquerinos: Lado da base com 108m aproximadamente e altura original

aproximada de 66m.

Todas as trés piramides tem as projecdes ortogonais de seus
vértices no centro das bases. Podemos observar se existem semelhancas
entre as piramides fazendo as respectivas razdes entre o lado da base e

a altura de cada uma. Os resultados aproximados sdo descritos a seguir.
Quéops: 156 Quefren: 151 Miquerinos: 1,63

Podemos observar a pequena diferenca entre os numeros, ou seja,
podemos afirmar entdo que as trés piramides sdo “quase” semelhantes.
Nao se sabe se foi essa a intencdo dos construtores, mas eles chegaram
perto de construir trés piramides semelhantes (analisando apenas o
aspecto exterior de cada uma). Caso tenham realizado esse feito
intencionalmente, merecem ainda mais admiracdo e respeito do que ja tem,
uma vez que ndo tinham recursos eficazes para medir alturas e angulos na
época da construcéo.

Mesmo antes da construcdo das piramides, nao podemos descartar o
uso da semelhanca, ainda que intrinsecamente, nas construc¢des
primitivas, bem como no artesanato e nas artes.

Depois do episodio de Tales no Egito, a geometria passou a ser
trabalhada com mais intensidade pelos gregos e desenvolvida, entre
outros propésitos, para ser utilizada nas artes e na arquitetura [2].

Tanto na arquitetura grega quanto na romana, podemos observar que
muitas construcdes se utilizavam da razdo aurea (considerada como a
razdo da beleza matematica). Esta razdio é definida da seguinte maneira:
Diz—se que o segmento a esta dividido em proporcdo &aurea, se a razdo
entre o menor e o maior dos segmentos é igual a razfo entre o maior e o
segmento todo [4].

Observe a figura a seguir que representa a razdo aurea em um retangulo:
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Figura 3.4

Dizemos que os dois retangulos sdo semelhantes, pois o segundo foi
obtido a partir do primeiro de modo que a seguinte razdo fosse
verdadeira:

b
a-b

oo

A razdo de semelhanca entre os dois é igual a razdo entre a e b.
Mas seria possivel definir o valor dessa razdo? Vejamos:

Se, na proporcdo acima chamarmos a razdo entre a e b de X e
dividirmos o segundo membro da equac&o por a, obteremos a seguinte
equacdo:.

a .
X::B— , entdo, da equacido acima: X=

Desenvolvendo a proporcdo, obtemos a seguinte equacdo do 2° grau:
x?—x-1=0
Resolvendo a equacdo obtemos os seguintes resultados:

, 1+J§ N 1—J§
X'= e X'=——
2 2

Como o valor X" é negativo, a razdo éaurea & X'.

Como a raiz
quadrada de 5 ¢é aproximadamente 2,236entfdo uma razoavel aproximacdo

para a razido aurea é 1618.
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Na figura acima, o retangulo gerado pela razdo aurea é semelhante
ao retangulo original. Esse resultado foi largamente utilizado na
arquitetura. Observe a seguir uma foto do Panteon de Atenas, onde
retangulos semelhantes (com razdes aureas) estdo presentes. Observe:

PSRRI Ly

Figura 3.5

Talvez a razdo aurea possa ter se destacado mais do que deveria ao
longo da histéria, mas certamente ela esteve presente em varios
elementos de diversas areas como nos quadros de Da Vinci e até hoje em
dia, onde as bandeiras nacionais s6 sfo consideradas oficiais se
obedecerem a essa razédo.

Figura 3.6
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Voltando um pouco na histéria, podemos dizer que a semelhanca foi
a base para o desenvolvimento da trigonometria. Por exemplo, podemos
afirmar que se um triangulo retangulo tem um de seus angulos agudos
medindo 30°, entdo um dos catetos é& igual a metade da hipotenusa.
Obviamente que essa afirmacfio nos remete tanto a ideia de seno de um
angulo, quanto a de que todos os triangulos dessa familia de triangulos
descrita acima sdo semelhantes.

As razdes trigonométricas basicas (seno, cosseno e tangente) nada
mais sdo do que resultados da semelhanca de triangulos aplicados a mesma
familia de triangulos retangulos, ou seja, a triangulos semelhantes. E
claro que, se dois triangulos retangulos s@o semelhantes e, tomando um
dos angulos agudos de um deles como referencial e posteriormente o
angulo congruente no outro, as razoes entre dois lados quaisquer em um é
igual a razdo entre os lados correspondentes no outro [2].

Assim, basta fixar alguns nomes para razoes especificas e as
razdes trigonométricas no triangulo retangulo estardo definidas.

Num triangulo retangulo qualquer, o seno de um angulo agudo é
definido como a razdo entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa do
triangulo. O cosseno de um angulo agudo é definido como a razdo entre o
cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa do triangulo. E a tangente de
um angulo agudo é definida como a razdo entre o cateto oposto e o cateto
adjacente ao angulo.

Ndo se pode deixar de citar os notaveis feitos de trés gedmetras e
astrénomos da antiguidade: Aristarco de Samos (310 - 230 a.C.),
Erastostenes (276 - 194 a.C.) e Hiparco (século II a.C.).

Aristarco de Samos acreditava que a Terra girava em torno do sol,
por isso é considerado o Copérnico da era antiga. Ele usou ideias da
trigonometria (que é baseada na semelhanca de triangulos) para medir,
com razoavel precisdo a distancia da Terra ao Sol, ja conhecendo a
distancia Terra-Lua [3].

Erastostenes, quase na mesma época, era bibliotecario chefe na
biblioteca de Alexandria e, utilizando a ideia de que os raios de Sol
incidem sobre a Terra paralelamente, mediu a distancia entre as cidades
de Sirene e Alexandria reparando que, no mesmo horario as sombras
produzidas pelo mesmo objeto eram diferentes. Erastéstenes entédo
utilizou também a trigonometria para calcular com uma margem de erro
muito baixa a medida da circunferéncia da Terra [2].

Hiparco era grego, viveu algum tempo em Alexandria, mas foi em
Rodes que construiu um observatério onde catalogou mais de 800
estrelas. No entanto sua maior contribuicsio para a astronomia foi ter
deduzido o valor correto para a razdo entre o tamanho da sombra que a
Terra projeta no espaco e o diametro da Lua. Ele também calculou que a
Lua esta distante entre 62 e 74 vezes o raio da Terra (o resultado
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real fica entre 57 e 64), e determinou a duracdo do ano (e a duracdo
das estacdes) com uma excelente margem de erro [2].

Para a época em que viveram, esses foram feitos ainda mais
notaveis se considerarmos que os instrumentos utilizados eram
primitivos, porém eficazes. Esses sdo apenas alguns exemplos de como a
semelhanca se tornou uma ferramenta poderosa para a humanidade, e de
como podemos usar as suas aplicacdes na astronomia, na Fisica e na vida
cotidiana de um modo geral, basta que o professor faca essa conexdo.
Para os alunos, provavelmente a aprendizagem do conceito de semelhanca
sera muito mais satisfatoria se passarem a enxergar dessa forma, como
também um meio de se estudar outras disciplinas e o mundo que o cerca.
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3.1.1 Conclusio

0 ensino da semelhanca apenas é uma formalizacdo matematica do que
todo ser humano carrega no seu subconsciente. Desde criancas somos
estimulados a identificar e interagir com objetos semelhantes, vemos
a semelhanca presente na arquitetura, nas artes e até mesmo nos
aparelhos eletrénicos que utilizamos todos os dias. Os tablets, por
exemplo, ndo sfo exatamente computadores e nem celulares, mas pode
funcionar como os dois ao mesmo tempo, além de terem formatos
semelhantes aos modernos smartphones.

0 ensino da semelhanca deveria ser tratado como parte do curriculo
de matematica do Ensino Médio, uma vez que esta tdo presente em nossa
trajetoria de vida e em elementos da nossa cultura. Deveria ser
abordado apos o contetdo de Geometria Espacial para que os alunos
possam compreender o conceito de semelhanca na sua esséncia, pois ele
vale tanto para o plano quanto para o espaco.

0 ensino da semelhanca, que é esquecido durante o ensino médio,
deveria ser retomado para que os alunos tenham a oportunidade de
conhecer suas aplicacdes e desdobramentos, uma vez que uma definicdo
da carreira profissional é iminente. Esse contetdo merece uma atencao
especial por parte dos professores, para que esses ndo privem os
alunos de se apropriarem dessa linguagem.

Em algum momento de sua vida escolar, os alunos até resolvem
alguma questdo onde necessitam do conceito de semelhanca aplicado a
s6lidos geométricos ou até mesmo a figuras no plano, utilizam—no como
ferramenta, mas ndo o entendem completamente e muito menos descobrem
o qudo mais poderiam aprender sobre o assunto. Se o fizessem,
provavelmente sentiriam muito mais seguranca em resolver determinados
tipos de problema ndo s6 em matematica, mas também em fisica que se
utiliza do conceito de semelhanca em varios momentos.

Historicamente, a semelhanca foi largamente utilizada para as
realizacdes humanas, portanto é um contetdo de grande importancia e
uma poderosa ferramenta na resoluc@io de problemas.

A ideia de se aprender realmente semelhanca, além dos beneficios
ja citados, daria ao aluno mais um instrumento para que O mesmo
compreendesse melhor o seu cotidiano e a sua histéria, fazendo assim
uma leitura mais correta e realista desse mundo onde os avancos
tecnolégicos acontecem de forma tdo acelerada.
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