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Resumo

O presente trabalho aborda o teorema de Napoleao em perspectivas historicas e concei-
tuais, enfocando demonstracoes e propriedades. No primeiro capitulo, sao abordados
aspectos da biografia de Napoleao Bonaparte. No segundo capitulo sao abordadas no-
¢oes de Geometria Plana, de Algebra Linear, de Transformacoes Rigidas, de Ntimeros
Complexos e Transformacoes Afins. No terceiro capitulo, sao apresentadas demons-
tragoes, generalizagoes (em especial, o chamado Teorema de Barlotti), propriedades e

aplicagoes em exercicios.

Palavras-chave

Afinidade, Barlotti, Napoledao, Regularidade, Transformacgoes Rigidas



Abstract

This paper addresses the theorem of Napoleon on historical, conceptual perspectives,
and focusing on demonstrations and applications properties as well. In the first chapter,
are discussed aspects of the history and Napoleon Bonaparte biography. In the second
chapter are addressed notions of Plane Geometry, Linear Algebra, of Rigid Trans-
formation of Complex Numbers and Related Transformations. In the third chapter,
statements are presented, generalizations (especially the so-called Barlotti Theorem),

properties and applications in exercises.
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Affinity, Barlotti, Napoleon, Regularity, Rigid Transformations
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Introducao

O estudo da Geometria Euclidiana revela nuances e transformagoes em objetos das
artes e arquiteturas. Em um periodo histérico em que se julgava que a Geometria
Euclidiana ja estivesse concluida, surge o primeiro grande teorema sobre o triangulo
desenvolvido apos a Grécia Antiga [17], conhecido como teorema de Napoledo. Embora
Napoleao Bonaparte seja um famoso militar e conquistador, sua relacao com o teorema
que leva seu nome ainda é pouco conhecida ou discutida.

O teorema de Napoleao é fascinante por ter uma combinacao rara de enunciado
simples e diversas possibilidades de ilustragao visual (por desenho geométrico ou geo-
metria dindmica computacional), demonstracao e propriedades adjuntas. Além disso,
as demonstragoes dos teoremas de Thebault e Barlotti (apresentados no texto) e dos
teoremas de Douglas e de Kiepert (presentes em Coxeter [16], por exemplo), mostram
a abrangéncia e profundidade tedrica presente na configuracao de Napoleao.

Além disso, tdo polémica quanto a biografia de Napoledo (lembrado ao mesmo
tempo como génio e genocida) é a associagao do famoso imperador ao teorema que
leva seu nome. Para muitos autores (como Crilly [17]) associar Napoledao ao enunci-
ado e demonstracao do teorema nao passa de reproduzir uma lenda. Ao passo que
outros autores (como Medina [33]) ndo s6 defendem a autoria do teorema por parte do
Imperador como apontam as inspiracoes para o enunciado e a demonstracao.

Tomando este teorema como referencial o presente trabalho trata de conceitos da
Geometria Euclidiana e suas relacoes nem sempre 6bvias com outras areas de conheci-
mento mateméatico como a Trigonometria, Transformacoes Rigidas, Niumeros Comple-
x0s, Algebra Linear e Transformacdes Afins. Com intuito de propor uma organizacio
metodologica e didéatica coerente, o texto foi subdividido em trés capitulos.

No primeiro capitulo traga-se um panorama historico do teorema através da trajeto-
ria de Napoleao Bonaparte e sua influéncia no desenvolvimento posterior das Ciéncias

na Europa (com enfoque especial na convivéncia direta de Napoledo com mateméticos



de seu tempo e as provaveis origens do teorema que leva seu nome). Assim, propoe-se
uma discussao sobre a autoria do teorema ser ou nao do Imperador.

No segundo capitulo sao apresentados pressupostos teoricos que fundamentam as
demonstracoes e propriedades da chamada configuracao de Napoleao, tais como a Se-
melhanca de Triangulos, Trigonometria, Algebra Linear, Transformacdes Rigidas, N1-
meros Complexos e Transformagoes Afins.

No terceiro capitulo é apresentado o enunciado de Napoleao e suas principais de-
monstracoes. Além desse enunciado as configuracoes dos teorema de Thébault e Bar-
lotti (propostas de extrapolagdo da Configuracdo de Napoledo) e as propriedades da
configuragao de Napoledao somam-se a quatro resolugoes de exercicios de Geometria
Plana com aplicacoes de conceitos como Transformagoes Geométricas e Nimeros Com-
plexos, propondo essa abordagem para o Ensino Basico e preparacao para vestibulares

e olimpiadas.



Capitulo 1

Contextualizacao Historica do

Teorema de Napoleao

O conhecimento matematico adquirido ao longo da evolucao humana esté direta-
mente relacionado ao contexto sociocultural. A Histéria Total ou Marxista avalia essa
evolucao sob a perspectiva dos modos de produgdo conforme Piletti [36]. Nesta pers-
pectiva historiografica, os modos de produgao se sucedem e sobrepoem, de sorte que as
contradigoes internas de um modelo lancam as bases para a inauguracao de outro: do
modo de produc¢ao primitivo surge o modo de producao asiatico; deste surge o modo de
producao escravista; deste surge o modo de producao feudal e; por fim, deste surge o
modo de producao capitalista (para maiores detalhes sobre Historia Total, veja Piletti
[36]).

E na fase industrial do modo de producao capitalista que surgem as disputas po-
liticas entre os burgueses e nobres, com significativas vitorias da burguesia através de
duas grandes revolucdes: Independéncia dos Estados Unidos, e Revolucao Francesa. E
no conturbado periodo que vai desde a queda do Antigo Regime (como era conhecida
a monarquia absolutista francesa) até a restauragdo monéarquica que esta situada a
historia pessoal e politica de um dos maiores génios militares do Ocidente: Napoleao

Bonaparte.



1.1 Napoleao: de Ajaccio até Santa Helena

Certo dia, numa pequena capela na regiao montanhosa da Coérsega, Letizia Bona-
parte levava seu filho para ser batizado. Como todos os presentes, o padre julgava que
o pequeno filho de Letizia teria, entre seus nomes, uma referéncia a Virgem Maria.

Mas a jovem tinha outra intencao : o nome seria Napoleao, uma homenagem a um
dos tios de Letizia que havia morrido a pouco, combatendo os franceses. Originalmente,
o nome Napoledo era associado sempre ao mértir cristao alexandrino que foi flagelado
durante o governo do imperador romano Diocleciano [18].

Napoleao demonstrava energia e vivacidade de intelecto, ao ponto de receber o
apelido de Rabulidao que no linguajar corso significa aquele que se intromete em tudo.
Era agressivo e muitas vezes rolava no chio do jardim com seu irmao (dezenove anos
mais velho) e as vezes ganhava, conforme Cronin [18].

Conta-se que as habilidades matemaéticas de Napoledo eram muito precoces. Com
oito anos ele caminhou junto com um fazendeiro local para verificar um moinho e
calculou as quantidades moidas em um dia, uma semana e também o volume de agua
necessario para ativar as mos [18].

As familias da Coérsega poderiam até ser nobres mas nao eram ricos nem tinham
privilégios. Eram corretos, afetuosos e de modos simples, além de darem grande valor
ao trabalho e as certezas mais simples da vida como comida, amigos ou roupas. Letizia
acreditava que um nobre corso devia ser altivo e forte mesmo na privacao ou pobreza.

Por diversas vezes Napoleao e o irmao foram para cama sem jantar, nao por castigo
ou privacao mas para aprenderem a suportar o desconforto sem demonstrar. Bonaparte
cresceu convivendo com nobres e servos, sendo que seus melhores amigos na infancia
eram os filhos de sua ama de leite [18].

A sorte dos Bonaparte mudou quando os corsos escolheram Carlo Bonaparte para
representar a ilha na corte de Luis XVI, onde podde estreitar lacos comerciais para a
ilha e para si.

Mesmo vivendo de forma bem confortavel para os padroes corsos Napoledao, com
nove anos, costumava trocar paes brancos por ragoes de soldado pois queria se acostu-
mar a rotina militar até na alimentacao. No Natal de 1778, Napoleao desembarcou na
Franca e de imediato enfrentou a tarefa de aprender a lingua francesa.

Napoleao estudou na Academia Militar de Brienne, dirigida pelos irmaos Louis
e Jean Baptiste Berton, ambos frades franciscanos. H& trés grandes momentos de

destaque na passagem de Napoleao por Brienne: durante um castigo ele se recusou



histericamente a se ajoelhar em piblico; durante uma celebracao de feriado ele proibiu
a esposa do zelador de entrar nas dependéncias da escola sem convite; e o jardim que
ele plantou anexando as hortas dos colegas, onde fez seu proprio refigio corso.

Conforme ¢ mencionado em Cronin [18], o jovem Bonaparte nutriu duas grandes
paixoes nos tempos em Brienne: Aritmética e Histéria. Bonaparte sempre foi um
questionador da moral crista e dos dogmas catolicos. Cronin [18] comenta que durante
um sermao na capela da escola, Napoleao enfureceu-se quando o pregador afirmou que
Jilio César estava no inferno e vociferou ser absurdo condenar um dos mais brilhantes
homens de Roma por nao seguir uma fé que ele sequer conhecera. Apo6s Brienne,
Bonaparte foi estudar na Ecole Militaire no mesmo ano em que o pai, Carlo Bonaparte,
faleceu.

A despeito do drama familiar e financeiro, Napoleao continuou sendo um excelente
aluno em Matematica, Geografia, Historia, razoavel em Cartografia e sofrivel em Lingua
Alema. Ainda assim, ele concluiu o preparatério um ano antes do esperado e recebeu
a patente de oficial aos dezesseis anos no Exército, dentro do corpo de Artilharia.

Apdbs um ano como oficial novato Napoleao assumiu, em janeiro de 1786 o posto de
segundo-tenente, de acordo com Cronin [18]. Sua rotina incluia manobras de artilharia
(canhdes) pela manha e aulas sobre balistica a tarde. A preferéncia pela artilharia e
pelas manobras vem do talento natural para Trigonometria e Geometria. Acredita-se
que a amizade de Bonaparte com o gedmetra e militar francés Gaspar Monge tenha
comecado nesse periodo, segundo infere Cronin [18].

O jovem oficial corso desenvolveu elevado patriotismo e senso de dever, mas nao
necessariamente lealdade & monarquia. Assim, a queda do Antigo Regime e o movi-
mento popular de diversas bandeiras e ideologias liberais conhecido como Revolugao
Francesa contava com Napoleao em suas fileiras. Esse jovem militar e militante politico
era dotado de um raro nacionalismo, senso pratico de justica e compromisso com o bem
maior de Coérsega e da Francga.

A Assembleia Revolucionaria (que acabara de executar os monarcas franceses a to-
mar o poder) era dividida em girondinos (liberais moderados, que se sentavam a direita
na Assembléia), jacobinos (liberais exaltados, que se sentavam a esquerda na Assem-
bléia), e planicie (burgueses ricos, pouco ideologicos e oportunistas, que se sentavam
ao centro na Assembléia) [24]. Devido ao fato de os ideais sociais mais transformadores
dos jacobinos desagradarem os conservadores em geral, girondinos e planicie formavam
uma coalizacao para garantir o poder e neutralizar os reformadores.

Assim, o controle girondino da Assembleia levou os diversos grupos jacobinos a se



revoltarem e tomarem o poder. Instituiu-se uma fase revolucionaria conhecida como
Terror Jacobino.

Napoleao era amigo do irmao mais novo de Robespierre, grande lider jacobino
na fase do Terror, e era respeitado por todos os lideres da Revolucao. Mas estava
descontente com o frenesi de perseguicoes ao qual o gabinete de Robespierre havia
levado a Franca, culminando com a execucao de lideres destacados da Revolugao, como
Danton e Lavoisier.

Os resultados destes e outros exageros do Terror foram as guerras civis rebeldes em
Marselha, o movimento separatista em Corsega e, por fim, a deposi¢ao de Robespierre
e sua posterior condenac¢do a morte (veja Cronin [18]).

O novo governo via Bonaparte com extrema desconfianca pois ele havia sido pro-
movido de segundo-tenente para tenente-coronel e brigadeiro-general em menos de dois
anos, exatamente os anos do Terror.

E digno de nota que Napoledo Bonaparte é o mais jovem oficial promovido a general
em qualquer exército europeu moderno, com menos de vinte e quatro anos de idade.
Sua habilidade, lealdade e rapida ascensao o colocaram em posicao desconfortavel com
o novo governo. Assim, foi condenado a prisao domiciliar por seis meses e teve sua
requisicao de servico na Turquia negada. No entanto, uma nova constituicao havia
sido aprovada e uma nova guerra civil parecia se aproximar.

Sendo defensor fervoroso da nova constituigao Napoleao se aproximou do lider maior
dos constitucionalistas Paul Barras. A amizade de Barras suscitou duas grandes mu-
dancas na vida de Napoleao: ele circulava pelos meios politicos mais prestigiados da
Repiblica e conheceu a rica e excéntrica Rose Josephe Tascher (Josephine), com quem
se casaria menos de um ano depois. Além disso, recebeu o comando das tropas fran-
cesas baseadas na Itélia (conforme Cronin [18]). Na Itélia ele derrotou as tropas de
Francisco II da Austria e Vitor Amadeu III de Piemonte (Italia).

Em Paris, o Diretorio desconfiava da carreira ousada e independente do general
corso e temia sua promocao politica por meio de suas vitérias e propaganda entre os
acordos de paz. No entanto, seus subordinados estavam criando o mito do génio imba-
tivel de Bonaparte: vitorias improvaveis, marchas forcadas alternadas entre combates,
escaramucas e movimentos de flanco rapidos e brilhantes. De acordo com Cronin [18],
os exércitos de Napoleao nao s6 derrotaram unidades maiores e mais aparelhadas, como
conseguiram fazer grande ntimero de prisioneiros ao preco de reduzidas baixas.

Bonaparte conseguiu convencer o Diretério de que seria mais prudente e eficaz con-

quistar o Egito do que tentar enfrentar diretamente a Inglaterra. O Egito também caiu



frente as modernas tropas de Napoledao. A campanha do Egito deixaria duas marcas na
Historia: a traducao da Pedra de Roseta pelo oficial francés Jean Francois Champolion
(permitindo a decodificacao da antiga escrita hieroglifica do Egito) e a destruicao do
nariz da Esfinge de Gizé por tropas de Napoledo (ver mais em Grimberg [24]). An-
tes de partir do Egito, Bonaparte financiou um grupo de pensadores e cientistas que
publicaria a primeira enciclopédia sobre o Egito.

Contudo, conforme menciona Grimberg [24], em 9 de Novembro de 1799, Napoleao
derrubou o Diretorio, com apoio de suas tropas e dos girondinos. A tomada de poder
de Bonaparte ficaria conhecida com Golpe de 18 Brumério. Tinha inicio a chamada
Era Napoleonica, que é dividida em trés momentos: Consulado (1799-1804), Império
(1804-1815) e Governo dos Cem Dias (1815).

O periodo do Consulado sucedeu imediatamente ao Diretério. Embora Napoledao
dividisse o poder com outros dois consules (Roger Ducos e Emanuel Sieyés) ele era
o primeiro consul da Reptblica. O Consulado promoveu grandes reformas, como a
econdmica e religiosa (ver Cronin [18]). Outras propostas de reforma se voltaram para
o direito e educacao [18].

Um plebiscito realizado em 1804 ratificou o governo napoleénico como Império.
Napoleao foi coroado na Catedral de Notre-Dame em 2 de Dezembro do mesmo ano.
Simbolizando sua separacao com a Igreja, Napoleao tomou do papa Pio VII a coroa
e se autoproclamou imperador (conforme Grimberg [24]). A seguir, coroou Josephine
imperatriz.

Napoleao nao tardou em criar sua propria corte: familiares, oficiais militares, bur-
gueses e intelectuais (historiadores, filosofos, matematicos e diversos pensadores com
destacado servigo a Revolugao) (conforme [18]). No seu auge, em 1812, o Império Na-
polednico estendia-se por toda a Europa Ocidental e suas colonias, compreendendo um
terco da populacao mundial.

As diversas guerras de conquista empreendidas por Napoledo em toda sua carreira
militar e politica fizeram dele o maior expoente de uma doutrina militar conhecida
como alocacao geométrica .

Como reagao a expansao ininterrupta do Império Napoleonico, a Inglaterra criou

!Também conhecida como estratégia da aniquilacdo, combinava a estratégia geométrica clissica
com as batalhas de atrito e uma mudanca de foco dos objetivos militares: ao invés de aniquilar exércitos
e suprimentos, o objetivo era ocupar os territérios inimigos e manter essa ocupacgao politicamente,

conforme Bernardino [5].



com as nacoes europeias restantes diversos pactos de aliancas para tentar deter novos
avancos napoleonicos, em especial com Austria, Prissia e Russia. Como sua rival era
poderosa em termos navais e industriais, Napoleao I decreta um bloqueio continental
a Inglaterra, logo apos a famosa batalha naval de Trafalgar(para maiores detalhes, ver
Cronin [18]).

Forcada a romper o bloqueio continental devido a dificuldades comerciais, a Rissia
foi invadida pelas tropas napoleénicas em 1812. Tentando depor o Czar Alexandre II
e manter o bloqueio até a esperada rendi¢ao da Inglaterra Napoleao comanda pessoal-
mente sua Grande Armada (como era conhecido o exército de Napoledo) com 600000
soldados pelo territorio russo (conforme Grimberg [24]).

Inferiores em numero, experiéncia e equipamentos os russos fugiam para o leste. Na
verdade, o Czar havia ordenado que a cada retirada todos os campos e cidadelas fossem
queimados para que os franceses nao pudessem se abastecer no vasto territorio russo
2. Outro aspecto desfavoravel a Grande Armada era o inverno pois somente os russos
estavam preparados para invernos de proporgoes polares e tinham tropas de retaguarda
preparadas para os rigores das estepes (Conforme lembra Cronin [18]).

Com exército de 120000 homens os russos venceram a Grande Armada. Simultane-
amente grupos franceses descontentes apoiados por setores das burguesia e da antiga
nobreza executam um golpe de Estado na Franca. Forcado a voltar para Paris, Na-
poledo reassume o governo mas por pouco tempo. Apoiados pela Rissia os paises
ocupados reorganizaram suas tropas e invadiram a Franca.

Forgado a abdicar pelo chamado Tratado de Fontainebleau (1814) Napoleao re-
cebe um principado na Ilha de Elba (Conforme menciona Cronin [18]). Pouco depois
Bonaparte escapa para a Franca (fevereiro de 1815).

Ele invadiu Paris e reconquistou o poder por cem dias, ao fim dos quais uma coli-
gacao de tropas prussianas e inglesas o derrotam na famosa Batalha de Waterloo (para
mais sobre Waterloo, ver Cronin [18]).

Depois da derrota em Waterloo Napoleao foi exilado na ilha africana de Santa
Helena em 15 de Outubro de 1815. O imperador deposto foi acompanhado no exilio
por pequeno grupo de seus fiéis seguidores. E na Ilha de Santa Helena que Bonaparte
permanece até a morte (1821), conforme Grimberg [24].

Cronin [18] comenta que esse grupo de seguidores conhecia bem o enunciado e

Zesse comportamento das tropas frente a um invasor é chamado de estratégia da Terra Seca,

conforme Bernadino [5]



demonstracao do teorema de Napoleao e que o Imperador tinha prazer em apresenta-lo
e demonstré-lo.

E interessante ressaltar que a primeira publicacdo que mencionou o teorema de Na-
poledo foi feita por um jornal britanico (1825), conforme menciona Crilly [17]. Como
um grupo de militares britdnicos mantinha a vigilancia da Tlha de Santa Helena, de
modo a garantir o exilio de Bonaparte e seus partidarios, ¢ bem possivel que esses mes-
mos militares tenham entrado em contato com o teorema pelas exposicoes do proprio

Napoleao.

1.2 Era Napoleonica e as Ciéncias: Teorema de Na-

poleao

Além das ja citadas intervencoes de Napoledao ante aos nascentes estudos de Egipto-
logia é digna de nota a intensa efervescéncia cultural e cientifica que permearam tanto
a Revolucao Francesa em si como as diversas fases do periodo conhecido como Era
Napoleodnica.

A chamada Era Napoleonica produziu grandes descobertas cientificas e avancos
matematicos. Garbi (ver [22]) tece um comentéario sobre Napoledo dizendo que ele
possuia talento precoce em matematica e que seu génio militar e notavel inteligéncia
logica ficaram evidentes nas estratégias aplicadas para vencer batalhas.

Garbi (ver [22]) ainda infere que Napoleao teria tido sucesso em Ciéncias Exatas
nao fossem, segundo o mesmo autor, a ambicao e o génio natural para liderar mais
notaveis que suas aptidoes matematicas. KEssa visao peculiar de mundo pela 6tica
logico-mateméatica explica a razao de Napoleao gostar da companhia de expoentes
da matematica francesa como Lagrange, Laplace, Legendre, Fourier, Monge, dentre
outros, e compreender o que eles falavam.

Crilly (ver [17]) menciona o teorema de Napoledo nos seguintes termos: “em qual-
quer triangulo ABC tridngulos equilateros podem ser construidos em cada lado e, a
partir dos seus centros, pode ser construido um novo triangulo DEF. O teorema de
Napoleao afirma que para qualquer triangulo ABC o triangulo DEF equilatero®.

O mesmo Crilly (ver [17]) menciona que o referido teorema foi publicado em um
jornal inglés no ano de 1825, ap6s a morte de Napoleao. O autor relembra que as

habilidades matematicas de Napoleao foram decisivas para seu ingresso na Academia



Militar e que, com sua ascensao ao poder como imperador, ele esteve em contato
constante com a elite de matematicos franceses.

Neste ponto, Crilly (ver [17]) lan¢a davidas quanto a autoria argumentando que
como muitos outros resultados matematicos o teorema ¢ atribuido a alguém que nao se
relaciona com a descoberta ou sua prova. Ja Garbi (ver [22]) argumenta que a autoria
de Napoleao do teorema que leva seu nome é uma lenda, pois Napoleao chamava a si
mesmo de gedmetra amador.

Em um artigo para o publico espanhol, Medina (ver [33]) relembra dois grandes
exemplos de relacionamento entre governantes e a ciéncia, em especial a Matematica:
o vigésimo presidente norte-americano (James Garfield) * e Napoleao Bonaparte. Esse
autor da especial enfoque ao Imperador por relembrar sua amizade com os melhores
matematicos de seu tempo, a saber Gaspar Monge (que foi professor de Bonaparte na
Ecole Militaire), Pierre Laplace e Joseph Lagrange.

Medina (ver [33]) relembra duas historias relacionando Bonaparte com Laplace e
Lagrange: a apresentacao que Laplace fez da chamada Teoria da Mecdnica Celeste ao
Imperador e a apresentacao que Bonaparte fez a Laplace e Lagrange sobre construcoes
geométricas de Lorenzo Mascheroni. *

Na primeira ocasidao mencionada por Medina [33], Napoledo comentou que Laplace
escreveu um maravilhoso livro sobre o Universo e nao mencionou seu Criador. Laplace
respondeu que nao necessitou desta hipotese (a necessidade de o Universo ter um
Criador) para construir seus argumentos. Lagrange comentaria apo6s saber da conversa
que, de qualquer forma, é uma bela hipotese.

Ja na segunda ocasido Medina (ver [33|) conta que durante uma discussdo entre
Laplace e Lagrange, Bonaparte intervém e mostra a ambos o trabalho de Mascheroni,
que eles ainda nao conheciam. Diz-se que Laplace comentou esperar muitas coisas de
uma conversa com o Imperador mas nao uma aula de Geometria. Medina (ver [33])
comenta entao que Napoledo da nome a um teorema. Segundo Medina [33] o teorema
de Napoleao é fortemente influenciado pelo trabalho de Mascheroni e isso comprova

que a autoria é mesmo de Bonaparte.

3Presidente dos EUA pelos seis primeiros meses de 1881, quando foi assassinado. E conhecido pela,

demonstragao que fez aos 16 anos do Teorema de Pitagoras

4Lorenzo Mascheroni (1750 -1800) foi um eminente matematico e escritor italiano. Suas contribui-
¢bes dizem respeito & anélise matematica, célculo integral e logaritmos naturais. Apresentou estudos

originais sobre o calculo na ruptura dos arcos e da geometria.
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A questao da autoria ainda é objeto de discussao para diversos autores. Garbi (ver
[22]) e Crilly (ver [17]) ndo acreditam que Bonaparte ¢ o autor do teorema. Ambos
porém argumentam que o Imperador tinha atributos mateméticos para compreender
as mais sofisticadas inovacoes matematicas de seu tempo e que este ainda se dispos a
divulgar na Franca os trabalhos de Monge.?

Isso dito, mais importante que determinar com exatidao se Napoleao enunciou e
demonstrou seu teorema é concluir se ele tinha ou nao condicoes para fazé-lo. O préoprio
Garbi [22], que manifesta sua opinido como contréaria a autoria de Bonaparte, deixa
ao leitor o desafio de demonstrar o teorema de Napoledao pela via da semelhanca de
triangulos.

Conforme visto anteriormente, nao s6 a aptidao natural e convivéncia com diversos
expoentes da Matemaética foram notaveis na vida do Imperador, como suas habilidades

em Geometria e Trigonometria faziam parte de sua carreira militar e conquistas.

®Gaspard Monge (1746 -1818). Matemético frances, criador da geometria descritiva e pai da

geometria diferencial.
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Capitulo 2

Conceitos e Pressupostos Teoricos

Neste capitulo serao abordados alguns conceitos necessarios para a compreensao do
teorema de Napoleao, tanto nas suas demonstracoes quanto propriedades da chamada
configuragao de Napoleao. Omitiremos as demonstracoes de alguns teoremas mas estas

podem ser encontradas em Avritzer [1], Boldrini [9], Lima [29] e Machado [31].

2.1 Alguns Teoremas em Geometria Plana

Nesta secao iremos enunciar alguns resultados fundamentais para a compreensao
das demonstracoes relativas a semelhanca de triangulos e trigonometria mas que tam-
bém fundamentam todas as demais demonstracoes. O leitor interessado pode verificar
demonstragoes destes teoremas em Machado [31].

Iniciaremos com o Teorema de Tales proposto pelo filésofo grego Tales de Mileto.

Sabio do século VI a.C., Tales é conhecido como pai da geometria descritiva.

Teorema 2.1.1. Um feize de retas paralelas determina sobre duas ou mais secantes

quaisquer segmentos proporcionais.

Na Geometria Plana dizemos que dois triangulos sao semelhantes se for possivel
estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que angulos
correspondentes sejam iguais e lados correspondentes sejam proporcionais. Mas nao é
necessario que se conheca todos os lados e angulos dos tridngulos para que tenhamos
a semelhanca assegurada. E isso que nos dizem os critérios de semelhanca descritos no

seguinte teorema (ver Barbosa [3]).
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Teorema 2.1.2. Sejam dois triangulos ABC ¢ DEF. Temos que

(i) (Caso AA) Se LZA= /D e /B = ZFE entao os tridngulos sao semelhantes.

(1) (Caso LAL) Se ZA= /D e AB/DE = AC/DF entao os triangulos sao seme-

lhantes.

(i1i) (Caso LLL) Se AB/DE = AC'/DF = BC = EF entao os tridngulos sao seme-

lhantes.

Sabendo que dado um triangulo AABC com lados BC = a, AC =be AB=ce
suas respectivas alturas relativas h,, hy € h., podemos calcular sua area S pela seguinte

formula :

ahg % ch,

A= :
2 2 2
Além disso, se 6 é o angulo # angulo formado pelos lados AC e AB. Entao, essa

area ¢ dada por
1
A = —besin .
2

A Lei dos Cossenos, conforme enunciado no teorema abaixo, permite calcular o
comprimento de um lado de qualquer triangulo conhecendo o comprimento dos demais

lados e a medida do angulo oposto a esse.

Teorema 2.1.3. Dado um tridngulo qualquer ANABC, o quadrado de um lado € igual
a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos duas vezes o produto desses dois

lados pelo cosseno do dngulo que eles formam.

[AB)? = [BC| + |AC)? — 2| BC|.|AC]. cos

Com 6§ = Z/(BC, AC)
2.2 Espacos Vetoriais

A nocao de espaco vetorial (ver Boldrini [9]) é a base onde desenvolve toda a Alge-
bra Linear e embora este assunto seja vasto e com muitos resultados importantes nos

restringiremos aos tOpicos que sao necessarios para o desenvolvimento deste trabalho.
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Definigao 2.2.1. Um espago vetorial (V,+,-) sobre R é um conjunto, cujos elementos
sao chamados vetores, no qual estd definida uma operacao +, denominada adicdo, que
a cada par de vetores u, v € V' associa um novo vetor u+v € V', chamado a soma de
u e v, e uma multiplicacao -, denominada produto por um escalar, que a cada o € R
ev € V associa o vetor av € V tais que as sequintes condigoes sao satisfeitas, para
todos u,v,w eV ea,f €R.

(A1) (u+v)+w=u+ (v+w);

(A2) u+v="v+u;

(A3) Existe um vetor 0 € V', denominado vetor nulo, tal que v+0=0+v =v;
(A4) FEziste o vetor (—v) € V, denominado vetor oposto, de modo que v + (—v) = 0;
(45) (aB)v = a(Bv);

(A6) (a+ B)v = av + Pu;

(A7) a(u+ v) = au + Pv;

(A8) lu=wu com 1 € R.

Denotaremos o espago vetorial (V,+,-) por V. Dizemos que um subconjunto S,
nao vazio, de um espaco vetorial ¢ um subespaco vetorial de V se (S, +,-) é um espago

vetorial [9].

Definicao 2.2.2. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma aplicacao T de V em W,
T:V — W, € denominada transformacao linear se para todos u,v € V e a € R as

sequintes condicoes sao satisfeitas.
(i) T(u+v)=T(u) +T(v);
(ii) T(au) = aT(u).

Definicao 2.2.3. (i) Um isomorfismo de V em W ¢é uma transformagao linear
T:V — W biyetiva

(ii) Operador linear é a uma transformacao de um espago vetorial em si mesmo, ou
seja T 'V — V. Um operador linear especial é o operador identidade [ : V — V
definido por I(v) = v para todo v € V

14



(iti) O nuacleo da transformagao linear € o subconjunto de todos os vetores de V' tais

que T'(v) = 0 € W. Denotado por

N(T)={veV:T(v) =0}

(iv) A imagem de T ¢é o subconjunto de W denotado por

Im(T)={T():veV}.

2.2.1 Exemplos de Transformacoes Lineares no Plano

As transformacoes lineares no plano sao operadores em R?, ou seja, T : R? — R? ¢é

uma transformacao linear (ver Boldrini [9]) .

Exemplo 2.2.4. As Reflexoes sao simetrizacoes de pontos no plano considerando

um certo eizo. Alguns tipos notdveis sao:
1. Reflexoes em relagao aos eixos coordenados

(1) Em torno do eizo das abscissas T(z,y) = (x, —y);
(i7) Em torno do eizo das ordenadas T'(z,y) = (—x,y);

(7i1) Em torno da origem T(z,y) = (—x, —y).
2. Reflexoes em relacao as bissetrizes dos quadrantes

(1) Em torno da bissetriz dos quadrantes impares T'(z,y) = (y, x);

Exemplo 2.2.5. Dilatagao ¢ alteracao nas dimensoes de um vetor. Alguns tipos

notdveis sao:
(1) Dilatagao ou contra¢ao do vetor T'(z,y) = k(x,y);
(11) Dilatagdo ou contracdo na dire¢do do eixo das abscissas T'(z,y) = (kx,y);

(14i) Dilatag¢ao ou contra¢ao na dire¢ao do eizo das ordenadas T'(z,y) = (z, ky);
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Exemplo 2.2.6. Rotagoes sao deslocamentos angulares de um ponto ou wvetor em
torno de um ponto fixo. Um caso notdvel é a rotacdo no plano em torno da origem em

um dngulo 0 dada por
T(z,y) = (zcos(d) — ysin(f), zsin(d) + y cos(9)).

Exemplo 2.2.7. Cisalhamento ¢ o deslocamento de uma coordenada como funcao

linear de outra. Alguns tipos notdveis sao:
(1) Em torno do eizo das abscissas T'(x,y) = (x + ky,y),

(1) Em torno do eizo das ordenadas T(z,y) = (z,y + kx).

2.3 Ntumeros Complexos

A representacao algébrica de um numero complexo Z é dada por Z = a + bi, com
a,b,c,d € R. Dizemos que a é parte real e b a parte imagindria (ver mais detalhes
[25]). Além disso, i = —1. Assim C = {z=a+bi:a,b€R, i* = —1}. Considerando

Zy =a+bi e Zy = c+ di, temos em C as seguintes operagoes:

v+ Zy=(a+c)+(b+d)i e Z1.Zy = (ac—bd)+ (bc+ ad)i.

Denotamos o conjugado de Z = a + bi por Z = a — bi. Com as mesmas notacoes,

pela definicao de soma e produto temos a seguintes propriedades.
Proposicao 2.3.1. Sejam Zy =a+bi e Zy = c+ di
(Z) le = G2 -+ b2;

(id) é B ac+bd+ —ad—l—cbi
Ty 2+ d2 2 + d?

(iti) |Z,] = Va® T B2

Os nimeros complexos podem também ser representados pela forma trigonométrica
dada por Z = p(cosf + isinf) onde p = |Z| (ver [25]). Dessa representagao surgem

véarias propriedades conforme a proposicao abaixo.
Proposicao 2.3.2. Sejam Z; = py(cosby +isinby) e Zy = py(cos by + isinby). Entao
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(i) Z1.Za—(p1.p2)(cos(By + ) + i(sin(0y + 02))
(1) Z1/Z2=(p1/p2)(cos(01 — O2) + i(sin(6y — 62))

(iti) (Z0)" = (p7)(cos(n.fy) + isin(n.6y),

(iv) /71 = (/1) (cos(2E2m) 1 sin(9E2m)) com, (k,n) € N, comn € N

Parap=1ee =25 onden € N, temos que w = cos(2) +isen(2X) é denominado

n
raiz n-ésima da unidade j4 que de acordo como item (7i7) da proposi¢ao anterior, w”™ = 1
em notacao especifical. Para maiores detalhes, ver Guimaraes [25].
Sabemos que as expansoes em séries de poténcias (para mais detalhes; ver Guima-

raes [25]) das fungoes e”, cos(z), sin sdo dadas por:
(@) e =1+a+2 +2 4
) cos(x)zl—g—?—i-%—:é—?—i—...
(i61) sin(z) = o — & + 2 — L4
Tomando = = i para e” e x = 6 para cos(z) e sin(x) temos que
(i) € =14if— 2 -2 40y
(17) 008(9)21—02—2,—1-%—%—?—#...

(i) sin(@) =60 1 T 4
onde e = cos(f) + isin(6).

Tomando = = Z, temos
e” ="t = ¢*(cos(y) + isin(y))

Uma relacao essencial em Geometria Plana é a semelhanca de triangulos. Caracte-
rizar essa relacao no ambiente de nimeros complexos ¢é vital para conseguirmos esta-
belecer conexoes que permitam explorar as potencialidades desse conjunto numérico.

Para maiores detalhes, ver Martini [32].

k

LA notacdo w”, com k = 1,2,3...,n — 1 indica a k-ésima raiz da unidade dentre as n raizes da

unidade de w
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Definicao 2.3.3. Dados Zy, Zy, Z3, Wi, Wy e W3 numeros complexos. Dizemos
que os tridngulos NZ1Zy73 e AW1WoWs3 sdo semelhantes e escrevemos N7y ZyZg ~
AW WoW3 se, e somente se, os dngulos correspondentes em seus vértices forem con-

gruentes. Além disso, a orientacdo por eles definida deve ser a mesma.

Caso as orientagoes sejam distintas, mas os angulos todos congruentes, os triangulos
sao ditos reversos.
Dados trés nimeros complexos distintos X7, X5 e X3, a medida do angulo orientado

determinado por X; X, e por X, X3 é dada por?

X, — X1
X3 — X
O teorema a seguir caracteriza o triangulo equilatero formado por ntimeros complexos

= C”"Q(X2 - Xl) - C”"Q(X3 - X1)-

arg

como vértices

Teorema 2.3.4. Os complexos Z1,%5,7Z3 formam um tridngulo equildtero se, e somente
se
Zy+w.Zo+w?Z3 =0

onde w € uma raiz cibica da unidade, diferente de 1.

Demonstra¢ao. Admita-se que Z1,75,Z3 formam um triangulo equilatero (conforme

Guimaraes [25]). Se isso ¢ verdadeiro, entdo os lados Z2Z; e ZyZ3 formam angulo de

™

3 € seus comprimentos sao equivalentes.

Assim, um segmento pode ser tomado como rotacao de 3 do outro. Logo
Zg - Zg.ei% = Z1 - ZQ.

Desenvolvendo a expressao acima

7y + Zy.('5 — 1) = Zs.'5 =0 (2.1)

Note que
e%ﬂ:(ezg—l):w (2.2
€3 =elf = —w? (2.3)

Substituindo as equacoes 2.2 e 2.3 na equacgao 2.1, temos que

Zy4+w.Zy+w?Zs =0

20 termo arg representa a medida do argumento ou angulo
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O seguinte teorema caracteriza a semelhanca dos triangulos complexos.

Teorema 2.3.5. Sejam 2y, Zy, Z3, Wi, Wy e W3 nidmeros complexos. Tem-se N2y ZyZg ~
AW WoW3 se, e somente se,

Zy Wi 1

Zo— 70 Wa— W,

— — :O'
Zi— 7, Wa_w, | % W1

7, Wi 1

Demonstragao. Tomando como referéncia o caso LAL de semelhanca [31], as razoes
entre lados correspondentes sao iguais e angulos correspondentes sao congruentes e

mantém a mesma orientagdo (conforme Martini [32]). Assim,

Zy— 7 Wa-W,
Zs— 71 Wy—W,

(ZQ—Zl) (Wg—Wl)
arg(———) = ar
Nz — 7, Wy —w
Donde conclui-se que

Zy Wy 1

Zy— 71  Wo—W;
Zy—Zy  Ws—=Wy

Zo Wy 1 = 0.

Zs Wi 1

2.4 'Transformacoes Rigidas no Plano

As transformagoes rigidas no plano (também conhecidas como isometrias) sdo tais

que, aplicadas a uma figura geométrica, preservam distancias entre pontos.

Defini¢do 2.4.1 (Conforme Tinoco [41]). Uma aplicagio v : R?* — R? diz-se uma
transformacdo rigida se tomando dois subconjuntos X eY de R? temos que dy (¢¥(x1), 0 (z2)) =

dx(x1,22), para quaisquer xi, x5 € X.

Logo chamamos de transformacoes rigidas as aplicagoes que transformam uma fi-

gura geométrica numa outra geometricamente igual a primeira, ou seja, ¢ uma aplicagao
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que conserva as distancias entre os pontos e a amplitude dos angulos. Uma transfor-

macao rigida podem ser:
(1) uma reflexao, que consiste em uma simetria ortogonal em relagdo a uma reta,

(7i) uma translacdo, que consiste em um deslocamento paralelo em linha reta na
direcao e sentido de um objeto em funcao de um vetor percorrendo a mesma

distancia,

(#4i) uma rotagao, que consiste em um movimento circular de um objeto ao redor de

um centro ou ponto de rotacao;

(iv) uma reflexao deslizante, que consiste de uma reflexao seguida de uma transla-

¢ao.

Vejamos agora algumas caracteristicas dos quatros tipos basicos de transformagoes

rigidas

Reflexao

E uma transformacao rigida que fixa os pontos que pertencem ao eixo de reflexao e
inverte os sentido dos angulos.

Simetria em torno de um ponto. Seja A um ponto do plano.

Figura 2.1: Simetria em torno de um ponto

A transformagcao definida por 14(A) = A para X # A, fazemos 14(X) = X’ onde

X'’ & o simétrico por A de X, ou seja, considerando a reta r que passa por A e X
p s Ja, q p p
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tomamos X’ € r tal que d(A, X) = d(A, X’). Veja vide Figura 2.1 (adaptada de Lima
[29]). A é o ponto médio do segmento X X'.

Reflexdo em torno de uma reta. E importante ressaltar que uma reflexdo em
torno da reta inverte a orientacao do objeto em relacao ao plano. Um exemplo é um

paralelogramo ABCD descrito nas Figura 2.2 e 2.3 (adaptadas de Lima [29]).

X

Figura 2.2: Reflexao em torno da reta

Af%*\ B A B
) C
\«Q/ D
.
D &
AR B')\
T S —

Figura 2.3: Reflexao do retangulo e sentidos de rotacao

Translacao

E uma transformacao rigida que envia segmentos em correspondentes paralelos (ver

mais detalhes em Tinoco [41]).
Sejam A e B pontos distintos em um plano. Ver Figura 2.4 (adaptada de Lima

[29]).
A translacdo ¢ap : R? — R? ¢ definida da seguinte maneira:
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Figura 2.4: Translacao fora da reta AB

(1) Se X ndo for colinear a A e B, definimos que ¥45(X) =Y, onde Y é o quarto
vértice do paralelogramo ABY X.

(17) Se X for colinear a A e B, definimos ¢45(X) = X.

Rotacao

Definicao 2.4.2. Caracteriza-se por um centro de rotacao O e por uma amplitude 6.
Se a rotagao de centro O e amplitude 0 for aplicada a uwm ponto A, de tal modo que

A # O, obtém-se A’ tal que OP = OP', e o dngulo orientado Z(OP,OP’) = #.

A

<

Figura 2.5: Rotacao

Reflexao Deslizante

Definicao 2.4.3. Uma reflexao deslizante é uma transformacao rigida obtida por com-
posicao de uma reflexao em relacao a uma reta r, sequida por uma translagao. Ver

exemplo em Figura 2.6.
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R

Figura 2.6: Reflexao deslizante

2.4.1 Composicao de Transformacoes Rigidas

Nesta secao serao avaliadas as composicoes entre duas ou mais transformacoes rigi-
das e as suas respectivas resultantes, conforme Tinoco [41]. A seguir serd enunciado

um importante teorema sobre composicao de transformagoes rigidas
Teorema 2.4.4. a composicao de duas ou mais transformacoes rigidas é uma trans-
formagao rigida [41].

Demonstracao. Sejam f a composicao de duas transformagoes rigidas 1,019, aplicadas
a dois pontos A e B: f(A) = Y0101 (A) e f(B) = 190¢1(B). Considerando os pontos
A e B, e as imagens destes dois pontos, ¥ (A), ¥1(B),2011(A) e 19011 (B) entdo a

distancia d é tal que:

d(a011(A), the001 (B)) = d(A, B)
A funcao composta 1o01); é uma transformagao rigida pois preserva as distancias

entre dois pontos. Generalizando para a composicao de n transformagoes rigidas: 11,

o,03, (...), V. Assim:

d(¥n0(...) 013002001 (A), Pn0...0030102001 (B)) = d(A, B)
Logo, o resultado da composicdo de transformacoes rigidas é também uma trans-

formacao rigida. O

A seguir serao apresentadas algumas possibilidades de composicoes de transforma-
coes rigidas. As demonstragoes dos teoremas desta secao podem ser consultadas em
Tinoco [41].
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Teorema 2.4.5. Quando se compoem translacoes a transformacao rigida resultante é

uma translagao (veja Figura 2.7).

vetores diferentes e
-—

vetores
simétricos

Figura 2.7: Composicao de translacoes

A seguir é apresentada a composicao de duas reflexdes sucessivas em eixos concor-

rentes.

Teorema 2.4.6. Seja ¢ a transformacao rigida composta por duas reflexoes sucessivas
U1 ey em retas concorrentes e ) = hyoty. (veja figura 2.8 adaptada de Tinoco [41]).
A transformacao rigida resultante v € uma rotagcao com centro no ponto de interse¢ao
das duas retas e de amplitude igual ao dobro do dngulo que as duas retas fazem entre

1.

eixo2

Figura 2.8: Composicao de duas reflexdes em eixos concorrentes

A seguir é apresentada a composicao de duas reflexdes em eixos paralelos.
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Teorema 2.4.7. Seja ¥ a transformacao rigida composta por duas reflexoes sucessivas
Yy ey em retas paralelas e 1 = 90ty (ver Figura 2.9 adaptada de Tinoco [41]). A
transformacao rigida resultante ¢ € a translagao por um vetor perpendicular as retas

e de comprimento igual ao dobro da distincia entre elas.

N ‘ A ‘ N

B B~

eixo 1 eixo 2

Figura 2.9: Composicao de duas reflexoes em eixos paralelos

A seguir é apresentada a composicao de trés reflexdes em eixos paralelos.

Teorema 2.4.8. Seja 1 a transformacao rigida composta por trés reflexoes em eizos

paralelos r, s e t. A transformacao resultante € b = Yops0, (veja a Figura 2.10,

s
t
A . A e
5 c . . = o B

Figura 2.10: Composicao de trés reflexdes em eixos paralelos

adaptada de Tinoco [{1]). Entao a transformagao rigida resultante ¢ é uma reflexao

num eixo u paralelo aos outros trés, sendo esse eixo u Unico.
A seguir é apresentada a composicao de trés retas concorrentes.

Teorema 2.4.9. Sejam r, s et trés retas concorrentes num ponto P (ver Figura 2.11.
adaptada de Tinoco [41]). Entao existe uma dnica reta | que passa no ponto P tal que
a transformacao rigida obtida por composicao da reflexio sucessiva em cada uma das

trés retas € uma reflexao em outra reta também concorrente em P.
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Figura 2.11: Composicao de trés reflexoes em eixos concorrentes

A seguir é apresentada a composicao de trés reflexoes em eixos nem paralelos nem
concorrentes.

Teorema 2.4.10. Sejam r, s et retas distintas que nao sao paralelas nem concorrentes
(ver Figura 2.12 adaptada de Tinoco [{1]).
Entao a transformacao rigida 1 obtida por composicao da reflexdo sucessiva em

cada uma das trés retas | = .o € uma reflexao deslizante.

Figura 2.12: Composicao de trés reflexoes em eixos nem paralelos nem concorrentes

A sequir é apresentada a composicao de duas rotacgoes.

Teorema 2.4.11. Seja ¢ uma transformag¢ao rigida no plano (ver Figura 2.13 adap-

tada de Tinoco [{1]). Para quaisquer dois pontos A e B e respectivas imagens Y(A) =
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A, p(B) = B tem-se A# A" e B # B’ o dngulo orientado entre AB e AC. Entao,

essa transformacdo rigida ¢ € uma rotacdo de amplitude o [41].

Composigio de rotagdes

Figura 2.13: Composicao de duas rotagoes

2.4.2 Teorema Fundamental das Transformacoes Rigidas

Um importante teorema para compreensao e operacao adequada com transformacoes
rigidas é o chamado teorema fundamental das transformagoes rigidas, cujo enunciado

vem a seguir.

Teorema 2.4.12. Sejam os tridngulos NABC e ADEF congruentes. Entao existe
uma, e somente uma transformacao rigida ¢ tal que p(A) = D, Y(B) = E ey(C) = F.

Demonstracao. Temos que obter a transformacao rigida v como composicao de trans-

formacoes rigidas 11, 15 e ¥3. Para isso, serao verificados os seguintes casos:
(i) A=D,
(ii) B=F,
(1ii) C = F,
(iv) Se A= D entao 1, é a identidade.
Se A # D entao 1, é uma reflexao na mediatriz do segmento AD.

Realizada a reflexao 1; as imagens dos vértices de AABC.(Ver Figura 2.14 adap-

tada de Tinoco [41]) serdo

Y1 (A) =D (2.4)
1(B) = By (2.5)
¥1(C) = Ch. (2.6)
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Figura 2.14: Composicao de rotagao com translacao ordem e centro das transformacoes

Se £ = B; entao a transformacao rigida 1, é a identidade. Se E # Bj entao 1), sera
a reflexdao na mediatriz do segmento B E pois D esta na mediatriz de B1F ja que
os triangulos sao congruentes por hipotese e 1 é uma transformacao rigida. Apos a

reflexao 1y as imagens dos vértices do triangulo AD B, (] sao

Figura 2.15: Teorema fundamental das transformacoes rigidas existéncia

Yo(D) = D (2.7)
Uo(B1) = F (2.8)
ha(Cy) = Cb. (2.9)

Se Uy = F entao a transformacao rigida 13 é a identidade. Se Cy # F 13 entao a
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A

Figura 2.16: Teorema fundamental das transformagoes rigidas unicidade

transformacao rigida serd a reflexao na mediatriz do segmento de overlineCs F' pois D
e E estao na mediatriz do segmento CoF'. (Ver Figura 2.15, adaptada de Tinoco [41]).

Apos a reflexao 13 as imagens dos vértices do triangulo ADEC, sao

3D = D (2.10)
W3E = E (2.11)

Logo existe pelo menos uma transformacao rigida ¢ capaz de levar AABC em ADEF.

Dado um certo ponto P e outro D no dominio de ¢, a distancia entre dois pontos
do dominio equivale a distancia entre suas imagens (ver figura 2.16). Pela interseccao
das circunferéncias \; (circunferéncia centrada em D com raio PA), \; (circunferéncia
centrada em E com raio PB), e A3 (circunferéncia centrada em F com raio PC). Essa
interseccao ocorre na imagem de P. A transformagao v existe e é tinica.

[]

Um importante resultado do estudo de transformagoes rigidas é o corolario do

teorema 2.4.11, apresentado a seguir.

Corolario 2.4.13. Seja ¢ uma transformacao rigida no plano, entao v € uma trans-

lacao, rotacao, reflexao ou uma reflexao deslizante.

A demonstracao em detalhes pode ser encontrada em Tinoco |41].
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2.5 Transformacgoes Afins

Definicao 2.5.1. Uma transformacdo afim T é uma aplicacio 7 : R? — R? tal que

para cada par ordenado (z, y) do plano.
(2, y) = (az + by + ¢, dx + ey + f)
com (a,b,c,d,e) € R fizados.

Ou seja, uma transformacao ¢ dita afim quando pode ser escrita como soma de uma

transformacao linear e uma translagao. Esse tipo de transformagao preserva

(i) Colinearidade. Ou seja, se trés pontos do plano R? py, ps e ps colineares entao

7(p1), 7(p2) e 7(p3) também o sao.

(17) Distancia entre os pontos. Isto ¢, se os pontos colineares distintos p1, ps € p3

|p1—p2|

entao .
|p3—p2|
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Capitulo 3

Demonstracoes e Propriedades

Associadas ao Teorema de Napoleao

As diversas demonstracoes, propriedades e conhecimentos associados ao teorema de
Napoleao compoem uma gama de técnicas que abrangem diversas dreas da Matematica.
E justamente essa diversidade que faz renovada a vitalidade ao teorema, cujo enunciado

vem em seguida.

3.1 Demonstracoes Propostas ao Teorema de Napo-

leao

Teorema 3.1.1. Dado um tridngulo AABC, construimos sobre seus lados tridngu-
los equildteros. Os centros dos tridngulos equildteros assim construidos formam um

triangulo também equildtero.

A chamada configuragao de Napoledo contempla tanto a sua apresentacao interna
quanto a sua apresentacao externa. Todas as demonstragoes propostas compreendem

ambas as apresentacoes.

31



3.1.1 Demonstracao por Semelhanca de Triadngulos

Demonstragao. 'Sendo X, Y e Z os baricentros dos triangulos AADB, ABEC e
ACF A; todos equilateros (Figura 3.1).

D

Figura 3.1: Demonstragao classica por semelhancga de triangulos

Considere os triangulos AFBC e NAEC. Como AC = FC e BC = EC, e os
angulos /FBC e ZACE congruentes. Entio AAEC = AFBC e AE = FB (conforme

[17]). Analogamente, AE = F'B = DC. Agora,

23
ZC| = Z|FC|—=-
ZC| = S[FCI
23
CY|= Z|BC|—-.
[CY| = 5[BCI

!Essa demonstracdo ¢ a mais classica e que atribui-se a Napoledo Bonaparte
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Figura 3.2: Demonstracao classica por semelhanga de triangulos

Os angulos ZZCY e ZFCB congruentes. Temos

o que denota

ZC CY YZ /3
FC BC BF 3
Note que os angulos ZABE e /X BY sao congruentes e

v _ 2ppY3

3 2
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[BX| = Z|BA|

| %

2
3
Partindo disso, percebe-se que

ANABE ~ AXBY

AE BA BE
XY BX BY
Os angulos ZDAFE e /X AZ sao congruentes e

—— 23

AZ = §ACT

A — E_DAE_
3 2

E perceptivel a semelhanca

ADAC ~ ANXAZ

DC DA AC
X7 AX AZ

Como BF = DC = AF e

DC  BF AE
XZ YZ XY
E facil observar que XZ =Y Z = XY e que AXY Z é equilatero. n

3.1.2 Demonstragao por Trigonometria

Demonstracao. *Tomemos os segmentos CZ, AX, BY, BZ e AZ de comprimentos
CZ=x,AX =m, BY =1, BZ =k e AZ =k (Figura 3.2).

Os angulos ZABZ ¢ ZCBY sao congruentes e de medida 30° [11]. Observe o
triangulo AZAX. Podemos determinar o angulo ZC'AB = 6+60°. Através do teorema
2.1.5 (ZY = n), temos

2Essa demonstragao foi desenvolvida pelo Dr. Scoot Brodie (diretor clinico do Mont Sinai Hospital,

NY), com contribui¢do Michael Lambrou (Universidade de Creta).
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Figura 3.3: Demonstragao trigonométrica

n* = k% 4+ I? — 2kl cos(6 + 60°). (3.1)

No triangulo AAZX de lados AZ =k, AX =m, e XZ = p, percebe-se que angulo
LXAZ = ¢+ 60°. Assim, pelo teorema 2.1.5

p? = k* + m? — 2km cos(¢ + 60°). (3.2)

Pela propriedade do baricentro em relacao as medianas, temos

23—
|==2"BC
3 2 ’

we2V3ap
3 2



Com BC = a, AB = c e AC = b. Substituindo [ e k nas equacoes 3.1 e 3.2:

3n? = ¢ + a® — 2ca cos(H + 60°) (3.3)

3p® = ¢+ b® — 2cbcos(¢ + 60°) (3.4)

Igualando as equacgdes 3.1 e 3.2 com 3.3 e 3.4 depreende-se que X Z = Y Z. Tomando
ABAE e ABCE tem-se que XZ = XY. Portanto XZ =Y Z = XY, completando a

demonstracao. O]

3.1.3 Demonstracao Via Arcos Capazes

Demonstragao. *Tomando as circunferéncias circunscritas aos triangulos equilateros
construidos sobre os lados de AABC, observem-se os arcos AC, CB e BA que contém

os vértices D, E e F' e que pertencem aos circulos de centros X, Y e Z. Tais circulos
circunscrevem AADC, ACEB e AABF (Figura 3.3).

Figura 3.4: Demonstragao por arcos capazes

Tomemos um ponto qualquer G do arco AB (ver Honsberger [27]). Considere a
reta que passa pelo segmento AG. Ela intersecta o arco AC' em um ponto H.
Os angulos ZAHC e ZAGB sao inscritos nos mesmos arcos que os angulos ZADC'

e ZAFB. Logo, possuem as mesmas medidas em graus que estes. Fica claro que o

3Essa demonstragao foi desenvolvida pelo canadense Ross Honsberger (1929), titular da Universi-

dade de Ontario e autor destacado em Matematica Recreativa
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encontro das retas CH e GB se da em um ponto I tal que o angulo ZGHI meca 60°.
Assim, o triangulo AGHI é equilatero.

Como CB é a corda da circunferéncia de centro Y cujo arco determina angulos
inscritos de 60°, temos que o ponto [ pertence ao arco C'B. Pelo exposto até aqui,
pode-se afirmar que os arcos construidos em torno de AABC permitem a construcao
de um triangulo equilatero que circunscreva AABC, tendo em vista que cada lado de
AABC determina um arco capaz de 60°.

A seguir, tracam-se perpendiculares a GH, HI e IG pelos pontos Z, X e Y. Essas
perpendiculares determinam pontos médios sobre os argumentos do triangulo AGHI
determinados pelos vértices de AABC. Assim, temos: M; e N, sobre GA e AH, M,
e N, sobre CH, M; e N5 sobre 1B e BG.

Consideremos o primeiro par de pontos médios M; e N7 e os pontos X e Y. Tracando
por X uma paralela & GH, ela intersecta ZM; em um ponto .J;, formando o retangulo
X Jy My Ny.

Pela natureza de M; e Ny, temos que GH = 2M;N; = 2J,; X. Note que o triangulo
AXJ,Z é retangulo, com catetos X.J; e JZ e a hipotenusa XZ. Além disso X.J; é
paralela a GH.

Suponha que G esteja mais proximo de A que de B. Nesta configuragao (em que
G esta mais proximo de B do que de A), AXJ,Z é interno a AXY Z.

Conclui-se dai que o arco AB possui um ponto D no qual o cateto X.J; atinge o

seu méximo comprimento, equivalendo a XZ. Considerando o segundo par de pontos
médios My e Ny e o ponto Y com o ponto auxiliar Js, temos o retangulo Y JoMsNs.
Analogamente, no retangulo Y JoMsN, temos que o arco AC' possui um ponto H no
qual o cateto Y .J, atinge seu maximo comprimento equivalendo a XY .

Considerando o terceiro par de pontos médios M3 e N3, o ponto Z e o ponto
auxiliar J3, temos o retangulo ZJ3 M3 N3 e, analogamente aos segmentos dos retangulos
j& analisados, ZJ3 atinge seu maximo comprimento equivalendo a Y Z.

Por definicdo, GH = 2XJ;, HI = 2Y J, e IG = 2Z.J;. Como AGHI ¢ sempre
equilatero, concluimos que como 2X.J, = 2XZ, e 27J3 = 2XZ. Entao AXYZ é

equilatero. O
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3.1.4 Demonstracao por Rotacoes

Demonstragao. “*Considere os angulos orientados ZAXB, /BYC e ZOZA. Como X,
Y e Z sao centros de seus respectivos triangulos os angulos orientados acima mencio-
nados medem 120°. Assim, centrando rotagoes (aqui denotadas por 1)) destes angulos
em cada um dos pontos X, Y e Z, temos que ¥(A) = B, ¥(B) =C, e (C) = A. A
composi¢ao transformagoes rigidas 1 z01yo0tx, nesse caso, é centrada no ponto A (ver
Lima [29]).

. <+F 5 21200
5

Figura 3.5: Demonstragao por rotagoes

Compondo as transformagoes rigidas ¢ xo01y o angulo de rotacao da composta sera
a soma dos angulos individuais de cada rotagao. Entao, ¥ xoyy é uma rotacao de 240°
em torno de um centro de rotacao distinto de X e de Y, que chamaremos de WW. Como
S = g = 60°, temos que AXYW é equilatero.

A rotacao Yzoyyoyx gera um angulo que representa a soma das rotagoes indivi-
duais. Logo, o angulo de ¥z0y o0 x é de 360° é determina duas opgoes: identidade ou
translagdo. Sabemos que ©¥zo0hyo0)x (A) = A, ou seja, a transformagao rigida deixa A
como ponto fixo.

No entanto, translacoes nao deixam pontos fixos. Entao, ¥z0Yyo0x é uma identi-
dade. Isso dito, a transformacao ¥zoyox(Z) = Z revela que o centro W coincide

com Z. Como W = Z e AXYW é equilatero, conclui-se que AXY Z também o é. [

‘Essa demonstragao provém do livro Isometrias, de Elon Lages Lima [29]. O autor é renomado pes-
quisador brasileiro com intensa participagdo na Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), Sociedade

Brasileira para o Progresso da Ciéncia (SBPC), dentre outras instituigoes.
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3.1.5 Demonstracao por Rotacoes em Notacao Complexa

Demonstra¢ao. Tomemos um triangulo qualquer com vértices pertencentes ao plano

complexo C (ver Lopes [30]) correspondentes a Z;, Zy e Zs.

Figura 3.6: Demonstracao por notacao complexa

Wg = (Z2 - Zg)@zg + Zg

Wgzl—ei%

Como o ponto W5 é obtido por rotacao horaria do ponto Z3 em torno de Z; podemos

escrever o ponto W5 como

W2 = <Z3 - Zl).ei% -+ Zl

Wy =(1—2)."5 4 2.

Como o ponto W é obtido por rotacao horaria do ponto Z; em torno do ponto Zs,

podemos escrever o ponto W como

W1 == (Z1 - ZQ).@i% -+ ZQ
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Como os pontos X, Y e Z sao baricentros de seus respectivos triangulos podemos
representa-los como média aritmética dos vértices de seus respectivos tridngulos (vide
Boldrini [9]). Assim

X:ZQ+Zg+W3
3
A
v — 3+ 21+ W,
3
A Z W,
7= HrZi

Isso dito podemos escrever os referidos pontos X, Y e Z na forma exponencial

X:2—e%r
3
v — (2—eF)z+1+eF
3
Z:(LH%yz
—

Note que se um dos vértices de um triangulo puder ser escrito como rotagao de 60°
de um outro vértice sobre o tltimo, esse triangulo s6 pode ser equilatero. E tal fato

pode ser evidenciado da seguinte forma

X=(Z-Y)e5+Y
Y =(X—-2)e5+ 27

Z =Y —X).es + X.

Como em AXY Z podemos escrever Y como rotacao de 3 de X em torno de Z.
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2_ ]_ . ;T
= ( 363 - +§3)2)-613
(14+e%).2

* 3

(2—eF)z+1+e7%
3
Assim os pontos X, Y e Z oferecem uma configuracao onde um deles pode ser

escrito como uma rotagao de 7 de outro vértice sobre o terceiro. Logo AXYZ é

equilatero. O

3.1.6 Generalizacao de Honsberger do Teorema de Napoleao

Teorema 3.1.2. ®Dado um tridngulo qualqguer ANABC' constroem-se sobre seus lados
triangulos NABD, ABCE e ACAF tais que m(ZADB)+m(£LDCE)+m(LCAF) =
180° (ver Honsberger [27]). As circunferéncias circunscritas a cada um deles tem
circuncentros X, Y e Z tais que m(LZXY ) = m(LADC), m(£LXY Z) = m(£LBCE)
em(£LXZY)=m(LCAF).

Demonstracao. O ponto O é a interseccao entre os circulos ACF ¢ BEC. O quadri-
latero AOCF esté inscrito ao circulo de centro Z. Assim, m(£LAOB) +m(£LADB) =
180°. Analogamente, do quadrilatero BOCFE inscrito ao circulo de centro Y temos:
m(£BOC) + m(£BEC) = 180°. Como m(£LAOC) + m(£BOC) + m(LAOB) = 360

temos

m(ZAOC) + m(£LBOC) +m(LAOB) = 360°

= m(LAOC) + 180° — m(LBEC) + 180° — m(£ZADB) = 360°

m(LAOC) = m(£LBEC) +m(£LADB).

5 Atribuido a Honsberger [27]
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Aplicando o Teorema do Angulo Externo® no sentido horario e anti-horario de

AABC podemos perceber que:

m(ZADB) +m(£ZBEC) +m(LAFC) = 180°.

E ainda que

m(LAFC) = 180° — m(LAOC)

Deste modo observa-se que além de os trés circulos concorrerem em O as cordas
comuns a cada dois circulos secantes sao perpendiculares aos segmentos que unem seus
respectivos centros. Assim XZ e OA sdo perpendiculares. Do mesmo modo, XY e
OB sao perpendiculares bem como YZ e OC.

Chamemos as interseccoes entre OA e XZ, OB e XY e OC e YZ de Oy, Oy e
O3, respectivamente. O quadrilatero OO,;Z0;3 é tal que os angulos LZAOC e /X ZY
sdo suplementares bem como ZBOC e ZXY Z também o sdo. Mas se m(LAFC) =
180° — m(ZLAOC) e m(£XZY) = 180° — m(LADC) entao m(LXZY) = m(LAFC).
Analogamente, m(ZADB) = m(£ZXY) e m(£LBEC) = m(£XY Z). Os angulos do

triangulo formado pelos circuncentros sao, portanto, equivalentes aos angulos de seus

respectivos tridngulos circunscritos.

]

3.1.7 Demonstragao Sintética de Honsberger

Essa ¢ uma demonstracdo do teorema 3.1.1 (Teorema de Napoledo), em que a
configuracao de Napoleao ¢é considerada um caso particular da configuracao apresentada

no teorema 3.1.2 (Generalizacdo de Honsberger).

Demonstracao. Tomando um triangulo AABC qualquer e nele aplicando a configura-
¢do de Napoledo (ver Honsberger [27]), temos que os triangulos com bases sobre AB,
BC e AC sdo equilateros e seus circuncentros equivalem a seus respectivos centros,

pelo teorema 3.1.2. Logo:

m(ZADB) = m(ZZXY)

60 angulo externo de um triangulo tem medida equivalente & soma das medidas dos angulos internos

que nao sao adjacentes
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m(Z/BEC) = m(/XY Z)
m(ZAFC) = m(/XZY)

Como sabemos, por definicao que

m(ZADB) = m(/BEC) = m(LAFC) = 60°.

Entao

m(ZXY) +m(XY Z) + m(XZY) = 60°.

Logo, o triangulo AXY Z é equilétero. O

3.1.8 Teorema de Thébault

Teorema 3.1.3. 7 Sobre os lados de um paralelogramo qualquer ABCD sdo construidos
quadrados. Tomando os centros destes quadrados como vértices de um quadrildtero,

temos que o mesmo € um quadrado.

Demonstracao. Uma das caracteristicas de um quadrado é que suas diagonais se in-
tesectam em seus pontos médios e sdo perpendiculares entre si (ver mais em Barbosa
[3]). Logo, podemos concluir que quadrados construidos sobre dois lados paralelos de

ABCD sao congruentes entre si e ainda

DE = BG
DH =FB.

Note que os angulos ZEDH e /F BG sao congruentes. Isso dito, podemos perceber

que

AEDH = AFBG.

Analogamente, temos que

ANAEF = AHCG.

"Esse teorema ¢ enunciado e provado pelo matemético francés Victor Thébault (1882-1960), com-

pondo um dos chamados Problemas de Thébault [2]
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Figura 3.7: Demonstragao do teorema de Thébault

Como os angulos /FAF, /FBG, /GCH e ZHDFE sao congruentes podemos es-

tabelecer a seguinte congruéncia entre os segmentos

AE=AF =FB=BG=GC=CH=HD = DE.

Temos que os quatro triangulos mencionados anteriormente sao congruentes entre
si. Isso dito, o quadrilatero EFGH é um losango. Note-se que os angulos ZDFEH e
/GF B sao congruentes. Como os angulos ZCGH e /G H A sao congruentes, temos que
os angulos ZFGH e ZEHG também sao congruentes. Consequentemente, os angulos
/ZHEF e ZEFG também sao congruentes.

Como o quadrilatero EFGH é um losango, conclui-se que é equiangulo e, portanto,

um quadrado. O

3.2 Generalizacao: Teorema de Barlotti

8

8 Adriano Barlotti(1923-2008) foi um matematico italiano que lidou com a geometria e combinatoria.
Em 1955, apresentou uma generalizacao & Configuracao de Napoledo, hoje conhecida como Teorema

de Barlotti.
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Como visto, o Teorema 3.1.1 (Teorema de Napoleao) admite generalizagoes. Bar-
lotti [4] propos responder a seguinte pergunta: é possivel que os centros (mais espe-
cificamente, os baricentros), de poligonos regulares n-agonos (n lados e n angulos)
construidos sobre cada um dos n lados de um poligono n-agono qualquer; formem um
poligono n-adgono regular?

A conclusao a que Barlotti chegou é curiosa: a resposta da pergunta, tal como foi
acima enunciada, é nao. Mas ele provou que reformulando o enunciado chegamos a
uma generalizagao. Embora essa generalizagao nao admita um poligono n-agono qual-
quer como premissa, tem como premissa um tipo especifico de poligono n-agono que
circunscreve o caso de Napoleao: é possivel que os baricentros de poligonos regula-
res n-agonos construidos sobre certos poligonos n-agonos formem poligonos regulares
igualmente n-agonos.

A condigdo para essa ocorréncia é que os poligonos regulares sejam construidos
sobre os lados de um poligono n-agono especifico, de sorte que seja possivel escrevé-lo
como a imagem por uma transformacao afim de um poligono n-agono regular.

Os poligonos que tem a caracteristica de poderem ser escritos como imagem por
uma transformacgao afim de um poligono regular sao chamados de regulares afins. O
tridngulo qualquer (premissa do Teorema 3.1.1) e o paralelogramo (premissa do Teo-
rema 3.1.3) sdo exemplos de poligonos requlares afins e, por isso, o Teorema de Barlotti
(conhecido também como Teorema de Napoleon-Barlotti) generaliza e circunscreve os
dois teoremas anteriormente mencionados. O caminho usado por Barlotti foi o da

trigonometria no plano complexo, em especial das transformacoes nesse plano.

3.2.1 Teorema de Barlotti

Teorema 3.2.1. Seja P, um poligono n-dgono qualquer e QQ,, o poligono n-dgono cujos
vértices sao baricentros dos poligonos n-dgonos requlares construidos sobre cada um dos

n lados de P,. Se P, € regular afim, entao Q,, é reqular [4].

Demonstracao. Note-se que um poligono n-agono que seja submetido a transformagoes
rigidas mantém suas caracteristicas métricas e angulares (um n-agono regular que seja
submetido a uma transformagao rigida ¢ no plano mantém-se regular) [41]. O mesmo
vale para o caso de a referida transformacao ser uma homotetia.

Dito isso, uma transformacao afim que tenha P, por imagem terd apenas um com-

ponente passivel de variacoes significativas. Nesse caso ¢ necessario apenas considerar
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a transformacao linear (ressalte-se que uma transformacao é dita afim quando é a
composta de uma transformacao linear e de uma transla¢io).

Assim, para toda transformagao linear L : C — C (plano complexo), os baricentros
dos poligonos n — gonos regulares construidos sobre os lados de P, sao tais que P, =
L(Q,). Esses baricentros sdo os vértices de um n — gono regular R,, (note-se que os
vértices de Q(n) sao representados como as rafzes n — simas da unidade)

A demonstracao seguird supondo que L seja uma transformacao inversivel: se L é
uma transformacao dita linear e inversivel, pode-se tomar como premissa de identidade

que L(1) =1 e a partir disso concluir que L(i) = Z. Sendo

Z eC

1 =v—1.
Tendo o exposto acima em perspectiva para cada Z € C e suas respectivas raizes

unitarias

temos que L(1), L(w),..., L(w" ! sao vértices de um poligono n-dgono em cujos
lados constroem-se poligonos n-dgonos regulares. (veja Figura 3.8 adaptada de Lopes

[30]). Os centros sao

-
N
w
A
N
Z N
AN ‘\\ i 7/
AN Y4
Vo
w
()
A4 N\

Figura 3.8: Demonstragao do Teorema de Barlotti
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C1(Z),Co(2), ... Cu(Z).

Estes poligonos n-agonos regulares formam vértices de um outro n-agono regular.
Para demonstrar tal caracteristica devemos verificar que a diferenca entre dois centros

consecutivos Cx(Z) e Cry1(Z) € tal que:

Cro1(Z) = Cren (3.5)

Com k € N(neNek=1,2.,n). Por definicaio os nimeros complexos Cy(Z)
sdo tais que podem ser representados como expressoes afins do proprio Z (notagao
algébrica Z = a+ bi). Isso se deve ao fato de que cada vértice Li(w®) é uma expressao
afim de Z, dado que todo w* & tal que w* = A, + iBy:

L(w*) = L(A, +iBy) (3.6)

Como L é uma transformac¢ao linear

L(Ay, +iBy) = A, L(1) + A, L(i). (3.7)

Como Ax(L(1)) = Ay e Br(L(i)) = By.Z temos entao que

L(WF) = A + ZB,.

. . . . 2n

S&0 necessarias pelo menos duas solugoes particulares de Ci11(Z) = Ck.e™ para os
quais o teorema 3.2.1 é verdadeiro. Tomemos Z; e Z5 como Z; =i e Zy = —i. No caso
de Zy =i L configura a identidade e no caso de Z; = —i L configura uma reflexao em
relacdo ao eixo R do plano complexo. Essa transformacao é dita linear. Logo, é uma

transformacao afim, o que completa a demonstracao. L]

3.2.2 Teorema de Napoleao como Corolario do Teorema de Bar-

lotti

Como visto o Teorema 3.2.1 garante que o poligono formado pelos baricentros dos
poligonos regulares construidos sobre um poligono regular afim é regular. Isso dito,
para demonstrar o Teorema 3.1.1 basta provar que um triangulo AABC' qualquer é

um poligono regular afim.
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Corolario 3.2.2. Seja P; um tridngulo qualquer e Q3 o tridngulo cujos vértices cujos
sao baricentros dos tridngulos equildteros construidos sobre cada um dos trés lados de

Ps. Se P5 € reqular afim, entao Q)3 € reqular.

Demonstracao. Seja um triangulo AABC no plano complexo com vértices 21, 23, € 23,
com z, € CenéeN.

Para demonstrar os baricentros dos triangulos equilateros obtidos na configuracao
de Napoleao geram um triangulo equilatero, basta mostrar que o tridngulo de referéncia
(um triangulo qualquer AABC) é regular afim. Tal equivale a dizer que os vértices z,
do triangulo AABC sao tais que Py = T(Q3) = 1oL(Q3), sendo T a transformacao
afim, ¢ a translagao (transformagao rigida) e L a transformacao linear (ver Figura 3.8).
Note que Pj5 corresponde ao triangulo AABC' e (O3 corresponde ao triangulo equilatero
centrado na origem do plano complexo cujos vértices sao as raizes ctubicas da unidade,
ou seja, 1, w e w?.

Como L(1) = a+1ib, L(i) = ¢+ id, ¥(z,) = 2, + a + i, tomando z, um ponto no

plano complexo e os coeficientes a, b, ¢, e d pertencentes a R.

Figura 3.9: Configuracao de Napoleao como corolario de Barlotti

Aplicando a transformacao afim 7 teremos a seguinte configuracao

7(2n) = L(2) + (o +if)

7(zn) = 2, L(1) + y, L(i) + (a + ib) + (o + i5)

T(2p) = Tp(a +1b) + yn(c + id) + (o +if).

Reorganizando a expressao de 7(z,) como um nimero complexo na forma trigono-

métrica, temos
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T(zp) = (Tpa + ync + @) + i(y,b + x,d + B). (3.8)

Sendo que a equacao acima corresponde ao nimero complexo que é imagem por 7.

Como os vértices do triangulo equilatero que representa as raizes cibicas da unidade

sao 1, w = es = —% + i\/Tg, ew?=e¢% = —% — i\/Tg, aplicando 7 nas trés referidas
raizes:
(1) =(a+a)+i(b+ p) =21 + iy (3.9)
1 3 1 3
7(w) = (—§a+§c+a)+i(—§b+§d+ﬁ) = Ty + 1Yo (3.10)
1 3 o1 3 .
ﬂwa:4_§a—%;c+a)+m—§b—%;d+ﬁ):xy+w3 (3.11)

Assim, podemos concluir que:

2%1 — T9 — I3

S S B 3.12
o= 22 (3.12)
QM — Yo —
b= = (3.13)
To — X3
c= 3.14
73 (314
Y2 — Y3
d= 3.15
73 (3:49)
T1+ To + T3
_ it Tt s 3.16
. (3.16)
g itv2tis %2 +Ys (3.17)

Tais valores correspondem na equacao que representa a imagem por 7' de um niimero

complexo z, ao seguinte formato

2331—.%2—%3 To— T3 1+ X9+ T3

“+x
3 V3

Note-se que a transformacao é afim. Ou seja, o teorema 3.2.1 é aplicavel a essa

(o) = gy ) -

situagdo. Assim, temos que o referido AABC (por definigdo, um triangulo qualquer),
é regular afim. Isso dito, os vértices dos triangulos equilateros construidos formam um
triangulo equiléatero.

O
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3.3 Propriedades Decorrentes da Configuragao de Na-

poleao

O enunciado do Teorema 3.1.1, como j4 mencionado, vale tanto para triangulos equi-
lateros construidos por fora(que resulta na configuragao externa) como para triangulos
equilateros construidos por dentro(que resulta na configuracao interna).

Os triangulos equilateros correspondentes a uniao de baricentros sao respectiva-
mente chamados de externo (construgao por fora) e interno (construgao por dentro).

Todas as demonstragoes feitas anteriormente do Teorema 3.1.1 embora focadas
na configuracao externa também podem ser adaptadas para a configuracao interna
como menciona Honsberger [27]. Além disso, ha propriedades que associam as duas

configuracoes.

3.3.1 Propriedade Relativa aos Baricentros

Propriedade 1. O baricentro do tridngulo de Napoleio (externo ou interno) coincide

com o baricentro do triangulo de referéncia.

Figura 3.10: Coincidéncia de baricentros

Demonstracao. De acordo com o exposto acima e com A =0, B=1e C = z podemos
escrever o referido ponto P (obtido por rotacdo) utilizando a nota¢do exponencial de
ntimeros complexos (z = |z|.e%).

Os baricentros dos triangulos externo e interno de Napoleao do triangulo AABC

sao expressoes afins em z. Veja Figuras 3.10.
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Figura 3.11: Propriedade dos baricentros e expressoes afins

A coincidéncia ou nao de baricentros dos trés tridngulos (configura¢do interna de
Napoleao, configuracao externa de Napoledo e triangulo de referéncia) é também de-
pendente de uma expressao afim de Z (ver mais em Bogomolny [10]). Ou seja, temos
apenas que mostrar duas configuracoes dos baricentros em suas expressoes afins de
seus vértices para garantir que ha coincidéncia entre os baricentros, visto que essa
coincidéncia pode ser descrita por uma expressao afim de z. Veja a figura 3.11.

Temos que um triangulo de baricentros AXY Z, escrito na notagdo complexa ex-
ponencial e formado por rotacoes, possui um dos vértices que pode ser escrito como

s

rotagao anti-horaria de um outro vértice sobre o terceiro, sendo essa rotagao de 60° = .

Uma possivel equacao dessa rotagao em particular pode ser vista a seguir:

Y=(X-2)e5+2

Que pode ser reescrita como:

Y — (X —2).e5 —Z=0

E evidente que X, Y e Z sdao expressoes afins de z. Como a equacdo anterior
depende de z (pois X, Y e Z s@o expressoes afins de z), basta que dois valores de z
sejam tais que configurem solugoes da equagao acima (com A =0, B=1e C = z).

Duas solugoes simples sao os conjugados z = e5 ez =c3". Note que os baricen-

tros, evidentemente, coincidem. O
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3.3.2 Propriedade da Interseccao de Segmentos Nas Configu-

racoes Interna e Externa

Figura 3.12: Propriedade da interseccao das linhas em um tnico ponto

Propriedade 2. Os segmentos BF', AE, e CD se intersectam em um ponto interior
ao NABC.

Demonstracdo. Os segmentos DC e AE formam, entre si, angulos 60° e 120°, o mesmo
valendo para DC' e BF, e AE e BF. Vide Figura 3.11.

Como observado na demonstracao via arcos capazes, além de os segmentos dos trés

circulos concorrerem em um tinico ponto as cordas comuns a cada dois circulos secantes
sao perpendiculares aos segmentos que unem seus respectivos centros. Esse ponto foi

chamado, na referida demonstragao, de O.

Isso dito, os segmentos BF, AE, e C'D se intersectam em um ponto interior (o
ponto O) ao AABC.
Observacao: o ponto O é ponto de AABC com distancia minima de seus vértices,

¢ chamado de Ponto de Fermat (ver Bogomolny [10]).
O]
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3.3.3 Propriedade do Perpendicularismo

Propriedade 3. Os lados do tridngulo dos baricentros sao perpendiculares aos segmen-

tos BF, AE, e CD (que se intersectam no ponto O, chamado de Ponto de Fermat.

Demonstracao. Note que os pontos X, Y e Z sao centros de suas circunferéncias cir-
cunscritas aos tridngulos AABD, ABCE e ACAF, enquanto que AO, BO e CO sao
as cordas comuns as circunferéncias em que estao inscritos. Tal caracteristica garante
a perpendicularidade de cada segmento formador do Ponto de Fermat e um dos lados

do triangulo dos baricentros (ver Bogomolny [10]). O

3.3.4 Propriedade do Triangulo Equilatero Circunscrito

Figura 3.13: Triangulo equilétero circunscrito a AABC

Propriedade 4. Pode-se, escolhendo arbitrariamente um ponto de partida, construir
um tridngulo ADEF com vértices sobre cada uma das circunferéncias que circunscre-
vem os tridngulos equildteros que originam o tridngulo dos baricentros, de tal modo que

circunscreva NABC' e seja equildtero.

Demonstracio. Tomando arbitrariamente um ponto D' no arco ADB e considerando
a reta ADg, marca-se no arco AFC um ponto F' (ver Figura 3.13, adaptada de
Bogomolny [10]).
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Tracando sobre o arco CEB as retas CF' e D' B, elas se intersectam exatamente em
um ponto £ do arco CEB, pois as cordas AC e AB determinam arcos capazes com 60°
denotando que a interseccao das retas anteriormente mencionadas forma adngulo minimo
de 60°. Logo, seu ponto de interseccio se d4 no arco capaz de CB, que é CEB. O
triangulo agudo formado AD'E'F" & equilatero (Conforme Honsberger [27]). O

3.3.5 Propriedade dos Pontos Médios

Figura 3.14: Pontos médios nas configuragoes interna e externa

Propriedade 5. Considere os pares de vértices D e D*, E e E*, e F e F*. Esses pares
sao, respectivamente, os vértices da configuragiao externa e interna de Napoleao (Figura
3.14). Os segmentos DC, BF, AE, intersectam E*F*, E*D* e D*F*, respectivamente.

Esses pontos de interseccao é comum a ambos os segmentos que se intersectam.

Demonstracao. A demonstracao dessa propriedade da interseccao de segmentos em
seus pontos médios serd desenvolvida a partir da notacao de niimeros complexos e da
rotacao complexa. Seja z = cos60° + isin60° uma rotacao anti-horéria, através de
um angulo de 60°. Como visto na demonstracao por rotacoes com notacao complexa
podemos reescrever um determinado vértice com rotacao de um outro vértice sobre o

terceiro. Deste modo:
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E=C+(B-0C)2 (3.18)
Fr=C+(A-C)z (3.19)
D" = A+ (B— Az (3.20)

Desta forma podemos concluir que:

A+E (A+C)+(B-0)z
2 2
Tratando os outros pontos médios de forma semelhante podemos concluir que cada

ponto de interseccao ¢ ponto médio dos segmentos que o determinam.
m

3.3.6 Propriedade do Hexagono de Napoleao

Figura 3.15: Propriedade do hexdgono de Napoleao

Propriedade 6. E possivel determinar um hexdgono com os baricentros de tridngulos

advindos da configuracao de Napoleao. O referido hexdgono é reqular.

Demonstracao. Sejam X, Y e Z os baricentros dos triangulos AADB, ABEC e
AAFC (Figura 3.15). Tomemos os triangulos AECF, AFAB e ADBE cujos ba-

ricentros sao X*, Y* e Z* respectivamente. Ligando os baricentros citados tem-se o
hexagono XY*ZX*Y Z*.
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Tomemos os baricentros dos tridangulos equilateros construidos sobre os lados do
triangulo AABC, que chamaremos de X, Y e Z. Seja M o ponto médio de BE.
Em ACDM, notamos que as retas determinadas pelos segmentos Y Z* e C'D sao

paralelas. Além disso, pela propriedade do baricentro e pela proporcionalidade ad-

vinda da semelhanca entre ACDFE e AZ*MY, temos que Y Z* = @. Procedendo
CD

— — T.
Do exposto anteriormente concluimos que ZY* = Y Z* e que as retas suportes desses

analogamente, concluimos que ZY* e C'D sao paralelos e que ZY* =

mesmos segmentos sao paralelas.Seguindo o mesmo raciocinio anterior, podemos avaliar

os outros dois pares de lados opostos do hexagono de maneira andloga.

Contudo, sabemos que os segmentos AF, BF e C'D tem uma intersec¢ao comum,
que ¢ caracterizada como um Ponto de Fermat. Logo, os angulos formados pela in-
tersecgdo (Ponto de Fermat) e os pares de pontos E e F' medem 120°. O mesmo vale
para os angulos formados pela interseccdo (Ponto de Fermat) e os pares de pontos D
e F', assim como D e E.

Isso dito, concluimos que o hexdgono XY*ZX*Y Z* é equilatero (todos os lados
medem @) e equiangulo (pois os angulos determinados pelo Ponto de Fermat sao
congruentes e iguais a 120°, o que determinam angulos entre lados adjacentes medindo
120), sendo enfim um hexagono regular. Note que o baricentro de AABC' coincide
com o baricentro do hexdgono XY*ZX*Y Z*.

]

3.4 Algumas Aplicagoes dos Conceitos Desenvolvidos

em Problemas de Geometria Plana

A utilizacao de conceitos como as transformacoes rigidas ou afins é um grande desafio
a pratica da resolucao de problemas em Geometria. No entanto, ¢ uma alternativa ja
defendida por diversos autores como Yaglon [43|. Esse pesquisador soviético propos
cursos inteiros de Geometria para formacao de estudantes do Ensino Bésico utilizando
transformacoes geométricas.

Diversos autores brasileiros voltados para preparacao de candidatos a institutos
militares (ITA, IME ou AMAM) ja aplicam propriedades de ntimeros complexos em
Geometria Plana, como Guimaraes [25]. Outros trabalhos como o de Sousa [39] vem

redescobrindo a abordagem de Yaglon [43| e propdem resolugoes interessantes de pro-
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blemas geométricos por transformacoes.
Nesse sentido sao apresentados quatro enunciados de Geometria Plana com respec-

tivas solugoes envolvendo conceitos abordados no presente trabalho.

3.4.1 Problema do Hexagono

Exemplo 3.4.1 (PUTNAM 1967)). Seja um hexdgono ABCDEF inscrito em uma
circunferéncia de raio r, tal que AB = CD = EF =r (Figura 3.16). Sejam M, N e P
0s pontos médios de AF, BC' e DE, respectivamente. Mostre que AM N P € equildtero.

Figura 3.16: Problema do hexigono

Demonstracao. Consideremos que ABCDFEF é centrado na origem O do plano com-
plexo de Gauss. Logo, seus vértices sao afixos de nimeros complexos de moédulo 7.
Como AO = BO =CO = DO = EO = FO = r, entao ANAOB = ACOB = AEOF,
todos equilateros de lado r.

Podemos concluir que AAOF ~ ABOC ~ ADOE com angulo € como vértice.

Escrevendo os afixos




B = re'?*5),

(264
C = rell 5),

D = rei20+3)

Y

D — ret0+5)

Y

o i(30+3
E = relB0s),

F = re'®m,
temos que
30 + m = 2m,
7
0=—.
3
Assim temos que os demais triangulos de ABCDEF sao equilateros. Como M, N,

e P sao pontos médios, M tem argumento g e modulo %g

Deste modo podemos escrever M, N e P com

V3 in
M=——
2 °
r 3 im
N = Y2 50%)
2 ¢
P = 263(’1)
2
Em notacao trigonométrica temos
3
M = %(COS% +isin%)

/3

N = T(COS 5% + isin 5%)
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3
P = %(00532 + isin?)g).

Como as raizes ctibicas da unidade (1,w,w?) sao, em notagao complexa

W =1,
27T+. . 27
W = Ccos — + ¢sin —
3 3’
9 4m 4m

w® = cos — + 7sin —.
3 3

Faca-se Nw + Pw?. Para tanto

3 ) ) 2 2
Nuw = %.(cos % + isin %).(COS ?ﬂ + isin ?ﬂ)
© Nw = @.(—i)
2
3 3 3 4 4
Puw? = %.(COS g + i sin g).(cos g + i sin §>
V3 i
Puw®=——+
“ > 2
Logo temos que
3, 3 1
Nw + Pw? = T—.(—5 —i5)=—M

Isso dito tem-se que Nw + Pw? + M = 0 do que depreende-se AMNP ~ Alww?
sendo que AM N P &, consequentemente, equilatero.

3.4.2 Problema dos n Pontos da Circunferéncia

Exemplo 3.4.2 (Olimpiada Universitaria da Hungria (1995)). . Sao dados n pontos
numa circunferéncia unitdria de modo que o produto das distdncia de qualquer ponto

da circunferéncia a estes pontos € menor ou igual a 2. Prove que sdo pontos de um

poligono n-agono regqular.
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Demonstracao. Considere uma circunferéncia unitaria centrada na origem do plano
complexo de Gauss e sejam 2y, Zy, Z3, Ly, Zs, ..., L, Nlmeros complexos que repre-
sentam os n pontos citados.

Observe que para todo Zp com K € N temos que Z; é um ntmero complexo de
modulo unitdrio. Escreva-se Z, em sua forma exponencial Z;, = |Z;|e%, ou seja, temos
que Zy ¢ um niimero complexo de médulo unitario. Deste modo podemos representar

os produtos dos diversos vértices consecutivos como

_ ib

Zl =e€ )
_ ,if2

ZQ =€ -,
7 — eiGn
n = .

Os produtos dos diversos Zj, consecutivos geram

1.7 = oi(01+02+(...)+6n)

O argumento do produtério é nm e nm = 0, se n par, e nwm = 7, se n impar. Logo

Tomemos um polinomio P(W) com raizes Zy, Zsy, Z3, Zy, Zs, ..., Zpn. Assim

PW) = (W — Z,).(W — Z5).(..).(W — Z,).

Ainda de P(W), temos que

P(W) =Wwn -+ a1W"*1 -+ GQWn72 + ...+ an,1W +1

aplicando P(W) em sua forma euclidiana
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E essa expressao pode ser reescrita como

PW)=QW)+W"+1.

Sendo W = Z,,, |P(Z;)| representa o produto das distancias de certo Zj aos outros

pontos da circunferéncia indicados. Como |Z,| = 1, entdo

|P(Zy)| = |Q(Zx) + (Zi)" + 1].
Note que Q(Zx) + (Zx)™ < 1. Assim

|P(Zk)| = |Q(Zk) + (Zp)" + 1| < 2. (3.21)

n

Sendo 1,w,w?,...,w" ! as raizes da unidade. Sabe-se que:

1+ 4. +wh—-1)=0.

Podemos entao concluir que

Q)+ QW) + (-..) + Q") =0.

Suponha que Q(Z) nao seja identicamente nulo (todos os seus coeficientes nulos).

n—1

Em caso afirmativo, algum j € N é tal que Q(w é nao-nulo e tem parte real nao-

negativa, pois Q(0) = 0 e que tem no maximo n — 1 raizes (Teorema Fundamental da

Algebra?). Consequentemente, temos que

P(w;) = |Q(w;) + wj + 1] = [Qu,; + 2.

Ora, mas assim dito, temos que

|P(w;)| > 2.

Tal resultado contradiz a equacao 3.28. Logo, por contradi¢do, Q(Z) é identica-

mente nulo. Assim podemos reescrever P(Z) = Q(Z) + Z" + 1 como

9 Afirma que qualquer polinémio p(z) com coeficientes complexos de uma variével e de grau n tem

n raizes, ainda que complexas.
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P(Z)=2Z"+1. (3.22)

Agora Zy, Zy, ..., Z, sdo raizes de P(Z) e elas se localizam, no plano complexo,
nas mesmas posicoes das raizes da unidade. As mesmas formam um poligono n-agono

regular. O]

3.4.3 Problema da Determinaciao do Angulo

Exemplo 3.4.3. (SOUSA-2014 Adaptado [39]) ABC' é um tridngulo qualquer, BCDE
e ACFG sao quadrados. Queremos determinar o valor do dangulo EPB (Figura 3.17).

Figura 3.17: Problema da determinacao do angulo

Aplicam-se rotacoes do tridngulo ACBF em torno de seu vértice C', o que se dara
tanto em sentido horario quanto anti-horario, escolhendo convenientemente o angulo
de rotagao (neste caso, sera o angulo de 90°).

A primeira rotacao de 90° é tal que faz C'F coincidir com CA.

Aplicando a segunda rotacao em sentido oposto do segmento C'B, segundo um
angulo reto no sentido anti-horario e em torno de C, o lado C'B obrigatoriamente ira
coincidir com C'E pois BDEC' é um quadrado.

A mesma rotacao ird fazer coincidir o segmento F'B com o segmento AE pois
o triangulo ACFB nao foi deformado durante a rotacao (o que é esperavel dado a
natureza rigida dessa transformagio).

Em uma rotacao todos os segmentos correspondentes giram de um mesmo angulo
em uma mesma direcdo. Podemos concluir que o segmento de reta F'B também foi
rotacionado de 90° para coincidir com AE. O angulo EPB &, portanto, um angulo
também de 90°.
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3.4.4 Problema da Linha Poligonal

Exemplo 3.4.4. (PUTNAM1955) A linha poligonal Ay, A, ..., A, € um poligono
reqular inscrito em uma circunferéncia de raio r e centro O (Figura 3.20). O ponto P

¢ tal que estd sobre a semirreta OA;. Mostre que:

PA, PA,..PA, + (OA,)" = (OP)" (3.23)

As A

Figura 3.18: Problema da linha poligonal

Demonstracao. Note que é suficiente tomar OA; = 1. Entao, centra-se o poligono
regular inscrito ao plano complexo e Ag, com k = 1,2, 3, ..., n, representado como raiz
n-ésima da unidade (o poligono é regular). Logo,

Ay = 25 (3.24)

Representaremos P pelo nimero A € R. Assim,

A= 1A — wo A — w4+ 1= ().

Note que o polindmio A" — 1 pode ser representado como

N —1=(—1).A-w).(—w?).(A—w")

Como as diferencas de A\ com as raizes da unidade sao todas positivas, temos
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N1 = A= 1A = WA = [ ] — W™

Assim, o produtoério acima completa a demonstragao.
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Consideracoes finais

Segundo o Major Bernadino [5], a Revolugao Francesa e as Guerras Napoleonicas sao
referidas por diversos pensadores como os eventos que determinam a forma de estudar
a arte da guerra. O conhecimento impar do campo de batalha e da alocagao de linhas
de suprimentos e comunicacao fizeram de Napoleao a grande referéncia moderna do
que hoje é conhecido como alocacao geométrica.

As doutrinas militares napolednicas sao tao influentes que: na Batalha de Waterloo,
o Duque de Wellington derrotou as tropas de Napoleao usando doutrinas dele, e o uso
ostensivo das mesmas por parte de estrategistas da Primeira Guerra Mundial levou
ao chamado Impasse das Trincheiras e, na Segunda Guerra, & criacao da ofensiva
alema conhecida como Guerra Relampago (blitzkrieg). Até hoje as diversas academias
militares ocidentais fazem uso das doutrinas napoleonicas [5].

GeoOmetra nato e eximio estudioso de Historia e das Ciéncias, Napoleao tem grandes
condicoes de ser o autor do enunciado do teorema que leva seu nome bem como da de-
monstragao por semelhanca, independentemente de que a ideia original provenha dele,
até por que o teorema de Napoleao responde aos chamados Problemas de Mascheront,
que Bonaparte orgulhava-se de ter introduzido na Franca. Cronin [18] menciona que,
em Santa Helena, os comensais do Imperador tinham quase que por retribuicao de hos-
pitalidade mencionar o teorema e até que ponto entendiam a demonstracao proposta
pelo Imperador.

Outro ponto digno de nota é a diversidade de formacoes dos muitos que se de-
brugaram (Broudie [11], Yaglon [43], Honsberger [27]) nas demonstragoes e estudo de
propriedades da Configuracdo de Napoledao. Leon Gerber [23], matematico estaduni-
dense, propos em 1980, uma generalizagdo da configuracdo de Napoledo (ndo apre-
sentada aqui por julgar-se que ela nao é alternativa significativa a Generalizacao de
Honsberger), mostrando que o interesse pelo teorema permanece vivo.

Por fim, as diversas propostas de demonstracao e as muitas propriedades advindas
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da configuragao de Napoleao permitem, além da interdisciplinaridade latente ao histo-
rico do teorema (Historia Contemporanea, Geopolitica e Sociologia) uma comunicagao
proficua entre diversos instrumentos matematicos, permitindo visualizacoes de proble-
mas geométricos com ferramentas como a Algebra Linear, Transformacdes Rigidas,
Transformagoes Afins e Nimeros Complexos.

A grande vitalidade do saber matematico reside na curiosidade que desperta e a
relevancia que encerra na cultura e didlogo historico-cultural das civilizacoes. Nesse
sentido, o teorema de Napoleao é um forte expoente desta mesma vitalidade e do amor
pelo desafio, raciocinio e diversidade de estratégias de solu¢cao que marcam tanto a

historia de Napoleao Bonaparte quanto do seu teorema.
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