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RESUMO

RODRIGUES, Helen Milene da Silva Santos. Uma anélise da abordagem do tema funcdes
nos principais vestibulares de instituicdes publicas do Estado de S&o Paulo e no ENEM.
2015. 154 p. Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional —
PROFMAT). Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica, Universidade
Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2015.

O tema funcGes aparece no Ensino Médio ndo apenas como um topico na disciplina de
Matematica, mas também nas disciplinas de Fisica, Quimica e Geografia, a partir da analise
de fendmenos que envolvem a relacdo entre duas ou mais variaveis e tambeém através da
andlise de gréficos e tabelas. A importancia desse tema instigou a pesquisadora em analisar as
diferentes abordagens que tém sido utilizadas na avaliacdo do aprendizado desse tema nos
vestibulares das trés principais universidades publicas do Estado de Sdo Paulo (USP,
Unicamp e Unesp) e no ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio). Nesse sentido, faz-se
necessario um breve relato do histérico do vestibular no Brasil, desde seu surgimento até os
dias de hoje. E, ainda, contextualizar o surgimento e a utilizacdo do Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM) no processo de selegdo dos alunos as universidades publicas e
privadas. Para isso, a primeira etapa consistiu em resolver e analisar cada uma das questdes de
matematica das Ultimas provas desses exames, desde 2010 até 2014, visando responder aos
guestionamentos: Como o tema funcgdes é abordado nos trés principais vestibulares do Estado
de Séo Paulo e no ENEM? Que tipos de func¢des sdo mais abordadas em cada um? Qual € o
enfoque principal: formula, grafico ou tabela? Na segunda etapa, um grupo de alunos resolveu
uma amostra das questdes dos quatro exames para que fosse possivel analisar o desempenho
deles na realizacdo dessas questdes: erros mais comuns, nivel de dificuldade das questdes e
dos vestibulares. Com isso, a etapa final baseou-se na comparacao dos dados da analise prévia
com os dados obtidos pelo grupo de alunos, construindo hipdteses acerca das raz6es dos erros
e acertos das questdes. Espera-se que a presente pesquisa sirva de instrumento aos professores
que, conhecendo as principais caracteristicas desses exames, possam instruir seus alunos; e
aos alunos, que além desse fator, se utilizem das questées comentadas para estudo.

Palavras-chave: vestibulares, ENEM, Funcdo, Ensino Médio



ABSTRACT

RODRIGUES, Helen Milene da Silva Santos. An analysis of the approach of the topic of
functions in the main vestibulares in public institutions in Sao Paulo state and in the
ENEM. 2015. 154 pages. Dissertation (Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT). Instituto de Ciéncias Exatas, Departamento de Matematica,
Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2015.

The topic of functions appears in Ensino Médio (Secondary/High School) not only as a topic
of mathematics, but also in the subjects of Physics, Chemistry and Geography, from the
analysis of the phenomena that involves two or more variables and also through the analysis
of charts and tables. The importance of this topic inspired the author of this research to
analyse the different approaches that have been used in the evaluation of the learning of the
topic in vestibulares (test used and prepared by universities and for admission in universities
in Brazil) from the three main public universisties in the state of Sao Paulo (Usp, Unicamp e
Unesp) and ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio, a test used for admission in
universities in Brazil). In this context, a brief historical background of the vestibular in Brazil
IS necessary, since it first appeared until today. And also, to contextualize the appearance and
use of the Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) in the selection process of students
who are entering public and private universities. For that, the first stage is to solve and
analyse each of the mathematics questions of the last exams, since 2010 until 2014, with view
to answering these questions: How the topic of function is approached in the three main
vestibulares in the state of Sao Paulo and ENEM? What types of functions are tackled by each
one? What is the main focus: formulas, charts or tables? In the second stage, a group of
students solved a sample of the questions from four of the exams for it to be possible to
analyse their performance when completing the tasks: common mistakes, level of difficulty of
the question and the level of difficulty of the vestibulares. With this, the final stage was based
on the comparison of data of previous analysis with the data collected through the group of
students, creating hypotheses concerning reasons for getting the questions right or wrong.
Hopefully this research will work as an instrument for teachers, who knowing the main
characteristics of the exams, are able to instruct students; and to students, in addition to that,
to make use of the commented questions to study.

Keywords: vestibulares, ENEM, Function, High School
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INTRODUCAO

O tema fungdes aparece no Ensino Médio ndo apenas como um topico na disciplina de
Matematica, mas também nas disciplinas de Fisica, Quimica e Geografia, a partir da analise
de fendmenos que envolvem duas ou mais variaveis e também através da analise de graficos e
tabelas.

Para corroborar a ideia da importancia deste tema, tem-se o trecho dos Parametros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM), no que se refere a Ciéncias da Natureza,

Matematica e suas Tecnologias:

Um primeiro exemplo disso pode ser observado com relagdo as fungdes. O
ensino isolado desse tema ndo permite a exploragdo do carater integrador
qgue ele possui. Devemos observar que uma parte importante da
Trigonometria diz respeito as fungdes trigonométricas e seus graficos. As
sequéncias, em especial progressdes aritméticas e progressdes geométricas,
nada mais sdo que particulares funcfes. As propriedades de retas e parabolas
estudadas em Geometria Analitica sdo propriedades dos graficos das funcdes
correspondentes. Aspectos do estudo de polinémios e equacOes algébricas
podem ser incluidos no estudo de funcgBes polinomiais, enriquecendo o
enfoque algébrico que € feito tradicionalmente. Além das conexdes internas
a propria Matematica, o conceito de fungdo desempenha também papel
importante para descrever e estudar através da leitura, interpretacdo e
construcdo de graficos o comportamento de certos fenémenos tanto do
cotidiano, como de outras &reas do conhecimento, como a Fisica, Geografia
ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica garantir que o aluno
adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de fungdo em situacGes
diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de situacfes problema de
Matematica e de outras areas, o aluno pode ser incentivado a buscar a
solucdo, ajustando seus conhecimentos sobre fungdes para construir um
modelo para interpretacdo e investigacdo em Matematica (BRASIL, 2000,
p.43,44)

A importancia do tema instigou a autora dessa pesquisa a analisar as diferentes
abordagens que tém sido utilizadas na avaliacdo de seu aprendizado nos vestibulares da USP,
Unicamp, Unesp e no ENEM: diferentes formas de representar a fungéo: grafico, tabela,
formula; tipos de fungdes e abordagens contextualizadas no cotidiano ou no contexto
essencialmente algébrico da matematica.

Esse tema de pesquisa ndo € novo. Diversos autores tém se debrucado sobre ele.
Dentre esses trabalhos, pode-se citar o de José Luciano Coutinho Lima (LIMA 2011), cuja
abordagem contextualiza o surgimento dos vestibulares no Brasil, bem como analisa a
participacdo da matematica nos vestibulares da USP, Unicamp e UFSCar. Além da anélise do

percentual de participacdo da matematica em cada uma das provas, Lima classifica as
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questdes de matematica desses vestibulares em: Mecénico, Semi-contextualizado e
Contextualizado e quantifica os contetdos mais abordados em cada uma das provas. Segundo
Lima, os temas: Logaritmo, Funcgdes, Gréaficos, Fungdes e Equacbes do 1° grau estdo
presentes na lista dos 5 temas mais abordados nos vestibulares analisados.

Um outro trabalho versando sobre o estudo comparativo entre vestibular e 0 ENEM é
proposto por André Gaglianone de Almeida Kasprzykowski (KASPRZYKOWSKI, 2014), no
qual o autor discute as provas do vestibular da UFRJ nas fases objetivas (testes) e discursivas
e as provas do ENEM. Neste trabalho, o autor faz varios comentarios sobre as habilidades
avaliadas em cada prova e o nivel de dificuldade enfrentado pelos alunos.

Seguindo esta ideia de analisar diferentes vestibulares e tecendo comentérios
construtivos sobre as provas, a presente pesquisa visa analisa-los sob o ponto de vista do tema
das funcbes, mensurando, de forma ndo exaustiva, o desempenho de alunos da segunda e
terceira séries do Ensino Médio na realizacdo de questBes desses exames, selecionadas de
acordo com diferentes abordagens nele encontradas, para responder aos seguintes
guestionamentos: Como o tema funcgdes é abordado nos trés principais vestibulares do Estado
de S&o Paulo e no ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio)? Que tipos de fun¢des sdo mais
abordadas por cada um? Qual é o enfoque principal: formula, grafico ou tabela? Qual o
desempenho de um grupo de alunos na realizagdo de algumas questdes destes vestibulares?
Nesse sentido, faz-se necessario um breve relato do histérico do vestibular no Brasil, desde
seu surgimento até os dias de hoje. E, ainda, contextualizar o surgimento e a utilizacdo do
ENEM no processo de selecdo dos alunos as universidades.

Este contexto histérico é abordado no capitulo 1, no qual também é abordado o
surgimento da Fuvest, Comvest e Vunesp, que preparam, organizam e corrigem oS
vestibulares da USP, Unicamp e Unesp, respectivamente. A escolha dos vestibulares de
universidades do estado de S&o Paulo deve-se ao fato da autora trabalhar no estado ha
diversos anos e esses serem 0s principais vestibulares enfrentado por seus discentes.

Neste capitulo, ainda, é possivel analisar o desenvolvimento desses vestibulares ao
longo dos dltimos anos. Dados como: nimero de questdes da prova, nimero de questdes de
matematica, tipo de questdes (multipla escolha e dissertativas), quantidade de fases do
vestibular, estdo presentes para que seja possivel entender o contexto de cada prova
atualmente frente ao seu historico.

No capitulo 2 sdo apresentadas as questdes que envolvem o tema fung¢Ges de cada uma

dessas provas, de 2009 a 2014. Além de apresentadas, todas as questdes sdo resolvidas e
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comentadas. A resolucdo das questdes foi apresentada com o intuito de fornecer um material
para professores do Ensino Médio, bem como para alunos que queiram estudar o tema sob a
perspectiva de abordagem desses vestibulares.

Os comentarios trazem uma visdo pessoal da autora acerca de: nivel de dificuldade;
abordagem do tema funcdes: grafico, formula, tabela ou, ainda, interpretacdo de situacao
problema; e, ainda, acerca de adequagdo ao cotidiano escolar do Ensino Médio, no qual a
autora apresenta alguns topicos que, segundo sua visdo, sdo pouco abordados no decorrer
deste segmento de ensino.

Ao final da andlise de cada vestibular, sdo apresentados gréaficos que resumem o0s
temas mais abordados em cada um, como: funcdo afim, quadratica, exponencial, logaritmica,
modular, composta e, ainda, a abordagem predominante dessas questdes: analise de graficos
ou tabelas, formula, situacao problema.

E, ainda, ao final deste capitulo, é apresentado um resumo dos dados que permite
comparar cada uma das provas analisadas, inferindo acerca da abordagem de preferéncia de
cada uma, bem como a participacdo percentual deste tema nas provas de Matematica.

Finalmente, o capitulo 3 apresenta 12 questfes (do tipo multipla escolha) desses
vestibulares, que foram selecionadas e aplicadas a 80 alunos voluntarios da 22 Série (21
alunos) e 32 Série (59 alunos) do Ensino Médio de um colégio particular da cidade de Sao
José dos Campos, SP, que possui 200 alunos por série, sendo todos bolsistas e estudantes de
periodo integral, numa carga horaria de 50 aulas semanais.

Além das questdes, neste capitulo sdo apresentados os graficos que ilustram a
quantidade de alunos que assinalou cada um dos itens e uma analise da autora, confrontando

esses dados com os comentérios feitos no capitulo anterior.
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1 HISTORICO DOS VESTIBULARES E DO ENEM

Os vestibulares no mundo todo tém servido como a principal (em muitos casos a
unica) forma de acesso de alunos ao ensino superior. Por muitos anos, a cultura arraigada no
Brasil sobre os vestibulares era de que “cada instituicdo possuia a sua prépria forma de
acesso”. Esse, muitas vezes, constituia-se um processo elitista, pois sé poderiam realizar os
vestibulares as pessoas que pudessem pagar tanto as taxas de inscrigdo quanto a hospedagem,
pois muitas vezes as provas eram realizadas em pouquissimas cidades do Brasil e a grande
maioria dos estudantes precisava se deslocar para realiza-los.

A criacdo do ENEM como uma nova forma de acesso trouxe varias benesses no
sentido que tornou o acesso as universidades, principalmente as publicas, bem mais acessivel
ao publico. Por outro lado ele sofre criticas devido a muitas vezes selecionar alunos para
areas, principalmente a de exatas, sem uma base satisfatoria.

Para tracar um paralelo adequado entre essas duas formas de acesso, tece-se um breve
historico sobre os vestibulares. Como dito anteriormente, o fato da autora ser docente no
estado de So Paulo motivou para que o estudo se fixasse nas principais instituicdes publicas
desse estado.

1.1 Breve resumo da histdria dos vestibulares no Brasil

Para se compreender o historico dos vestibulares no Brasil, apresenta-se um resumo do
artigo: “Ensino Superior e Universidade no Brasil”, de Luiz Antonio Cunha (CUNHA, 2000).

No periodo da colonizacdo do Brasil, Portugal ndo incentivou e, ao contrério, proibiu
que fossem criadas universidades em sua colénia, com a pretensdo de impedir que os estudos
universitarios fomentassem movimentos independentistas. No entanto, concedia bolsas para
alguns filhos de colonos estudarem em Coimbra e, além disso, permitiu que jesuitas criassem
0 primeiro estabelecimento de ensino superior no Brasil em 1550 voltado ao ensino de

Filosofia e Teologia.

Os jesuitas criaram, ao todo, 17 colégios no Brasil, destinados a estudantes
internos e externos, sem a finalidade exclusiva de formacdo de sacerdotes.
Os alunos eram filhos de funcionarios publicos, de senhores de engenho, de
criadores de gado, de artesdos e, no século XVIII, também de mineradores.
Nesses colégios era oferecido o ensino das primeiras letras e 0 ensino
secundario. Em alguns, acrescia-se 0 ensino superior em Artes e Teologia. O
curso de Artes, também chamado de Ciéncias Naturais ou Filosofia, tinha
duracédo de trés anos. Compreendia o0 ensino de Logica, de Fisica, de Mate-
mética, de Etica e de Metafisica. O curso de Teologia, de quatro anos,
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conferia o grau de doutor. Em 1553, comegaram a funcionar os cursos de
Artes e de Teologia. No século XVIII, o Colégio da Bahia desenvolveu os
estudos de Matemaética a ponto de criar uma faculdade especifica para seu
ensino. Cursos superiores foram também oferecidos no Rio de Janeiro, em
S&o Paulo, em Pernambuco, no Maranhdo e no Pard. (CUNHA, 2000, p.152)

O principe regente criou catedras de ensino superior ao invés de universidades: em
1808, de Medicina, na Bahia e no Rio de Janeiro; e em 1810, Engenharia, na Academia
Militar do Rio de Janeiro.

Desse modo, “as instituicbes de ensino superior atualmente existentes resultaram da
multiplicacdo e da diferenciacdo das institui¢bes criadas ao inicio do século XIX, quando foi
atribuido ao Brasil o status de Reino Unido a Portugal e Algarve” (CUNHA, 2000, p.153).

Desde 1808, a admiss@o dos candidatos a esses cursos superiores estava condicionada
a aprovagdo nos “exames de estudos preparatorios” em cada um dos estabelecimentos de
ensino. No entanto, a partir de 1837, os alunos concluintes do curso secundario do Colégio
Pedro Il tinham o privilégio de matricula em qualquer escola superior do Império sem a
necessidade da realizacdo dos exames.

No entanto, esse privilégio dos alunos do Colégio Pedro Il (entdo nomeado de Ginésio
Nacional) passou a ser reivindicado por outras escolas secundarias e, desse modo, em 1891 os
gindsios mantidos pelos governos estaduais que tivessem o mesmo curriculo do Ginasio
Nacional e se submetessem a fiscalizacdo do governo federal também estariam dispensados
dos exames. E ainda, em 1901, esse privilégio foi estendido aos ginasios particulares.

Essa reforma foi um marco na expansao e facilitacdo do acesso ao ensino superior, que
de 1891 até 1910, teve a criacdo de 27 escolas superiores no Brasil. No entanto, “a medida
que o ensino superior se transformava pela facilitacdo do acesso, mediante a multiplicacdo de
escolas e a modificacdo das condi¢des de ingresso, cresciam as resisténcias a esse processo.
Elas vieram determinar outra reforma de ensino em 19117 (CUNHA, 2000, p.158) que visava
retomar a fungéo de discriminagéo social do sistema educacional.

Desse modo, em 1911, uma nova reforma introduziu os exames de admisséo a todas as
escolas superiores e para todos os pretendentes, sem garantias de privilégios a quaisquer
alunos, advindos de quaisquer instituicbes. E ainda, em 1915, uma nova reforma buscou
corrigir distor¢des da anterior, mantendo, contudo “a destitui¢do do privilégio dos diplomas
do Colégio Pedro Il (e dos que lhe eram equiparados) de garantir aos seus possuidores

matriculas nas escolas superiores; e a instituicdo dos exames de admisséo, entdo rebatizados

16



de exames vestibulares, para a selecdo dos candidatos ao ensino superior”. (CUNHA, 2000,
p.160).

No entanto, “ndo bastava a aprova¢do no exame vestibular para que um candidato
fosse admitido em um curso superior. Ele precisava apresentar, também, o certificado de
aprovacdo das matérias do curso ginasial, realizado no Colégio Pedro Il ou nos
estabelecimentos estaduais a ele equiparados e fiscalizados pelo Conselho Superior de Ensino.
(...) A exigéncia do certificado do ensino secundario era um meio de estabelecer controle
adicional sobre o acesso as escolas” (CUNHA, 2000, p.161).

Foi entdo que, em 1925, um novo decreto intensificou o carater seletivo e
discriminatorio dos exames vestibulares, adotando um critério de numerus clausus, no qual a
faculdade limitava o nimero de vagas a cada ano (anteriormente, todos os aprovados teriam
direito a vaga), diminuindo, assim, o numero de estudantes em alguns cursos e sua migracédo
para 0S cursos menos procurados.

Novas universidades foram surgindo, o0s vestibulares continuaram com essa
caracteristica seletiva discriminatoria, reformas foram propostas e leis foram sancionadas. No
entanto, a ideia de que o aumento do nimero de alunos nos cursos de graduacéo implicava na
degradacéo de sua qualidade ja era presente e ficava cada vez mais forte.

Em 1996, com a LDB 9394, os exames vestibulares deixam de ser mencionados pela
primeira vez desde 1910, viabilizando, assim, a utilizag&o dos resultados dos alunos durante o
decorrer do Ensino Médio para o processo de selecdo, com os critérios a serem definidos por

cada instituicdo.

Assim, uma universidade podera definir que os candidatos serdo
selecionados e escolhidos mediante exames vestibulares, sem levar em
conta o desempenho no ensino médio. Outras universidades poderao
renunciar a tais exames, estabelecendo que considerardo apenas 0S
resultados do ensino médio ou poderdo, ainda, estabelecer que uma
parte das vagas serd preenchida por candidatos selecionados mediante
exames vestibulares e outra parte, mediante os resultados do ensino
médio. (CUNHA, 2000, p.201)

E nesse contexto que surge o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) em 1998,
que além de avaliar o Ensino Médio no pais, também serve as instituicdes na selegdo de

candidatos.
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1.2 O surgimento do ENEM

O ENEM foi criado em 1998 para avaliar o desempenho dos estudantes ao final da
Educacdo Bésica. No entanto, a partir de 2009 ele também passou a ser utilizado como
selecdo para o0 ingresso no Ensino Superior, como fase Unica das universidades, ou como
complemento do processo de selecéo.

Segundo dados do INEP (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira — www.inep.gov.br), no periodo entre 1998 e 2008 a prova continha 63
questdes, elaboradas a partir de uma matriz com 21 habilidades, com cada uma delas avaliada
por trés questdes. Além das questdes objetivas, a prova era composta por uma redacdo. Nesse
periodo, ndo era possivel comparar desempenho de alunos de um ano para o outro, pois a
prova ndo era elaborada com esse intuito.

No entanto, a partir de 2009, cada area do conhecimento passou a ser avaliada por 45
questdes, num total de 180 questbes e uma redacdo, resolvidas em dois dias, a saber: primeiro
dia: Ciéncias da Natureza e Ciéncias Humanas; segundo dia: Matematica, Cddigos e
Linguagem e Redacdo.

A utilizacdo do novo ENEM como forma de selecdo unificada nos processos
seletivos das Instituigbes Federais de Ensino Superior (IFES) tem como
principais objetivos democratizar as oportunidades de acesso as vagas
federais de ensino superior, possibilitar a mobilidade académica e induzir a
reestruturacdo dos curriculos do ensino médio. Nesse ambito hd que
esclarecer que as IFES possuem autonomia e, como tal, poderdo optar entre
quatro possibilidades de utilizagdo do novo ENEM como processo seletivo, a
saber: * Como fase tnica, com o sistema de selecdo unificada, informatizado
e on-line; « Como primeira fase; ¢ Combinado com o vestibular da
instituigdo; * Como fase Uinica para as vagas remanescentes do vestibular.
Nesse ambito, foi criado o Sistema de Sele¢do Unificada (Sisu), que € um
sistema informatizado, gerenciado pelo MEC, por meio do qual as IFES
participantes selecionardo novos estudantes exclusivamente pela nota obtida
no ENEM de 2009. (ANDRIOLA, 2011, p.116)

Para se ter uma melhor anélise da abrangéncia e atuacdo do ENEM ao longo dos
ultimos anos, apresenta-se um pequeno historico, destacando alguns momentos de mudanga
no processo de avaliacdo e trechos de noticias ao longo de sua histéria, que evidenciam o

aumento do nlimero de inscritos a cada ano:
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Agosto de 1999: Namero de inscritos ao ENEM chega aos 346 mil
A segunda edicdo do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem),
marcado para o dia 29 de agosto, contard com a presenca de 346.819
inscritos, 120% a mais que no ano passado. (...) O uso do Enem vem
crescendo. Até agora, 45 universidades ja confirmaram a utilizacdo do
exame como um dos critérios de ingresso aos cursos de graduacao. No
ano passado, apenas quatro instituicdes aproveitaram os resultados
para selecdo de alunos.
Disponivel em:
http://portal.inep.gov.br/c/journal/view_article_content?groupld=1015
7&articleld=20734&version=1.0. Acesso em: 08 Mai.2015

Desde 2004, o ENEM ¢ utilizado como critério de selecdo para os estudantes que
pretendem concorrer a uma bolsa no Programa Universidade para Todos (ProUni). Além
disso, cerca de 539 InstituicGes de Ensino Superior (IES), ja usam o resultado do exame como
critério de selecdo para 0 ingresso no ensino superior, seja complementando ou substituindo

(total ou parcialmente) o vestibular.

Julho de 2005: ENEM 2005 tem numero recorde de inscritos, diz
presidente do INEP
O presidente do Inep (Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais), Eliezer Pacheco, disse nesta quinta-feira que o Enem
(Exame Nacional do Ensino Médio) terd um recorde de participantes
neste ano.
Segundo Pacheco, cerca de trés milhdes de estudantes se inscreveram
para fazer a avaliagéo, prevista para ocorrer no dia 28 de agosto. (...)
De acordo com o Inep, o recorde anterior foi registrado em 2003, com
aproximadamente 1,9 milh&o de participantes.
Para Pacheco, o numero de inscritos cresceu porgque os alunos sdo
obrigados a fazer a prova para poderem participar do ProUni
(Programa Universidade para Todos), que concede bolsas em
instituicdes particulares de ensino superior.
Disponivel em:
http://www1.folha.uol.com.br/folha/educacao/ult305u17636.shtml.
Acesso em 06 Mai. 2015

Setembro de 2009: Enem 2009: MEC divulga balango de inscritos;
namero de 4,1 milhGes de candidatos é recorde

O MEC (Ministério da Educacdo) divulgou nesta quarta-feira (30) o

numero oficial de inscritos no Enem (Exame Nacional do Ensino

Médio) 2009. S&o esperados 4.147.527 de estudantes na avaliacdo
deste sdbado e domingo.

Disponivel em:

http://educacao.uol.com.br/ultnot/2009/09/30/ult1811u375.jhtm.

Acesso em 09 Mai. 2015
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Quase 6,5 milhdes de inscritos no ENEM 2012
O Enem 2012 teve 6.497.466 candidatos inscritos. (...) O nUmero representa
um novo recorde, com 275.769 inscritos a mais que em 2011. (...) "O grande
volume de inscri¢Bes, em todos os Estados, demonstra de maneira clara a
importancia do Enem como indutor de melhorias no Ensino Médio, e como
fator de inclusdo social”, ressaltou o presidente do Inep, professor Luiz
Claudio Costa. De acordo com Costa, "0 Enem democratiza a educacéo e da
oportunidade aos estudantes brasileiros de participar das vagas nas
universidades publicas, promovendo 0 acesso a programas de governo como
0 Programa Universidade Para Todos (ProUni) e Fundo de Financiamento
Estudantil (Fies). Sem duvida nenhuma, é uma acéo de Estado importante
para o desenvolvimento do pais".
Disponivel em:
http://portal.inep.gov.br/rss_enem/-/asset_publisher/oVOH/content/id/93481.
Acesso em 08 Mai. 2015

Maio de 2014: Inscritos para 0 Enem 2014 somam mais de 9,5 milhdes,
anuncia governo
O ministro da Educacdo, Henrique Paim, e o presidente do Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep), Chico Soares,
anunciaram neste sabado (24), em Brasilia, que 9.519.827 pessoas se inscreveram
para a prova do ENEM 2014.
De acordo com os dados divulgados, houve um aumento de 21,8% no ndmero de
inscritos em relacdo a edicéo de 2013, quando 7.834.017 se inscreveram. Em
2012, foram 6.495.446 inscritos e em 2011 haviam sido 6.221.697.
O ministro da Educacdo comemorou o0 aumento no nimero de inscritos e afirmou
que os dados mostram que o brasileiro acredita "cada vez mais que pode mudar
sua vida por meio da educagao".
"E importante destacar esse aumento de 21% porque todo ano achamos que
chegamos a um patamar que ndo tem mais possibilidade de crescer. Tivemos a
confirmagdo da expectativa no pais em torno da questdo educacional. O
imaginario do estudante vem mudando. As pessoas estdo acreditando cada vez
mais que podem mudar sua vida por meio da educacéo”, disse a jornalistas.
O exame devera ser usado pelas 115 universidades e institutos federais para
acesso a cursos de graduacéo.
Disponivel em:
http://g1.globo.com/educacao/enem/2014/noticia/2014/05/inscritos-para-0-enem-
2014-somam-mais-de-95-milhoes-anuncia-governo.html.
Acesso em 08 Mai.2015

A tabela abaixo evidencia o0 aumento no nimero de inscritos no ENEM a cada ano,

desde a sua criacdo, e ilustra a democratizacéo do acesso a selecao das universidades.
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Tabela 1: Namero de inscritos no ENEM por ano

Ano N° de inscritos Ano N°de inscritos Ano N° de inscritos

1998 157 221 2004 1552316 2010 4611505
1999 346 953 2005 3004491 2011 5366 780
2000 390 180 2006 3742827 2012 5790989
2001 1624131 2007 3568592 2013 7173574
2002 1829170 2008 4018070 2014 9519827
2003 1876387 2009 4576126

Dados obtidos em noticias divulgadas no site do INEP (www.inep.gov.br)

Vale ressaltar que, diferentemente dos demais vestibulares, a datagdo do ENEM
refere-se ao ano de aplicacdo da prova, e ndo ano de ingresso dos alunos. Desse modo, o0
ENEM 2009 equivale as provas de 2010 da Unesp, Unicamp e Fuvest.

Sendo assim, para efeito de analise das questdes, serdo adotadas as nomenclaturas:
Ano-Calendario, que se refere ao ano de aplicagdo da prova e Ano-Vestibular, que se refere

ao nome publico de cada prova, para consulta e busca em sites.

Tabela 2: Resumo dos dados da prova do ENEM

Periodo Numero de Questdes

1998 — 2008 Prova por habilidades: 63 questdes para avaliar 21 habilidades do Ensino
Médio em geral, sem caracterizar por disciplina.
2009 —- 2015 45 questdes de Matematica

1.3 Historico da Fuvest — vestibular para ingresso na USP (Universidade de

Séo Paulo)

O vestibular da Fuvest (Fundacdo Universitaria para o Vestibular), teve inicio em
1977, contando com duas fases para selecionar os candidatos para a USP (Universidade de
Séo Paulo) e FCMSC-SP (Faculdade de Ciéncias Médicas da Santa Casa de Sao Paulo).

Segundo Almeida (2006, p.233), no contexto de profissionalizacdo do processo de
realizacdo e aplicacdo dos vestibulares, surgem algumas fundag6es, vinculadas ou néo as
instancias universitarias, dentre elas, a Fuvest — vinculada a Universidade de Sao Paulo.

Para efeito de indicag&o, sera utilizado o ano de ingresso dos candidatos selecionados,

por exemplo, a primeira fase da Fuvest 2015 ocorre em 2014, e os candidatos realizam a
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segunda fase em janeiro de 2015 para ingresso neste mesmo ano. Desse modo, esse vestibular
é indicado como Fuvest 2015. Contudo, na analise das questdes, ele sera caracterizado como:
Ano-Calendario 2014, Ano-Vestibular 2015.

No site da Fuvest (http://www.fuvest.br/vest1980/provas/provas.stm) € possivel
encontrar a maioria das provas anteriores, desde 1980, e a partir dessa fonte, elaborou-se o
historico a seguir.

No periodo de 1980 a 1989, a primeira fase do vestibular era composta por 96
questdes, sendo 12 de Matematica.

Em 1990, a prova passou a conter 80 questbes, sendo 10 de Matematica. Enquanto que
as provas de 1991 a 1994 continham 72 questdes, ainda com 10 questdes de Matematica.

De 1995 a 2002, a primeira fase passou a ser composta por duas provas, com 80
questdes cada. Desse modo, a prova de Matematica passou a conter 20 questdes, e era
aplicada juntamente com Histdria, Quimica e Geografia (nos anos posteriores, até 2002, a
prova de Quimica foi substituida por Biologia). As provas das sete disciplinas da segunda fase
eram realizadas em cinco dias distintos, sendo a prova de Matematica, com 10 questdes
dissertativas. O ano de 2002 é o primeiro ano que contém as provas de 22 fase no site da
Fuvest.

Entre 2003 e 2006, a prova da primeira fase passou a ter 100 questdes e ser realizada
em apenas um dia. Neste caso, a prova de Matematica voltou a ter 12 questfes e a prova da
segunda fase continuou com as 10 questdes dissertativas.

Ja as provas de 2007 a 2009 passaram a ter 90 questdes, sendo 10 de Matematica e, na
segunda fase, 10 questdes dissertativas.

Em 2010, a prova da primeira fase continuou com 10 questfes de Matematica de um
total de 90 questdes. No entanto, a segunda fase passou a ser realizada em 3 dias, sendo:

Primeiro dia: 10 questdes de Portugués e uma Redacao;

Segundo dia: 20 questdes relacionadas as disciplinas do Nucleo Comum do Ensino
Médio: Matematica, Fisica, Quimica, Biologia, Histdria, Geografia e Inglés, com o contetdo
de cada questdo podendo abranger conhecimentos de mais de uma disciplina;

Terceiro dia: de acordo com a carreira escolhida, o nimero de questfes de 2 ou 3 (das
6 disciplinas) compdem o caderno de cada candidato. Neste caso, tem-se 6 questdes de cada
disciplina e, de acordo com a carreira, o candidato deve resolver 6 de duas disciplinas, ou as 4

primeiras questdes de 3 disciplinas.
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Este Gltimo formato é o adotado até o vestibular de 2015, ano de conclusdo dessa

dissertacdo.

Tabela 3: Resumo dos dados do vestibular da USP (Fuvest)

Numero de Questdes de Matematica

(anol::%gi(:)oular) & Fzﬁ:egyaesstées 28 Fase: Questdes Dissertativas

1980 — 1989 12 -

1990 - 1994 10 -

1995 — 2002 20 10

2003 — 2006 12 10

2007 — 2009 10 10

2010 — 2015 10 1° dia: 20 questdes do nucleo comum do ensino

médio (podendo cada questdo  envolver
conhecimentos de mais de uma disciplina)
2° dia: 6 ou 4 questdes de matematica, de acordo

com a carreira escolhida.

1.4 Histérico da Comvest (Comissdo Permanente para os Vestibulares) —

vestibular para ingresso na Unicamp (Universidade Estadual de Campinas)

Os dados seguintes foram organizados a partir das provas anteriores contidas no site
da Comvest (https://www.comvest.unicamp.br).

Em 1987 e 1988, a prova da primeira fase de selecdo da Unicamp, elaborada pela
Comvest continha uma redacdo e 12 questBes dissertativas, sendo 2 de Matematica. Ja a
segunda fase, realizada em 4 dias (Lingua Portuguesa e Literatura e Biologia, Fisica e Lingua
Estrangeira, Geografia e Quimica, Matematica e Histdria) era composta por 16 questdes
dissertativas de cada disciplina.

De 1989 até 1995, a prova de Matematica passou a ser realizada conjuntamente com a
prova de Lingua estrangeira (Portugués e Biologia, Quimica e Historia, Fisica e Geografia,
eram os demais pares de provas aplicadas simultaneamente).

Ja em 1996, apesar da primeira fase permanecer com redacdo e 12 questdes

dissertativas ao todo, sendo duas de Matematica, a segunda fase passou a conter 12 questdes
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dissertativas de cada disciplina. A partir de 1998, a Comvest passou a disponibilizar provas
comentadas no site e esse formato de prova manteve-se até 2010.

A partir de 2011, a prova da primeira fase passou a ser de mdaltipla escolha, com 48
questdes com quatro alternativas cada e, destas, 10 de Matematica. A prova da segunda fase
continuou com questdes dissertativas, no entanto o agrupamento das disciplinas ocorreu da
seguinte maneira: 24 questdes de Ciéncias da Natureza, 18 de Ciéncias Humanas e Artes e 8
de Lingua Inglesa, 12 questdes de Lingua Portuguesa e Literatura e 12 questdes de
Matematica.

Em 2015, a prova da primeira fase continha 90 questfes de multipla escolha, com
quatro alternativas. J& a prova da segunda fase continha 6 questdes dissertativas de cada
disciplina, sendo Matematica realizada juntamente com Historia e Geografia. Fisica, Quimica
e Biologia compGe outro dia de prova, com 6 questdes cada e, Lingua Portuguesa e Literatura
dividem o outro dia com a Redacdo.

Tabela 4: Resumo dos dados do Vestibular da Unicamp (Comvest)

Numero de Questdes de Matematica

Periodo
] 12 Fase 22 Fase
(ano Vestibular)
1987 — 1995 2 Questdes dissertativas 16 Questdes dissertativas
1996 — 2010 2 Questdes dissertativas 12 Questdes dissertativas
2011 - 2014 10 a 12 QuestBes objetivas (no manual do 12 Questdes dissertativas

candidato consta a informacdo de 48
questdes de conhecimentos gerais — a autora
encontrou entre 10 a 12 questdes de
matematica ao analisar a prova)
2015 15 Questbes objetivas (no manual do 6 Questbes dissertativas

candidato consta a informacdo de 90
questbes de conhecimentos gerais — a autora
encontrou 15 questdes de matematica ao

analisar a prova)

1.5 Historico da Vunesp — vestibular para ingresso na Unesp (Universidade

Estadual Paulista)
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A Fundacdo para o Vestibular da Universidade Estadual Paulista — VUNESP — foi
criada em 1979 para realizar o vestibular da Unesp e outros vestibulares e concursos para
instituices publicas ou privadas.

De 1998 a 2009, o vestibular da Unesp foi realizado em 3 dias, com uma Unica fase,
sendo o primeiro dia com 84 questdes de maltipla escolha com cinco alternativas, sendo 12 de
Matematica; o segundo dia, com a prova de conhecimentos especificos de acordo com a &rea
escolhida, com questdes dissertativas: Humanidades (10 questdes de Histdria, 9 de Geografia
e 6 de Lingua Portuguesa), Biologicas (10 questdes de Biologia, 6 de Quimica, 5 de Fisicae 4
de Matemaética) e Exatas (10 questdes de Matematica, 9 de Fisica e 6 de Quimica); e 0
terceiro dia, com 10 questdes dissertativas de Lingua Portuguesa e uma redacéo.

De 2010 a 2015, o vestibular passou a ser realizado em duas fases: a primeira,
composta por uma prova com 90 questbes de mdltipla escolha, sendo 30 de cada area do
conhecimento (Linguagens e Cddigos, Ciéncias Humanas, Ciéncias da Natureza e
Matemaética). De acordo com a andlise da autora, sdo em média, 8 questdes de Matemaética
nessa fase.

A segunda fase é realizada em dois dias, num total de 36 questdes dissertativas, sendo:
primeiro dia: 12 questdes de Ciéncias Humanas e 12 de Ciéncias da Natureza e Matemaética
(pela analise da autora, com 3 questdes exclusivas de Matematica); segundo dia: 12 questdes
discursivas de Linguagens e Codigos e uma redacao.

Tabela 5: Resumo dos dados do Vestibular da Unesp (Vunesp)

Numero de Questdes de Matematica

Periodo
] 12 Fase 22 Fase
(Ano Vestibular)
1998 — 2009 10 Questdes objetivas Biologicas: 4 dissertativas
Exatas: 10 dissertativas
2010 - 2015 30 Questbes objetivas da area do 12 Questbes dissertativas da

conhecimento (quimica, fisica, area do conhecimento, em
biologia e matematica), em média 8 média 3  questdes  de
questdes de matematica, segundo matematica.

analise da autora
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2 ANALISE DE QUESTOES DE FUNCOES DOS VESTIBULARES

Devido ao objetivo do trabalho estar fortemente relacionado ao tema “fungdes”, optou-
se por analisar as questdes cuja abordagem sobre funcdo seja explicita. Por exemplo, ndo se
utilizou questbes que sdo essencialmente resolucdo de equagdes ou inequacdes, sem a
abordagem direta do conceito de fungdes.

Para analise dessas questfes, escolheu-se analisar as provas que ocorreram no ano-
calendario 2009, visto que foi 0 ano em que o ENEM passou a ser realizado com 45 questdes
de Matematica. Convém ressaltar que o ENEM utiliza como base 0 ano corrente, e 0s demais
vestibulares, o ano de ingresso dos candidatos. Desse modo, os vestibulares da Fuvest,
Unicamp e Unesp de 2010 correspondem ao ano de aplicacdo do ENEM de 2009.

A metodologia de estudo baseia-se na resolucédo e analise das questfes desses exames,
bem como apresentacdo de graficos que ilustrem a frequéncia do aparecimento de cada
abordagem nas diferentes provas. Além disso, pretende-se analisar o desempenho dos alunos
na resolucdo dessas questdes conjecturando abordagens que eles considerem mais simples ou
mais complexas a partir dos resultados obtidos no teste.

As questdes serdo organizadas por exame, comecando pelas mais atuais até as mais
antigas. Apds cada questdo sera apresentada uma resolucdo e, ao final da analise de cada
exame, graficos que ilustrem os tépicos abordados.
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3.1 Analise de questdes do vestibular da Unesp

Ano-Calendario 2014 | Ano-Vestibular 2015 12 fase — Unesp Q.1
Conteudos Funcéo exponencial; Logaritmo natural

Comando Obter valor da variavel independente

Dados Formula da funcgdo; valor da variavel dependente

No artigo “Desmatamento na Amazonia Brasileira: com que intensidade vem ocorrendo?”, o
pesquisador Philip M. Fearnside, do INPA, sugere como modelo matematico para o célculo

da area de desmatamento a funcdo D(t) = D(0).*', em que D(t) representa a area de

desmatamento no instante t, sendo t medido em anos desde o instante inicial, D(0) a area de
desmatamento no instante inicial t = 0, e k a taxa média anual de desmatamento da regido.
Admitindo que tal modelo seja representativo da realidade, que a taxa média anual de
desmatamento (k) da Amazdnia seja 0,6% e usando a aproximacdo In2=0,69, o nimero de

anos necessarios para que a area de desmatamento da Amazonia dobre seu valor, a partir de
um instante inicial prefixado, € aproximadamente

a) 51

b) 115

c) 15

d) 151

e) 11

RESOLUCAO: Alternativa correta: B

Considerando a taxa media anual de desmatamento k = 0,6%, tem-se:
D(t) = D(0).e*®*".

Deve-se obter t para que D(t) = 2D(0):

2D(0) = D(0).e*™" < e*™ =2 < Ine®® =1In2 < 0,06t =0,69 <t =115

Comentarios: Trata-se de um tipo de questdo frequentemente abordada nos livros didaticos
da 12 série do Ensino Médio. Contudo, o trabalho mais exaustivo refere-se aos logaritmos
decimais e, assim, o logaritmo natural costuma ser considerado mais dificil pelos alunos. A

questdo fica restrita ao campo algébrico, sem a necessidade de trabalho com grafico.
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Ano-Calendario

2013 | Ano-Vestibular

2014

12 fase — Unesp

Q.2

Conteudos Anélise de gréfico, Inequacdo produto
Comando Resolver inequacdo produto
Dados Gréficos cartesianos de duas funcdes

Os gréficos de duas fungdes f(x) e g(x), definidas de R em R, estdo representados no
mesmao plano cartesiano.

fix)

oix)

54

No intervalo [- 4, 5], o conjunto solucédo da inequacéo f(x) - g (X) <0 é€:
a) {xe RI-1<x<3}
b) {xe RI-1<x<0ou3<x<5}.
c) {xeRI-4<x<-1o0ou0<x<3}
d) {x€ R/-4<x<0}.
e) {xeRI-4<x<-1o0u3<x<5}

RESOLUCAO: Alternativa correta: C

A partir da analise do gréafico, pode-se obter o seguinte estudo de sinais:

4 -1 0 3 5§
f(x) + | - |- | *
a(x) - -+ |+
f(x)g(x)| -| +|- |+

L4

Desse modo, o intervalo solicitado é {xe R/-4<x<-1ou 0<x<3}

Comentarios: A questao é apresentada graficamente e a resposta é solicitada algebricamente,

apesar de ndo ser necessario efetuar calculos, é necessario que o aluno perceba a necessidade

de fazer a ‘regra de sinais’ da multiplicagao.
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Ano-Calendario

2012 | Ano-Vestibular 2013 12 fase — Unesp

Q.3

Conteudos Foérmula e gréafico de funcéo
Comando Identificar tipo de funcéo representada por gréafico
Dados Gréfico cartesiano

A revista Pesquisa Fapesp, na edi¢cdo de novembro de 2012, publicou o artigo

intitulado Conhecimento Livre, que trata dos repositorios de artigos

cientificos

disponibilizados gratuitamente aos interessados, por meio eletronico. Nesse artigo, hd um

grafico que mostra o crescimento do nimero dos repositérios institucionais no mundo, entre
0s anos de 1991 e 2011.

O crescimento dos repositorios

Bases de dados institucionais no mundo

2500

2000 -

1500

1000

500

I

0

T T

T 1 1 T T T T T
1991 1993 1995 1997 1999 2001 2003 2005 2007 2009 201

Observando o grafico, pode-se afirmar que, no periodo analisado, o crescimento do

namero de repositdrios institucionais no mundo foi, aproximadamente,

a) exponencial.

b) linear.

c) logaritmico.

d) senoidal.

e) nulo.

RESOLUCAO: Alternativa correta: A

A partir do grafico, tem-se que se o crescimento foi exponencial, pois se assemelha ao

gréafico dafungdo f:R—>R /f(x)=a*,a>1.

Comentarios: Para o aluno que sabe diferenciar o aspecto grafico das fungdes abordadas nas

alternativas, a questéo se torna simples pois limita-se a essa identificagao.
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Ano-Calendario

2012 | Ano-Vestibular 2013 22 fase — Unesp Q4

Conteudos Funcdes trigonométricas, valor minimo da fungdo quadréatica
Comando Determinar valor da varidvel independente que minimiza a funcéo
Dados Férmula de funcdo trigonométrica composta, cosseno de arco duplo

Sabendo-se que cos(2x) = cosx —

1 . :
f (x) =cos x +§cos(2x) assume seu valor minimo no intervalo 0<x <2z ?

RESOLUCAO

sen2x, para quais valores de x a funcédo

De acordo com a férmula do cosseno do arco duplo, a funcdo f pode ser escrita como:

f (X) =cos x +%[c052x —sen3x].

Como sen2x+cos?2x =1 <> sen2x =1—cos2x, tem-se:

f (x) =cosx +%[coszx —(1—cos2x)]

f(x)= cosx+%(20032x—1)

f(x) :c052x+cosx—%

O valor minimo dessa funcdo quadratica na variavel cos x é dado por:

1 1 . . 27 T .
cosx:—z—:cosx:—z, que possui solucdes x:? ou x:? no intervalo

0<x<2r.

Comentarios: Trata-se de uma questdo que costuma ter alto indice de erros, pois é necessario

utilizar identidades trigonométricas (apesar de ter sido fornecida a féormula de cos (2x),

também era necessario utilizar a relacdo fundamental da trigonometria) e, ainda, associar o

valor minimo da fungdo quadratica do tipo f(x) = ax? + bx + ¢ com a fungdo encontrada, que

depende do cosseno de x.
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Ano-Calendario 2011 | Ano-Vestibular 2012 12 fase — Unesp Q.5
Conteudos Funcéo exponencial, logaritmo

Comando Determinar valor da varidvel independente

Dados Formula da funcgdo; valor da variavel dependente

Em 2010, o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) realizou o tltimo
censo populacional brasileiro, que mostrou que o pais possuia cerca de 190 milhdes de
habitantes. Supondo que a taxa de crescimento populacional do nosso pais nao se altere para o
proximo século, e que a populacéo se estabilizara em torno de 280 milhGes de habitantes, um

modelo matemaético capaz de aproximar o numero de habitantes (P), em milhGes, a cada ano

(), a partir de 1970, é dado por: P(t) = [280—190.e’°’019'“’197°’]

Baseado nesse modelo, e tomando a aproximacdo para o logaritmo natural
In(%);—lﬁ, a populacdo brasileira sera 90% da suposta populacdo de estabilizacdo

aproximadamente no ano de:
a) 2065
b) 2070
c) 2075
d) 2080
e) 2085

RESOLUCAO: Alternativa correta: B

Deve-se obter t para que a populagéo atinja 90% da suposta populagéo de estabilizacéo
(280 milhoes). Ou seja:

0,9.280 = [280 —190.e‘°'°19"“197°)] <>190.70019-197) _ 980 9.280

14

c>l90.e—0,019(t—1970) — 2800,1@ e—0,019(1—1970) — % = In e—0,019(t—1970) — In 95

-19

< 1-1970 = 9 < 1-1970=100 <t =2070

Comentarios: Assim como a primeira questdo de exponencial, essa também estad na base
natural, o que ja caracteriza um fator dificultador devido ao escasso trabalho deste tema
durante o Ensino Médio. Além disso, os numeros utilizados na questdo assustam os alunos na
resolucéo.
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Ano-Calendario 2010 | Ano-Vestibular 2011 12 fase — Unesp Q.6
Conteudos Funcdo exponencial

Comando Determinar valor da varidvel dependente

Dados Férmula da funcéo; valor da varidvel independente

Ambientalistas, apds estudos sobre o impacto que possa vir a ser causado a populacao
de certa espécie de passaros pela constru¢do de um grande conjunto de edificios residenciais
préximo ao sopé da Serra do Japi, em Jundiai, SP, concluiram que a quantidade de tais
passaros, naquela regido, em fungdo do tempo, pode ser expressa, aproximadamente, pela
funcéo

P(t)=—

_ 0
4-3.(2Y) "
onde t representa o tempo, em anos, e P, a populagdo de péssaros na data de inicio da

construcdo do conjunto.

Baseado nessas informacdes, pode-se afirmar que:

a) apo6s 1 ano do inicio da construcéo do conjunto, P(t) estara reduzida a 30% de P,.
b) apds 1 ano do inicio da construcdo do conjunto, P(t) seré reduzida de 30% de P,.
c) apo6s 2 anos do inicio da construgdo do conjunto, P(t) estard reduzida a 40% de P,.
d) ap6s 2 anos do inicio da construgéo do conjunto, P(t) sera reduzida de 40% de P,.

e) P(t) ndo serd inferior a 25% de P,.

RESOLUCAO: Alternativa correta: E
Tem-seque 27 >0, VteR.

1
4-3.(2Y)

R R

Desse modo, -3(2)<0=4-3(2")<4= —Lt >
4-3.02Y 4

1
>—=
4
. R,
Ou seja, P(t) > e

Comentarios: Trata-se de uma questdo que é facilmente resolvida analisando que, ao

aumentar o valor de t, a poténcia 27'tende a zero e, assim, a funcdo tende a Po/4. Contudo,
para 0 aluno que néo tiver essa percepcdo, a questdo torna-se mais demorada por ter que

analisa-la para 2 valores distintos de t.
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Ano-Calendario 2010 | Ano-Vestibular 2011 12 fase — Unesp Q.7

Conteudos Gréfico de funcdes
Comando Relacionar graficos de func@es as suas formulas
Dados Gréficos e formulas

A tabela apresenta, na coluna da esquerda, a descri¢édo de alguns tipos de funcgdes e, na
coluna da direita, representacdes de alguns graficos de funcdes, cujas variaveis independentes,

definidas no dominio dos nimeros reais, estao representadas nos eixos das abscissas.

Algumas fungoes Alguns graficos de funcies
I. Em uma prova de corrida dos
100 m rasos, a velocidade media

"I.I"m de um atleta & uma fungdo
de seu tempo de percurso t:

100
Vi (1) ===
Il. O perimetro P de um trigngulo
equilateros & uma funcgao
de seu lado L:

P(L)=3-L

L 3

lll. A guantidade O de uma dada
substancia quimica num organismo

vivo, onde QG € a quantidade

inicial da substincia no organismo, &
uma fungio do tempo de meia vida t
dessa subsiancia naguele organismo:

O“}:un ‘E_t

IV. & area A de um circulo @ uma
funcao de seu raio r:

Afr)=mn-r

V. A altura H gue uma pedra amarrada
a um cabo de comprimento fixo L
possul ao ser girada, com velocidade

constante num plano B vertical e

perpendicular ao solo, em relagao ao
centro de giro, & uma fungio do Angulo
L , em radianas, formado pelo cabo e

rINEN

uma reta horizontal contida no plano B

H{x)=L-(sena)
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O conjunto de pares ordenados que relaciona cada fungdo a sua respectiva
representacdo gréafica é:

a) {(1, a), (11, d), (111, e), (IV, b), (V, ¢)}.

b) {(1, c), (11, d), (111, ), (IV, b), (V, e)}.

c) {(1, d), (11, e), (11, a), (IV, b), (V, ¢)}.

d) {(1, e), (11, d), (111, a), (IV, b), (V, ¢)}.

e) {(1, e), (11, d), (111, b), (1V, a), (V, ¢)}.

RESOLUCAO: Alternativa correta: D

| — O grafico corresponde a um ramo de hipérbole (pois t>0): e

Il — Trata-se de uma funcdo linear crescente, portanto o grafico é uma linha reta
ascendente: d

Il — Trata-se de uma funcdo exponencial com o valor da base entre 0 e 1 e, por isso,
uma curva exponencial decrescente: a

IV — A area do circulo é um arco de parabola, pois r>0: b

V — Trata-se da funcédo seno: ¢

Comentarios: Parecida com a questdo 3, essa questdo apresenta formulas e graficos e solicita
que o aluno faca a correspondéncia correta. O caso que causa maior ddvida é o das funcdes | e
I11, relacionada aos graficos A e E, no qual o aluno precisaria inferir que no grafico E o

gréafico passa assintoticamente aos eixos, enguanto que o grafico A, intercepta o eixo y.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2010 12 fase — Unesp Q.8
Conteudos Anélise de gréfico, fungdo composta

Comando Determinar valor da fungéo

Dados Grafico de funces, abscissa do ponto

Através dos graficos das fungdes f(x) e g(x), os valores de f(g(0)) e g(f(1)) sdo,
respectivamente:

glx)

a) 5e0.
b) 5e2.
c) 0eO.
d) 2e-5.
e) 2e0.

RESOLUCAO: Alternativa correta: B
Do grafico, tem-se: g(0) =2 e f(1) = 0.
Desse modo, f(g(0)) = f(2) =-5e g(f(1)) = g(0) = 2
Comentarios: Tem-se uma questdo de célculos faceis, que pressupde a compreensdao do

conceito de funcdo composta, bem como a percepc¢éo grafica do valor numérico da funcéo.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2010 12 fase — Unesp Q.9
Contetdos Anédlise de gréfico, Funcéo afim

Comando Determinar formula, analisar crescimento e sinais da funcao

Dados Grafico

Observe o gréfico da fungdo f(x) e analise as informages a seu respeito.

¥

2];

—
\

X 0 - x
-3 -2 -1 0 1 2 3

-1 f(x)

2
| —Se X, %, e Dom(f) e x, >x, entdo f(x,)> f(x).
Il -Se x>1,entdo f(x)<O0.
I11 — O ponto (2, —2) pertence ao grafico de f(Xx).

IV — A lei de formacdo de f(x) representada no grafico é dada por f(x)= —%(x—l) .

A alternativa que corresponde a todas as afirmacGes verdadeiras é:

a) lelll.
b) 1, 1lelll.
c) lelVv.
d) I HlelV.
e) llelV.

RESOLUCAO: Alternativa correta: E
| — Como a fungdo é decrescente, para X, > X, tem-se f(X,) < f(x): Falsa.
Il — A funcéo é decrescente e araiz € x = 1. Logo, f(x)< 0 se x>1: Verdadeira.
Il e IV: O gréfico passa pelos pontos (-1,1) e (1,0) e, por isso, sua formula €:

f(x)=—%x+% , desse modo, 0 ponto (2, -2) ndo pertence ao grafico de f(x) e a

formula do item IV esta correta.
Comentéarios: Além da necessidade de converter a fungdo do registro grafico para o

algébrico, a notacédo algebrica de dominio e sinal da funcéo pode ser um fator dificultador.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2010 22 fase — Unesp Q.10

Conteudos Funcdo afim, funcdo quadratica, inequacao, gréafico

Comando Determinar intervalo da variavel independente que satisfaca condicdes
da variavel dependente

Dados Férmulas e gréaficos

Trés empresas A, B e C comercializam o mesmo produto e seus lucros diérios (L(x)),

em reais, variam de acordo com o numero de unidades diarias vendidas (x) segundo as

relacdes:
Empresa A: LA (X) _ E X2 _ @ 5;‘0 Unidades digrias vendidas x Lucro didrio
9 9 9 H“‘
Empresa B: L (x) =10x+20 <
Empresa C: L (x) | 120X <15 £
P )= 10x—30, se x >15 -

Unidades didrias vendidas {x}

Determine em que intervalo deve variar o nimero de unidades diarias vendidas para

que o lucro da empresa B supere os lucros da empresa A e da empresa C.

RESOLUCAO
Le>Ly (D
Le>L (2)

Deve-se obter a solugdo do sistema de inequagdes: {

O L :1Ox+20>%x2—%x+?= L, =10x2-130x+580-90x-180<0

= X2-22Xx+40<0=>2<x< 20

(2) x<15e 10x+20>120 =10<x<15 e
x>15 e 10x+20>10x—-30 =x>15, ou seja, x>10

Desse modo, a solugéo é a intersecéo de (1) e (2): 10 <x <20
Comentérios: Trata-se de uma questdo de resolucdo de inequacgdes. Contudo, o fato da

apresentacdo ser grafica pressupde a necessidade da interpretacdo do gréafico para montar o

sistema, o0 que pode dificultar a resolucéo.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2010 12 fase — Unesp Q.11
Conteudos Funcdo trigonométrica, gréfico

Comando Determinar coeficientes de funcdo trigonométrica composta

Dados Grafico

Em situagdo normal, observa-se que 0s
sucessivos periodos de aspiracdo e expiracdo de ar
dos pulmdes em um individuo séo iguais em tempo,
bem como na quantidade de ar inalada e expelida. A
velocidade (Litros/segundo) de aspiracdo e

expiragdo de ar dos pulmdes de um individuo estd

Aspiragio L Expiragio

representada pela curva do grafico, considerando apenas um ciclo do processo.

tis)

Sabendo-se que, em uma pessoa em estado de repouso, um ciclo de aspiracdo e

expiracdo completo ocorre a cada 5 segundos e que a taxa maxima de inalagdo e exalagdo, em

maodulo, é 0,6 L/s, a expressdo da funcdo cujo gréafico mais se aproxima da curva representada

na figura é:

2r 3
a) V(t)=?sen(gtj
3 5
b) V(t)=§sen(gtj
C) V(t)=0,6COS£2€tj
2
d) V(t):O,GSen(?tj

e) V(1) :%cos(o,Gt)

RESOLUCAO: Alternativa correta: D

O gréfico corresponde a uma fungéo seno cujo maximo é 0,6 L/s e cujo periodo é 5 s.

Desse modo, tem-se: V (t) =0, 6sen (%tj :

Comentarios: Os conceitos basicos e mais abordados das fungdes trigonométricas: periodo e

conjunto imagem e diferenciacdo entre funcéo seno e cosseno séo suficientes para a resolugéo

dessa questéo.
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3.1.1 Andlise gréfica do vestibular da Unesp
Para resumir os dados obtidos com a anélise das péginas anteriores, os graficos abaixo
ilustram os temas de maior ocorréncia nas provas da Unesp entre os anos de 2009 e 2014,

bem como a caracteristica predominante da abordagem de funcéo: grafico ou formula.

Gréfico 1: Unesp — Tipos de fungdes mais abordadas — quantidade e porcentagem

Tipos de fungoes

B Fungdo exponencial

M Gréfico de fungdes

1 Fungdo trigonométrica
B Fungdo polinomial

(afim/quadrética)

B Fungdo composta

Pode-se perceber do Gréfico 1, que ha uma predominancia de funcgdes exponenciais
nesse vestibular. Muitas vezes esse topico ndo é muito bem abordado no ensino médio talvez
pela crenca que o assunto ndo seja tdo importante ou porque os alunos possam achar dificil.
Entretanto, acredita-se que devido as inUmeras aplicaces desse assunto durante a graduagédo
do aluno em diversas areas do conhecimento (matematica, fisica, quimica, biologia,
engenharias) ele seja um tépico tdo explorado e cobrado nos vestibulares. Percebe-se, pelo
grafico, que ele é ainda mais explorado que as fungdes quadraticas e lineares, as quais sao
mais estudadas durante o ensino médio e os alunos tem maior familiaridade e facilidade com
0 contetido desse topico.

Funcdes trigonométricas também sdo bastante exploradas, compartilhando a metade
das questdes com as funcbes quadraticas e afins. Nos bancos escolares esse também é um
topico menos explorado por parte dos docentes no ensino médio, entretanto, percebe-se que
ele deveria ser igualmente estudado visto a frequéncia desse conteddo no vestibular.
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Gréfico 2: Unesp — Abordagem predominante das questes — quantidade e porcentagem

Abordagem predominante: grafico ou
féormula

B Férmula
M Gréfico

» Férmula/Gréfico

Outra caracteristica bastante peculiar do Grafico 1, também percebida no Grafico 2, é
que o vestibular priorizou bastante a parte grafica das funcdes. Acredita-se que isso é um
crescente nos vestibulares, visto que em muito o vestibular passou a dar mais valor a
capacidade de raciocinio e espirito critico do aluno, ao invés de fazé-lo trabalhar com extensas

férmulas algébricas, principalmente, em questdes da primeira fase.
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2.2 Analise de questdes do vestibular da Unicamp

Ano-Calendario 2014 | Ano-Vestibular 2015 12 fase — Unicamp Q.1
Conteudos Funcdo composta, grafico

Comando Identificar gréfico de uma funcdo composta

Dados Gréfico, formula

A figura abaixo exibe o grafico de uma funcdo y= f(x):

OH-H N W & n»

o b G AP

Entdo, o grafico de y=2f(x-1) é dado por:

L

c)

a) 235 n32A 0] 285 4 5 6

wh W oewn

s{ s{”

4

3

2 2

1 1

1] X Q x
b) 6 -5 -4 -3 IIOF))JSO d) 8 o8 ol 3 23 101\13456

2 2

4 3

-4
’ 5
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RESOLUCAO: Alternativa correta: B

Dado o gréfico da funcéo f, o grafico de f(x — 1) é o deslocamento horizontal de f, uma
unidade para a direita. E, ainda, 2f(x — 1) dobra o conjunto imagem, passando de [-2, 2] para
[-4,4]. Desse modo, a alternativa correta € o item B.
Comentarios: Além de ser resolvida utilizando os conceitos de composicdo e translagdo de
funcdo, a questdo poderia ser resolvida utilizando-se coordenadas de pontos. No entanto, em
geral, os alunos consideram a analise grafica mais complexa do que se fosse fornecida a
formula para a obtencdo dos pontos. No entanto, vale ressaltar que os conceitos de translacéo,

rotacdo, expansdo e compressao sao, em geral, pouco explorados durante o Ensino Médio.
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Ano-Calendario 2014 | Ano-Vestibular 2015 | 22 fase — Unicamp Q.2

Conteudos Funcéo afim, inequacao produto, fungdo composta

Resolver inequacao produto, calcular valor de constante a partir de

Comando igualdade de compostas

Dados Foérmulas de funces

Seja a um numero real positivo e considere as funcbes afins f(x)=ax+3a e
g(x) =9-2x, definidas para todo nimero real a.
a) Encontre o nimero de solugdes inteiras da inequacdo f(x)g(x)>0.

b) Encontre o valor de a tal que f(g(x))=g(f(x)) paratodo nimero real x.

RESOLUCAO
a) f(x).g(x)=a(x+3).(9-2x) >0 a(-2x2+3x+27)>0
Como a >0, tem-se que: —2x2+3x+27 >0,0u seja,—3<x<4,5.

Desse modo, as solucdes inteiras sdo: -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ou seja, sdo 7 solucbes

inteiras.

b) f(g(x))="f(9-2x)=a(9-2x)+3a=-2ax+12a
g(f(x))=g(ax+3a)=9-2(ax+3a) =—-2ax—6a+9

f(g(x)) = g(f(x)):>—2ax+12a:—2ax—6a+9:>a:%

Comentarios: Trata-se de dois itens classicos no trabalho com fungdes: inequacao produto e
composicdo de fungdes. No entanto, acredita-se que a presenca da constante a no primeiro
item possa dificultar a resolucdo pelo fato de que o aluno possa se confundir com a presenca

de “outra letra” na resolucdo da questdo, ndo diferenciando constante e varidvel.
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Conteudos Funcdo exponencial, fungdo logaritmica

Comando Obter valor das varidveis dependente e independente

Dados Férmula, valor de x, valor de f(x).

Considere a funcdo f (x) =10"* +10"*, definida para todo nimero real x.
a) Mostre que f(IoglO(2+\/§)) é um numero inteiro.

b) Sabendo que log,, 2~ 0,3, encontre os valores de x para os quais f(x)=52.

RESOLUCAO
a)

f (x) =10"* +10"* =10.10" +£ =10[ 10" + L
10 10

_ |0910(2+‘/§) ; = 1
f (IOglo (2+ \/g)) =10 (10 + 10Iog1o(2+J§) j B 10(2 " ﬁ " 2+ \/§J -

f (log,, (2++/3) =102 +~/3+2-+3) =40 e Z

b)

1

2x
f(x) =1o(1ox +Fj _5p, 1010° +10

=52=10.(10)*-52.10" +10=0

+/262 —
=5.(10")*-26.10" +5=0=10" = 26+ Zfo 4.5.5 =10* =5 ou 10 :%

= x=log,,5ou x=log,, 5" =-log,, 5
10
Como log,, 2~0,3, tem-se que log,,5=log,, 5= log,,10—log,, 2=1-0,3=0,7

Entdo, x=0,7 ou x=-0,7.

Comentarios: Nessa questdo € necessdria a utilizacdo das propriedades bésicas da

potenciacdo, bem como as propriedades de logaritmo. Caso o aluno se esqueca da
consequéncia da definicdo de logaritmo a%° =b, o item a pode se tornar mais dificil. Além

disso, a racionalizagéo do denominador 2+ «/5 também pode ser um fator dificultador.
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Conteudos Funcdo composta, grafico

Comando Determinar valor da fungdo composta

Dados Grafico

Considere as funcdes f e g, cujos gréficos estdo representados na figura abaixo.

!

1
I -1
]

y =g(x)

O valor de f(g(@)—g(f (@) éigual a
a) 0.
b) —1.
c) 2.
d) 1.

RESOLUCAO: Alternativa correta: D
Do grafico, tem-se: g(1) =0 e f(1) = -1.
Desse modo, f(g(1)) =f(0) =1eg(f(1)) =g(-1) =0
Entdo, f(g@@))—9(f(@)=1-0=1

Comentarios: Tem-se uma questdo de célculos faceis, que pressupde a compreensdao do

conceito de funcdo composta, bem como a percepgédo gréfica do valor numérico da funcio. E

similar a questdo 8 da Unesp.
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Conteudos Funcdo exponencial, grafico
Comando Identificar formula a partir do grafico
Dados Gréfico

O grafico abaixo exibe a curva de potencial bidtico q(t) para uma populacdo de

micro-organismos, ao longo do tempo t.

git) 4
FOO0

G000 |-

4000
3000

2000

1000

-

Sendo a e b constantes reais, a funcdo que pode representar esse potencial €

a) q(t)=at+b.
b) q(t)=ab'.
c) q(t) = at? +bt.

d) q(t)=a+log, t.

RESOLUCAO: Alternativa correta: B

O grafico apresenta uma curva do tipo exponencial crescente, encontrada no item B.
Comentarios: Trata-se de uma questdo que ndo necessita de calculos devido as alternativas
que foram apresentadas. Basta que o aluno conheca o aspecto grafico da funcdo exponencial e

saiba reconhecer sua formula, pois ha uma Unica férmula do tipo de fungéo exponencial.
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Conteudos Funcdo quadrética
Comando Determinar coeficientes da funcao
Dados Férmula da funcédo, coordenadas de ponto

Sejam a e b reais. Considere as funcdes quadraticas da forma f(X)=x2+ax+Db,

definidas para todo x real.

a) Sabendo que o grafico de y = f(X) intercepta o eixo y no ponto (0,1) e é tangente

ao eixo X, determine os possiveis valores de a e b.

b) Quando a+b =1 os graficos dessas funcbes quadraticas ttm um ponto em comum.

Determine as coordenadas desse ponto.

RESOLUCAO

a) O grafico da funcdo passa pelo ponto (0,1), logo:
f(0)=1=0+a0+b=1=b=1

A fungdo f(X)=x2+ax+1 possui apenas uma raiz real, pois o grafico tangencia o

gixo x, assim: A=0=a?-4.11=0=a?-4=0=a=2o0ua=-2

b) Se a+b=1, tem-se que b=1-a, entdo: f(x)=x2+ax+1-a, sem perda de

generalidade, tomando a = 0 e a = 1. f(X)=x2+1e f,(X)=X2+X, cujas

intersecOes sdo obtidas por:

f,(x)=f,(x)=>x2+1=x2+x=>x=1e f,(1)=f,(1) =2, ou seja, 0 ponto comum

& (1,2)

Comentérios: O item a € considerado mais facil do que o item b, pois apesar de ambos

apresentarem as constantes a e b, o item a fornece um ponto do grafico que ja permite a

obtenc¢éo do valor de b. Contudo, a necessidade da utilizacdo do discriminante da fungdo nem

sempre € recordado pelos alunos. Ja no item b, a utilizagdo de um valor qualquer para uma

constante, sem perda de generalidade, ndo é algo comumente abordado no Ensino Médio, 0

que deve caracterizar baixo indice de acerto nessa quest&o.
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Q.7

Conteudos Funcdo logaritmica e funcdo composta
Comando Obter valor da variavel independente
Dados Férmula

A altura (em metros) de um arbusto em uma dada fase de seu desenvolvimento pode

ser expressa pela fungéo h(t) = 0,5 +logs(t +1), onde o tempo t>0 é dado em anos.

a) Qual é o tempo necessario para que a altura aumente de 0,5 m para 1,5 m?

b) Suponha que outro arbusto, nessa mesma fase de desenvolvimento, tem sua altura

expressa pela fungdo composta g(t) = h(3t+2). Verifique que a diferenca g(t)—h(t) €

uma constante, isto €, ndo depende de t.

RESOLUCAO

a) h(t)=0,5=0,5+logz(t+1) =0,5=logz(t+1)=0=t=0

h(t)=15=05+logz(t+1) =15=t=2

O tempo necessario € 2 anos.

b) g(t)=h(3t+2)=0,5+log(3t+2+1) =0,5+log(3t +3), entdo

g(t) —h(t) = 0,5 +1log3 (3t +3) —[0,5 +logs(t + 1] = logz[3(t + 1)] - loga (t + 1) = logs "

g(t) —h(t) =logs 3 =1, ou seja, € uma constante

3(t+1):>
+1

Comentarios: Para analisar o tempo necessario para que a altura do arbusto aumente de 0,5 m

para 1,5m é necessario que sejam calculados o instante de cada uma das alturas. No entanto,

como a altura 0,5 m ocorre no tempo t = 0, o fato de ndo ser calculado, ndo impede o aluno de

encontrar o tempo correto, mesmo ndo fazendo todos os calculos. No item b, apesar da

aplicacdo da funcdo composta ser elementar, o fato de ser necessario utilizar propriedades

operatorias dos logaritmos pode ser um fator dificultador.
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Conteudos Funcdo afim, grafico

Comando Construir grafico

Dados Valores das variaveis dependente e independente

O consumo mensal de &gua nas residéncias de uma pequena cidade é cobrado como se
descreve a seguir. Para um consumo mensal de até 10 metros cubicos, o preco € fixo e igual a
20 reais. Para um consumo superior, o preco é de 20 reais acrescidos de 4 reais por metro

cubico consumido acima dos 10 metros cubicos. Considere c(x) a fung¢do que associa o gasto

mensal com 0 consumo de x metros cubicos de agua.

a) Esboce o grafico da funcdo c(x) no plano cartesiano para x entre 0 e 30.

G \ ; ;

& ! [ 1 ! 1 !
00 bemmmemam q'. -------- A ——— R :- -------- A .;.----
] e e AR R
oY — - HE— S— — - T
70 fomeeeees e
1) S— S— R S— R L -
0 frrrmrrrrn e
40 femmrenen beoeenees §rm - e prememnes fremnmees heeen
Y1) — r ........ 4 ......... ......... ........ 1 ......... .....

: ’ ! ! ! X

) 5 10 15 20 25 an

b) Para um consumo mensal de 4 metros cubicos de agua, qual € o preco efetivamente

pago por metro cubico? E para um consumo mensal de 25 metros cubicos?
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RESOLUCAO
a) A funcdo c(x) é dada por:
20,se 0<x<10
c(x)=

, cujo grafico é:
20+4(x—-10), se x>10

A

, desse modo, tem-se:

b) O preco unitério € dado por ¢x)
X

o(4) _20

X=4= I:5 reais por ms3

_, ©(25) _ 20+4(25-10) _80
25 25 25

x=25 = 3,20 reais por m?3

| &

Comentarios: Entre as questdes da Unesp e Unicamp ja analisadas, trata-se da primeira em

que é necessario fazer uma conversdo da funcdo na linguagem natural para a linguagem

algébrica ou grafica. Além disso, é a primeira questdo que solicita que se faca o esboco do

grafico. Acredita-se que seja mais dificil obter a segunda sentenca da formula da funcéo, por

ter que considerar que o valor de 4 reais seja cobrado para (x — 10) litros.
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Conteudos Funcéo exponencial, logaritmo

Comando Determinar valor da varidvel independente

Dados Férmula da funcéo

Uma barra cilindrica é aquecida a uma temperatura de 740°C. Em seguida, € exposta a

uma corrente de ar a 40°C. Sabe-se que a temperatura no centro do cilindro varia de acordo

com a funcéo

T(1) =(Ty-Tar ) x20112 + Ty

sendo t o tempo em minutos, T, a temperatura inicial e T,z a temperatura do ar. Com

essa funcdo, concluimos que o tempo requerido para que a temperatura no centro atinja 140°C

é dado pela seguinte expressdo, com o log na base 10:

a) 12[log(7)—1] minutos.

b) 12[1-log(7)| minutos.

C) 12log(7) minutos.

d) [1-log(7)]/12 minutos.

RESOLUCAO: Alternativa correta: C

T(1) = (To- Tag ) x10722 + Tpg

100

140 = (740 — 40)x 1012 4 40 = 00" 107112 — Jog107 112 = og71

—t
= —=-log7 = t=12log7
12 g g

Comentarios: Trata-se de uma questdo frequente em livros didaticos, em que se solicita o

valor da variavel independente de uma funcdo exponencial, necessitando assim, do uso do

logaritmo. No entanto, essa aplicacdo é precedida da necessidade de substituir dados do

enunciado na férmula da questdo, que é fornecida a partir de algumas constantes. Desse

modo, a interpretacdo dos dados € necessaria.
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Conteudos Funcdo afim

Comando Obter formula a partir de dados da tabela

Dados Valores das variaveis dependente e independente

A numeracdo dos calgcados obedece a padrdes distintos, conforme o pais. No Brasil,
essa numeracao varia de um em um, e vai de 33 a 45, para adultos. Nos Estados Unidos a

numeracao varia de meio em meio, e vai de 3,5 a 14 para homens e de 5 a 15,5 para mulheres.

a) Considere a tabela abaixo.

Numeracéo brasileira (t) Comprimento do cal¢ado (x)
35 23,8 cm
42 27,3cm

Suponha que as grandezas estdo relacionadas por funcgdes afins t(x) = ax + b para a
numeracéo brasileira e x(t) = ct + d para o comprimento do calgado. Encontre os valores dos
parametros a e b da expressdo que permite obter a numeracdo dos calcados brasileiros em
termos do comprimento, ou os valores dos parametros ¢ e d da expressao que fornece o

comprimento em termos da numeragéo.

b) A numeracdo dos calcados femininos nos Estados Unidos pode ser estabelecida de
maneira aproximada pela funcdo real f definida por f(x) = 5(x — 20) / 3, em que X é 0
comprimento do calcado em cm. Sabendo que a numeracdo dos calcados nx forma uma
progressdo aritmética de razdo 0,5 e primeiro termo n; = 5, em que ng = f (ck), com k natural,

calcule o comprimento cs.
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RESOLUCAO

a) Sejat(x) = ax+b, da tabela, tem-se:

35=23,8a+b
= 3ba=7= a=2eb=35-47,6=>b=-12,6
42 =27,3a+b
Desse modo, t(x) =2x — 12,6
E, ainda, seja x(t) = ct + d, da tabela, tem-se:
{23, 8=35c+d

= 7¢=35=> c=1 ed=27,3-21=d=6,3
27,3=42c+d 2

Desse modo, x(t) = x/2+6,3

b) Da progressdo aritmética, tem-se que: n, = 5+%-4 =7=f(c)=n=7

, tem-se

Desse modo, como f(x) = @

5(c, —20) 121

f(c) = 7=5¢,-100=21= ¢; = === 24,2

Comentarios: O item a solicita a obtencdo das formulas de duas funcbes inversas a partir dos
pares ordenados que constam em uma tabela. Contudo, pelo fato de ndo ter sido citado que
sdo funcgdes inversas, acredita-se que muitos alunos nem se atentardo a isso. No item b, a

necessidade da resolucdo da P.A antes da funcdo pode ser um fator dificultador.
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Conteudos Gréfico, tabela, funco linear
Comando Determinar valor da variavel dependente, identificar dados no grafico
Dados Gréfico e tabela

Em 14 de outubro de 2012, Felix Baumgartner quebrou o recorde de velocidade em
queda livre. O salto foi monitorado oficialmente e os valores obtidos estdo expressos de modo
aproximado na tabela e no grafico abaixo.

a) Supondo que a velocidade continuasse variando de acordo com os dados da tabela,
encontre o valor da velocidade, em km/h, no 30° segundo.

Tempo (segundos) 0 1 2 3 4
Velocidade (km/h) 0 35 70 105 140

b) Com base no gréfico, determine o valor aproximado da velocidade méxima atingida
e 0 tempo, em segundos, em que Felix superou a velocidade do som. Considere a velocidade
do som igual a 1.100 km/h.

WV (kmfh)

1400+

1200

1000

800

..".3{? LN I A
e EEmEEEN SuEERRELl
a G0 120 180 240 300 380 420 400 540
RESOLUCAO
a) Trata-se de uma fungéo linear f: N->N tal que f(x)=35x. Desse modo, no 30°
segundo, tem-se: f(30) = 1050 km/h.

b) Do grafico, tem-se que a velocidade maxima foi um pouco maior do que 1300

&
s (=]
R AL

=
-

km/h e que a velocidade do som foi superada em torno de 45 s.
Comentarios: Novamente é apresentado uma tabela para se obter a formula da funcdo. No
entanto, esse item pressupfe a identificagdo de uma funcdo linear. O item b refere-se a
simples interpretacdo de grafico, contudo, ao aplicar essa questdo a um grupo de alunos
(anteriormente a dissertacdo) a autora percebeu que muitos tentaram utilizar de formulas da

Fisica para resolvé-la, considerando-a de dificil resolucéo.
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Conteudos Funcéo exponencial, logaritmo
Comando Obter valor da variavel independente
Dados Férmula

A superficie de um reservatério de dgua para abastecimento publico tem 320.000 m?
de area, formato retangular e um dos seus lados mede o dobro do outro. Essa superficie é
representada pela regido hachurada na ilustracdo abaixo. De acordo com o Codigo Florestal, é
necessario manter ao redor do reservatério uma faixa de terra livre, denominada Area de
Protecdo Permanente (APP), como ilustra a figura abaixo. Essa faixa deve ter largura
constante e igual a 100 m, medidos a partir da borda do reservatério.

4 )

o /

a) Calcule a area da faixa de terra denominada APP nesse caso. (ndo se aplica ao tema

funces)
b) Suponha que a &gua do reservatorio diminui de acordo com a expressao
V(t)=V, 27, em que V, € o volume inicial e t é o tempo decorrido em meses. Qual é o tempo

necessario para que o volume se reduza a 10% do volume inicial? Utilize, se necessario,
Ioglo 2 =~ 0,30

RESOLUCAO

a) (Na&o se aplica ao tema funces)

b) Deve-se obter V(t) = %VO , OU seja,

%vo =Vp2t=2t= % —1log2t =log107! = tlog2 =logl0 = t = ~ — ~ 3,3meses

1
log2 0,3

Comentérios: Refere-se a uma aplicacdo classica dos logaritmos na resolu¢do de funcéo

exponencial a partir do valor da varidvel dependente. Necessita da aplicacdo direta da

definicéo de logaritmo.
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Conteudos Funcdo logaritmica, grafico

Comando Identificar formula da funcéo

Dados Grafico

Hemécias de um animal foram colocadas em meio de cultura em varios frascos com
diferentes concentracdes das substancias A e B, marcadas com isotopo de hidrogénio. Dessa

forma os pesquisadores puderam acompanhar a entrada dessas substancias nas hemacias,

como mostra o gréfico apresentado a seguir

4q

P

Velocidade de transporte

1 1.5 2 25
Concentracao no meio extracelular {mgmil)

Seja x a concentracdo de substancia B no meio extracelular e y a velocidade de
transporte. Observando-se o formato da curva B e os valores de x e y em determinados
pontos, podemos concluir que a funcdo que melhor relaciona essas duas grandezas é

4 +log, (x
a) y- 292( )

b) y=1-log,(x+2)

_§ 92X
C)y—3(1 277)

d) y=3-1
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RESOLUCAO: Alternativa correta: C

A partir do gréafico, obtém-se os pares coordenados: (0, 0), (1, 2) e (2; 2,5).

No item A, o ponto (0,0) ndo satisfaz as condi¢des de existéncia do logaritmo.

O ponto (0,0) também ndo satisfaz a férmula do item B.

No item D, é o ponto (2; 2,5) que ndo satisfaz a formula.

J& a formula do item C satisfaz os trés pontos identificados no gréafico.
Comentarios: Diferentemente de outras questdes do mesmo tipo, nessa questdo ndo bastava
apenas um conhecimento dos comportamentos classicos das funcGes exponencial e
logaritmica. Contudo, ap6s identificados os trés pontos citados, a resolucdo torna-se possivel
a partir da anélise das alternativas.
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Conteudos Funcdo modular, grafico

Comando Determinar coeficiente da funcao

Dados Férmula da funcéo e grafico

Considere a fungéo f(x) = 2x+|x+p|, definida para x real.

fix)

3

E

X
-1 0 1 2 3

a) A figura acima mostra o grafico de f(x) para um valor especifico de p. Determine

esse valor.

b) Supondo, agora, que p = —3, determine os valores de x que satisfazem a equacgéo
f(x) = 12.

RESOLUCAO

2X+X+p, Se x> —p

,0U seja,
2X—X—p,Se x<—p

a) Da definicdo de médulo, tem-se: f(x) ={
f(x) = {3X+p’ SEX="P Desse modo, para x =1, tem-se: 3.1+ p=1-p=p=-1.
X—p, Se xX<—p

3x—-3,sex >3

e, assim:
X+3,se x<3

b) Parap =-3, tem-se: f(x) ={

Se x>3=3x-3=12=x=5
Se x<3=x+3=12=x=9(ndo convém, pois x<3), logo, x = 5.

Comentarios: Funcdo modular composta ndo costuma ser muito trabalhada no Ensino Médio,

por isso acredita-se que essa questdo seja considerada dificil pelos alunos.
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Q.15

Conteudos Funcdo exponencial, logaritmo, grafico
Comando Esbocar grafico, obter valor de constantes da formula
Dados Foérmula e tabela

Uma bateria perde permanentemente sua capacidade ao longo dos anos. Essa perda

varia de acordo com a temperatura de operacdo e armazenamento da bateria. A funcdo que

fornece o percentual de perda anual de capacidade de uma bateria, de acordo com a

temperatura de armazenamento, T (em °C), tem a forma

P(T)=a.10"" ,

em que a e b sdo constantes reais positivas. A tabela abaixo fornece, para duas

temperaturas especificas, o percentual de perda de uma determinada bateria de ions de Litio.

Temperatura (°C)

Perda anual de capacidade (%)

0

1,6

55

20,0

Com base na expressao de P(T) e nos dados da tabela,

a) esboce, abaixo, a curva que representa a funcao P(T), exibindo o percentual exato
paraT=0e T =55;

b) determine as constantes a e b para a bateria em questdo. Se necessario, use

10915(2) = 0,30 l0g;(3) = 0,48 e 10g15(5) = 0,70 _

P(T)
L

20

40

a0

20

10

¥
-

0 10

30 40 50 &0 TO
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RESOLUCAO
a) A funcdo é do tipo P(T)=a.10°", com a e b positivos. Logo, trata-se de uma

curva exponencial crescente e que passa pelos pontos (0; 1,6) e (55, 20), cujo
esboco é:

PT)

50

b) Substituindo os pares coordenados na funcio P(T) =a.10"", obtém-se:
1,6=al10""=a=16¢e

20=1,6.10"% =10>" =%:55b= |og100—|og8:>55b=2—o,9:>b=;’—51=5—10

As constantes sdo a = 1,6 e b = 1/50.
Comentarios: Para o esbo¢co do grafico € necessario conhecer o comportamento de uma
funcdo exponencial crescente. No item b, é necessario utilizar os pares de pontos conhecidos

para determinar as constantes da formula, utilizando-se, para isso, a defini¢do de logaritmo.
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Conteudos Funcdo exponencial, grafico
Comando Identificar formula a partir de gréafico
Dados Grafico
Em uma Xxicara que ja contém certa . M(t)
quantidade de acUcar, despeja-se café. A
curva a seguir representa a funcdo 12 N
exponencial M(t), que fornece a quantidade s \\"‘\.
de aclcar ndo dissolvido (em gramas), t 4 \\\
minutos apés o café ser despejado. Pelo
grafico, podemos concluir que 0 0 50 100 150 ED[}L

t
a) M(t) = 27,

t
b) M(t)=2" 5.

C) M(t)=2" 59,

t

d) M(t) = 2”150,

RESOLUCAO: Alternativa correta: A
Seja M (t) =2"*" tem-se que M(0) = 16 e M(150) = 4, ou seja:
M(0)=16=2*""=16=2"=16=b=4
M(150) =4 = 2*""" =4 =150a=-2=a= —7i5

Desse modo, M (t) = Zf%u4 = 247%
Comentarios: Esta questdo diferencia-se um pouco do tipo de abordagem das questdes de
funcdo exponencial que envolvem grafico que sdo mais abordadas no Ensino Médio. Em
geral, é apresentada a estrutura da formula para que, a partir de coordenadas de pontos

conhecidos, sejam obtidos os valores das constantes presentes na formula. Contudo, como as

2at+b

alternativas fornecem uma mesma estrutura do tipo M (t) = , a resolucdo torna-se similar

a essas outras questoes.
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Ano-Calendario 2010 | Ano-Vestibular 2011 | 22 fase —Unicamp | Q.17
Conteudos Funcdo quadrética

Comando Determinar coeficientes de funcéo quadratica

Dados Tabela com trés pares coordenados

Uma grande preocupagdo atual é a poluicdo, particularmente aquela emitida pelo
crescente nimero de veiculos automotores circulando no planeta. Ao funcionar, o motor de
um carro queima combustivel, gerando CO, além de outros gases e residuos poluentes.

a) Considere um carro que, trafegando a uma determinada velocidade constante,
emite 2,7 kg de CO, a cada litro de combustivel que consome. Nesse caso,
quantos quilogramas de CO, ele emitiu em uma viagem de 378 km, sabendo que
fez 13,5 km por litro de gasolina nesse percurso?

b) A quantidade de CO; produzida por quilébmetro percorrido depende da velocidade
do carro. Suponha que, para o carro em questdo, a funcdo c(v) que fornece a
quantidade de CO,, em g/km, com relacdo a velocidade v, para velocidades entre
20 e 40 km/h, seja dada por um polinbmio do segundo grau. Determine esse

polindbmio com base nos dados da tabela abaixo.

Velocidade (km/h) Emissdo de CO; (g/km)
20 400
30 250
40 200
RESOLUCAO

a) N&o corresponde ao tema funcéo.
b) C(v) é um polindmio de 2° grau, logo: c(v) =av2+bv+c.
Substituindo os pares coordenados da tabela, tem-se:

400=4a.202+hb.20+c 400a+20b+c =400 1
250=a.302+h.30+¢c =:900a+30b+c =250 |, a=§, b =-40, c=1000
200=a.402+h.40+c 1600a +40b+c =200

2
Ou seja, a funcdo solicitada € c(v) = VE_ 40v+1000

Comentarios: O item b desta questdo traz uma abordagem classica de determinar 0s
coeficientes da formula da funcdo quadratica a partir de pares de pontos que, no caso, foram

determinados a partir da tabela.
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Ano-Calendario 2010 | Ano-Vestibular 2011 22 fase — Unicamp | Q.18
Contetdos Funcéo afim, funcédo inversa

Comando Determinar formula de funcéo e valor de fungéo

Dados Férmula de fungéo

Uma placa retangular de madeira, com dimensdes 10 x 20 cm, deve ser recortada
conforme mostra a figura abaixo. Depois de efetuado o recorte, as coordenadas do centro de

gravidade da placa (em funcéo da medida w) serdo dadas por

400 - 15w 400 +(w —20)°
%o W)= g0 2w YW= g ow

em que Xcg € a coordenada horizontal e ycg € a coordenada vertical do centro de

gravidade, tomando o canto inferior esquerdo como a origem.

oy

20

10

a) Defina A(w), a funcdo que fornece a area da placa recortada em relacdo a w.
Determine as coordenadas do centro de gravidade quando A(w) = 150 cm?.
b) Determine uma expressao geral para w(Xcg), a funcdo que fornece a dimensdo w em

relacdo & coordenada Xcg, € calcule ycg quando Xcg = 7/2 cm.
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RESOLUCAO
a) Avrea total do retangulo 20 . 10 = 200 cmz2. Area do retangulo retirado 5w.
Logo, A(w) =200 — 5w.
Para A(w) = 150, tem-se: 5w =200 — 150 - w = 10.
Desse modo, tem-se:

400-150 250 25

==——=""ey(10)

oo (10) = _ 400+(10-20) 400+100 25
VT 80-20 60 6 - - -

80-20 60 3

400 -15w

b) Tem-se que x.(w)= 802w

, OU Seja,
400 - 80X

X6 (80 —2w) = 400 - 15w = (15— 2X )W = 400 — 80X = W(Xg) =
15— 2%

7

7 400_80(2) 400-280 120
Se X =5 entdo w(—j: =— " -"""-15 e, assim,

15_2(7] 15-7 8

2

400 +(15-20)° 400+25 17
15 = = = —
Yeo (15) 80-2.15 50 2

Comentérios: Para a resolucdo do item a € necessario que o aluno utilize o conceito
elementar de area de retangulo. No entanto, o fato de ter sido fornecido o valor da variavel
dependente para que, dela se obtenha o valor da variavel independente, costuma ser um fator
dificultador. O item b demanda uma construcdo mais elaborada, pois é necessaria a obtencao
da férmula da funcdo inversa da funcdo fornecida e, além disso, determinar valores a partir da

férmula obtida.
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Ano-Calendario

2010 | Ano-Vestibular 2011 | 23 fase—Unicamp | Q.19
Conteudos Pontos fixo, gréafico
Comando Determinar pontos fixos e construir gréfico
Dados

Formula de fungdo, conceito de ponto fixo

Define-se como ponto fixo de uma funcdo f o nimero real x tal que f(x) = x. Seja dada

a funcéo

a) Calcule os pontos fixos de f(x).

b) Na regido quadriculada abaixo, represente o gréafico da funcéo f(x) e o grafico de

g(x) = X, indicando explicitamente os pontos calculados no item (a).
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RESOLUCAO
a) Tem-se que

f(x)=xc;+1=x:>x—1= 2
( 1) 2x +1
x+E

Entéo, os pontos fixos sdox=-1e x = g

:>2x2—x—3=0:>x=—1oux=g

b) Os graficos de f(x) e g(x), cujos pontos fixos estdo assinalados, sdo:

6 T T T T T T T T

- ! A A e A L A A
4-35-3-25-2-15-1050051 15

Comentarios: A abordagem do item a é essencialmente algébrica, envolvendo conceitos

simples do trabalho com fracdes algébricas. Contudo, o trabalho com fracdes algébricas

costuma gerar erros pois alguns alunos costumam se perder no processo de solucdo. No

entanto, o processo de construcdo do grafico do item b é mais elaborado e, além dos pontos

fixos, a percepcdo de que se trata de uma hipérbole, bem como a necessidade de

conhecimento acerca das assintotas ndo costuma ser amplamente trabalho durante o Ensino

Médio.
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Ano-Calendario

2010 | Ano-Vestibular

2011

22 fase — Unicamp

Q.20

Conteudos Funcéo exponencial, logaritmo
Comando Determinar coeficientes de funcdo trigonométrica composta
Dados Gréfico

Para certo modelo de computadores produzidos por uma empresa, o0 percentual dos

processadores que apresentam falhas apds T anos de uso é dado pela seguinte funcao:

P(T)=100(1—27°'")

a) Em quanto tempo 75% dos processadores de um lote desse modelo de

computadores terdo apresentado falhas?

b) Os novos computadores dessa empresa vém com um processador menos

suscetivel a falhas. Para o modelo mais recente, embora o percentual de

processadores que apresentam falhas também seja dado por uma funcédo na forma

Q(T):loo(l— 2°T), o percentual de processadores defeituosos apds 10 anos de

uso equivale a 1/4 do valor observado, nesse mesmo periodo, para 0 modelo

antigo (ou seja, o valor obtido empregando-se a funcdo P(T) acima). Determine,

nesse caso, 0 valor da constante c. Se necessario, utilize log, 7 = 2,81.

RESOLUCAO

a) Tem-se que

P(M)=75=100(1-2"")=75=2"%"=0,25=2""" =27 =T=20

b) Q(L0) = % P@0) = 100(1—2°°¢) = 190 _ p-o110y _, groc _ T

0
4

8

= 216 =7=10C +3=log, 7 =10C = 2,81-3=C =-0,019

Comentarios: No item a é preciso resolver uma equacao exponencial simples. No entanto, é

preciso que o aluno fique atento que o valor de T na férmula j& estd em percentual, deste

modo, deve-se igualar a 75 e ndo a 0,75. Contudo, o item b amplia o nivel de dificuldade

comparando dados das duas fungdes e, ainda, necessitando de logaritmo para a resolucdo, o

que torna a resolucdo mais complexa.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular

2010 12 fase — Unicamp

Q.21

Funcéo de grandezas inversamente proporcionais, grafico de setores,

Conteados porcentagem
Comando Determinar formula da funcédo
Dados Tabela e Grafico de Setores

As mensalidades dos planos de salde sao
estabelecidas por faixa etaria. A tabela a seguir
fornece os valores das mensalidades do plano
"Geracdo Saude". Sabendo que o salario minimo
nacional vale, hoje, R$ 465,00, responda as

perguntas a seguir.

Faixa Etaria Mensalidade(R$)
Até 15 anos 120,00
de 16 a 30 anos 180,00
de 31 a 45 anos 260,00
de 46 a 60 anos 372,00
61 anos ou mais 558,00

a) O grafico em formato de pizza a seguir mostra o

comprometimento do rendimento mensal de uma pessoa que
recebe 8 salarios minimos por més e aderiu ao plano de salde
"Geracao Saude". Em cada fatia do gréafico, estdo indicados o

item referente ao gasto e o angulo correspondente, em graus.

Determine a que faixa etaria pertence essa pessoa.

b) O comprometimento do rendimento mensal 100

de uma pessoa com o plano de saude "Gera¢do Saude"

varia de acordo com o salario que ela recebe.

Suponha que x seja a quantidade de salérios
minimos recebida mensalmente por uma pessoa que
tem 56 anos, e que C(x) seja a funcdo que fornece o 20
comprometimento salarial, em porcentagem, com o

plano de salde. Note que x ndo precisa ser um numero

Transporte

Habitagao

Alimentacaos

Plano

40° 35°

de salde

Impostos

720

80
80
70
60
50
40
30

comprometimento (%)

2

3 £

% (salarios minimos)

inteiro. Determine a expressdao de C(X) para x > 1, e trace a curva correspondente a essa

funcdo no gréafico a seguir.
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RESOLUCAO
a) Oito salarios minimos correspondem a 465 x 8 = R$ 3720,00.
Se 0 angulo do setor correspondente ao gasto com o plano de saude € de 54°, tem-se:

54°
360°

mais.

-3720=0,15.3720 =558 reais, ou seja, a pessoa pertence a faixa etaria de 61 anos ou

b) A mensalidade do plano de salde para essa idade custa R$ 372,00.
Se a pessoa ganha 1 salario minimo, o percentual destinado a mensalidade do plano de

saude é %2100:80% . No caso de um saldrio de x salarios minimos, o percentual

destinado a mensalidade do plano de satde é C(x) = @, cujo grafico é:
X

100

Ao

com prometimento (%)

1 2 = 4

H {salirins-minimn-s]

Comentarios: O item a ndo se refere diretamente ao conceito de funcédo tal como € o objetivo
do trabalho, mas foi abordado aqui por tratar de grafico de setores. O item b aborda grandezas
inversamente proporcionais e seu grafico, hipérbole, que costuma ser pouco abordado durante

0 Ensino Médio.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2010 2% fase — Unicamp | Q.22

Conteudos Funcdo quadrética
Comando Obter abscissa do vértice da parabola
Dados Tabela, formula

Uma empresa fabricante de aparelhos que tocam mdusicas no formato MP3 efetuou

um levantamento das vendas dos modelos que ela produz.

Um resumo do levantamento ¢é apresentado na tabela a seguir.

a)

b)

Preco Aparelhos vendidos
Modelo .
(R$) (milhares)
A 150 78
B 180 70
C 250 52
D 320 36

Em face dos 6timos resultados obtidos nas vendas, a empresa resolveu sortear um
prémio entre seus clientes. Cada proprietario de um aparelho da empresa recebera
um cupom para cada R$ 100,00 gastos na compra, ndo sendo possivel receber
uma fracdo de cupom. Supondo que cada proprietario adquiriu apenas um
aparelho e que todos os proprietarios resgataram seus cupons, calcule o nimero
total de cupons e a probabilidade de que o prémio seja entregue a alguma pessoa
que tenha adquirido um aparelho com preco superior a R$ 300,00.

A empresa pretende langcar um novo modelo de aparelho. Apds uma pesquisa de
mercado, ela descobriu que o nimero de aparelhos a serem vendidos anualmente e
0 preco do novo modelo estdo relacionados pela funcdo n(p) = 115 — 0,25p, em
que n é o nimero de aparelhos (em milhares) e p € o preco de cada aparelho (em
reais). Determine o valor de p que maximiza a receita bruta da empresa com o

novo modelo, que é dada por n x p.
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RESOLUCAO
a) A partir dos dados, tem-se a nova tabela.

Modelo Preco Aparelhos vendidos Cupons por Total de
(R$) (milhares) comprador Cupons

A 150 78 1 78 000

B 180 70 1 70000

C 250 52 2 104 000

D 320 36 3 108 000
360 000

Desse modo, a probabilidade que o prémio seja para alguém que comprou 0 modelo D
(preco superior a R$ 300,00) é:

p_ 108000 23330%
360000 10

b) A receita é R(p)=(115-0,25p)p = R(p) =-0,25p?>+115p, cujo grafico é uma
pardbola com concavidade para baixo. Desse modo, o valor que maximiza a receita é a
abscissa do vértice da parabola.

115 115
2(-0,25) 0,5

X, =— =230, ou seja, R$ 230,00.

Comentarios: O item a ndo contempla o conceito de fungdo. A dificuldade que alguns alunos
costumam relatar a respeito da resolucdo de exercicios do tipo do item b esta no conceito de
receita. No entanto, como esta questdo conceitua receita, isso ndo deve ser um fator

dificultador.
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Ano-Calendario

2009 | Ano-Vestibular 2010

2% fase — Unicamp

Q.23

Conteudos Funcdo impar, fungdo periddica, gréfico
Comando Determinar coeficientes de funcdo trigonométrica composta
Dados Gréfico, formula

Suponha que f: R—R seja uma fungdo impar (isto ¢, f(—x) = —f(x)) e periddica, com

periodo 10 (isto &, f(x) = f(x+10)). O gréafico da funcdo no intervalo [0, 5] é apresentado a

sequir.

a) Complete o gréfico, mostrando a funcdo no intervalo [-10, 10], e calcule o valor de

£(99).

b) Dadas as fungdes g(y) = y?2 — 4y e h(x) = g(f(x)), calcule h(3) e determine a

expressao de h(x) para 2,5 <x <5.

-10. 5
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RESOLUCAO
a) Como a funcéo é impar, o grafico possui simetria em relacdo a origem. Desse modo,

tem-se o gréafico.

fix) i

= W

-10 5 5 1

V

-3

Como a fungdo tem periodo 10, tem-se que f(99) = f(9). Utilizando-se o intervalo
[7,5; 10], tem-se a funcgdo f(x) = 2x — 20, de modo que f(9) = -2 = f(99).
Ou seja, f(99) = - 2.

b) No intervalo de [2,5; 5] a funcdo € f(x) = —-2x + 10, ou seja, f(3) = 4.

Desse modo, h(3) = g(f(3)) =9(4)=16-16=0

E, ainda, h(x) = g(f(x)) = g(-2x + 10) = (-2x + 10)? — 4(—2x + 10), ou seja,

h(x) = 4x2— 32x + 60, para 2,5 <x <5.
Comentérios: Os conceitos de paridade e periodicidade de funcdo costumam ser pouco
enfatizados durante o Ensino Médio. Deste modo, o item a ndo parece tdo elementar.
Acredita-se que alguns alunos copiariam o trecho compreendido entre [0, 5] nos demais
intervalos, sem levar em consideracdo o fato da funcdo f ser impar. Em relacdo ao item b,
apesar de ser de resolucdo mais complexa, o fato do intervalo solicitado estar explicito no
gréfico, a solicitacdo de h(3) costuma ter um indice maior de acerto. Isso ndo costuma ocorrer
também com a segunda solicitagdo do item b, pois o processo de obtencdo da formula da

funcdo composta costuma ser mais complexo.
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Ano-Calendario

2009 | Ano-Vestibular 2010 22 fase — Unicamp

Q.24

Conteudos Funcéo exponencial, logaritmo
Comando Representar gréfico, resolver sistema de equacdes
Dados Formulas de fungdes exponenciais

Sejam dadas as fungdes f(x)= % e g(x)=4".

a) Represente a curva y = f(x) no grafico a seguir, em que o eixo vertical fornece

log, y.
b) Determine os valores de y e z que resolvem o sistema de equacdes

{ f(z) = a(y)
f(y)/9(z) =1

Dica: converta o sistema acima em um sistema linear equivalente.

<V
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RESOLUCAO

a) Se y = f(x), entéo,

log, y =log,[ f (x)]=log, y =log, (%): log, y =log, 8-log, 4% — log, y =3-4x

Desse modo, o gréfico é a curva representada abaixo.

log,(y) &
10

E

[3

[=]

]

[
=y

K]

-10)

b) O sistema { i) =9ly) pode ser escrito como:
fly)/do(z)=1

% _ 4 |log,8-log, 4% =log, 4" (3-4z=2y

z

4 1 1
8 = ) = >y=-ez==
ey . log, 8-log, 4% =log, 4* |3-4y=2z 2 2
4

Comentéarios: Apesar de ter uma solicitacdo simples, acredita-se que os alunos sentem
dificuldade em interpretar o comando do item a, pois a lineariza¢do de func¢des logaritmicas
ndo é comumente abordada no Ensino Médio. No entanto, acredita-se que o comando do item
b seja mais familiar aos alunos, apesar de que a necessidade de utilizar propriedades
logaritmicas e ainda resolver o sistema de equacdes nas incognitas y e z ndo torne a questdo

facil.
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3.2.1 Anélise grafica do vestibular da Unicamp
Para resumir os dados obtidos com a analise das paginas anteriores, os graficos abaixo

ilustram os temas de maior ocorréncia nas provas da Unicamp entre os anos de 2009 e 2014,

bem como a caracteristica predominante da abordagem de funcéo: gréfico, formula ou tabela.

Gréfico 3: Unicamp — Tipos de fun¢des mais abordadas — quantidade e porcentagem

Tipos de funcoes

Funcdo exponencial

M Funcdo polinomial (afim/
guadratica)

= Fungao composta

B Fungdo logaritmica

M outros: modular, reciproca

Como no caso do Unesp, pode-se perceber através do Grafico 3, que hd uma
predominancia de funcdes exponenciais nesse vestibular. Desse modo, ressalta-se que devido
a grande ocorréncia de dois dos mais prestigiosos vestibulares do estado de S&o Paulo, tal
topico deva merecer uma atencao especial por parte dos professores e coordenadores.

Neste vestibular percebe-se uma variedade maior de tipos de fungdes que séo
exploradas. Em particular, ndo ha tanta atencdo as funcGes trigonométricas, mas as funcbes
polinomiais sdo também bastante exploradas, bem como a composicdo de funcbes. Fungoes
modulares e reciprocas sdo exemplos de funcbes exploradas que muitas vezes ndo séo

cobradas ou ensinadas no ensino médio.
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Gréfico 4: Unicamp — Abordagem predominante das questes — quantidade e porcentagem

Abordagem predominante: grafico, formula
ou tabela

B Férmula
H Grafico
M Tabela

M graf/férm/tabela

Diferentemente do vestibular da Unesp, através do Grafico 4, pode-se perceber que o
vestibular da Unicamp priorizou a utilizacdo de férmulas, abordando o tratamento algebrico
de modo preponderante em relacdo ao grafico. Entretanto, vale destacar que muitas dessas
formulas sdo fornecidas ou pelo menos alguma dica € dada na questdo. Contudo, a prova é
relativamente equilibrada visto que ha também uma boa cobranca de gréficos, tabelas e a

unido de gréficos, formulas e tabelas.
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2.3 Analise de questdes do vestibular da Fuvest

Ano-Calendario 2014 Ano-Vestibular | 2015 12 fase — Fuvest Q.1
Conteados Funcdo quadrética

Comando Obter formula para obter valor da variavel independente

Dados Grafico

A trajetoria de um projétil, lancado da beira de um
penhasco sobre um terreno plano e horizontal, é parte de uma

parabola com eixo de simetria vertical, como ilustrado na

e

figura. O ponto P sobre o terreno, pé da perpendicular tracada a ?
T g

partir do ponto ocupado pelo projétil, percorre 30 m desde o

instante do langamento até o instante em que o projétil atinge o
solo. A altura maxima do projétil, de 200 m acima do terreno, é

atingida no instante em que a distancia percorrida por P, a

partir do instante do lancamento, é de 10 m. Quantos metros
acima do terreno estava o projétil quando foi lancado?

a) 60
b) 90
c) 120
d) 150

e) 180
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RESOLUCAO: Alternativa Correta: D

Tragando os eixos conforme figura, tem-se:

200 |-z

Terrenc

-10

De acordo com a figura, uma das raizes é 30 e o vértice € (10, 200). Desse modo, a

outra raiz é -10.

Sendo assim, a formula da funcdo é do tipo: y = a(x — 30)(x + 10) e, substituindo as
coordenadas do vértice, tem-se: 200 = a.(-20).20 > a =-1/2.

A altura do langamento é f(0) - f(0) =-1/2(0-30)(0 + 10 ) = 150

Comentarios: A questdo apresenta o grafico da funcdo quadratica, ndo associada aos eixos
coordenados. Deste modo, o aluno precisa, primeiramente, associd-la aos eixos coordenados
para, obtendo a formula da funcdo, calcular a altura do lancamento. Além disso, é preciso que
0 aluno recorde-se do eixo de simetria da pardbola para que possa ter pares de pontos
suficientes para obter a formula. Acredita-se que ndo seja uma questédo facil.
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Ano-Calendario 2014 | Ano-Vestibular 2015 22 fase — Fuvest Q.2
Conteudos Funcdo afim

Comando Esbocar grafico, calcular valor da varidvel independente

Dados Formula

A funcéo f esta definida da seguinte maneira: para cada inteiro impar n,

X—(n-=1),sen-1<x<n
£(x) = (n-1)
n+l-x,sen<x<n+1

a) Esboce o gréfico de fpara 0<x<6.

b) Encontre os valores de x, 0< x <6, tais que f(x)= %

RESOLUCAO

a) A funcdo f € definida pelas formulas:

n:1:>f(x):{
n=3:>f(x)={

n=5:>f(x)={

X,se0<x<1
2—-X,5e1<x<2

X—2,52<x<3
4-x,se3<x<4

X—4,5e4<x<5
6—X,se5<x<6

O grafico da funcéo é:
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b) Considerando f(x) = % , tem-se:

1
X=—
5
1
X=—
5
2—x:£:>x:3
5 5
x—Z:E:x:E
5 5
4—x:£:x:E
5 5
x—4:£:>x=£
5 5
6—x:£:x:£
5 5

Comentarios: Apesar de referir-se a formulas de funcdo afim, esta questdo aborda um item
pouco explorado durante o Ensino Médio: funcdo definida por mais de uma sentenca. Além
disso, o fato de ter que se analisar os valores pares e impares de n também € um aspecto
dificultador da questao.
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Ano-Calendario 2013 | Ano-Vestibular 2014 22 fase — Fuvest Q.3

Conteudos Funcdo racional
Comando Obter interse¢des e esbogar o grafico
Dados Férmula

Dados m e n inteiros, considere a funcéo f definida por

f(x):2—l,para X#-N.
X+n

a) No caso em que m =n = 2, mostre que a igualdade f (\/5) =/2 se verifica.

b) No caso em que m = n = 2, ache as interse¢bes do gréafico de f com os eixos

coordenados.

c) No caso em que m =n =2, eshoce a parte do grafico de f em que x > — 2, levando
em conta as informacdes obtidas nos itens a) e b). Utilize o par de eixos dados na

pagina de respostas.

d) Existe um par de inteiros (m, n) = (2, 2) tal que a condigio f(+/2) =+/2 continue

sendo satisfeita?

RESOLUCAO

a) Sem=n=2, entdo

L2 2W2-2) ) 22-4 o
f(2)=2 ﬁ+2_2 (JE+2)(J§_2)_2 > =2+(2-2)=+2

b) Sem=n =2, entdo f(x)=2—i,com X#—2.
X+2

Parax=0: f(0)=2 —0—22 = f(0) =1, ou seja, intersecta o eixo y no ponto (0, 1).
+

Paray = 0: 0=2—i2:>2(x+2)=2:>x=—1, Ou seja, intersecta 0 eixo X no
X+

ponto (-1, 0).
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c) Dos itens a e b, tem-se que o gréafico passa pelos pontos (- 1, 0), (0, 1) e («/5 ﬁ)

e, além disso, tem-se pela formula que se trata de um ramo de hipérbole cuja assintota vertical

gx=-2.

Yi

[
-
=

d) Para f(~/2) =~/2, tem-se:

2= 2_f+n ﬁm+n:2—\/§<:>m=(2—\/§)(n+\/§)<:>m:2n+\/§(2—n)—

<:>m—2n+2=\/_(2—n)

Como m,neZ, (2—-n)eZ e (m—2n+2)eZ, para que a igualdade seja verdadeira,
2—-n=0em-2n+2=0,0useja, m=n=2.

Comentarios: Trata-se de uma questdo que envolve alguns conceitos que costumam ser
confundidos: apesar da formula da funcdo ter coeficientes simples, o fato de ela ser fornecida
a partir dos parametros m e n, costuma ser a questdo que “fica por Ultimo” na resolucdo da

prova, pois o0s alunos se assustam com a presenca de tantas letras alem de x e f(x).
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Ano-Calendario 2012 | Ano-Vestibular 2013 12 fase — Fuvest Q4

Conteudos Funcdo logaritmica
Comando Obter dominio da fungéo
Dados Férmula

Seja f uma funcdo a valores reais, com dominio DcR, tal que

f (x) =log,,(log, (x2—x+1)), paratodo xeD.

3

Y a>1 ¢Y 0<ac<t

/1 X 1\ x
Gréficos da funcdo logaritmica de base a.

O conjunto que pode ser o dominio D é:

a) {xeR;0<x<1}

b) {XER x<0ou x>1}

C) {XGR,—<X<10}

d){ lou leo}
3

RESOLUCAO: Alternativa Correta: A
Tem-se que X2 —x +1>0eg, assim,

log, (x*—x+1) >log,; 1< x2—x+1<1l< X(x-1) <0< 0<x<1
3 3
Comentarios: Nesta questdo é necessario aplicar as condicdes de existéncia do logaritmo
para calcular o dominio e, ainda, resolver inequacao do 2° grau. Acredita-se que os itensae b
podem ser confundidos pois o estudo de sinais da fungdo costuma ser pouco compreendido

pelos alunos.
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Ano-Calendario 2012 | Ano-Vestibular 2013 12 fase — Fuvest Q.5
Conteudos Funcdo afim, funcdo definida por varias sentencas

Comando Obter valor da variavel dependente

Dados Grafico

O imposto de renda devido por uma pessoa fisica a Receita Federal ¢ fungdo da

chamada base de calculo, que se calcula subtraindo o valor das deduc¢des do valor dos

rendimentos tributdveis. O grafico dessa func¢do, representado na figura, ¢ a unido dos

segmentos de reta OA, AB, BC, CD e da semirreta DE . Jodo preparou sua declaracio

tendo apurado como

base de calculo o valor de R$ 43.800,00. Pouco antes de enviar a

declaracdo, ele encontrou um documento esquecido numa gaveta que comprovava uma renda

tributavel adicional de R$ 1.000,00.

imposto
devido
em reais
18.812,50 4
4.237,50 4
2.100,00 4
675,004 -—-------—3 B
o S P 9 o 3 base de
S 8 3 - P calculo
o o o o (=] .
° ° ° o S em reais
o o o o 8

Ao corrigir a declaragéo, informando essa renda adicional, o valor do imposto devido

seré acrescido de
a) R$ 100,00
b) R$ 200,00
c) R$ 225,00
d) R$450,00

e) R$ 600,00
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RESOLUCAO: Alternativa Correta: C

O valor de R$ 43800,00 encontra-se no intervalo entre os pontos C e D, e

acrescentando-se R$ 1000,00, ele continua nesse intervalo.

Seja a o valor a ser acrescido, tem-se, a partir da taxa de variagcdo da funcéo afim, ou

semelhanga de triangulos:

213750

I IEOD

213750 _ a _ 21375 .

9500 1000 95

Comentarios: Para a resolucao desta questdo pode ser utilizada a formula da funcdo afim, ou
apenas a taxa de variagé@o (ou coeficiente angular) como foi utilizado na resolucdo. Contudo,
acredita-se que a maioria dos alunos encontraria a férmula para, depois, obter o valor

solicitado. Desse modo, a questdo demandaria mais tempo que 0 necessario.
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Ano-Calendario 2011 | Ano-Vestibular 2012 12 fase — Fuvest Q.6

Conteudos Funcdo racional
Comando Obter a fungéo produto
Dados Férmula

Considere a funcdo f(x)=1- a qual esta definida para x=1 e x#-1, 0

4x
(x+1)2"
produto f(x).f(—x) éigual a

RESOLUCAO: Alternativa Correta: B

f(x) f(—x)—[l_ 4x j[l 4(—x) J_x2_2x+1 X24+2x+1  (1—x)? (x+1)2_1
. = o

+02 /U (x+02) (x+12 T (1-x7  (x+12 (1-x)?

Comentarios: Trata-se de uma questdo de abordagem essencialmente algébrica. Em questdes
desse tipo, um fator que costuma levar alunos ao erro é a subtracdo presente na formula da
funcdo, pois os alunos costumam se esquecer de distribuir o sinal de menos para todo o
numerador. Contudo, neste caso, ndo ha soma ou subtracdo no numerador, 0 que nao
acarretaria neste erro. Acredita-se, porém, que a necessidade da fatoracdo para simplificacdo

da fracdo possa ser fator de erro.
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Ano-Calendario

2011 | Ano-Vestibular 2012 22 fase — Fuvest

Q.7

Contetdos Funcéo definida por vérias sentencas, fungéo afim

Comando Esbocar o grafico, calcular area sob o gréafico, obter valor da variavel
dependente

Dados Férmula e grafico

Considere a funcédo f, cujo dominio € o intervalo fechado [0, 5] e que esta definida

pelas condicdes:

- para 0 < x <1, tem-se f(x) =3x + 1,

- para 1< x < 2, tem-se f(x) = -2x + 6;

- f € linear no intervalo [2, 4] e também no intervalo [4, 5], conforme mostra a figura a

sequir;

- a area sob o grafico de f no intervalo [2, 5] é o triplo da area sob o grafico de f no

intervalo [0, 2].

Com base nessas informacdes,

a) desenhe, no sistema de coordenadas indicados a seguir, o grafico de f no intervalo

[0, 2.

b) determine a &rea sob o gréafico de f no intervalo [0, 2];

c) determine f(4).
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RESOLUCAO

_+41 @41 11

A=A A= 2 2

c) Seja f(4) = k, tem-se que:

~ (2+k).2 1k . 11
A+ A =3(A+A) < >

+—=3~—<:>3k+4:33<:>k=§, ou seja,
2 2 3

f(4):2—39

Comentarios: Para a resolugdo desta questdo é necessario construir o grafico da funcao para

calcular a area sob ele. Contudo, o fato da formula ser formada por duas sentencas pode ser
um fator dificultador.
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Ano-Calendario 2010 | Ano-Vestibular 2011 12 fase — Fuvest Q.8
Conteudos Funcdo composta

Comando Calcular fungdo composta e igualar funcoes

Dados Foérmulas

Sejam f(x) = 2x — 9 e g(X) = x2 + 5x + 3. A soma dos valores absolutos das raizes da
equacdo f(g(x)) = g(x) é igual a

a) 4
b) 5
c) 6
d 7
e) 8

RESOLUCAO: Alternativa Correta: D
flg(x))=2(x2+5x +3) -9 =2x2+ 10x — 3
Como f(g(x)) = g(x), tem-se:
2X2+ 10X -3 =X2+5x+3=>%x2+5x-6=0,deondex=—-6o0ux=1.
Desse modo, |- 6| +|1| =7

Comentarios: Por se tratar de uma questdo elementar de funcdo composta, acredita-se que
essa aplicacéo seja simples aos alunos. Contudo, a solicitagdo de soma dos valores absolutos
das raizes pode ser razdo de erro.
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Ano-Calendario

2010 | Ano-Vestibular

2011

12 fase — Fuvest

Q.9

Conteudos Funcdo exponencial
Comando Obter valor das constantes da formula
Dados Pares de pontos

Seja f(x)=a+2"°, em que a, b e ¢ s30 ndmeros reais. A imagem de f é a semirreta

]1-1,[ e o gréfico de f intercepta os eixos coordenados nos pontos (1, 0) e (0, -3/4). Entdo o

produto abc vale

a) 4
b) 2
c)0
d)-2
e) 4

RESOLUCAO: Alternativa Correta: A

Como a imagem inicia-se a partir de — 1, tem-se que a = — 1.

Logo, f(x)=—1+2"°

Como f(1) =0, tem-se: 0=—-1+2"° =2 =1=b+c=0

Como f(0) = -3/4, tem-se: —%:—1+ 2° = 2° :%:c =-2eb=2

Desse modo, abc =-1.2.(-2) =4

Comentarios: Acredita-se que poucos alunos compreendem, numa primeira analise, a

informagdo da imagem como semirreta para a obtengéo do valor da constante a. Talvez se o

gréfico fosse fornecido, mostrando esse comportamento, a compreensao poderia ser mais

clara.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2010 12 fase — Fuvest Q.10
Conteudos Funcdo quadrética, funcdo composta

Comando Obter abscissa do vértice

Dados Formula da fungdo, igualdade entre fungdes

A funcdo f:R—>R tem como grafico uma pardbola e satisfaz

f(x+1) — f(x) =6x—2, para todo numero real x. Entdo, o menor valor de f(x) ocorre quando

x é igual a

2) 11

b)

6
I
6
5
C_
)%
d) 0

5
e) ——
) 6

RESOLUCAO: Alternativa Correta: C

f(x)=ax2+bx+c

f(x+1) =a(x+1)2+b(x+1)+c=ax?+2ax+a+bx+b+c
f(x+1)—-f(x)=2ax+a+b

Como f(x+1)— f(x)=6x—-2,tem-se: 2ax+a+b=6x-2

e, do conceito de identidade de polindbmios: 2a=6—=>a=3;a+b=-2=b=-5.

Desse modo, f(x)=3x2—5x+c

O menor valor de f(x) ocorre para a abscissa do vértice, ou seja:

wo 5.5

23 6
Comentarios: Trata-se de uma questdo de célculos simples e resolu¢do complexa pois, além
do fato de que a percepcéo da identidade de polindbmios costuma néo ser imediata, 0 aluno
também precisa se lembrar da abscissa do vertice da fungdo quadratica.
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Ano-Calendario

2009 | Ano-Vestibular 2010

22 fase — Fuvest Q.11

Conteudos Funcdo modular, fungcdo composta
Comando Esbocar grafico, obter valor da variavel independente
Dados Férmula da funcéo

Seja f(x) = |x| - 1, VX € R, e considere também a funcdo composta g(x) = f(f(x)),

VX E R.

a) Esboce o gréfico da funcéo f, no desenho da folha de respostas (abaixo), indicando seus

pontos de intersecdo com 0s eixos coordenados.

b) Esboce o grafico da funcdo g, no desenho da folha de respostas (abaixo), indicando seus

pontos de intersecdo com 0s eixos coordenados.

c) Determine os valores de x para 0s quais g(x) =5

Gréficode f Grafico de g
Ay Y
L ]I. L 1 ﬂ i i i : .I-_.x i i i 0 i L L : i :_I
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RESOLUCAO
a)

Y a | x|
|x]-1
(1,00, (-1,0) 2 (0.-1)

1 X
0
¥4 (-2.0), (2,0) e (0,0)
[1x]-1]
NN
.2\/\/2 >
0

g =5 < f(f(x) =5 < || x|-1|-1=5<||x|-1|=6 <
| X|-1=6 < x==7
| x| -1=-6 <| X |=-5(ndo convém)

Sendo assim, S={-7, 7}

Comentarios: A resolugdo dos itens a e b se torna simples utilizando o conceito de
translacdo de graficos. Contudo, esse tema ndo tem sido amplamente abordado no Ensino
Médio. A resolucédo algébrica do item ¢ pode ser fator de erro quando se tem |x| = -5, pois
alguns alunos costumam encontrar solugdo para essa equagéo por aplicarem incorretamente a

definicdo de maédulo.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2010 22 fase — Fuvest Q.12
Conteudos Funcdo racional modular, circunferéncia (Geometria Analitica)
Comando Obter interse¢des, calcular area

Dados Foérmula da funcéo, grafico da circunferéncia

No sistema ortogonal de coordenadas cartesianas Oxy da figura, estdo representados a

circunferéncia de centro na origem e raio 3, bem como o gréafico da fungdo y = —.

X|

Nessas condicOes, determine:

a) as coordenadas dos pontos A, B, C, D de intersecdo da circunferéncia com o gréfico
da funcéo.

b) a area do pentdgono OABCD.
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RESOLUCAO
a) A circunferéncia de raio 3 e centro na origem tem equacdo: x>+ y?2=9

X2+y2=9
NS x2+%:9<:> x* —9x2+8=0, cujas solucdes sio:
=— X

y_
| ]

para x =-24/2, y=1
parax=2\/§,y=1
para x =1, y:2\/§
para x = -1, y:2\/§

Sendo assim, os pontos sio A(=2+/2,1), B(L, 2+/2), C(-1, 2+/2), D(=2+/2,1)

b) Tem-se a seguinte figura, que pode ser decomposta em um trapézio e um triangulo.

421

+4V2)(2V2-1) _2(2V2+1)(2¥2-1) _ 7. Area 2— 03
L] - 2 -

2 2

Area 1=

Sendo assim, a area da figura é 7 +2v2u.a.

Comentarios: Trata-se de um tipo de questdo com aparéncia assustadora, do tipo que 0s
alunos acabam nem tentando fazer. De fato, possui calculos ndo muito amigaveis aos alunos,
que costumam achar que estdo errados quando encontram alguma solucdo irracional na
resolucdo de equacBes. E importante, para a resolucido do item b, que seja feita a
decomposicdo da figura em pelo menos um trapézio e um triangulo, pois a utilizacdo do

determinante para o calculo da area tornaria a questao ainda mais trabalhosa.
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2.3.1 Anélise grafica do vestibular da Fuvest

Para resumir os dados obtidos com a anélise das paginas anteriores, os graficos abaixo
ilustram os temas de maior ocorréncia nas provas da Fuvest entre os anos de 2009 e 2014,

bem como a caracteristica predominante da abordagem de funcéo: grafico ou formula.

Grafico 5: Fuvest — Tipos de fungdes mais abordadas — quantidade e porcentagem

Tipos de fungoes

Fungdo polinomial
(afim/quadratica)

B Fungdo exponencial e
logaritmica
1 Fungdo racional

B Fun¢do composta

M Fungdo modular

Através do Grafico 5, pode-se ver que diferentemente dos vestibulares anteriores da
Unesp e UNICAMP, houve um maior predominio de fungdes polinomiais. Também ha aqui
uma grande variedade de funcbes que sdo pouco exploradas no ensino médio, tais como
funcdes racionais e modulares. Em termos de tdpicos, esse vestibular foi o que apresentou o

maior espectro de possibilidades e equilibrio entre as questdes cobradas.

97



Gréfico 6: Fuvest — Abordagem predominante das questdes — quantidade e porcentagem

Abordagem predominante: grafico ou
formula

B Férmula
B Grafico

® Férmula/Gréfico

Através do Gréafico 6, pode-se ver que é dada uma importancia significativa ao
emprego de férmulas em detrimento a utilizacdo de graficos. Explora-se nesse vestibular mais
0 conhecimento algébrico. Esse vestibular é o mais tradicional do Brasil, talvez essa tradicao
se reflita em como as questdes séo elaboradas, pois antigamente havia uma maior priorizagdo

de questdes algébricas por parte da maioria dos vestibulares.
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3.4 Anélise de questbes do ENEM

Ano-Calendario 2014 | Ano-Vestibular 2014 ENEM Q.1
Conteados Fungdo afim

Comando Analisar graficos de fungéo crescente para resolver inequagéo

Dados Gréfico

No Brasil ha varias operadoras e planos de telefonia celular.

Uma pessoa recebeu 5 propostas (A, B, C, D e E) de planos telefénicos. O valor
mensal de cada plano estd em fungdo do tempo mensal das chamadas, conforme o gréfico.

-

T

B0

50

E

=]

m 0

Valor menzal (em reais)

40

Essa pessoa pretende gastar exatamente R$30,00 por més com telefone.

20 30 40 50 &0

Ternpo mensal (em minuios)

Dos planos telefonicos apresentados, qual é o mais vantajoso, em tempo de chamada,
para o gasto previsto para essa pessoa?

a) A
b) B
c) C
d) D
e) E

RESOLUCAO: Alternativa correta: C

Se a pessoa pretende gastar exatamente R$ 30,00 por més, o plano mais vantajoso é

aquele que permite o maior tempo mensal de chamada por este valor. Deste modo, de acordo

com a analise dos gréaficos, tem-se a proposta C.

Comentarios: Trata-se de uma questdo de analise de grafico de funcao afim. Acredita-se que

o0 indice de acerto seja alto por ser uma analise simples.
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Ano-Calendario 2014 | Ano-Vestibular 2014 ENEM Q.2
Conteudos Funcdo quadrética

Comando Obter formula a partir de pares ordenados

Dados Pares coordenados

Um professor, depois de corrigir as provas de sua turma, percebeu que vérias questdes
estavam muito dificeis. Para compensar, decidiu utilizar uma funcéo polinomial f, de grau
menor que 3, para alterar as notas x da prova para notas y = f(x), da seguinte maneira:

e A nota zero permanece zero.
e Anota 10 permanece 10.
e Anota 5 passa a ser 6.

A expressao da funcdo y = f(x) a ser utilizada pelo professor é

1 -, 7
a) y=—"—-X"+-=X
)y 25 5

1
b) y=——x%+2x
)y TRl

1 -, 7
C =—X"4+—X
) y 24 12

4
dy==-x+2.
)y S X+

e) y=x

RESOLUCAO: Alternativa correta: A

Como as notas serdo alteradas de x para y, tem-se os pares ordenados: (0, 0), (10, 10) e
(5, 6), que j& ndo podem satisfazer a uma funcdo afim.

Sendo assim, a funcéo podera ser do tipo f(x) =ax? +bx+c.,coma=0.

(0,0)=>c=0
. [50a+10b =12 1 7
(5,6) =>25a+5b=6 , OU Seja, a=——eb=—

=
100a+10b =10 25 5
(10,10) =100a +10b =10

Desse Modo, f(x) = ——=x2 +Lx.
25" 5

Comentarios: Trata-se de uma questdo cuja abordagem similar costuma ser frequente em
livros didaticos: obtengdo da férmula da funcdo quadratica a partir de trés pares coordenados.
Contudo, a abordagem feita € diferente da comumente abordada, pois ndo explicita que os

dados referem-se a pares coordenados.
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Ano-Calendario 2014 | Ano-Vestibular 2014 ENEM Q.3

Conteudos Funcéo irracional, equagéo da circunferéncia
Comando Obter formula a partir de dados da circunferéncia
Dados Gréfico

A figura mostra uma crianga brincando em um balango no parque. A corda que prende
0 assento do balanco ao topo do suporte mede 2 metros. A crian¢a toma cuidado para ndo
sofrer um acidente, entdo se balanca de modo que a corda ndo chegue a alcancar a posicao
horizontal.

Topo do
suporte

Chao do parque

Na figura, considere o plano cartesiano que contém a trajetoria do assento do balanco,
no qual a origem esté localizada no topo do suporte do balanco, o eixo X é paralelo ao chédo
do parque, e 0 eixo Y tem orientacdo positiva para cima.

A curva determinada pela trajetdria do assento do balango é parte do gréafico da funcéo

a) f(x)=—v2-x2
b) f(x)=v2-x2

c) f(x)=x2-2
d) () =—4-x2
8) f(x)=4—x2

RESOLUCAO: Alternativa correta: D

Tem-se que a trajetdria descrita pelo assento do balango é parte da circunferéncia de
centro na origem e raio de medida 2 metros, ou seja: x? +y? =4.

Sabe-se que y <0, entdo f(x) = —y4-x2, com —2<x<2.

Comentarios: A questdo € de calculo simples, mas de execugdo pouco similar as abordagens
dos livros didaticos. Em geral, circunferéncia e funcdo ndo sdo trabalhadas conjuntamente.
Desse modo, acredita-se que seja uma questdo com alto indice de erros.
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Ano-Calendario

2014 | Ano-Vestibular

2014

ENEM

Q.4

Conteados Andlise de graficos
Comando Identificar gréfico que representa fendbmeno
Dados Situagéo problema, figura

Para comemorar 0 aniversario de uma cidade, um artista projetou uma escultura
transparente e oca, cujo formato foi inspirado em uma ampulheta. Ela é formada por trés
partes de mesma altura: duas séo troncos de cone iguais e a outra € um cilindro. A figura é a
vista frontal dessa escultura.

=

No topo da escultura foi ligada uma torneira que verte agua, para dentro dela, com

vazdo constante.

O gréfico que expressa a altura (h) da agua na escultura em funcdo do tempo (t)

decorrido é:
2) / d)
) / )
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RESOLUCAO: Alternativa correta: D

A taxa de crescimento da altura no tronco de cone inferior aumenta com o tempo, o
que é caracterizado por uma fungdo exponencial.

No tronco de cone superior, a mesma taxa diminui com o tempo, caracterizando uma
funcdo logaritmica.

E, no cilindro, a taxa é constante, ou seja, uma funcéo afim,

Desse modo, o grafico que expressa a altura da agua na escultura em funcao do tempo
decorrido é o do item D.

Comentéarios: Para a resolucdo desta questdo, & necessario interpretar o fendmeno e
identificar a representacdo grafica que melhor se ajusta a ele. Acredita-se que a maioria das

respostas fique entre os itens D e E.
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Conteados Funcdo quadrética
Comando Obter valor da variavel independente
Dados Formula

A temperatura T de um forno (em graus centigrados) é reduzida por um sistema a

partir do instante de seu desligamento (t = 0) e varia de acordo com a expressao

2
T(t) = —tz+400, com t em minutos. Por motivos de seguranca, a trava do forno so € liberada

para abertura quando o forno atinge a temperatura de 39°.

Qual o tempo minimo de espera, em minutos, apds se desligar o forno, para que a
porta possa ser aberta?

a) 19,0
b) 19,8
c) 20,0
d) 38,0
e) 39,0

RESOLUCAO: Alternativa correta: D

Para obter o valor de t > 0 para o qual T(t) =39., tem-se:
2
—%+4OO =39 1t2=4(361) <t=+/4-361=2-19=38

Comentarios: Acredita-se que seja uma questdo de resolugdo simples, por se tratar apenas da
substituicdo do valor da variavel dependente na formula. No entanto, em resolucdo de
equagOes com fracdo, os alunos costumam multiplicar apenas um termo da equacgdo pelo
denominador, esquecendo-se do nimero que acompanha a fracdo, ndo encontrando o valor

esperado.
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Conteados Funcdo quadrética
Comando Obter valor de constante da formula
Dados Gréfico, formula

A parte interior de uma taca foi gerada pela rotagéo
de uma pardbola em torno de um eixo z, conforme mostra a

figura.

A funcdo real que expressa a pardbola, no plano

cartesiano da figura, é dada pela lei f(x) = %xz —-6x+C, onde

C é a medida da altura do liquido contido na taca, em
centimetros. Sabe-se que o ponto V, na figura, representa o
vértice da parabola, localizado sobre o eixo X.

Nessas condi¢des, a altura do liquido contido na taca,

em centimetros, é

a)
b)
c)
d)
e)

SN

RESOLUCAO: Alternativa correta: E

Eing de rolacio (z)

A abscissa do vértice da paradbola y = gxz —-6x+C €igual a G0,

Como o Vvértice € raiz da funcdo, parax =2,y =0.

3.22

Desse modo, f(2)=0c>7—6.2+C=0<:>C=6

2.3
2

Comentarios: Trata-se de uma questdo de funcdo quadratica em que é necessario obter o

valor do termo independente. Para isso, & necessario observar que a abscissa do Vértice € a

raiz da funcdo. Acredita-se que o que pode levar os alunos a errarem a questdo é o fato de

falar da rotagdo em torno do eixo z, fato pouco abordado no Ensino Médio. Apesar de ndo ser

necessario para a resolugédo, pode ser um fator complicador.
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Conteados Funcdo exponencial, logaritmo
Comando Obter valor da variavel independente
Dados Formula

Em setembro de 1987, Goiania foi palco do maior acidente radioativo ocorrido no
Brasil, quando uma amostra de césio-137, removida de um aparelho de radioterapia
abandonado, foi manipulada inadvertidamente por parte da populagdo. A meia-vida de um
material radioativo é o tempo necessario para que a massa desse material se reduza a metade.
A meia-vida do césio-137 é 30 anos e a quantidade restante de massa de um material

radioativo, apds t anos, ¢ calculada pela expressdo M) = A-(2,7)<', onde A é a massa inicial e k
€ uma constante negativa.

Considere 0,3 como aproximag&o para log;, 2.

Qual o tempo necessario, em anos, para que uma quantidade de massa do césio-137 se
reduza a 10% da quantidade inicial?

a) 27
b) 36
c) 50
d) 54
e) 100

RESOLUCAO: Alternativa correta: E

Deve-se obter tde modo que M(t) =0,1-A. Como a meia-vida do césio-137 € 30 anos, tem-se:
A A .
M(30) = & A-(2,7)<30 = 5 7)) =2 30,

Para obter t que forneca M(t) = 0,1A, tem-se:

Mt)=0,1-A < A-[(27)]'=0,1-A
1\t :

_ - _ t t
ol -1 =101 <log2 30 =log1l0! < -—.log2=-1-logl0 = ——-0,3=-1 = t=100,
(2 30) d d 30 9 g 30

Comentarios: Trata-se de uma questdo de funcdo exponencial em que € necessario obter o

valor do termo independente. Para isso, é necessario utilizar valor do logaritmo fornecido no

1
enunciado. Acredita-se que a substituicdo de (2,7) por 2 30 seja um fator que pode

dificultar a resolucéo da questao.
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Conteados Funcéo constante

Comando Calcular valor da fungéo a partir do grafico

Dados Grafico

Deseja-se postar cartas ndo comerciais, sendo duas de 100g, trés de 200g e uma de
350g. O gréafico mostra o custo para enviar uma carta ndo comercial pelos Correios:

Custo (R$) 4 | i i i | i i i g
4,00 ~{--=q====p === === === = = =~~~ — ==~ -
CYCCJ R N S A S S

50 100 150 200 250 300 350 400

Massa (g)

Disponivel em: www.correios.com.br. Acesso em: 2 ago. 2012 (adaptado).

O valor total gasto, em reais, para postar essas cartas é de

a) 8,35.
b) 12,50.
c) 14,40.
d) 15,35.
e) 18,05.

RESOLUCAO: Alternativa correta: D

De acordo com o grafico, tem-se: 2-1,7+3-2,65+4 =R$ 15,35.

Comentarios: Trata-se de uma questdo de célculos simples e analise de grafico. Acredita-se

que tenha um baixo nivel de dificuldade.
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Conteados Funcdo quadrética

Comando Identificar grafico

Dados Grandezas inversamente e diretamente proporcionais

Existem no mercado chuveiros elétricos de diferentes poténcias, que representam
consumos e custos diversos. A poténcia (P) de um chuveiro elétrico é dada pelo produto entre
sua resisténcia elétrica (R) e o quadrado da corrente elétrica (i) que por ele circula. O
consumo de energia elétrica (E), por sua vez, € diretamente proporcional a poténcia do
aparelho.

Considerando as caracteristicas apresentadas, qual dos graficos a seguir representa a
relacdo entre a energia consumida (E) por um chuveiro elétrico e a corrente elétrica (i) que
circula por ele?

E E
a) 0 ] d) o (]
E E
0 K ' [
b) o) 0
E 3
C) 0 i

RESOLUCAO: Alternativa correta: D

Do enunciado, tem-se: P =R . i2e E =k . P, sendo k a constante de proporcionalidade.

Desse modo, E = k.R.i?2 e, como k e R sdo constantes, trata-se de uma funcao
quadrética E em funcéo de i, representada pelo gréfico do item D.

Comentarios: Trata-se de uma questdo que solicita a interpretacdo do enunciado e sua
elaboracgéo grafica. Acredita-se que os alunos ficariam em ddvida entre os itens a e d, devido a
ideia de proporcionalidade, ndo percebendo o fato da variavel i estar ao quadrado, no caso do

item a.
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Conteados Fungdo afim

Comando Obter valor da variavel independente que iguala as funcgdes

Dados Férmulas

As curvas de oferta e de demanda de um produto representam, respectivamente, as
quantidades que vendedores e consumidores estdo dispostos a comercializar em funcdo do
preco do produto. Em alguns casos, essas curvas podem ser representadas por retas. Suponha
que as quantidades de oferta e de demanda de um produto sejam, respectivamente,
representadas pelas equacdes:

Qo =20 + 4P
QD:46—2P

em que Qo é quantidade de oferta, Qp é a quantidade de demanda e P € o preco do
produto.

A partir dessas equacOes, de oferta e de demanda, os economistas encontram 0 prego
de equilibrio de mercado, ou seja, quando Qo € Qp se igualam.

Para a situacdo descrita, qual o valor do preco de equilibrio?
a)5

b) 11

c) 13

d) 23

e) 33

RESOLUCAO: Alternativa correta: B
O preco de equilibrio € obtido igualando-se as férmulas das fungdes. Desse modo,

Q, =Q, < —20+4P=46-2P = 4P +2P =46+20 = P =11

Comentarios: Trata-se de uma questdo simples, de igualdade de fungbes, com resolucéo

direta e calculos elementares.
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Contetudos Anéalise de Grafico

Comando Obter formula para obter valor da variavel independente

Dados Grafico

A figura a seguir apresenta dois graficos com informacGes sobre as reclamagdes
diérias recebidas e resolvidas pelo Setor de Atendimento ao Cliente (SAC) de uma empresa,
em uma dada semana. O grafico de linha tracejada informa o numero de reclamacdes
recebidas no dia, o de linha continua € o numero de reclamagdes resolvidas no dia. As
reclamacdes podem ser resolvidas no mesmo dia ou demorarem mais de um dia para serem
resolvidas.

30
20
L)
- s 1\
A / \
1{] ‘ ;’ l‘. b
\1 ! /
f ‘i
{4
0

Qi Sex Sab Dom  Seg  Ter  Qua

O gerente de atendimento deseja identificar os dias da semana em que o nivel de
eficiéncia pode ser considerado muito bom, ou seja, 0s dias em que o humero de reclamacdes
resolvidas excede o numero de reclamacdes recebidas.

Disponivel em: http://bibliotecaunix.org. Acesso em: 21 jan. 2012 (adaptado).

O gerente de atendimento pdde concluir, baseado no conceito de eficiéncia utilizado
na empresa e nas informacdes do gréfico, que o nivel de eficiéncia foi muito bom na

a) segunda e na terca-feira.

b) terca e na quarta-feira.

C) terca e na quinta-feira.

d) quinta-feira, no sabado e no domingo.

e) segunda, na quinta e na sexta-feira.
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RESOLUCAO: Alternativa correta: B

a0
20
w ‘\
Ay
\ v
10 3 ¥
\ A\
0

Qui Sex Sab Dom Seg Ter Qua

De acordo com os graficos, observa-se que o nimero de reclamacdes resolvidas
excede o de reclamacGes recebidas ocorre na terca e na quarta-feira.

Comentérios: Esta questdo é de simples analise de gréafico, tendo um baixo nivel de
dificuldade.
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Contetdos Grafico e tabela

Comando Anélise de gréafico e tabela

Dados Grafico e tabela

O gréfico fornece os valores das agdes da empresa XPN, no periodo das 10 as 17

horas, num dia em que elas oscilaram acentuadamente em curtos intervalos de tempo.

“alor da Acio {em reais)
A0 f——————————————

380 [~ === - - -

3O F--=-=-----
280F----

]
|
|
]
I
I
I

200k - - T
I

4
]

150 | - : :
1':":' i e E e — 1
1 1 1 1 1 :

0 11 12 13 14 15 16 17

= Tempo (em horas)

Neste dia, cinco investidores compraram e venderam o mesmo volume de ac0es,

porém em horarios diferentes, de acordo com a seguinte tabela.

Investidor Hora da Compra Hora da Venda
1 10:00 15:00
2 10:00 17:00
3 13:00 15:00
4 15:00 16:00
5 16:00 17:00

Com relagdo ao capital adquirido na compra e venda das ac¢Oes, qual investidor fez o

melhor neg6cio?
a)l
b) 2
c)3
d) 4

e)5
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RESOLUCAO: Alternativa correta: A

Considerando os dados do gréfico e da tabela é possivel obter a nova tabela a seguir:

Investidor Compra Venda Lucro | Prejuizo
1 150 460 310 -
2 150 200 50 -
3 380 460 80 -
4 460 100 - 360
6 100 200 100 -

Desse modo, tem-se que o investidor 1 fez o melhor negdcio.

Comentérios: Esta questdo necessita de calculos aritméticos basicos, associados a analise de

gréfico e tabela. Acredita-se que seja de alto indice de acerto.
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Conteados Funcdo afim, funcdo definida por mais de uma sentenga

Comando Identificar gréafico de fungéo

Dados Situacgéo problema

Certo vendedor tem seu salario mensal calculado da seguinte maneira: ele ganha um
valor fixo de R$750,00, mais uma comissdo de R$3,00 para cada produto vendido. Caso ele
venda mais de 100 produtos, sua comissdo passa a ser de R$9,00 para cada produto vendido, a

partir do 101° produto vendido.

Com essas informacg6es, o grafico que melhor representa a relacdo entre salario e o

numero de produtos vendidos €

a)

1 7250
= 2000
5 170

5 1500 T ] I
ﬁ-"i'l 000 /
1060 + 3 . + t
TS50
&a0 ) 4 | ) ! b

250

"_ XM G0 75 100 126 160 176 200 F26
N Priditos vendicos

b)

gEEEU
E 2000
o 1750
E 1500
B 12850
1000
50
500
2601

-

b 25 B0 TR0 128 180 1TH 200 X2E T
- Produtos vendidas

25 50 75 100 125 150 175 200 225
Produtes vandidos

d)

25 BD TS 100 125 180 17S 20D 226

e)

Prodiilis vendidos

a

25 50 75 100 125 150 175 200 225
Produtas venddos
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RESOLUCAO: Alternativa correta: E

Do enunciado, tem-se que a funcdo f :R — R que descreve a relacdo entre o salario
f(x) e o nimero x de produtos vendidos, é definida por

ou seja,

£(x) = 3x+750, se 0 < x<100
B 9(x —100) +3.100 + 750, se x >100’

£(x) = 3x+ 750, se 0 < x <100
~19x+150, se x >100

Desse modo, tem-se os dados f(0) = 750, f(100) = 1050, f(200) = 1950, cujo grafico
que melhor os representa é o do item e.

Outro modo de proceder a resolucdo € observar que, no primeiro intervalo, a taxa de
variacdo € menor do que no segundo. Desse modo, o Unico grafico que se adequa a essa
situacdo € o do item e.

Comentarios: A questdo pode ser resolvida a partir dos dados do enunciado, obtendo as
formulas da funcéo, ou por andlise da situacdo, utilizando a taxa de variacdo da funcdo afim.

Este altimo processo torna a questdo de resolugdo mais simples.
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Conteados Funcdo linear

Comando Identificar gréafico que representa a funcéo

Dados Situacgéo problema

As frutas que antes se compravam por ddzias, hoje em dia, podem ser compradas por
quilogramas, existindo também a variacdo dos precos de acordo com a época de producdo.
Considere que, independente da época ou variacdo de preco, certa fruta custa R$ 1,750

quilograma. Dos gréficos a seguir, 0 que representa o0 pre¢co m pago em reais pela compra de n
quilogramas desse produto €

m mi

1,75 175

3

0 . . h 1,75 q
1 / -

e} 1

3

1,75

c) 1
RESOLUCAO: Alternativa correta: E

Tem-se que o gréfico devera representar uma funcéo linear, por se tratar de grandezas
diretamente proporcionais. O Unico com esta caracteristica € o do item e.

Pode-se também utilizar a formula da fungdo: m=f(n)=175-n, onde n é o nimero de
quilogramas comprados, de modo que o grafico correto € o que passa pelo ponto (1; 1,75)

Comentarios: Trata-se de uma questdo simples de interpretagdo do fendbmeno como funcéo

linear.
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Conteados Fungdo afim

Comando Obter formula de fungdes

Dados Situacgéo problema

O prefeito de uma cidade deseja construir uma rodovia para dar acesso a outro
municipio. Para isso, foi aberta uma licitacdo na qual concorreram duas empresas. A primeira
cobrou R$ 100.000,00 por km construido (n), acrescidos de um valor fixo de R$ 350.000,00,
enquanto a segunda cobrou R$ 120.000,00 por km construido (n), acrescidos de um valor fixo
de R$ 150.000,00. As duas empresas apresentam o mesmo padrdo de qualidade dos servicos
prestados, mas apenas uma delas podera ser contratada.

Do ponto de vista econdmico, qual equacdo possibilitaria encontrar a extensdo da
rodovia que tornaria indiferente para a prefeitura escolher qualquer uma das propostas
apresentadas?

@) 100n+350 =120n+150

b) 100n+150 =120n + 350

C) 100(n+350) = 120(n +150)
d) 100(n +350.000) = 120(n +150.000)

e) 350(n+100.000) = 150(n +120.000)

RESOLUCAO: Alternativa correta: A
Sejam Pa e Pg 0s precos (em milhares de reais) das empresas A e B, respectivamente:
Empresa A: Pa = 100n + 350
Empresa B: Pg =120n + 150
Para que a escolha seja indiferente, tem-se que Pa = Pg:
100n + 350 = 120n + 150.

Comentarios: Novamente € necessaria a habilidade de interpretar o problema e equacionar a
formula da funcdo a partir desses dados. Como ndo € necessaria a resolucdo da equacao,
acredita-se que a execucdo seja simples. Contudo, como ndo € solicitada que a férmula seja

obtida com os precos em milhares de reais, isso pode ser um fator dificultador.
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Conteados Fungdo afim

Comando Obter formula da fungéo

Dados Situacgéo problema

O saldo de contratacGes no mercado formal no setor varejista da regido metropolitana
de S&o Paulo registrou alta. Comparando as contratacfes deste setor no més de fevereiro com
as de janeiro deste ano, houve incremento de 4.300 vagas no setor, totalizando 880.605

trabalhadores com carteira assinada.
Disponivel em: http://www.folha.uol.com.br. Acesso em: 26 abr. 2010 (adaptado).

Suponha que o incremento de trabalhadores no setor varejista seja sempre 0 mesmo Nnos seis
primeiros meses do ano. Considerando-se que y e X representam, respectivamente, as
quantidades de trabalhadores no setor varejista e 0S meses, janeiro sendo o primeiro,
fevereiro, o segundo, e assim por diante, a expressdo algébrica que relaciona essas
quantidades nesses meses é

a) y =4300x

b) y =884 905x
C) y =872 005 + 4300x
d) y =876 305 + 4300x

e) y =880 605 +4300x

RESOLUCAO: Alternativa correta: C

De acordo com o enunciado, tem-se que a taxa de variacdo da funcdo afim considerada
é 4300. Como janeiro é o primeiro més, tem-se que o coeficiente linear da funcdo é dado por
880605 — 4300 — 4300 = 872005. Ou seja, y = 4300x +872005.

Comentarios: Apesar de simples, esta questdo costuma propiciar 0 erro ao considerar janeiro

cOmo MEs zero, 0 que acarreta na resposta da alternativa D.
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Conteados Fungdo afim

Comando Identificar gréafico que representa fungéo

Dados Situacgéo problema

Uma empresa de telefonia fixa oferece dois planos aos seus clientes: no plano K, o
cliente paga R$ 29,90 por 200 minutos mensais € R$ 0,20 por cada minuto excedente; no
plano Z, paga R$ 49,90 por 300 minutos mensais € R$ 0,10 por cada minuto excedente.

O gréfico que representa o valor pago, em reais, nos dois planos em funcdo dos
minutos utilizados é

RE
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RESOLUCAO: Alternativa correta: D

Do texto, tem-se:

29,90, se 0 <t <200

PlanoK: y =
y {29,90+(t—200).0,20, set> 200

49,90, se 0 <t <300

Plano Z: y =
49,90+ (t —300).0,10, se t > 300

Desse modo, tem-se que a resposta correta € a do item D.

Comentérios: Além da resolugdo algébrica apresentada, a identificacdo do grafico também é
possivel analisando-se taxa de variacdo das funcdes em cada intervalo. Acredita-se que seja

uma questdo de facil identificacéo.
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Conteados Funcdo logaritmica

Comando Obter valor da variavel independente

Dados Férmula

A Escala de Magnitude de Momento (abreviada como MMS e denotada como My, ),

introduzida em 1979 por Thomas Haks e Hiroo Kanamori, substituiu a Escala de Richter para
medir a magnitude dos terremotos em termos de energia liberada. Menos conhecida pelo
publico, a MMS ¢, no entanto, a escala usada para estimar as magnitudes de todos os grandes
terremotos da atualidade. Assim como a escala Richter, a MMS é uma escala logaritmica.

Mye€ M, se relacionam pela formula: MW:—10,7+§I0910 (M), onde M, é o

momento sismico (usualmente estimado a partir dos registros de movimento da superficie,
através dos sismogramas), cuja unidade € o dina.cm.

O terremoto de Kobe, acontecido no dia 17 de janeiro de 1995, foi um dos terremotos
que causaram maior impacto no Japdo e na comunidade cientifica internacional. Teve
magnitude My, =7,3.

U.S. GEOLOGICAL SURVEY, Historic Earthquakes. Disponivel em:
http://earthquake.usgs.gov. Acesso em: 1 maio 2010 (adaptado).

Mostrando que € possivel determinar a medida por meio de conhecimentos
matematicos, qual foi 0 momento sismico M, do terremoto de Kobe (em dina.cm)?
a) 10710
b) 10—0,73
C) 1012,00

d) 10%%6°
E) 1027,00

RESOLUCAO: Alternativa correta: E
Como M,y =7,3, tem-se:

2 2 27
7,3 = —10,7+§'Ioglo My <18 = 5"0910 My & 27 =log;gM, < M, =10
Comentarios: Trata-se de uma questdo para obter o valor do logaritmando a partir do valor da
varidvel dependente. Considera-se que, apesar de conter apenas a aplicacdo direta da
definicdo de logaritmo, alguns alunos possam ter dificuldade em isolar o logaritmo na

equacao.
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Conteados Fungdo afim

Comando Identificar gréafico que representa fungéo

Dados Situacgéo problema

Acompanhando o crescimento do filho, um casal constatou que, de 0 a 10 anos, a
variacdo da sua altura se dava de forma mais rapida do que dos 10 aos 17 anos e, a partir de
17 anos, essa variagcdo passava a ser cada vez menor, até se tornar imperceptivel. Para ilustrar
essa situacdo, esse casal fez um grafico relacionando as alturas do filho nas idades

consideradas.

Que grafico melhor representa a altura do filho desse casal em funcéo da idade?

Altura fem)4

1800 ____
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51

0

Altura {cm)4

180} -
M-
148} -----

b)

m

Idade r{anos}

0

Altura {cm)4

180t -----

m

1481 -----

C) 5

10

Idade (anos)

10

Idade {anos)

RESOLUCAO: Alternativa correta: A

Altura ([cmj4

-, 1| S ——

1m

d) 148

51

Altura (cm)4

10 17 Idade (anos)

I
e -

10 17 Idade (anos]

O grafico A é o mais adequado, pois a inclinacdo de 10 a 17 € maior que a inclinagao
para valores maiores que 17.

Comentarios: Trata-se de uma questao de identificacdo simples, que ndo necessita determinar

formula de funcdo, apenas o grafico a partir da situacdo problema exposta.
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2010 | Ano-Vestibular

2010

ENEM

Q.20

Conteados Fungdo afim
Comando Obter taxa de variagdo da funcdo
Dados Grafico

O grafico mostra o numero de favelas no municipio do Rio de Janeiro entre 1980 e

2004, considerando que a variagdo nesse nimero entre os anos considerados € linear.

750

1880

Favela Tem Memona. f".:'.-:’?lf'.".-i M® B2, 12 abe. 2010 (adaptado).

1992 2004

Se 0 padrdo na variacdo do periodo 2004/2010 se mantiver nos proximos 6 anos, e
sabendo que o numero de favelas em 2010 e 968, entdo o nimero de favelas em 2016 sera

a) menor que 1150.

b) 218 unidades maior que em 2004.

¢) maior que 1150 e menor que 1200.

d) 177 unidades maior que em 2010.

e) maior que 1200.

RESOLUCAO: Alternativa correta: C

Tem-se que a variacdo entre 2004 e 2010 é 968 — 750 = 218 favelas.

Desse modo, nos préximos 6 anos havera um novo acréscimo de 218 favelas. Assim, o
namero de favelas em 2016 serd: 968 + 218 = 1186 favelas.

Comentarios: Acredita-se que a dificuldade nesta questdo pode estar associada a falta de

atencdo quanto ao periodo em que a variacdo se manterd constante. Exceto esse fato, tem-se

uma questdo com calculos faceis.
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2010

ENEM

Q.21

Conteados Valor da fungéo
Comando Determinar valor de variavel dependente e variavel independente
Dados Formula

Embora o indice de Massa Corporal (IMC) seja amplamente utilizado, existem ainda
inimeras restri¢cdes tedricas ao uso e as faixas de normalidade preconizadas.

O Reciproco do indice Ponderal (RIP), de acordo com o modelo alométrico, possui
uma melhor fundamentagcdo matematica, ja que a massa € uma variavel de dimensdes cubicas
e a altura, uma variavel de dimensGes lineares.

As formulas que determinam esses indices séo:

IMC =

- [altura(m)]2

massa(kg) RIP altura(cm)

3a fmassa(kg)

ARAUJO. C. G. S.; RICARDO, D.R. indice de Massa Corporal: Um Questionamento Cientificio
Baseado em Evidéncias. Arg.Bras. Cardiologia, volume 79, n.o 1, 2002 (adaptado).

Se uma menina, com 64 kg de massa, apresenta IMC igual a 25 kg/m?, entdo ela

possui RIP igual a

a) 0,4 cm/kg%’

b) 2,5 cm/kg%

c) 8 cm/kg%

d) 20 cm/kg%

e) 40 cm/kg%
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RESOLUCAO: Alternativa correta: E
Considerando h a altura da menina, tem-se:

64 64 8

25=—=h2=—=h=—=-=16m=160cm
h2 25 5

Desse modo, o RIP é:

1
Rip = 100 :@:mcm/kg§
Yos 4

Comentérios: Trata-se de uma aplicacdo simples de funcdo composta, sem a necessidade de
formular a nova funcdo. Acredita-se que um fator que possa levar ao erro seja a mudanga da
unidade de medida da primeira para a segunda funcao: metros para centimetros. Neste caso, a
alternativa encontrada seria a do item a.
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Ano-Calendario 2010 | Ano-Vestibular 2010 ENEM Q.22
Conteudos Funcdo quadratica e fungdo fim

Comando Calcular valor da variavel independente

Dados Férmula

Nos processos industriais, como na industria de ceramica, é necessario o uso de fornos
capazes de produzir elevadas temperaturas e, em muitas situacdes, o tempo de elevagdo dessa
temperatura deve ser controlado, para garantir a qualidade do produto final e a economia no
processo.

Em uma inddstria de ceramica, o forno é programado para elevar a temperatura ao

longo do tempo de acordo com a funcgéo

1t+20, para 0 <t <100

T =
2 16
—1t2—-—1t+320, parat>100

125 5

em que T € o valor da temperatura atingida pelo forno, em graus Celsius, e t € o tempo,
em minutos, decorrido desde o instante em que o forno é ligado.

Uma peca deve ser colocada nesse forno quando a temperatura for 48°C e retirada
quando a temperatura for 200°C.

O tempo de permanéncia dessa peca no forno é, em minutos, igual a
a) 100.
b) 108.
c) 128.
d) 130.

e) 150.
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RESOLUCAO: Alternativa correta: D

Tem-se que: T(0) = 20°C e T(100) = 160°C, logo :

48:£-t+20<:>t:20min

200 = %12 —%-t+320<i>2t2—400t+15000:0<i>t2 —200t+7500 =0

Resolvendo, tem-se t = 150 min ou t = 50 min (ndo convém).
Desse modo, o tempo de permanéncia no forno sera de 150 — 20 = 130 min.

Comentérios: Para esta questdo & necessario perceber que, para cada valor solicitado, é
necessario utilizar uma sentenca da funcdo. Acredita-se que ndo seja de grande nivel de
dificuldade. No entanto, a resolucdo da equacdo quadratica na segunda parte da questdo é
mais trabalhosa, por se tratar de nimeros “maiores” com célculos mais trabalhosos. Desse

modo, acredita-se que este pode ser um fator dificultador.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2009 ENEM Q.23
Conteudos Funcdo quadrética

Comando Obter férmula

Dados Situacgéo problema

Um posto de combustivel vende 10.000 litros de alcool por dia a R$ 1,50 cada litro.
Seu proprietario percebeu que, para cada centavo de desconto que concedia por litro, eram
vendidos 100 litros a mais por dia. Por exemplo, no dia em que o preco do alcool foi R$ 1,48,
foram vendidos 10.200 litros.

Considerando x o valor, em centavos, do desconto dado no preco de cada litro, e V 0
valor, em R$, arrecadado por dia com a venda do alcool, entdo a expressao que relaciona V e x
é

a) V = 10.000 + 50x — X2,
b) V = 10.000 + 50x + X%
c) V = 15.000 — 50x — x°.
d) V = 15.000 + 50x — x°.

e) V = 15.000 — 50x + X

RESOLUCAO: Alternativa correta: D

Seja x o valor do desconto, em centavos, tem-se:

V=(1,5-0,01x). (10000 + 100x) = 15000 + 150x — 100x — x?

V = 15000 + 50x — X°
Comentarios: Esta questdo pressupde o entendimento de que o valor arrecadado é o produto
da quantidade vendida pelo preco praticado por litro. Acredita-se que um possivel dificultador
seja 0 fato de que o preco x estd em centavos e, assim, deve-se lembrar de multiplicar por
0,01.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2009 ENEM Q.24
Conteados Fungdo afim

Comando Obter férmula

Dados Tabela

Um experimento consiste em colocar certa quantidade de bolas de vidro idénticas em
um copo com agua até certo nivel e medir o nivel da agua, conforme ilustrado na figura a
seguir. Como resultado do experimento, concluiu-se que o nivel da agua é funcdo do nimero
de bolas de vidro que séo colocadas dentro do copo.

O quadro a seguir mostra alguns resultados do experimento realizado.

namero de bolas (x) | nivel da agua (y)
5 6,35 cm
10 6,70 cm
15 7,05cm

Disponivel em: www.penta.ufrgs.br. Acesso em: 13 jan. 2009 (adaptado).

Qual a expressdo algébrica que permite calcular o nivel da agua (y) em funcéo do
namero de bolas (x)?

a) y = 30x.

b) y = 25x + 20,2.
c)y=127x.

d) y=0,7x.

e) y=0,07x + 6.

RESOLUCAO: Alternativa correta: E

Tem-se uma funcdo afim y = ax + b. Para cada aumento de 5 bolas, o nivel da dgua
sobe 0,35 cm.

Desse modo, a = 7,05-6,70 _ 0,07
15-10

E assim,y=0,07x+b =7,05=0,07.1,05+b<b=6
A formula da fungdo é y = 0,07x + 6.
Comentarios: Tem-se uma questdo simples de funcdo afim. Acredita-se que seja de facil
execucao pois assemelha-se ao tipo de exercicio comumente abordado em livro didatico.
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Ano-Calendario 2009 | Ano-Vestibular 2009 ENEM Q.25

Conteados Taxa de variagdo média
Comando Calcular taxa de variagdo média
Dados Tabela

A tabela mostra alguns dados da emissdo de didxido de carbono de uma fabrica, em
fungdo do nimero de toneladas produzidas.

Producao Emissao de didxido de carbono
(em toneladas) | (em partes por milhdo — ppm)
1,1 2,14

1,2 2,30

1,3 2,46

1,4 1,64

1,5 2,83

1,6 3,03

1,7 3,25

1,8 3,48

1,9 3,73

2,0 4,00

Cadernos do Gestar I, Matemética TP3. Disponivel em: www.mec.gov.br. Acesso em: 14 jul. 2009.

Os dados na tabela indicam que a taxa média de variacdo entre a emissao de dioxido
de carbono (em ppm) e a producao (em toneladas) é

a) inferior a 0,18.

b) superior a 0,18 e inferior a 0,50.
c) superior a 0,50 e inferior a 1,50.
d) superior a 1,50 e inferior a 2,80.

e) superior a 2,80.

RESOLUCAO: Alternativa correta: D

Tem-se que a taxa de variagdo média é = 42_ 21’114 =% ~2,06,1,50<2,06<2,80

Comentarios: Questdo de calculo simples. Contudo, acredita-se que 0 que pode ser um

aspecto dificultador é a solicitacdo de taxa de variacdo média, visto que é um conceito menos

abordado.
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Conteados Fungdo exponencial

Comando Obter valor da variavel dependente

Dados Férmula

A populacdo mundial estd ficando mais velha, 35

Paises desenvolvidﬁ/
s e . e, . 30
os indices de natalidade diminuiram e a expectativa de @/

25

. r . ~ 1.592
vida aumentou. No grafico seguinte, sdo apresentados  [Numeroem jm}l/ N
dados obtidos por pesquisa realizada pela Organizacgdo @ 15

x' Paises em

= : 10
desenvolvimento

das Nacgoes Unidas (ONU), a respeito da quantidade de

5
pessoas com 60 anos ou mais em todo o mundo. Os i3 I

LINAELL A L DL L B |
nameros da coluna da direita representam as faixas 1950 7090 2010 30 50

. . L~ Fonte: Perspectivas da Populagdo Mundial, ONU, 2009.
percentuais. Por exemplo, em 1950 havia 95 milhdes de

Disponivel em: www.economist.com.

. , . Acesso em: 9 jul. 2009 (adaptado).
pessoas com 60 anos ou mais nos paises desenvolvidos,

namero entre 10% e 15% da populacao total nos paises desenvolvidos.

Suponha que o modelo exponencial y = 363 %%

, em que x = 0 corresponde ao ano
2000, x =1 corresponde ao ano 2001, e assim sucessivamente, e que y € a populacdo em
milhGes de habitantes no ano x, seja usado para estimar essa populacdo com 60 anos ou mais
de idade nos paises em desenvolvimento entre 2010 e 2050. Desse modo, considerando e%* =
1,35, estima-se que a populacdo com 60 anos ou mais estara, em 2030, entre

a) 490 e 510 milhdes.

b) 550 e 620 milhdes.

c) 780 e 800 milhdes.

d) 810 e 860 milhdes.

e) 870 e 910 milhdes.

RESOLUCAO: Alternativa correta: E
Tem-se que y = 363 e%*. Como x = 30, tem-se y = 363.e>%%¥ « y = 363.e%°
oy =363.( e%%)%< y = 363.(1,35)° ~893

Comentarios: Apesar de apresentar substituicdo direta do valor da variavel independente na

formula, acredita-se que a utilizacdo da aproximacéo fornecida néo seja tdo simples.
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2.4.1 Andlise grafica do ENEM
Para resumir os dados obtidos com a andlise das paginas anteriores, os graficos abaixo
ilustram os temas de maior ocorréncia nas provas da ENEM entre os anos de 2009 e 2014,

bem como a caracteristica predominante da abordagem de funcéo: grafico ou formula.

Grafico 7: ENEM — Tipos de fun¢des mais abordadas — quantidade e porcentagem

Tipos de fungoes

B Fungdo polinomial
(afim/quadratica)

B Grafico de fungoes

m Fungdo exponencial/logaritmica

B Fungdo irracional

H Fungdo constante

O ENEM foi 0 exame que mais priorizou as fungdes polinomiais. Acredita-se que isso
deva-se muito ao fato dos alunos no ensino fundamental serem melhor treinados com relagao
a essas funcoes. Isso causa um certo desequilibrio para a proposi¢do de politicas publicas para
a melhoria da formacéo do jovem aluno, pois a prova apresentou um desequilibrio bastante
grande dando a falsa impressdo ao aluno que as unicas fung¢Bes importantes a serem estudadas
séo as afins e lineares.

Essa estratégia de montagem de prova pode ser bastante perniciosa, pois pode trazer
alunos pouco preparados para cursos de exatas no qual ha uma exigéncia de que o aluno tenha
tido prévios e solidos conhecimentos acerca de um grupo mais geral de funcdes.
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Gréfico 8: ENEM — Abordagem predominante das questdes — quantidade e porcentagem

Abordagem predominante: grafico, formula
ou tabela

W Gréfico
B Férmula

W Tabela

O Gréfico 8, mostra que o ENEM, apesar de priorizar funcdes polinomiais, esta em
consonancia em priorizar graficos e a leitura e compreensdo de textos dando uma maior
contextualizagdo do conceito de fungdes entre diversas areas do conhecimento humano. Por
um lado se ha um desequilibrio nos tépicos tratados, acredita-se que é bastante saudavel essa
abordagem dos assuntos, pois torna o assunto mais interessante e de fécil assimilagdo por
parte dos alunos.

Logo abaixo, apresenta-se um comparativo entre as provas listando outras tantas
caracteristicas delas.
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3.5 Andlise geral das provas

Ap0s cada uma das provas foram apresentados graficos para ilustrar os tipos de funcao
mais abordados, bem como a abordagem predominante.

Contudo, para possibilitar melhor compreensdo e visualizagdo global dessas
abordagens, apresenta-se uma anélise comparativa das provas.

No periodo pesquisado (2009 — 2014), algumas das provas analisadas sofreram
alteracbes quanto ao numero total de questdes, ao tipo de questbes (multipla escolha ou
dissertativa) e quanto ao total de questdes de matematica, inclusive por algumas das provas
passarem a considerar a ‘Area do Conhecimento’ e ndo a disciplina de modo isolado.

Desse modo, a quantidade questbes de matematica ao longo dos UGltimos anos é
aproximada, visto que algumas questfes sdo apresentadas como interdisciplinares.

A tabela a seguir ilustra a participacdo do tema das fungdes nos quatro exames

abordados neste trabalho ao longo do periodo analisado.

Tabela 6: Resumo dos dados das provas no periodo de 2009 a 2014

Provas N° de questdes de N° de questdes que Percentual de questdes
Mateméatica* envolvem funcdes gue envolvem fungdes
Unesp 66 11 16,7 %
Unicamp 132 24 18,2 %
Fuvest 96 12 12,5 %
ENEM 270 26 9,6%
564 73 12,9%

* Valor aproximado no caso das provas da Unesp, Unicamp e Fuvest

As tabelas a seguir resumem os tipos de fungbes abordados por cada um dos

vestibulares, bem como as principais abordagens feitas por eles: grafico, tabela ou féormula.

134



Tabela 7: Distribuicdo das questdes quanto ao tipo de funcédo

Polinomial  Exponencial ~ Analise de Composta  Outros: reciproca,

(afime e Logaritmica Graficos modular,
quadratica) trigonométrica etc.
Unesp 2 3 3 1 2
Unicamp 6 11 0 4 3
Fuvest 4 2 0 2 4
ENEM 16 3 5 0 2
28 19 8 7 11

Tabela 8: Distribuicdo das questdes quanto a abordagem predominante

Férmula Gréfico Tabela Formula e Gréfico
Unesp 4 5 0 2
Unicamp 12 6 3 3
Fuvest 9 2 0 1
ENEM 11 12 3 0
36 25 6 6

A partir da analise desses dados, vale ressaltar alguns aspectos das provas:

Sendo

As funcBes polinomiais (afim e quadratica) sdo predominantes na prova do
ENEM,;

No caso da Unicamp, com 24 questes analisadas, possui 11 questdes (quase
metade) envolvendo conceitos de exponencial ou logaritmo;

Unesp e ENEM privilegiam a analise de grafico para a resolucdo das questoes,
no caso do ENEM, 12 das 23 questdes sdo de abordagem gréfica;

Das 12 questfes analisadas da Fuvest, 9 priorizam a abordagem algébrica das
funces, a partir do uso de férmulas. Processo similar ocorre com a Unicamp,
em que metade das questdes priorizam o uso das formulas;

A abordagem das funcbes por meio de tabela € pouco (ou nada) explorado.

assim, acredita-se que este pode ser um material de apoio ao trabalho do

professor de Ensino Médio, na preparagéo de suas aulas e provas, tendo em vista a preparacéo

de seus alunos a realizagdo das provas abordadas neste trabalho.
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3 APLICACAO E ANALISE DO QUESTIONARIO

De cada um dos exames citados, foram retiradas 3 questdes de multipla escolha, de
acordo com os temas de maior ocorréncia em cada um.

Todas as questdes foram analisadas no capitulo anterior e, agora, sdo apresentadas
com o numero de alunos que assinalaram cada uma das alternativas para, assim, postular
acerca do nivel de dificuldade de cada uma.

Essas 12 questdes foram aplicadas a dois grupos de alunos voluntarios: 21 alunos da 22
série e 59 alunos da 3?2 série, no més de junho de 2015, com duracdo maxima de 100 minutos,
com a maioria dos alunos resolvendo o teste em pouco mais de 60 minutos. A correcdo das
questdes foi baseada apenas na alternativa assinalada, ndo sendo considerados os rascunhos
dos calculos.

Vale ressaltar que ambos 0s grupos de alunos foram alunos da autora da pesquisa na 12
série, quando os temas de fun¢des foram abordados, de modo similar com as duas turmas.
Contudo, a turma da 2% série teve uma carga horéria de 6 aulas semanais de matematica,
enquanto que a 3? série, teve 5 aulas de matematica por semana. Desse modo, apesar da teoria
ter sido abordada com o mesmo numero de aulas nas duas turmas, as aulas destinadas a
resolucdo de exercicios foram em maior nimero para os alunos da turma da 22 série.

Acredita-se que essa abordagem acerca do numero de aulas destinado ao trabalho das
fungBes possa ser tema de trabalhos futuros, bem como a reducdo do curriculo minimo de
matematica, para que os temas possam ser melhor explorados, de modo a possibilitar maior
compreensdo por parte dos alunos.

Para efeito de andlise, além de serem apresentados os graficos com os dados de cada
um dos grupos de alunos, nos comentarios acerca de cada questdo também serdo apresentados
0s percentuais de acerto de cada questdo do grupo de 80 alunos como um todo.

136



3.1 Questdes da Unesp

Questao 1

No artigo “Desmatamento na Amazodnia Brasileira: com que intensidade vem
ocorrendo?”, o pesquisador Philip M. Fearnside, do INPA, sugere como modelo matematico

para o calculo da area de desmatamento a funcdo D(t) = D(0).e*', em que D(t) representa a
area de desmatamento no instante t, sendo t medido em anos desde o instante inicial, D(0) a
area de desmatamento no instante inicial t = 0, e k a taxa média anual de desmatamento da
regido. Admitindo que tal modelo seja representativo da realidade, que a taxa média anual de
desmatamento (k) da Amazdnia seja 0,6% e usando a aproximacdo In2=0,69, o nimero de
anos necessarios para que a area de desmatamento da Amazonia dobre seu valor, a partir de
um instante inicial prefixado, € aproximadamente

a) 51
b) 115
c) 15
d) 151
e) 11

Gréfico 9: Respostas da 22 Série — Questdo 1

Cluestio 1

Resposta M2 deAlunos  Percentual de Alunos
a ] 0%

h b 12 B3.2%
C 2 10.5%

d ] 0%

g 5 26.5%

Gréfico 10: Respostas da 32 Série — Questdo 1

Questio 1
Resposta Nede Alunos  Percentual de Alunos

a 1 18.6%
b 29 49.2%
c 6 10.2%
d 7 11.9%
2 6 10.2%

Nos dois grupos, a alternativa mais assinalada foi a correta. E interessante o fato de que, no
grupo da 22 série nenhum dos alunos assinalou as alternativas a e d. Acredita-se que o fato do
maior indice de acerto ter ocorrido na 22 série deve-se ao fato de ser um tema trabalhado mais
recentemente com eles do que com os alunos da 3?2 série.

O percentual de acerto desta questédo, considerando a turma de 80 alunos foi de 51,25%.
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Questéo 2

Observe o gréafico da fungéo f(x) e analise as informacdes a seu respeito.

| —Se X, %, e Dom(f) e x, >x, entdo f(x,)> f(x).
Il -Se x>1,entdo f(x)<0.
I11 — O ponto (2, —2) pertence ao grafico de f(Xx).

IV — A lei de formacdo de f(x) representada no grafico é dada por f(x)= —%(x—l) .

A alternativa que corresponde a todas as afirmacdes verdadeiras é:

a) lelll.  b)lLlell olelv. d)lllllelV. e)llelV.

Gréfico 11: Respostas da 22 Série — Questao 2

Questio 2

Resposta  M2deslunos  Percentual de alunos

a 0 0%
b 0 0%
c 3 14.3%
d 3 14.3%
! 13 71 4%

Gréfico 12: Respostas da 32 Série — Questéao 2

Cluestio 2
Resposta Me2dealunos  Percentual de alunos

a 2 3.4%
b ] 0%
G 3 5.1%
d 2 3.4%
& 52 855.1%

Nesta questdo, o percentual de acertos nas duas séries foi alto. Acredita-se que os alunos que
marcaram os itens ¢ e d tenham sentido dificuldades quanto as notagdes utilizadas, visto que a
férmula da funcéo foi obtida corretamente.

O percentual de acerto desta questédo, considerando a turma de 80 alunos foi de 83,75%.
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Questéo 3

A tabela apresenta, na coluna da esquerda, a descricao de alguns tipos de funcdes e, na
coluna da direita, representacGes de alguns graficos de fungdes, cujas varidveis independentes,
definidas no dominio dos nimeros reais, estdo representadas nos eixos das abscissas.

Algumas fungoes Alguns graficos de funcoes
I. Em uma prova de corrida dos
100 m rasos, a velocidade media
"U’m de um atleta é uma fungio

de seu tempo de percurso 1:

100
Um{t}:T

Il. O perimetro P de um tridngulo
equilatero & uma fungao
de seu lado L:

P(L)=3-L

lll. A quantidade O de uma dada
substancia quimica num organismo

vivo, onde QG & a quantidade

inicial da substancia no organismo. &
uma fun¢ao do tempo de meia vida t
dessa substancia naguele organismao:

Q{t}=un ‘E_I

IV. A area A de um circulo @ uma
fungio de seu raio

Afr)=m.r?

=

<

V. A altura H gue uma pedra amarrada
a um cabo de comprimento fixo L
possui ao ser girada, com velocidade

constante num plano B vertical e

perpendicular ao solo, em relacao ao
centra de giro, & uma fungdo do dngulo
. em radianos, formado pelo cabo e

=

uma reta horizontal contida no plano B

H(a)=L-(sena)

O conjunto de pares ordenados que relaciona cada fungdo a sua respectiva
representacdo gréafica é:

a) {(l, a), (11, d), (111, e), (1V, b), (V, ¢)}.

b) {(1, c), (I1, d), (I1I, a), (1V, b), (V, e)}.

c) {(1, d), (11, e), (111, a), (1V, b), (V, ¢)}.

d) {(1, e), (11, d), (111, @), (IV, b), (V, c)}.

e) {(1, e), (11, d), (111, b), (IV, a), (V, c)}.
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Graéfico 13: Respostas da 22 Série — Questdo 3

Questio 3

Resposta  Me2de Alunos  Percentual de Alunos

a 1 19%
b 0 0%
C 0 0%
d 16 75.2%
E 1 4 8%

Gréfico 14: Respostas da 32 Série — Questdo 3

Gluestio 3
Resposta M2 deAlunos  Percentual de Alunos

a 21 35.6%
b 1 1.7 %
C . 3.4%
d 35 529, 3%
& 0 0%

Sobressai, nesta questdo, o nimero de alunos da 32 série que assinalaram o item a. Ja era
esperado que houvesse davidas entre os graficos A e E, como analisado no capitulo anterior.
Contudo, o percentual de alunos da 32 série que se confundiu foi bem superior ao da 22 série.

O percentual de acerto desta questdo, considerando a turma de 80 alunos foi de 63,75%.
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a)

b)

3.2 Questdes da Unicamp

Questao 4

A figura abaixo exibe o grafico de uma funcdo y= f(x):

OH N W S Wn

y

W

6 -5 -4 -ING2 -

1

B

Entdo, o graficode y=2f(x-1) é dado por:

\ S
\FLUNNDMN

N1 ¢ -8 & 56

—

-
N DN W

R T T

o’z:nso

- N wawn

c) R XK

v‘\’nM»‘a o - N
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Graéfico 15: Respostas da 22 Série — Questao 4

Gluestio 4 Resposta  M2de Alunos  Percentual de &lunos
£ 6 28.6%
b 12 57 1%
0%
d 3 14.3%

Gréfico 16: Respostas da 3?2 Série — Questdo 4

Questio 4 Resposta  MN2de Alunos  Percentual de Alunos
A 30 A0.8%
b 23 39%
5 8.5%
d 1 1.7%

Esta é a primeira questdo analisada em que a maioria das respostas da 3% série ndo
corresponde ao item correto, 0 que ndo aconteceu com a 22 série, na qual a maioria dos alunos
assinalou corretamente.

Acredita-se que os alunos que erraram ndo pensaram em substituir valores de x e obter os
valores de y associados a eles para identificar a opcéo correta.

Além disso, 0s que assinalaram o item A, pensaram corretamente na expansdo vertical e
pensaram no deslocamento horizontal. Contudo, fizeram o deslocamento horizontal no
sentido contrario.

O percentual de acerto desta questdo, considerando a turma de 80 alunos foi de 43,75%.
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Questdo 5

Uma barra cilindrica é aguecida a uma temperatura de 740°C. Em seguida, € exposta a
uma corrente de ar a 40°C. Sabe-se que a temperatura no centro do cilindro varia de acordo
com a funcgéo

T(1) = (To-Tar ) x10V12 + Tag

sendo t o tempo em minutos, T, a temperatura inicial e T,z a temperatura do ar. Com
essa funcdo, concluimos que o tempo requerido para que a temperatura no centro atinja 140°C
é dado pela seguinte expressdo, com o log na base 10:

a) 12[log(7)-1] minutos.

b) 12[1-log(7)] minutos.

¢) 12log(7) minutos.

d) [1-log(7)]/12 minutos.

Gréfico 17: Respostas da 22 Série — Questdo 5
Questdo 5 Resposta M2 de slunos  Percentual de alunos
a 4 19%

b 4 19%
‘ : 1 52 1%

d 2 2.5%

Gréfico 18: Respostas da 32 Série — Questdo 5

Questdo 5 Resposta M2 de Alunos Percentual de &Alunos
a 9 15.3%

7 RE b 19 32.2%
A c 24 40.7%

d 7 11.9%

Novamente, os alunos da 22 série tiveram melhor resultado, em que pouco mais da metade dos
alunos acertaram a questdo. No caso da 3 série, apesar do item correto ter sido o mais
assinalado, também o item B foi bastante assinalado.

O percentual de acerto desta questéo, considerando a turma de 80 alunos foi de 43,75%.
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Questéo 6
Considere as funcdes f e g, cujos graficos estao representados na figura abaixo.

N

y=gix)

O valor de f(g())—9g(f (1) éigual a

a) 0. b) — 1. c) 2. d) 1.
Graéfico 19: Respostas da 22 Série — Questdo 6
Questdo 6 Resposta  MN2deAlunos  Percentual de Alunos
a 3 14.3%
b 2 89.5%
C 0 0%
d 16 762 %

Gréfico 20: Respostas da 32 Série — Questao 6

N2 de Alunos  Percentual de Alunos

Questio 6 Resposta
a 2 3.4%

b 7 11.9%

c 9 15.3%

d 41 59.5%

Questdo com alto indice de acerto, como ja era esperado no capitulo anterior, por se tratar de
uma questdo com identificacdo grafica, na qual a o conceito de funcdo composta é aplicado de

modo simples.
O percentual de acerto desta questdo, considerando a turma de 80 alunos foi de 71,25%.
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3.3 Questdes da Fuvest

Questao 7

A trajetoria de um projétil, langado da beira de um penhasco
sobre um terreno plano e horizontal, ¢ parte de uma parabola com
eixo de simetria vertical, como ilustrado na figura. O ponto P sobre o
terreno, pé da perpendicular tragada a partir do ponto ocupado pelo
projétil, percorre 30 m desde o instante do lancamento até o instante
em que o projétil atinge o solo. A altura maxima do projétil, de 200 m
acima do terreno, ¢ atingida no instante em que a distancia percorrida
por P, a partir do instante do lancamento, ¢ de 10 m. Quantos metros
acima do terreno estava o projétil quando foi langado?

a) 60
b) 90
¢) 120
d) 150
e) 180
Graéfico 21: Respostas da 22 Série — Questdo 7
Cluestio 7 Resposta M2deAlunos  Percentual de Alunos
a 2 10%
b 2 10%
c 9 45%
| d 5 26% |
g 2 10%

Gréfico 22: Respostas da 32 Série — Questao 7

Guestio 7 Resposta MN2de Alunos  Percentual de Alunos
a 1 1.7%
b a9 15.3%
C r 45.8%
il 15 25.4%
e 7 11.9%

Esta ¢ a primeira questdo em que os dois grupos tiveram o maior nimero de pessoas
assinalando o item incorreto. Ja era esperado que o numero de acertos desta questdo fosse
baixo, por se tratar de uma questdo mais dificil, por ter que, além de elaborar a formula, era
necessario associar o grafico a um plano cartesiano.

O percentual de acerto desta questdo, considerando a turma de 80 alunos foi de 25%.
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Questao 8

. X .
Considere a fung¢do f(X) =1—( o a qual esta definida para X#1 ¢ X#-1, o
X+
produto f(x).f(—x) ¢ igual a
a)—1
b) 1
c)x+1
d)yx*+1
&) (x— 1y
Gréfico 23: Respostas da 22 Série — Questdo 8
Gluestio 8 Resposta  M2deAlunos  Percentual de Alunos
a 1] 0%
b 13 B1.9%
C 2 H9.5%
d 4 19%
e 2 9.5%

Graéfico 24: Respostas da 3% Série — Questdo 8

Cluestio 8 Resposta  M2deAlunos  Percentual de Alunos
a 12 20.3%
b 21 35.6%
C b 10.2%
d 10 16.9%
E 10 16.9%

Os dois grupos tiveram o0 maior niumero de pessoas indicando a resposta correta. No entanto, a
3% série teve respostas mais diversificadas. Acredita-se que o0s erros sdo, essencialmente,
decorrentes de simplificacBes incorretas e dificuldade em produto notaveis, especialmente a
relagdo incorreta (X + 1)2=x2 + 1.

O percentual de acerto desta questédo, considerando a turma de 80 alunos foi de 42,5%.
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Questao 9
Sejam f(x) = 2x — 9 e g(x) = x* + 5x + 3. A soma dos valores absolutos das raizes da
equagao f(g(x)) = g(x) € igual a
a)4
b) 5
c)6
d)7
e) 8

Graéfico 25: Respostas da 22 Série — Questdo 9

Juestio 9 Resposta M2dealunos Percentual de &lunos
a ] 0%
b 7 5%
cC 3 15%
d 8 J0%
e s 10%

Gréfico 26: Respostas da 32 Série — Questdo 9

Questio 9 Resposta N2 de Alunos  Percentual de Alunos
a 2 3.4%
b 18 30.5%
c 3 5.1
d 35 59.3%
e 1 1.7%

Novamente o item correto foi o que teve maior percentual nos dois grupos. O item b foi o
segundo mais marcado. Ao invés de ser a soma dos valores absolutos das raizes é o valor
absoluto da soma das raizes. Desse modo, acredita-se que esta interpretacao errada tenha sido
0 motivo do erro, pois 0 processo algébrico deve ter sido feito corretamente por 75% da turma
da 22 série e por cerca de 90% da turma da 3?2 série, que assinalaram os itens b ou d.

O percentual de acerto desta questéo, considerando a turma de 80 alunos foi de 53,75%.
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3.4 Questdes do ENEM
Questao 10

A temperatura T de um forno (em graus centigrados) ¢ reduzida por um sistema a

partir do instante de seu desligamento (t = 0) e varia de acordo com a expressdao

2
T(t) = —%+400, com t em minutos. Por motivos de seguranca, a trava do forno sé ¢ liberada

para abertura quando o forno atinge a temperatura de 39°.

Qual o tempo minimo de espera, em minutos, apos se desligar o forno, para que a porta possa
ser aberta?

a) 19,0
b) 19,8
¢) 20,0
d) 38,0
e) 39,0
Grafico 27: Respostas da 22 Série — Questdo 10
Gluestio 10 Resposta M2 deAlunos  Percentual de &lunos

a 1 4 8%

b 2 9A%

] 0%

d 18 357 %

e ] 0%

Gréfico 28: Respostas da 32 Série — Questdo 10

Cluestio 10 Resposta M2deAlunos  Percentual de Alunos
g 7 11.9%
b 1 1.7 %
C 3 5.1%
d 47 79.7%
B 1 1.7%

Trata-se de uma questdo de substituicdo direta do valor da variavel dependente e célculo da
variavel independente e isso pode ser comprovado pelo alto indice de acerto em ambas as
turmas. Os itens a, b e ¢ foram marcados pelos alunos que, provavelmente, substituiram o
valor 39 na variavel te ndoem T.

O percentual de acerto desta questdo, considerando a turma de 80 alunos foi de 81,25%.
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Questéo 11

Para comemorar o aniversario de uma cidade, um artista projetou uma
escultura transparente e oca, cujo formato foi inspirado em uma ampulheta.
Ela ¢ formada por trés partes de mesma altura: duas sdo troncos de cone iguais
e a outra ¢ um cilindro. A figura ¢ a vista frontal dessa escultura.

No topo da escultura foi ligada uma torneira que verte dgua, para dentro dela, com vazao
constante.
O grafico que expressa a altura (h) da dgua na escultura em fung¢do do tempo (t) decorrido ¢

c)

Gréfico 29: Respostas da 22 Série — Questdo 11

Cluestio 11 Resposta M2 deAlunos  Percentual de Alunos
a 2 H.5%
b 1 4.8%
C 1 4 8%
d 11 02.4%
e 6 28.6%

Graéfico 30: Respostas da 32 Série — Questdo 11

Cluestio 11 Resposta M2deslunos  Percentual de &lunos
3 0 0%
b 4 B.8%
C 0 0%
d 44 74 6%
e 1 18.6%

As duas turmas tiveram o maior percentual de alunos assinalando o item correto. Além disso,
como era esperado na andlise do capitulo anterior, a maioria das respostas ficou entre os itens
d e e, nos quais as mudancas do grafico sdo coerentes com as marcagGes de escala do plano,
mas que t€ém comportamentos ‘invertidos’ nos extremos do grafico.

O percentual de acerto desta questédo, considerando a turma de 80 alunos foi de 68,75%.
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Questéo 12

Nos processos industriais, como na industria de ceramica, ¢ necessario o uso de fornos
capazes de produzir elevadas temperaturas e, em muitas situagdes, o tempo de elevagdo dessa
temperatura deve ser controlado, para garantir a qualidade do produto final e a economia no
processo.

Em uma industria de ceramica, o forno ¢ programado para elevar a temperatura ao longo do
tempo de acordo com a fungao

7 t4+20, para0<t<100
0= ,°
12, 16

—_t* —-=—t+320, parat>100

125 5
em que 7 € o valor da temperatura atingida pelo forno, em graus Celsius, e ¢ ¢ o tempo, em
minutos, decorrido desde o instante em que o forno ¢ ligado.

Uma peca deve ser colocada nesse forno quando a temperatura for 48°C e retirada
quando a temperatura for 200°C.

O tempo de permanéncia dessa pe¢a no forno ¢, em minutos, igual a
a) 100. b) 108. c) 128. d) 130. e) 150.

Grafico 31: Respostas da 22 Série — Questdo 12

Qluestio 12 Resposta  M2deAlunos  Percentual de &lunos
a 1 4 8%
b 2 9.5%
c 3 14.3%
e 12 57 1% |
e 3 14.3%

Gréfico 32: Respostas da 3% Série — Questdo 12

Qluestio 12 Resposta  M2deAlunos  Percentual de &lunos
a 1 1.7%
b 3 5.1%
5 11 16.6%
IE 34 57 6% |
e 10 16.9%

Pouco mais da metade dos alunos das duas turmas acertou esta questdo. Contudo, as respostas
variaram entre as demais alternativas. Acredita-se que seja devido a necessidade de utilizagdo
de duas sentencas para resolvé-la.

O percentual de acerto desta questédo, considerando a turma de 80 alunos foi de 57,5%.
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CONCLUSAO

A primeira pergunta a qual este trabalho destinou-se a responder refere-se a: Como o
tema funcGes é abordado nos trés principais vestibulares do Estado de Sdo Paulo e no ENEM?
Para isso, queria-se analisar os tipos de funcdes e o enfoque principal abordado por cada um
deles.

Esse estudo foi realizado no capitulo 3, no qual, além das resolucGes das questdes, foi
possivel quantificar e qualificar a abordagem dessas funcdes.

Percebeu-se que a abordagem algébrica ou algébrica-gréfica (a partir de formulas) tem
prioridade em detrimento das abordagens de grafico e, ainda mais, de tabela (abordagem
menos utilizada em todas as provas analisadas).

Apenas na prova do ENEM a abordagem grafica se destaca, representando quase
metade das questdes analisadas.

Quanto ao tipo de funcdo, percebeu-se que as fungdes polinomiais de 1° e 2° graus
(afim e quadratica) representam 38,3% das questdes analisadas, pois totalizam 28 de um total
de 73 questdes. Entretanto, ha um desequilibrio bastante grande no ENEM que priorizou
fortemente tais grupos de questdes.

Em segundo lugar, tém-se as fungdes exponencial e logaritmica, com destaque para as
provas da Unicamp, em que 46% das questbes analisadas abordam pelo menos um destes
temas.

Desse modo, acredita-se que, em se tratando de preparacdo para esses vestibulares e
ENEM, ¢é ideal que o professor tenha em vista que o trabalho com fungdes polinomiais,
exponencial e logaritmica merecem enfoque. E, ainda, em se tratando particularmente de
ENEM, é muito importante que sejam trabalhados graficos, buscando andlise de dados e,
também, compreensdo de como um fendmeno descrito se comporta graficamente.

O segundo objetivo deste trabalho era o de analisar o desempenho de um grupo de
alunos na realizagdo de um teste com questdes das provas destes vestibulares.

Para a realizacdo das questdes ndo fosse comprometido pelo fator tempo e cansaco,
resolveu-se escolher apenas 12 questdes de multipla escolha (3 de cada uma das provas) para
a composicao deste teste.

A anélise destas questdes consta no capitulo 3, apresentando novamente as questdes
escolhidas, bem como ilustrando as respostas dos alunos, e fazendo-se uma inferéncia acerca

das razoes de erros e/ou acertos.
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Analisando o grupo como um todo, sem a distin¢éo das séries, € possivel perceber que
a maior média de acertos esta nas questdes do ENEM (69,6%), seguida da Unesp (66,25%),
Unicamp (52,92%) e, por fim, da Fuvest (49,42%).

O maior acerto referente as questdes do ENEM ja era esperado, pois o trabalho
priorizando analise grafica e com menos algebra costuma ser mais atrativo aos alunos.

Neste sentido, era esperado que o resultado da Fuvest fosse o mais baixo, pois entre as
quatro provas analisadas, a Fuvest costuma ser a que tem a fama de ser mais dificil e, a partir
dos dados analisados, a que tem mais notagéo algébrica.

E claro que as questdes analisadas no teste refletem apenas uma amostra desses dados,
mas acredita-se que essa seja a tendéncia das provas.

Desse modo, espera-se que este trabalho sirva de apoio pedagogico ao professor do
Ensino Médio que queira aprofundar seus conhecimentos acerca das abordagens que 0s
vestibulares tém utilizado ao que se refere ao tema funcdes e, ainda, sirva como material de
estudo aos vestibulandos que queiram analisar peculiaridades de abordagem do tema por cada
um desses exames.

Vale ressaltar que em 7 das 12 questbes analisadas, a turma da 2% série obteve
desempenho superior a da 3? série. Acredita-se que alguns fatores podem ter influenciado
nesse resultado:

e Por se tratar de alunos voluntarios, o nimero de alunos da 32 série (atualmente
alunos da autora da pesquisa) foi superior aos da 22 Acredita-se que seja
possivel que os alunos da 22 que tenham se disponibilizado a responder o teste
sejam 0s que tém mais facilidade com a matematica e, por isso os resultados
teriam sido superiores. E, ainda, com a proximidade dos vestibulares e ENEM
para a turma da 32 série, uma diversidade maior de alunos (com facilidade ou
ndo) tenha se disponibilizado ao teste;

e Devido a proximidade temporal de aprendizado de funcdes, para os alunos da
2% série alguns temas estariam “mais frescos”, possibilitando maior nimero de
acertos;

e A carga horaria semana de aulas de Matematica na 12 série para as duas turmas
foi diferente: 6 aulas para a turma da 22 série e 5 para a 32. Em relacdo as aulas
de conteudo, em ambas as turmas foram utilizados planejamentos similares.
Contudo, a turma da 22 série contou com mais aulas para resolucdo de

exercicios.
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Desse modo, acredita-se que essas situagcdes possam permitir desdobramentos para
trabalhos futuros, a partir do mesmo tema (fungdes) ou néo.

E, para concluir, deixa-se uma reflexdo acerca do curriculo de Matematica: analisando
o enfoque dos vestibulares e ENEM a partir das funcdes polinomiais, exponencial e
logaritmica, o trabalho basico com fungdes trigonométricas e compostas (sem a necessidade
de obter f(x), tendo-se f(g(x)) e g(x), por exemplo), acredita-se que seria possivel rever o
curriculo de ensino de fungdes, minimizando o trabalho com algumas abordagens
essencialmente algebricas (como a obtencdo de fungdo a partir de composta) no Ensino
Médios e enfocando-as de modo mais abrangente no Ensino Superior, apenas aos alunos que

precisarem desses conceitos mais algébricos.
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