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Resumo
O trabalho traz os principais conceitos da Matemadtica Financeira, buscando sempre
fazer uma ligacdo imediata com os acontecimentos ao nosso redor. A saber, discorremos
sobre juros, descontos, séries periodicas e sistemas de amortizacdes. Além disso, aplicaremos

0 Método de Newton para determinar da taxa de juros de séries de pagamentos.
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Abstract
The essay brings the main concepts of Financial Mathematics, looking to directly
connect it to the events in our surroundings. As such, we descant about interest, discounting,
periodic cycles and amortization systems. We will also apply Newtons Method in order to

determine the interest rates on payment series.

Keywords
Financial Mathematics, Interest and Newtons Method.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Muitas pessoas pensam que a Matemadtica € uma disciplina em que s se trabalha
com um grande nimero de féormulas sem sentido e com cdlculos intermindveis. Este trabalho
tem como objetivo principal destacar a importancia da aprendizagem da Matemitica Finan-
ceira. Considerando que este ¢ um assunto de grande relevdncia no cotidiano de todas as
pessoas que se servem ou virdo a servir do sistema bancdrio, do comércio ou até mesmo para
fins de auxiliar em suas proprias finangas.

Verificando o fato de que, apds a estabilizagao da economia nacional devido a
criagdo do plano real, as pessoas passaram a adquirir financiamentos e empréstimos com
maior frequéncia, se justifica uma solida aprendizagem e futura aplicacao da Matematica
Financeira.

Para tanto, foram analisados os principais livros utilizados no Ensino Médio, como
[4] e [10], que trazem vdrias abordagens sobre conceitos da matemdtica financeira, além
de livros que trazem um aprofundamento da Matemidtica Financeira em alguns conceitos,
com o intuito de verificar como estdo sendo tratados os principais topicos da mesma. A
partir desta andlise, pode-se elaborar um aspecto geral referente a essa drea da Matematica,
mostrando sugestoes e exemplos para que os professores do Ensino Médio possam orientar
e enriquecer sua pratica pedagogica de maneira adequada. Além disso, apontar os pré-
requisitos fundamentais para a assimilacdo dos contetidos, fazendo com que eles sejam
estudados com a devida conexdo.

Esse trabalho tem a intengdo de, com o apoio de diversas técnicas, atividades, pro-
blemas e inclusive, da parte histérica, ajudar as pessoas a compreender a Matematica finan-
ceira. Inicialmente, tratamos de conceitos iniciais de taxas de juros, descontos e capitaliza-

¢oes, com direito a demonstracdes de formulas e exemplos onde sdo colocadas situacoes



cotidianas para melhor visualizacio dos conceitos. Passamos por alguns assuntos nao abor-
dados no ensino médio como consideragdes sobre titulos publicos, séries periddicas unifor-
mes e sistemas de amortizacdo, mas no intuito de fornecer ferramentas bdsicas para a tomada
de decisdo em nosso dia a dia, onde estdo dispostos os conceitos, formulas e suas demons-
tracoes, sendo de grande valia ressaltar que elas partem de pressupostos reais, e que nao siao
inventadas. Estudamos além disso tudo ferramentas que auxiliam na determinacio de taxas
de juros em algumas situacdes, que sdo os métodos de aproximacio de raizes, com uma
atencdo especial ao Método de Newton.

E para finalizar € colocado para o leitor um capitulo sobre as aplicagdes da Matema-
tica Financeira no cotidiano dos alunos de forma que os mesmos se interessem pelo conteudo
fazendo com que tenha um destaque maior no ensino médio. Sendo assim, prova-se que a
Matemitica nao € abstrata a ponto de ndo se conseguir aplicar em nada, uma vez que ela

pode e deve estar ao alcance de todos.



CAPITULO 2

CONCEITOS BASICOS DE MATEMATICA
FINANCEIRA

2.1 CONCEITO DE JUROS

A defini¢do de juros segundo [1] se dd pelo fato de quando uma pessoa empresta
uma quantia de dinheiro a outra por um determinado periodo, ela recebe um rendimento
mensal pelo empréstimo que estd diretamente ligado a uma porcentagem no qual foi combi-
nado no ato da concessao do dinheiro. Quando uma pessoa contrai uma divida no banco ou
com lerceiros, ela também paga mensalmente um valor que € determinado por uma taxa até
a quitacao do valor total, que neste caso pode chegar a até 200 da divida.

Ao emprestar ou adquirir uma determinada quantia, o individuo deve ficar atento a

alguns fatores, como:

e Risco: pode ocorrer do devedor ndo pagar a divida.

e Despesas: ficar atento ao custo de todas as despesas, seja operacionais, contratuais
ou tributarias que serdo necessarias para formalizagao do empréstimo e a futuras
cobrangas.

e Inflacio: ter uma atencdo especial ao indice de desvalorizacdo da moeda previsto para
o periodo do empréstimo.

e Ganho: fixar uma meta em fun¢io das oportunidades de investimentos.

Um outro conceito de juros pode ser o seguinte: uma certa compensagio ao credor

pelo tempo que 0 mesmo ficard sem utilizar o dinheiro, € um certo alivio para o devedor, pois



ird suprir algumas necessidades imediatas, mas que apés um certo tempo terd que pagar um
acréscimo pela utiliza¢io do dinheiro ou pelo parcelamento da totalidade do valor contraido.
A fim de determinar o valor dos juros, sdo definidas taxas percentuais (taxas de juros) em
determinados periodos pelo credor. O célculo dessas taxas sdo realizados de acordo com
alguns fatores como, a inflacdo no periodo com o que foi acordado no contrato, com o
risco do empréstimo para o credor ou ainda o tipo de bem adquirido (pode desvalorizar ou
valorizar). As taxas podem ser maiores ou menores numa relagao proporcional ao tamanho
do risco ou ao valor do bem.

Segundo [1], a taxa utilizada pelos bancos no Brasil € a Taxa Selic (Sistema Espe-
cial de Liquidacdo e Custodia), que se trata de uma referéncia basica no calculo dos juros.
Essa taxa foi criada em 1979 pelo Banco Central do Brasil e ¢ muito utilizada na delimitacio
das taxas para o comércio, onde bancos ou empresas de crédito respeitam essa determinacao
para que nido haja abusos com o consumidor. No mercado financeiro, existem diversas
modalidades de juros: juros simples, juros compostos, juros nominais, juros de mora, juros
reais, juros rotativos, juros sobre o capital proprio, entre outras. Veremos adiante algumas
dessas modalidades.

2.2 OPERACOES COMERCIAIS

As operacOes comerciais tratam de movimentagdes realizadas com o intuito de
obten¢do de lucro. Nessas operagoes estdo inclusos o preco de custo, preco de venda (ou

receita) e o lucro. Veremos do que se trata cada um desses elementos:

e preco de custo: valor pago por um determinado produto em que o comprador tem a
intengdo de obter um valor acima do que pagou quando for vender esse produto.

e preco de venda ou receita: valor estipulado pelo vendedor para repassar o produto ao
consumidor (comprador) com a inten¢ao de receber um valor superior ao da compra
do produto.

e lucro: € o valor que o vendedor recebeu a mais na venda do produto, pois pagou um

valor ¢ vendeu por outro superior.

Caso o preco de venda seja inferior ao preco de custo pode-se dizer que o vendedor
teve prejuizo, ou se o preco for superior ao do custo ele obteve lucro. Podemos chamar custo
de C, receita de R e lucro de L e assim determinar a relacio que fornece o lucro ou prejuizo



ao vendedor:
L=R-C

Analisando agora a questao do lucro e prejuizo temos:

e Se R = C, entio L > 0 (lucro).
e Se R < C, entdo L < 0 (prejuizo).

A seguir, veremos exemplos de aplicacdes desses conceitos em situagdes problemas,
que podem ser colocadas para alunos do ensino, com o objetivo de mostrar a importancia dos

conceitos a0s mesmos.

Exemplo 1

Em uma indiistria metalirgica o custo de producdo de uma peca automotiva corresponde a
um custo fixo mensal de R$ 5000, 00 acrescido de um custo varidvel de R$ 55,00 por unidade
produzida mais 25% de impostos sobre o custo variavel. Considerando que o preco de venda

dessa peca pela indistria aos comerciantes é de R$102,00, determine:

a. a funcdo custo da producio de x pecas.

b. a funcfo receita referente a venda de x pecas.
¢. a funcdo lucro na venda de x pecas.

d. o lucro obtido na venda de 500 unidades.

Resolucao:
a. A funcdo custo serd dada pela somatdria do custo fixo, do custo varidvel e do
imposto cobrado de acordo com o custo varidvel.
C=5000-+55x+0,25-55x

b. A funcdo receita € dada por:

R—=102x



¢. A fungao lucro € obtida subtraindo a fung¢do receita da fun¢ado custo.

= 102x — (5000 +55x+0,25 - 55x)
102x — 5000 — 55x — 0,25 - 55x
= 102x —55x—13,75x — 5000

= 33,25x—5000

N~ -~
Il

Quando calculamos a fungao lucro determinamos uma expressao capaz de determinar o lucro
liquido obtido da venda de x pecas, isto descontados os custos de produgdo e os impostos
municipais, estaduais e federais.

d. O lucro obtido com a venda de 500 unidades corresponde a:

flx) = 33,25x—5000
£(500) = 33,25-500— 5000
£(500) = 16625 — 5000
£(500) = 11625

Exemplo 2 Um fabricante pode produzir calgados ao custo de RS 20,00 o par. Estima-se
que, se cada par for vendido por x reais, o fabricante venderd por més 80 — x(0 < x < 80)
pares de sapatos. Assim, o lucro mensal do fabricante é uma funcdo do preco de venda. Qual

deve ser o preco de venda, de modo que o lucro mensal seja mdximo?

Resolucao: Custo: valor de producdo de cada par de sapatos vezes o nimero de sapatos
fabricados.
C(x) =20 (80 —x)

Receita: nimero de sapatos vendidos no més multiplicado pelo valor de venda x.

R(x) = (80—x)-x



Lucro: diferenca entre a receita R(x) e o custo C(x)

Lix) = (80—x)-x—20-(80—x)
L(x) = 80x—x*—1600+20x
L(x) = —x>+100x— 1600

O lucro dado € representado por uma fungao polinomial do 2° grau decrescente, isto
€, seu grifico possui concavidade voltada para cima ou valor médximo. Para determinarmos
o pre¢o de venda do sapato, no intuito de obter o lucro maximo, basta calcular o valor do

L . )
vértice x da pardbola, dado por X, = —(5).

L(x) = —x*+100x— 1600

como a = —1, b =100, ¢ = —1600, entdo

X,:——:
! 2a 2(—1) 2

Para que se obtenha lucro méaximo, o preco de venda do par de sapatos deve ser RS 50, 00.



CAPITULO 3

CAPITALIZACOES

3.1 CAPITALIZACAO SIMPLES

No regime de capitalizacio a juros simples, os juros referentes a um tnico periodo,
em qualquer época sio, (por definicdo) calculados sobre o valor presente P, incidindo sobre o
mesmo uma taxa percentual na referente época determinada. Os juros mensais s3o constantes
e no final do prazo obtemos o rendimento total pelo produto do juro de 1 més com o total de
meses. Somando esse rendimento ao capital obtemos o montante.

Chamando valor presente de P, tempo da aplicacdo de n (sempre compativel com a
taxa) e taxa de juros de i podemos calcular os juros da seguinte forma:

J = Pin,

em que J representa os juros. A taxa percentual sempre aparece na resolucio dividindo por
100. Em uma aplicacio de capital P e taxa i obtemos os seguintes juros:

1°més: J=1iP
2°més: J=1iP
3°meés: J=IiP

n—ésimo més: J—1iP



Os juros totais podem ser calculados através da somatdria dos n meses:

J=Pin (3-1)

Exemplo 3 Qual o valor dos juros correspondentes a um empréstimo de RS 18.000,00, pelo

prazo de 8 meses, sabendo-se que a taxa cobrada é de 4,5% a.m.?

Resolucao:
Dados: P = R$ 18.000,00 n—=18 i=4,5% a.m.
J=P-i-n

J = 18000-0,045-18
J = R$14.580,00

Exemplo 4 Uma aplicacdo de R$75.000,00 pelo prazo de 230 dias obteve um rendimento

de R$ : 21.450,00. Qual a taxa anual correspondente a essa aplicacdo?

Resolucao:
Dados: P = R$75.000,00 J=R$21.450,00 n = 230dias
Taxa anual: 0, 124% - 360 = 44,64% a.a.

3.1.1 MONTANTE E DESCONTO

O montante de uma aplicagdo trata-se do valor presente acrescido dos juros recebi-
dos no prazo estipulado.
O montante no final de cada més € dado por:

1°més: M =P+iP=P(l+i)

2°més: M =P+iP=P(1+i)



E assim por diante até o n-ésimo més. Mas o montante acumulado ao final de cada més pode

ser calculado da seguinte forma:

1°més: M=P(1+i)
2°més: M =P+Pi2 = P(1+12)
3°més: M =P Pi3=P(11i3)

n—ésimomés: M =P+ Pin=P(1+0,0in)
Dai podemos definir a férmula do montante:
M =P(l+in) (3-2)

O desconto pode ser considerado um valor atual de um montante futuro, ou seja,
€ o valor antecipado de uma divida em que o credor concede um valor mais baixo para
pagamento devido a antecipagdo. A visualizac@o € melhor através de um fluxo de caixa, que
segundo [2] serve para mostrar graficamente as transagdes financeiras em um certo periodo
de tempo. Existe uma linha horizontal que representa o tempo e nessa linha colocamos setas
para representar saidas e entradas. As setas com sentido para cima representam recebimentos

(entradas) e as com sentido para baixo representam pagamentos (saidas).

capitalizacio =T M = C(1 +in)

M=C(+tn)"d

fempo

Figura 3.1: Entradas e Saidas



Exemplo 5 Sabe-se que certo capital aplicado, aplicado durante 8 bimestres, a taxa de 48%

a.a. rende RS 86.000,00 de juros, determine o montante dessa aplicagdo.

Resolucao: Dados:P = R$86.000,00 n=38 i =48%a.a.
A taxa corresponde a: 48 : 6(bimestres) = 8%a.b.

Calculando o valor presente:

86000
©0,08.8

P = R$134.375,00

Como M =P + ], temos:

M = 134.375,00 + 86.000, 00
M = R$220.375,00

Exemplo 6 Um empréstimo de R$50.000,00 deverd ser quitado por R$75.000,00 no final

de 10 meses. Determine as taxas mensal e anual cobradas nessa operacdo.
Resolucgio: Dados: P = RS : 50.000.,00 n=10 M = R$75.000,00
Os juros cobrados serdo de:

J=M-P
J =75000 - 50000
J =R$ 25.000,00

Calculando a taxa mensal:

25000
~ 5000010

i=0,05.(100)

1

i=5%a.m.

Calculando a taxa anual: 5% x 12 = 60% a.a.



3.2 CAPITALIZACAO COMPOSTA

O regime de capitalizagdo a juros compostos baseando em [1] e [2] sdo aqueles
em que o juro do més € incorporado ao capital, constituindo um novo capital a cada més
para o célculo de novos juros. Esse processo de incorporagdo dos juros ao capital pode ser
chamado de capitalizagio. Esse tipo de rendimento € muito vantajoso, sendo utilizado pelo
atual sistema financeiro. As institui¢des financeiras utilizam esse método de capitalizacio
nas aplicagdes financeiras, como na elaboragao de financiamentos.

3.2.1 MONTANTE E DESCONTO A JUROS COMPOSTOS

Pode-se dizer também que o dinheiro rende mais a juros compostos do que a juros
simples. Veremos como podemos determinar uma relagao para poder calcular 0 montante

resultante de juros compostos em um determinado periodo:

1°més: M=P+Pi

2°més: M = (P+Pi)+ (P+Pi)i=P+2Pi+ Pi*
=P(1+2i+i?) =P(1+i)?

3°més: M = P+2Pi+ Pi? + [(P+ Pi) + (P + Pi)i)]i
= P+3Pi+3Pi* + Pi°

=P(1+3i+32+i%) = P(1 +i)®
n—ésimo més: M =P(1+i)"
Onde definimos a formula do montante a juros compostos:
M=P(1+i)" (3-3)

onde n representa o prazo estipulado.

Essa € a [ormula que permite calcular diretamente o montante depois de um



determinado periodo, descartando a necessidade de calcular més apés més. Na formula a
taxa de juros deve estar na mesma unidade de tempo que o periodo se encontra. O termo
(1 +17)" representa o fator de capitaliza¢do ou fator de valor futuro e devemos multiplicd-lo
pelo valor inicial para obtermos o valor futuro. O valor presente ou capital inicial pode ser
calculado através da mesma formula, bastando apenas monopoliza-la a fim de isolar o valor

de P, ficando entdo assim:

1
P=M|——|ouP=M1+i)™" 34
e (141 G-
Quando representamos através do fluxo de caixa o fator (1 +7)" leva as grandezas para
frente, permitindo o célculo do montante ou valor futuro, ocorrendo assim a capitalizagcao
do principal a uma data posterior. Jd o fator (1) " leva as grandezas para trds, permitindo
o cdlculo do desconto ou valor presente, ocorrendo assim o desconto de um valor futuro em

uma data anterior a do vencimento.

M

e i)
v oo )

—

G R

Figura 3.2: Fluxo de Caixa

Abaixo segue um exemplo que mostra a aplicagao do formula (3-4).

Exemplo 7 A juros compostos de 15% a.a., qual serd o montante de R$2.700,00 em cinco

anos?

Dados:P = R$2.700,00 n=>5 i=15%a.a.
Resolucio:
M=P(1+1)"

M =2700(1+0,15)°
M =2700(1,15)°

M =2700(2,0113)



M = R$5.430,51

Exemplo 8 Uma pessoa realiza um depdsito de R$ 3.000,00 na poupanca. Trés meses
depois, deposita mais RS 4.000,00 e, dois meses depois do iiltimo deposito, realiza uma
retirada de R$ 2.500,00. Qual serd o saldo da poupanca ao final do sexto més, considerando

que a taxa de juros composta obtida é de 20% a.m.?

Resolucio:

Levando o depdsito até o sexto més (emos:

3000(1,2)% = R$8.957.95

Agora levando o segundo deposito até os trés ultimos meses:
4000(1,2)% = R$6.912,00

Levando a retirada para o ultimo més temos:

—2500(1,2) = —R$3.000, 00

Somando os montantes, obtemos o saldo final:

8957,95 +6912 — 3000 = R$12.869,95.

33 A CALCULADORA HP 12C COMO INSTRU-

MENTO AUXILIAR

Uma maquina que € bastante utilizada como auxilio para o cdlculo financeiro é a
calculadora HP 12c¢. Nela € possivel encontrar teclas que possibilitam o cdlculo direto de
montante e juros tanto simples como composto. Essa calculadora possui trés tipos de teclas,
que ativam fung¢oes diferentes: brancas, amarelas e azuis. As teclas brancas sao as principais
de utilizagdo comum e as amarelas e azuis sao teclas que ativam fungdes pouco utilizadas no
cotidiano, mas muito ttil na matemadtica geral, principalmente na matemadtica financeira.

Veremos na tabela abaixo algumas operacdes basicas da HP 12c¢ por [3]:



Cilculo Tecla a ser utilizada

Ligar a calculadora (ON)

Apagar o que estd no visor (CLX)

Apagar o contetido das memérias financeiras | (f) (FIN)

financeiras

Realizar um célculo simples (nimero) (ENTER) (niimero) (operagao)

Calcular porcentagem (nimero) (ENTER) (percentual) (%)

Calcular o exponencial (nimero) (ENTER) (poténcia) (yx)

(potenciagdo)

Armazenar na memoria: (nimero) (ENTER) (STO) (nimero
qualquer da memoria)

Fixar a quantidade de casas decimais: (f) (numero de casas decimais desejado)

Exemplos Calculadora

22443 =65 22(ENTER)43(+)

201x8 = 1608 201(ENTER)8(x)

(12+43)/5=11 12(ENTER)43(+)5(:)

20 =64 2(ENTER)6(y")

/28 (ENTER)S(ENTER)4(:)(y")

3.3.1 USO DA HP 12C PARA O CALCULO DE JUROS SIMPLES

Dado um valor principal P aplicado em um periodo de n dias (transformar caso
esteja em meses ou anos) a uma taxa i% ao ano (transformar caso esteja em meses ou dias),
podemos determinar os juros e 0 montante através de algumas operagdes com a calculadora

conforme a sequéncia abaixo:

e entre com o nimero de dias n

e entre com a taxa anual {

e entre com o valor principal CHS PV

tecle f INT : obtém-se os juros

tecle + para obter o montante.

Exemplo 9 Determine os juros produzidos e o montante ao final de 8 meses, de um capital
de $ 1500,00 aplicados a taxa de juros simples de 40% a.a.

Na HP:

240n

40i

1500 CHS PV

[ INT (resultado no visor: 400)



+ (resultado no visor: 1900)

Resolugdo: Juros = $ 400,00 e Montante = $ 1900,00 Uma tecla bastante qtil € a
LSTX, que se trata de um registrador automatico que preserva o valor que aparece no visor
antes da execug¢do de uma funcido, podendo o mesmo ser recuperado para ser corrigido ou
utilizado em um outro cédlculo. Além de ser muito util nos célculos financeiros, pode ser

utilizada também em outras situagdes como no exemplo abaixo.
Exemplo 10 Recuperacdo de um valor para utilizagdo em outro cdlculo

O faturamento mensal de uma empresa nos ultimos 4 meses foi 0 seguinte:

Més Faturamento

Janeiro  R$ 50348.00
Fevereiro RS 57900,20
Marco RS 69480,24
Abril RS 81.986,68

Calcular a evolugdo mensal de crescimento (em porcentagem) Resolucao:

Janeiro para Fevereiro = 50348.00 ENTER 57900,20A%
VISOR: 15
Fevereiro para Marco = g LSTX
VISOR : 57900,20
69480,24A%
VISOR : 20
Marco para Abril =glSTX
VISOR : 6948024
81986, 68A%
VISOR : 18

Outros exemplos de [9] sobre a utilizagdo da calculadora em célculo financeiro

Exemplo 11 Uma mercadoria cujo preco de venda era RS 1800,00, sofreu aumentos
mensais de 6%, 8% e 12%. Calcular:

a) o preco de venda da mercadoria apds os aumentos;



Resolucio:
f REG
1800 ENTER

6% +
8% +
12% -+

VISOR : 2307.92

b) o percentual de aumento do trimestre.

Resolucao:

f REG
1800  ENTER 2307,92D%
VISOR: 28,22

Exemplo 12 Uma mercadoria, cujo pre¢o de venda era de R$ 12000, 00, sofreu sucessivos
descontos de 6% .10% e 12%.

a) Qual o preco de venda apds as sucessivas remarcacgoes?
Resolucio:

f REG
12000 ENTER
6% -

10% -

12% -
VISOR: 8933,76

b) Qual o percentual de desconto do periodo?



Resolucio:
f REG
12000 ENTER 8933.76D%

VISOR: 25,55

3.4 EQUIVALENCIA DE CAPITAIS A JUROS COM-

POSTOS

Dois capitais sdo equivalentes se comparados em uma mesma data, descontados ou
capitalizados por uma mesma taxa de juros produzem um mesmo valor presente, ou capital.

ke 2 TR 1)

Entdo: “x” € equivalente a “y

o

se e somente se.:

y = x(1+i)"Capitalizando o “x”

L L

Capitalizando o 'y
y [

n

X =

Y
(1+iy

Exemplo 13 Em vendas a vista, uma loja oferece 5% de desconto; pagando-se com cheque

pré-datado para um més, ndo hd cobranga de juros; em cheques pré-datados para dois



meses, hd um acréscimo de 3%. Qual a melhor forma de pagamento, se o rendimento do
dinheiro for de 3,5%a.m. ? Por [2].

Resolucao:
O primeiro passo € calcular a taxa de juros embutida.
Pagamento a um més: por equivaléncia de capitais, o valor presente do pagamento referente

a um més deve ser igual ao valor do pagamento 2 vista:

P 9= L1 —0,052632 = 5,2632% am.
1+i 0,95

Pagamento a dois meses: por equivaléncia de capitais, o valor presente do pagamento

referente a dois meses deve ser igual ao valor do pagamento a vista:

I —

1.03P 1,03
2 =095P:>'=(%> 1 =0,041254 = 4,1254% a.m.

A melhor forma de pagamento € 4 vista, jd que o rendimento do dinheiro € menor

que a taxa cobrada pela loja nas outras duas formas de pagamento possiveis.



CAPITULO 4

TAXA DE JUROS

A taxa de juros € um indice utilizado em economia e finangas para registrar a
rentabilidade de uma poupanca ou o custo de um crédito. Podemos defini-la como os
diferentes tipos de indice que se empregam na medida de rentabilidade das poupangas ou
que se incorporam ao valor de um crédito, ou como uma relagdo entre dinheiro e o tempo
dado que podem beneficiar a um poupador que decide investir seu dinheiro em um fundo
bancdrio, ou seja, que se soma ao custo final de uma pessoa ou entidade que decide obter um
empréstimo ou crédito. E aplicada em todos os tipos de operagdes financeiras e é considerada
o valor de maior importancia na hora de realizar transagdes econémicas a curto, médio e
longo prazo.

As taxas de juros podem assumir diferentes formas dentro do mercado financeiro,
sdo elas: taxa nominal, taxa proporcional, taxa efetiva, taxa over, taxa aparente e taxa real.

Veremos um pouco do conceito de cada.

4.1 TAXA DE JUROS NOMINAL

A taxa de juro nominal € a taxa de juro propriamente dita, ou seja, € fixada pelo
periodo de um ano, onde nio sofre variagdes. E considerada um referencial em que os juros
sao incorporados ao capital mais de uma vez no periodo a que a taxa se refere. Esta taxa deve
ser mencionada em todos os contratos de crédito e aplicagcdes bancdrias.

Para melhor compreensdo veremos um exemplo:



Exemplo 14 Um empréstimo de R$ 50.000,00 serd quitado por meio de um tnico paga-
mento de RS 42.000,00 dentro de um més. Sabendo que foi pago no ato da contratacdo
uma tarifa de 4% referentes a servicos bancdrios, sobre o valor do empréstimo, qual a taxa

nominal cobrada?

Resolucao:

juros pagos ~ R$ 50000 — R$ 42000

= = 19,05%a.m.
empréstimo nominal R$ 42000 At

taxa nominal =

4.2 CALCULANDO O MONTANTE A JUROS NOMI-

NAIS

Se considerarmos um determinado capital aplicado a uma taxa de juros efetiva ao
ano, onde os juros serdo capitalizados uma tnica vez ao ano, o montante ao término do
primeiro ano sera:

M =P(1+1i)

Se a taxa de juros for nominal ao ano, capitalizada bimestralmente (seis vezes por ano), o

j 6.1
M=P(1+%
(+4)

Se a taxa de juros for nominal ao ano, capitalizada semestralmente (duas vezes ao ano), o

montante ao final de um ano sera:

montante ao final de do quarto ano sera:

j 24
M=P(1+%
(+3)

De forma generalizada podemos definir 0 montante de um capital aplicado pelo prazo n
a uma taxa nominal j com juros capitalizados k vezes durante o periodo referente a taxa

nominal;

o~ kan
M:P(Hi) (4-1)



4.3 TAXA PROPORCIONAL

Esse tipo de taxa € determinada relacionando-se taxas nominais (taxa considerada
na operagao financeira) e o nimero de periodos capitalizados (quantidade de vezes no qual os
juros ocorrem). Sao taxas de juros fornecidas em unidades de tempo diferentes que, ao serem
aplicadas a um mesmo principal durante um mesmo prazo, produzem um mesmo montante
acumulado no final daquele prazo, no regime de juros simples.

Exemplo 15 12% ao ano é proporcional a 6% ao semestre; 1% ao més é proporcional a

12% ao ano.

Como o proprio nome ja fala, as taxas proporcionais seguem uma propor¢ao entre 0s
periodos e as taxas, como por exemplo: A taxa proporcional de 4% a.m., para cinco meses
¢ de 20%: ou a taxa de 36% a.a., para sete meses € de 21%. Entdo as taxas proporcionais
devem seguir a seguinte regra:

M1.l] = R2.02

onde n; e ny representam os prazos de cada taxa; e i; e i, os percentuais das taxas
consideradas.

4.4 TAXA EFETIVA

Segundo [2], a taxa de juro efetiva € a taxa de juro que expressa o rendimento obtido
de uma aplicacdo financeira assumindo juros compostos, isto €, assumindo que 0s juros pagos
durante o prazo de aplicacio sdo reinvestidos na mesma aplicacio. E facilmente calculada
recorrendo a férmula de célculo do juro composto. A taxa de juro efetiva normalmente
anunciada pelos bancos refere-se ao periodo exato de um ano e designa-se taxa anual efetiva
(TAE). Os juros antecipados, impostos, comissdes e artificio usados no cdlculo de juros
fazem com que, tanto no regime de capitalizacdo simples como na composta , as taxas

efetivas e nominais se diferem. Exemplos de aplicacdes de taxas efetivas:

operagoes de capital de giro;

captacao mediante venda de Certificados de Depdésito Bancirio (CDBs);

14% a.m. capitalizados mensalmente;

82% a.s. capitalizados semestralmente.



Quando o periodo da taxa de juros coincide com a periodicidade de capitalizagio
dos juros, pode-se dizer que a taxa assumida € a propria taxa efetiva, ficando assim implicito
o periodo de capitalizacao.

4.5 CALCULANDO A TAXA EFETIVA A PARTIR DA

NOMINAL

Quando a taxa for nominal, podemos determinar a taxa proporcional por periodos de

capitalizacdo através do quociente entre a taxa nominal e a frequéncia de suas capitalizacdes:

7~

Esse periodo corresponde ao mesmo periodo das capitalizacoes da taxa nominal. Por exem-
plo, uma taxa nominal de 36% a.a. capitalizadas semestralmente quando dividida pela

frequéncia das capitalizacOes, o resultado serd uma taxa efetiva semestral:

. i 36% a.a.
Iy = S PEEE 180 4.5,
k 2
Agora ao aplicarmos o processo de capitalizagdo composta, calculamos a taxa efetiva anual

equivalente 4 taxa nominal de 36% a.a., capitalizada semestralmente:

1 k.n 0.36 2.1
ia:(lJFk) _1:(1+ 2) —1=(1+0,18)>—1=139,24% a.a.

Se observarmos a resolu¢io anterior atentamente, a taxa efetiva i para n periodos de
capitaliza¢ao pode ser obtida a partir de uma taxa nominal j capitalizada k vezes, de acordo

1 i
iy = (1+k) —1

Agora, se aplicarmos um capital P durante n anos a uma taxa efetiva ao ano, o

com a seguinte formula:

montante sera:
M= P(l +iy)"



Se 0 mesmo capital for aplicado pelo mesmo periodo a uma taxa nominal anual j, capitali-

1- k.n
M=pr[1+2
(%)

As taxas nominal e efetiva devem resultar no mesmo montante se forem equiva-

zada k vezes, o montante serd:

lentes. A formula para calcular a taxa efetiva ao ano é encontrada quando igualamos 0s

N kn ok
P(]+ia)”:P(l+%) —1:,,1},=<1+£> 1

A fim de exemplificar a importdncia de se trabalhar apenas com taxas efetivas,

montantes:

consideremos a seguinte situacio:

e Consorcio A: 12% a.a. capitalizada diariamente;
e Consorcio B: 12,7% a.a. capitalizada bimestralmente;

e Consorcio C: 12,8% a.a. capitalizada semestralmente.

Pensando em realizar um consdrcio a fim de guardar dinheiro, qual das taxas serd
melhor e qual consércio escolher?
Resolucao: Inicialmente devemos calcular as taxas efetivas anuais equivalentes a

essas taxas nominais declaradas.

. Ak 012360 ‘
i =(114) —1=(1+%3)" —1=1273% a.a. Consércio A
6
= (14 %27) "~ 1 =13.41% a.a. Consorcio B

2
= (l + %) —1=13,21% a.a. Consoércio C

Podemos com esses cilculos ter algumas consideracoes:

1. Nem sempre a taxa mais baixa € necessariamente a melhor.
2. A quantidade de capitalizagdes durante o ano pode levar a uma diferenga significativa
entre a taxa nominal cotada e a taxa efetiva que vocé recebe ou paga.
A frequéncia das capitalizacoes de uma taxa nominal afeta diretamente o montante

de uma aplicagao, pois quanto maior € a frequéncia, maior serd o montante final e conse-

quentemente maior serd também a taxa efetiva cobrada na operagao.



4.6 EQUIVALENCIA ENTRE TAXAS

Quando as taxas de juros sdo fornecidas em unidades de tempo diferentes que ao
serem aplicadas a um mesmo principal durante um mesmo prazo e produzem um mesmo
montante acumulado no final daquele prazo, no regime de juros compostos, sdo denominadas
equivalentes. O conceito de taxas equivalentes estd, portanto, diretamente ligado ao regime
de juros compostos. Podemos dizer entdo, que a diferenca entre taxas equivalentes e taxas
proporcionais se prende exclusivamente ao regime de juros considerado, ou seja, as taxas
proporcionais se baseiam em juros simples, e as taxas equivalentes se baseiam em juros
compostos. Toda taxa de juros que se encontra em determinado prazo, pode ser convertida
para outro prazo qualquer sem que ocorra alteracdo em seu valor inerente, viabilizando o
calculo dos juros em operagoes.

Veja abaixo como podemos relacionar a equivaléncia entre taxas, baseando em [2]:

1 2 12 meses

12
F=P[l+im] (1)

F
L
0 1 ano
P
1 :

Como | =2, temos que:

(] +im)12 - (] +ia)l



E assim do mesmo modo, podemos relacionar as taxas em diferentes periodos:
(1+ia)* = (1+in) 2 = (14+ia) = (1+1i5)*

Quando convertemos uma unidade de tempo menor para uma unidade de tempo
maior, como de més para ano, deve-se elevar a taxa de juros pelo numero de periodos
correspondentes. No sentido contrdrio, de ano para més, devemos elevar ao inverso do
periodo.

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 16 Qual ¢ a taxa nominal anual, capitalizada semestralmente, equivalente a taxa
efetiva de 40% a.a.?

Resolucao: iy, = 40%a.a., k=2, m=1, j="
j k.m

.y 2.1
1,40 = (1+§) — j=36,64 a.a.

Exemplo 17 Calcular a taxa nominal anual, capitalizada trimestralmente, equivalente a

taxa nominal de 120% a.a., capitalizada mensalmente.

Resolucao: j = 120% a.a., k=12, j=%a.a., k=4, m=1
Vamos determinar o fator mensal, dividindo a taxa nominal de 120% a.a. pela
frequéncia das capitalizagcdes ( no caso, 12):

1,2
1+i,)=11 ! =1.1
( Jrlm) ( + 12) :

Podemos obter também o fator trimestral, dividindo a taxa nominal anual pela

frequéncia das capitalizagdes ( no caso, 4):

(1+is)=(1+i)



Agora vamos relacionar o fator trimestral com o fator mensal, onde podemos

determinar a taxa nominal pedida:

(1+it) :(1+im)3
(1+§) (1,1)}
J =[(1,1)* —1]4 =132,40% .a.

4.7 TAXA OVER

E uma taxa usada pelo mercado financeiro para determinar a rentabilidade por dia
ttil, normalmente ¢ multiplicada por 30 (conversdo do mercado financeiro); onde podemos
destacar uma importante aplicagdo que ¢ as operacoes de CDIs (Certificados de Depdsitos
Interbancdrios). Nas empresas, em geral, podemos dizer que € utilizada para escolher uma
outra melhor taxa para um determinado investimento. Esta pratica ganhou maior importincia
principalmente no inicio dos anos 90.

A aplicabilidade do conceito de Taxa Over nao deve ser limitada as operagdes de
mercado financeiro e bancdrio, assim como os demais conceitos da matemdtica financeira,
pois pode ser usada também em operacdes comerciais, como no financiamento de uma venda
de mercadoria a um determinado cliente, por exemplo.

Uma das dificuldades para utilizagdo da Taxa Over ¢ a informag¢do do nmimero
de dias uteis (ndu), devido ao grande numero de feriados do calendario nacional. Uma
alternativa € conseguir junto a rede bancdria um calendario que contenha o numero de
dias uteis, jda contemplando os feriados nacionais. Este calenddrio € proprio para calcular
a quantidade de dias uteis nas aplicag¢des financeiras. Podemos considerar como alternativa
tradicional contar no proprio calenddrio, o que muitas vezes pode se tornar uma dificuldade
no processo.

Se for o caso de realizar uma operacdo de mais de um dia, utilizamos a taxa
nominal para realizar a conversdo de taxa over para um dia e, em seguida, a taxa efetiva
para capitalizar a taxa de um dia para o prazo necessdrio. Pode-se calcular o montante de um

capital aplicado a taxa over mensal por um determinado prazo em dias, através da relacdo:

taxa (wer) du

M:P(]+ %



Onde du = dias tteis no prazo da operagio.

4.8 TAXA DE JUROS EFETIVA EQUIVALENTE A

TAXA OVER

Em [2] podemos determinar 0 montante de um capital aplicado a taxa over durante

um certo periodo (dias uteis) através da seguinte relacdo:

taxa (wer) du

M:P(1+ %

O montante desse mesmo capital aplicado agora durante dias corridos a uma taxa efetiva 1 €:

L de

M=P(1+i)%

n —referéneia da taxa i

Igualando os dois montantes, podemos chegar a uma relacdo de taxas equivalentes:

taxa over
(l +—

(1 N taxa over) du. .
30

du L o
— ) = [ =
) (1+1) i 30

Onde: {— taxaefetiva em n dias;
de — dias corridos;
du — dias uteis;
n = referéncia de taxa i (30 para taxa mensal).

Podemos obter d¢ (ntiimero de dias corridos) pela diferenca entre as duas datas. Jd du
(mimero de dias uteis) pode ser obtido a partir da diferenca entre as duas datas, descontando-

se sdbados e domingos, além do niamero de feriados regulares e especiais entre essas datas.

Exemplo 18 Uma operacio com duracdo de 50 dias corridos foi contratada a uma taxa



overde 2, 1% a.m. Se durante esse prazo houve 35 dias titeis, determine a taxa efetiva mensal

e 0 montante ao término do prazo, considerando-se que foram aplicados R$ 100.000, 00.

Resolucio:
Calculo do montante:

0,021
30

taxa over

30

du 35
M:P(l—l— ) _100000.(1+ ) — R$ 102479.38

Cilculo da taxa efetiva:

ml'.u
=)

taxa over 9. 7: 0,021
= (1 7) =1+ 1 =1,48% a.m.
i (—1— 30 (+ 30) A8% a.m

Exemplo 19 A cada R$ 3000,00 aplicados foram recebidos R$ 3048,36. Considerando que

a operacdo foi contratada a uma taxa over de 2% a.m., calcular o niimero de dias iiteis.

Resolucao:
M=Pp (1 n taxa over)d”
N 30
du In (3043,36)
0,02 ;
3048.36 = 3000. (1+%) = du= % — 24 dias
In (l + 3—0)

4.9 TAXA DE JUROS APARENTE E TAXA DE JUROS

REAL

A Taxa Aparente € a taxa efetiva de juros em que ndo sdo considerados os efeitos
da inflacdo dentro de uma operacgio financeira, ou seja, se a inflacio for zero, tanto a taxa
aparente, quanto a taxa real serio iguais. Jd a Taxa de Juros Real € determinada desconsidera
os efeitos da inflacdo e € correspondente ao periodo da operacdo, sendo uma taxa que
reflete com maior precisdao o ganho real de um investimento por considerar a perda com
a desvalorizagdo causada pela inflacdo do periodo. Existe uma relagdo matemadtica entre a



taxa aparente, taxa real e inflacao definida por [2].

(14+i)=(1+é).(1+1) (4-2)

Onde: = taxa aparente
i, = taxa real
I = taxa de inflacdo
Exemplo 20 Uma aplicacdo financeira rende juros nominais de 8% a.a., capitalizados

mensalmente. Considerando uma inflacdo de 6,5% a.a., determinar as taxas de juros

aparente e real obtidas pela aplicacdo.

Resolucao:
Cilculo da taxa efetiva aparente:

U%id==(l+i)k

0,085\ 2
(1+1},)=<1+ 712 ) =i, =8,84% a.a.

Calculo da taxa efetiva real:

N

Iy

| 1,0884

1 =22%aa
1+1 1,065 e ad

Exemplo 21 Um capital aplicado por trés anos e meio a taxa aparente de 15% a.a.,
capitalizada mensalmente, rendeu RS 1.800,00 de juros. Considerando uma inflagédo anual
de 10%, calcular o capital ¢ as taxas de rentabilidade aparente e real da aplicacdo. [2]

adaptado.

Resolucao:



i) Cilculo do capital:

J =M-P
_ . k.
1800,00 =P (1+4) " —p
-y 12.3,5
1800,00 =P (1+“f;’) 1} ;»P:(ngg’%:R$2627,85

ii) Cdlculo da taxa de rentabilidade aparente:

15\ "
(14+iq) = (1+()i—2) = lq = 16,07% a.a.

iii) Calculo da taxa de rentabilidade real:

. 1+ Taxa de rentabilidade aparente - 140, 1607

= = _ —1=5,52% a.a.
I' 1 + Taxa de inflagdo 14+0,1 et dd




CAPITULO 5

OPERACOES A CURTO PRAZO

5.1 DESCONTO

O desconto € uma modalidade de empréstimo a curto prazo destinado ao capital
de giro de uma empresa, ¢ que ¢ concedido através de adiantamento, mediante a cobranca
de uma determinada taxa de desconto, sobre um titulo ou nota promissoria de crédito com
recebimento futuro. A cobranca de juros € feita antecipadamente na data de liberacdo dos

recursos baseada na taxa de juros (taxa de desconto) e no prazo a decorrer de cada titulo.

5.1.1 DESCONTO SIMPLES

[1] define como sendo um desconto em que a taxa incide sempre sobre o valor futuro
(ou montante). Ele € utilizado no Brasil de maneira vasta e generalizada, principalmente
em operagdes bancdarias, como desconto de duplicatas. Nessa metddica, o desconto simples
€ classificado em duas categorias: desconto racional (desconto por dentro) e desconto

comercial ou bancdrio (desconto por fora).

5.1.2 DESCONTO RACIONAL SIMPLES

E aquele onde a referéncia para o cilculo percentual do desconto € o valor liquido,

isto €, sobre o valor atual, sendo calculado a juros simples. Podemos calcular o desconto da



seguinte maneira:
N.i.n
I+in

D,=N—-A=N-

F

— =
I+in

Onde / representa a taxa de juros simples, n corresponde ao prazo decorrido até o

vencimento do titulo e A é o valor atual na data do desconto. E importante a observacio da

proporcionalidade entre as grandezas “taxa de juro” e “prazo de operacao”.

Exemplo 22 Um titulo com valor nominal de R$ 3.200.,00 foi resgatado dois meses antes
do seu vencimento, com um desconto racional simples a taxa de 30% a.m.. De quanto foi o

valor pago pelo titulo?
Resolucao:

N L 3200 3200
l1+in 140,32 1,6

= R$ 2000,00

5.1.3 DESCONTO COMERCIAL SIMPLES

E aquele onde a referéncia para o cilculo percentual do desconto é o valor nominal.
Pode ser calculado pelo produto do valor nominal do titulo pela taxa de desconto fornecida
pelo banco e pelo prazo a decorrer até o vencimento do titulo:

D=N.dn

Em que d representa a taxa de desconto comercial (taxa por fora), n o prazo ¢ N o valor
nominal do titulo. Aqui também da pra observar a proporcionalidade entre as grandezas
“taxa” e prazo da operacdo. Podemos obter uma expressdo para o valor liberado através da
seguinte relacio:

D =N-V
Ndn =N-V
V=N.(l—-dn) (5-1)

Ja o desconto bancdrio € considerado uma expansdo do desconto comercial, bas-
tando acrescentar a TSB - Taxa de Servigo Bancidrio °s’, que frequentemente incide sobre

o valor nominal. Assim, as expressdes para cdlculo do valor do desconto e valor liberado



passam a ser as seguintes:
D=N.(s+d.n)

V=N.(l—s—d.n) (5-2)

Considerando-se que o valor do desconto € o juro pago sobre o valor nominal do
titulo, podemos expressar a taxa mensal de desconto em funcéo do valor do desconto (D) e

() )

Exemplo 23 Qual é o valor do desconto bancdrio (comercial) sofrido por uma nota pro-

do valor nominal (N):

n = prazo em dias

missoria no valor de R$ 3.000,00, a taxa de 8% a.m., 3 meses antes do seu vencimento?

Resolucao:

Primeiro calculamos o valor atual comercial

A=N.(1—in)=23000.(1-0,08.3) = 3000.0,76 = R$ 2280, 00

E finalmente, calculamos o valor do desconto

D =N —A=3000—-2280 = R$ 720,00

5.1.4 TAXA DE DESCONTO EFETIVA

E um tipo de taxa que efetivamente serd cobrada em operagdes de desconto. Essa
taxa, quando aplicada sobre o valor que foi descontado, gera um montante igual ao valor

nominal do titulo (gera juros iguais ao valor do desconto).



5.1.5 TAXA DE DESCONTO EFETIVA LINEAR

Podemos determinar essa taxa da seguinte maneira:

V.(l+in) =N
N(1—d.n).(1+in) =N

1= 1—d.n

Observando a expressdo, podemos perceber que a taxa de desconto racional efetiva linear
€ a propria taxa de juros simples que, aplicada ao valor descontado do titulo (valor atual),
durante um prazo equivalente ao que falta para seu vencimento, produz como montante o
valor nominal do titulo.

De acordo com [2], no desconto comercial, a taxa efetiva (i) € maior que a taxa
de desconto fornecida (d), pelo motivo de que, no desconto comercial, os juros sao pagos

antecipadamente e, em consequéncia, podem ser reaplicados pelo banco, levando a um maior

ganho.
. (D 30
= (ﬁ) ' (T) G-

*= 30 se for considerada base mensal e 360 em base anual. O prazo n sempre serd
em dias.

No desconto bancario, a cobranga de uma certa taxa de servigo que incide sobre
o valor nominal do titulo ¢ muito comum no Brasil, além de encargos provenientes de
impostos, como o [OF (Imposto sobre Operacdes Financeiras), sendo tudo responsabilidade

do financiado. Incorporando essas taxas no célculo da taxa efetiva, temos:
V.(l+in)=N

N.(l—d.n—s—I0F.n).(1+in)=N

dn+s+10F.n 1
| — = 5-5
: (l—d.n—s—[OF.n) (n) ©-3)
CONCLUSOES:

Nio havendo outras despesas envolvidas, como, por exemplo, despesas bancdrias ou admi-




nistrativas, pode-se afirmar que:

1. No desconto comercial simples, a taxa de desconto efetiva linear serd sempre maior
que a taxa de desconto simples.

2. No desconto racional simples, a taxa de desconto efetiva linear serd sempre igual &
taxa de desconto simples.

Exemplo 24 Se a taxa de desconto comercial for de 4% a.m., e o prazo de vencimento de
uma duplicata for de 3 meses, qual a taxa mensal de juros simples da operacdo?

Resolucao:
d 0,04

T 1—dn 1-0,043

i =0,0455 =4,55% a.m.

Exemplo 25 Determinar a taxa de desconto “por fora” de um titulo negociado 60 dias

antes de seu vencimento, sendo seu valor de resgate igual a R$ 26.000,00 e valor atual na
data do desconto de RS 24.436, 10.

Resolucao:
D 30 26000 — 24436, 10 30
= | — — | = ‘ A =] =0,06015.0,5=0,03 =3% a.m.
l (V)(n.) ( 26000 ) (60) 060130,5=0, o

5.1.6 TAXA DE DESCONTO EFETIVA EXPONENCIAL

O cilculo da taxa de desconto efetiva linear ndo incorpora o real comportamento
exponencial dos juros. A mesma foi apresentada anteriormente por motivos diddticos € em
funcdo das eventuais necessidades do leitor. A taxa efetiva exponencial acompanha o real
crescimento dos juros. Podemos obter uma expressao para calcular diretamente a taxa efetiva
exponencial considerando que, se a taxa for aplicada sobre o valor liberado, durante o praza
da operag¢do, resultard em um montante igual ao valor nominal do titulo:

o

V.(14+1i.)% =N

30
N\ "
=(=) —1 5-



Onde n € o prazo da operacdao em dias. Essa taxa tem cédlculos mais rigorosos do
que a taxa efetiva linear, devido ao real comportamento exponencial dos juros, sendo assim

a forma mais apropriada de calcular o verdadeiro custo de uma operagao de desconto.

Exemplo 26 Uma duplicata de R$ 4.000,00 foi descontada comercialmente, resultando em
um crédito de R$ 3.400,00 na conta do cliente. Considerando uma taxa de desconto de 4%
a.m., calcular o prazo do vencimento do titulo, a taxa de desconto efetiva linear e a taxa de

desconto efetiva exponencial.

Resolucio: Dados:N = R$4.000,00 V = R$3.400,00 d = 4%a.m.

e Prazo do titulo:
D—=N.d.n

4000 — 3400 = 4000.0, 04.(1/30)

n=112,5dias
e Taxa de desconto efetiva lincar: 4
i= '
1—dn
. 0,04
" 10,04.(112,5/30)

i=0,0471.(100)
i=4,71% a.m.

e Taxa de desconto efetiva exponencial:
fo = (N/V)2/" 1

ie = (4000/3400)%%/112:5 —
i = 0,0457.(100)

ie =4,57% a.m.



A taxa efetiva exponencial € o verdadeiro custo da operagdo, pois incorpora o real

comportamento exponencial dos juros.



CAPITULO 6

TITULOS PUBLICOS

O Governo Federal, através do Tesouro Nacional, emite titulos para financiar a
divida do pais. Esses titulos podem ser pré- fixados, pos-fixados ou diretamente ligados
a inflacdo e, assim como os CDB (Certificado de Depésito Bancario), t€m um prazo de
vencimento ¢ um modo de remuneragdo diferentes, pois sdo definidos no momento em
que sdo emitidos. Se pensarmos bem, por qual motivo alguém emprestaria dinheiro para o
governo? Simples: porque o risco € muito baixo. O Governo equivale a uma empresa muito
grande, com grande geragao de caixa, e por 1SS0 possui menos risco que uma outra empresa
qualquer ou banco. Caso o Governo esteja no limite, ele dispde de outros instrumentos para
quitar suas dividas, como por exemplo o aumento de impostos ou a fabricacao de mais
dinheiro.

Algumas pessoas podem ainda se perguntar: ¢ por que o governo toma dinheiro
emprestado se pode simplesmente imprimir mais? A resposta a essa pergunta ¢ que ao
imprimir mais dinheiro o governo estaria aumentando a oferta de dinheiro na economia,
reduzindo assim o seu valor e gerando altos indices de inflacdo. Como nos todos estamos
cansados de saber, isso niio € uma boa alternativa.

Existem diversos tipos de titulos publicos, mas vamos nos resumir nos mais usados.

Sao eles:

e LFT (Letras Financeiras do Tesouro): Titulos pds-fixados que sdo remunerados pela
taxa Selic. O CDI, que remunera os CDB pos-fixados, acompanha a taxa Selic. E por
razoes técnicas, o0 CDI é um pouco menor que a taxa Selic corrente. Uma estratégia
comum que emprega esses titulos € a reserva de emergéncia, jd que possuem alta

liquidez.



e TN (Letras do Tesouro Nacional): Titulos pré-fixados, ou seja, tem um valor fixo
pelo qual serdo resgatados na data do vencimento. Junto com as LFT, sao os titulos
mais comuns. Em geral sdo utilizadas em estratégias de curto ou médio prazo, pois
costumam render mais que as LFT. Também ¢ comum em estratégias de investimento
mensal.

e NTN-F (Notas do Tesouro Nacional, Série F): Titulos pré-fixados como as LTN, porém
com pagamentos de juros semestrais (cupons). A ideia central € a mesma da LTN,
mas tem um tratamento matematico mais complicado. Em geral, tem um prazo de
vencimento mais longo, mas nao sao tao atrativas para pessoas fisicas por causa da
tributagao dos cupons.

e NTN-B (Notas do Tesouro Nacional, Série B): Titulos indexados & inflagdo, corrigidos
pelo IPCA ¢ acrescidos de uma remuneragdo pré-fixada. Assim como a NTN-F,
tem pagamentos semestrais de juros. E uma opcio para quem quer protecio contra
a inflagdo. Existe uma ?varia¢do? desse titulo no Tesouro Direto chamada NTN-
B Principal, que ndo tem pagamentos semestrais de juros (cupons) € paga toda a
remuneracao acumulada no vencimento. A NTN-B Principal estd para a NTN-B como
a LTN estd para a NTN-F, sendo bastante utilizada para objetivos de longo prazo,
como aposentadoria ou faculdade dos filhos. Outra aplicagdo comum ¢ em estratégias

de investimento mensal.

As operagdes com titulos publicos sdo consideradas como um reflexo das operagoes
de desconto comercial. Entio, se a taxa de desconto fornecida estiver em base anual

(considerando o ano comercial), o valor da operacdo pode ser calculado das seguinte forma:

11

V:N[l_d‘(%o

)] — N.PU (6-1)

O fator [1—d.(55;)] ¢ denominado PU (preco unitirio), que significa o valor
liquido comercial de uma unidade monetdria (N = R$ 1). A taxa efetiva linear pode ser

calculada dividindo-se a taxa de desconto pelo PU das letras:

== (6-2)




A taxa efetiva exponencial anualizada usando dias corridos é:

[\
o = | — —1 6-3
Ie (PU) ( )

Em relacdo a titulos puiblicos, podemos dizer que ndo existe nada mais seguro
em um pais do que emprestar para 0 Governo, pois nenhum investidor deveria aceitar
qualquer alternativa de investimento que tenha expectativa de render menos que os titulos
publicos, exceto pelos custos. Infelizmente essa ndo € a realidade, pois a poupanca ainda
€ o investimento mais comum e considerado como o mais seguro, 0 que ndo € verdade.
Além disso, 0s bancos costumam disponibilizar diversos produtos que exploram a falta de
conhecimento dos investidores, fazendo com que percam ganhos.

Exemplo 27 Uma operacdo com letras que possui 95 dias corridos a decorrer até seu
vencimento estd sendo negociada a uma taxa de desconto de 154% a.a.. Calcule o PU

do titulo.
Resolucao: Dados:n = 95 dias d=15,4% a.a.
PU =1 —d.(n/360)] = [1 —0,154.(95/360)| = 0,9594

Quer dizer entdo que se o PU =0,9594, entdio o valor de compra da letra ¢ de R$ 0,9594 para

cada RS$1,00 de valor nominal ou valor de face.

Exemplo 28 Considerando que determinado banco deseja rentabilidade efetiva exponen-
cial de 44% a.a. em operagdes de compras de letras a prazo de 90 dias, calcule o fator PU

sobre o qual se deve negociar em termos de desconto comercial.

Resolucao: Dados: n = 90 dias d=44% a.a.

: L 360/n 1360790
= M —10,44 = P —1PU =0,9174
Abaixo veremos algumas operacOes financeiras que estdo diretamente ligadas a

esses titulos segundo [2].



1.

FACTORING: trata-se de uma atividade comercial, mista e irregular, que soma pres-
tacdo de servigos & compra de acionados financeiros. A operagao de Factoring € um
mecanismo de fomento mercantil que possibilita & empresa fomentada vender seus
créditos, gerados por suas vendas a prazo, a uma empresa de Factoring, resultando no
recebimento imediato desses créditos futuros, o que aumenta seu poder de negociagao.
Por exemplo, nas compras a vista de matéria-prima utiliza-se esse tipo de operagio,
pois assim a empresa nao perde capital. A Factoring também presta servicos i empresa
- cliente, em outras dreas administrativas, deixando o empresirio com mais tempo e
recursos para produzir e vender. A finalidade principal da empresa de Factoring € o fo-
mento mercantil, onde acontece o fomento, a assessoria e a ajuda ao pequeno e médio
empresdrio a solucionar seus problemas do dia a dia.

. HOT MONEY: trata-se de uma operacdo de curtissimo prazo, em que 0S recursos

podem migrar de um mercado para outro com muita rapidez. Esses recursos sio
administrados por indagadores no mercado de cimbio e caracterizam-se por alta
volatilidade, em oposi¢do as aplicacdes de bancos centrais, bancos de investimento
ou investidores domésticos. Por essa particularidade, sdo considerados causadores de
turbuléncias nos mercados financeiros, em algumas situa¢oes. No Brasil, o termo
hot money, aplica-se também a empréstimos de curtissimo prazo (de 1 a 29 dias),
com a finalidade de financiar o capital de giro das empresas para cobrir necessidades

imediatas de recursos.

. COMMERCIAL PAPERS: sio titulos de curto prazo emitidos pelas sociedades por

acoes, exceto as institui¢des financeiras, as sociedades corretoras e distribuidoras de
valores mobilidrios e sociedades de arrendamento mercantil (empresas de leasing),
com a finalidade de captar recursos no mercado interno para financiar suas necessi-
dades de capital de giro. E considerada uma alternativa s operacdes de empréstimos
bancdrios convencionais, pois, geralmente permitem uma redugdo nas taxas de juros
pela eliminacdo da intermediacdo financeira, ou seja, elimina o spread bancdrio.

. EXPORT NOTE: ¢é uma alternativa de investimento, remunerada por taxa de juros e

vinculada & variacio cambial, com lastro aceitdvel de exportacio. E uma aplicacio
direcionada a empresas que tenham interesse em investimento indexado a variacdo
cambial, com risco de oscilacdes. Podem ser consideradas como alternativa de hedge
para empresas que possuem exposi¢des a moeda estrangeira, com uma possibilidade
de resgate a qualquer momento, a pre¢o de mercado, além de ser uma op¢ao para
operagdes de renda fixa conjugada com opera¢do de swap cambial. E um produto

exclusivo para Pessoas Juridicas.



5. CONTA GARANTIDA: € um limite de crédito rotativo disponivel para utilizagao
sempre que uma empresa precisar. Esta solu¢do garante cobertura didria ao saldo

devedor da conta de pessoas juridicas durante a vigéncia do contrato.



CAPITULO 7

SERIES PERIODICAS UNIFORMES

Em grande parte das aplicacOes financeiras o capital pode ser pago ou recebido
de uma s6 vez ou através de uma sucessdo de pagamento ou de recebimentos (séries de
pagamentos). Se o objetivo € constituir um capital em uma data futura, pode- se dispor
de um processo de Capitaliza¢do, mas se quer pagar uma divida, tem-se um processo de
Amortizacdo. As s€ries periddicas uniformes ou rendas certas € o nome que se dd aos
pagamentos sucessivos tanto em nivel de amortizacio quanto de investimentos. Podemos

destacar importantes definicdes a cerca dessas séries:

o ANUIDADES: refere-se a cada pagamento feito em determinados intervalos de tempo
(Ex: mensal, bimestral, anual, etc.).

e INTERVALOS DE PAGAMENTO: intervalo de tempo decorrido entre pagamentos
sucessivos.

e VALOR PRESENTE: € a soma dos valores presentes de cada um dos pagamentos,
calculados numa determinada data focal, anterior as datas de disponibilidade desses
pagamentos, com uma taxa também dada.

e VALOR FUTURO: € a soma dos valores futuros de cada um dos pagamentos, calcu-
lados numa data focal determinada, posterior as datas de disponibilidade desses paga-
mentos, com uma taxa também dada.

e SEQUENCIA UNIFORME DE PAGAMENTOS: quando todos 0s pagamentos ou
anuidades sdo iguais, os periodos e as taxas de juros também sdo iguais. Podemos
também classificar as Séries de Pagamento uniformes segundo [1] e [2]. Elas se
dividem em:

e SERIES UNIFORMES POSTECIPADAS: caracteriza-se pelo fato de os pagamentos
ocorrerem no final de cada intervalo de tempo, ou seja, ndo existem pagamentos na



data zero. E a sistemdtica normalmente adotada pelo mercado. Ex: Pagamento da

Tatura do cartio de crédito.

SERIES UNIFORMES ANTECIPADAS: caracteriza-se pelo fato de os pagamentos
ocorrerem no inicio de cada intervalo de tempo, ou seja, a primeira prestagao ocorre na
data zero. Exemplo: Compra em uma loja para pagamento em 4 prestagdes mensais,
iguais, sendo uma de entrada.

SERTES UNTFORMES DIFERIDAS: sio aquelas séries de pagamento que se iniciam
apos decorrido um certo numero de periodos sem pagamentos. Caracteriza-se pelo fato
de existir uma caréncia entre a data zero e o primeiro pagamento da série. Exemplo:
Financiamento pelo prazo de 9 meses, com caréncia de 3 meses, para pagamento em 6

parcelas mensais, iguais e consecutivas, a partir do quarto més.

Lembrando que as séries acima mencionadas, independentemente da sua classificagao,

estdo inseridas no contexto de capitalizagdo composta ja vista anteriormente, ou seja, cada

pagamento R serd capitalizado ou descapitalizado a luz de uma taxa de juros i, durante um

certo periodo de tempo n.

7.1 VALOR PRESENTE DE SERIES PERIODICAS UNI-

FORMES

Podemos determinar o valor presente de uma série de parcelas uniformes e posteci-

padas através da soma das parcelas atualizadas para a data inicial do fluxo (data 0).

Neste caso, |2] nos mostra que o valor presente dos termos da série € dado por:

O + R + R + -+ R
L+ (142 (1+4i0) (1+i0)"

Colocando R como fator comum temos:

P=R[(+)"+(0+)+(1+)+ -+ (1+)™"



O que esta entre colchetes representa uma soma dos termos de uma P.G. finita. Apli-
cando a formula da soma dos termos de uma P.G. (confira apéndice), podemos desenvolver
uma expressao para o valor presente de uma série uniforme com n termos postecipados ca-
pitalizados a taxa efetiva i:

PR {al an.q}
1—q
Onde: ) representa o termo (1 +i)';
ap representa o termo (1 +17)";

g representa o termo (1 i)' (razdo da série).

Substituindo as expressoes, obtemos as seguintes formulas para o cdlculo do valor
presente:

p:;ﬂ““) P (14d) "(1+1) 1} :>P:R,[(l+i)n]

U~ Rag
I—(11i) ! U+Ni] i

Ou podemos isolar o valor de R e obter a seguinte expressdo:

P:RP]H)t%higz“+wl}$P:R{%%%%%}

R= P __F (7-1)
- |:((11+Ji}31_1] - An "%
i

A expressdo entre colchetes ¢ conhecida como fator de valor presente de séries
uniformes recebendo o simbolo a,—j¢, , em que n representa o nimero de termos da série e i
a taxa de capitalizacdo.

Exemplo 29 Um determinado bem custa R$ 6.000,00 a vista e serd pago em sete prestacoes
mensais e iguais que vencem ao fim de cada més. Considerando que o juro composto cobrado

€ de 4% a.m., calcular o valor das prestagoes.

Resolucao: Dados: P = R$6.000,00 i=4% a.m. n

Il
-



P 6000 6000
R= = = = R$999,05
ag—a {(1,04)71 } 6,0057 b

(1,04)7.0,04

Exemplo 30 A juros efetivos de 4% a.m., determinar o tempo necessdrio para liquidar um

financiamento de R$ 1.230,50 por meio de prestacdes mensais postecipadas de RS 105,00.
Resolucao: Dados: P = RS:1.230,50 i=4% a.m. R=R$:105,00

(1,04)" — 1

P = R.ay—45,1230,50 = 105 | ——
4% T2 {1,04ya0,04

}(L0®”=1£&53

Aplicando logaritmo nos dois lados da igualdade temos:

log(1,04)" = log(1,88253)

_ log(1,88253)
~ log(1,04)

n = 16 meses

7.2 MONTANTE DE SERIES PERIODICAS UNIFOR-

MES

Quando somamos os montantes de cada prestacdo em uma data futura dada, obte-
mos o valor futuro ou montante de uma série de pagamentos ou recebimentos uniformes.
A expressdo para obter o0 montante pode ser obtida ao captalizarmos por n periodos o valor
presente da série:

(1+4)"—1

S=P(1+i)"=R
1+ [(1uwj

}a+a”

(14" —1

4

:| = R.sp—ig (7'2)



Ou ainda em fun¢io de R, temos:

S S
k= [(] + i)n - ]] B Sn % (7_3)

1

Essas formulas que foram apresentadas por [2] permitem o calculo do montante e
dos termos da série postecipada. A expressao que esta entre colchetes € conhecida como fator
valor futuro de séries uniformes, sendo representado internacionalmente pelo simbolo s, e,
. A fim de entendermos melhor esse processo de capitalizagdo que se encontra implicito
nas formulas de célculo de séries de pagamentos uniformes, construiremos um quadro com
todos os calculos necessdrios para chegar ao montante de quatro depdsitos mensais iguais,
aplicados a juros efetivos de 8% a.m.:

Més | Depdsito | Periodos de capitalizacio Cilculo Montante no 4° més
1 500 3 500.(1,08)* 629,86
2 500 2 500.(1,08)? 583,20
3 500 1 500.(1,08)' 540,00
4 500 0 500.(1,08)" 500,00
- - - Total 2253,06

Cada deposito acima foi capitalizado aaté o quarto més de modo que possamos
calcular 0 montante nessa data. Agora realizaremos o calculo através da equagdo (7-2):

(1,08)* — 1

S = R.syp, = 500.
Sn % |: 0.08

] =500.4,506112 = 2253,06

A formula indiscutivelmente ¢ o modo mais simples de calcular esse montante, mas no
quadro acima podemos claramente entender o mecanismo de capitalizagdo implicito quando
feito diretamente pela férmula.



Exemplo 31 Se uma pessoa depositasse no final de cada més R$ 280,00, por um periodo de

22 meses, quanto ird acumular se a taxa de juros efetivos é de 5,5% a.m.?

Resolucao: Dados: n =22 R = R$ : 280,00 i =5,5% a.m.

§= R.Szz_'5:5%

2
S__280|[U¢oss) 1]

(0,055

§=1280.40,8643 = R$ : 11.442.01
Exemplo 32 Um investidor deseja dispor de R$ 21.000,00 dentro de 8 meses. Para isso,
comega imediatamente a depositar todo inicio do més em uma aplicacdo que paga 3% a.m.

de juros efetivos. Qual deve ser o valor de cada deposito antecipado que o investidor deverd

realizar para que disponha no inicio do oitave més da quantia?

Resolucio: Dados: n =8 R = R$21.000,00 [ = 3%a.m.

R:mooo: 21000 _ 21000 _ RS :2.361.58
S8 713% % 8.89234
0,03

7.3 CALCULO DA TAXA DE JUROS EM SERIES PE-

RIODICAS UNIFORMES

A taxa que capitaliza os termos de uma determinada série € a taxa de juros de um
fluxo constante de pagamentos ou recebimentos. Essa taxa pode ser determinada através da
seguinte equagao:

R R R R

BT L (R A FE R W Tl (7

Na equacdo (7-4) também proposta por [2] P representa o valor presente (inicial)
do fluxo de caixa e R, o valor unitdrio dos termos da série. O calculo da taxa de juros pode
ser realizado por uma calculadora financeira para facilitar, pois se for manual € um processo

muito demorado e cansativo. Outro método que pode ser utilizado € o por tentativas ou por



interpolagdo linear, no entanto, esses processos sao respectivamente penosas e imprecisas.
Podemos destacar alguns métodos interativos que podem ser utilizados, como: 0 método de
aproximac¢do de Newton-Raphson, de Baily-Lenzi, de Gauss-Cantelli e o de Karpin. Desses
métodos 0 mais simples e exato que pode ser usado € o de Baily-Lenzi, pois oferece melhores
resultados. Podemos calcular a taxa de juros dependendo do nimero de termos utilizando a
seguinte equacdo:
Parani <3
i=h {Mh} (7-5)
12-2(n—1

Para3 < ni < 5,5
. 12h—6k—(n—1)h?

— 7.
: 6—(n—1)h (7-6)
Onde: 2/t )
nRk /it
h= (?) —1 (7-7)
E: 2/(n+1)

nh Al
= |— —1 7-8
{1—(1+h)—"} (7-8)

Podemos entio definir:

e P =valor principal (financiamento efetivo;
e R =valor das prestacoes postecipadas;
e 5 =numero de prestagoes.
A equagdo (7-5) € utilizada para valores menores de 1 € n, resultando assim em
valores mais precisos. Ja a equagdo (7-6) é recomendada para altos valores de n x 1. A
utilizacdo da equagio adequada, dependendo das faixas de variagoes de ni, resulta em erros

inferiores a 1%.

Veremos a seguir um exemplo no qual ilustramos o uso de equagoes:

Exemplo 33 Dados: P =R$76.840,90,  R=RS11.000,00 n=30

2/(n+1) 2/31
§ = (g) = (%) —1=0,09856

Resolucao:



K=

{ nh rf”("“}_ 1—[ 30.0,09856

2/31
— —1=0,07669
1= (1+h)" 1—(1 +0,09856)30} |

|12 1)h 12— (29)0,09856
- - g 5 . e 3 — ‘3 ) .
i=h [ i h] 0,098 6[ D2y 009856| =0,14339 = 14,34% am

. 12h—6k—(n—1)k*  12(0,09856) —6(0,07669) —29(0,09856)>
— = ! =0,14033 = 14,03% a.m.
: 6—(n—1)h 6 — 29(0,00856) ! e

A partir dos resultados, basta observar qual das férmulas € mais eficiente no cédlculo

da taxa, ou seja, qual se aproxima mais.

7.4 TAXA APROXIMADA: INTERPOLACAO LINEAR

Quando ndo € possivel calcular a taxa de juros exata que estd implicita em uma
série de pagamentos ou recebimentos, podemos utilizar o processo de interpolagdo linear,
que consiste em ensaiar varios valores de "i". Comeca-se por estimar um valor que nos
pareca proximo da solucdo final. Se o valor atual (P) resultar positivo, ensaia-se um valor

lFill

de "1"superior. Se o P resultar negativo, ensaia-se um valor de "i"inferior. Quando os dois
pontos assim obtidos estiverem suficientemente proximos um do outro, pode interpolar-
se linearmente, obtendo-se 1 = "taxa aproximada", correspondente ao P = 0. Apesar de
existir uma diferenca entre a taxa real e a taxa aproximada, a taxa obtida pelo método de

interpolagao linear € bastante aceitavel.

Exemplo 34 Um financiamento serd pago em 22 prestacdes mensais de R$130.000,00.

Considerando o valor do financiamento de R$1.220.340, 00, calcular a taxa efetiva cobrada.

Resolucao: Dados: P = RS1.220.340, 00, R = R$130.000,00 n=722

P=R.a,—iy



1220340 = 130000.a22%

1220340

————— = 9,38723
130000 ’

a2 g —

Consultando as tabelas financeiras do Apéndice desse trabalho, observa-se que

i =9%. A taxa € determinada por uma aproximacio e apos feito, consulta-se a tabela.



CAPITULO 8

PLANOS DE AMORTIZACAO DE
EMPRESTIMOS E FINANCIAMENTOS

Amortizagdo € um processo que extingue dividas através de pagamentos periddicos,
ou seja, € a extingdo de uma divida através da quita¢cdo da mesma. Nesse processo, cada
prestacdo € uma parte do valor total, incluindo os juros e o saldo devedor restante.

Amortiza¢do € um termo muito utilizado em contabilidade, administracdo financeira
e matematica e traduz-se pela soma do reembolso do capital ou do pagamento dos juros do
saldo devedor. A mesma também estd presente na drea da contabilidade, que € o processo
que torna inatingivel os ativos classificados na conta do balanco patrimonial, e pode ser
relacionado também com a depreciagdo, que € a reducio dos valores dos bens, a4 medida que
sao utilizados.

Dentro da amortizacio, estao incluidos o prazo, que € o tempo necessario para
o pagamento de todas as parcelas, as parcelas de amortizacdo, que € o valor devolvido
periodicamente € as prestacoes, que € a soma da amortizagdo, com o acréscimo de juros
e impostos. Existem varios sistemas de amortizagao, entre os principais € mais utilizados
temos: Sistema de Amortizacdo Francés (conhecido também como Sistema Price), Sistema
de Amortizagao Constante (SAC), Sistema de Amortizacdo Americano e o Sistema Misto
conhecido como Sistema de Amortizacdo Crescente (Sacre). Muitas vezes os bancos e
as instituicdes financeiras criam sistemas de amortizacdo especificos, ndo-convencionais,
adequados a determinadas situacOes ou caracteristicas do mercado ou dos clientes.

Para melhor compreensdo dos termos utilizados em empréstimos € amortizacoes,

apresentaremos a seguir as defini¢des de alguns destes termos:

e Mutuante ou credor: aquele que dispde do dinheiro e concede o empréstimo.



Mutudrio ou devedor: aquele que recebe 0 empréstimo.

Taxa de juros: € a taxa contratada entre as partes. Pode referir-se ao custo efetivo do
empréstimo ou ndo, dependendo das condi¢des adotadas, e € sempre calculada sobre
0 saldo devedor.

IOF: Imposto sobre Operagoes Financeiras.

1OC: Imposto sobre Operacdes de Crédito.

Crédito: Transacao comercial em que um comprador recebe imediatamente um bem ou
servico adquirido, mas s6 fard o pagamento depois de algum tempo determinado. Essa
transacdo pode também envolver apenas dinheiro. O crédito inclui duas nocoes funda-
mentais: confianga, expressa na promessa de pagamento, e tempo entre a aquisi¢ao e a
liquidagdo da divida.

Prazo de utilizagdo: corresponde ao intervalo de tempo durante o qual o empréstimo
¢ transferido do credor para o devedor. Caso seja em uma parcela, este prazo € dito
unitario.

Prazo de caréncia: corresponde ao periodo compreendido entre o prazo de utilizagdo e
0 pagamento da primeira amortizagdo. Caso as amortizagoes forem antecipadas, a pri-
meira amortiza¢do acontecera exatamente na data final de caréncia; no entanto, se as
amortizagdes forem postecipadas, temos sempre mais um intervalo, que € caracteris-
tica das amortizagdes postecipadas. Durante o prazo de caréncia, portanto, o tomador
do empréstimo pode pagar os juros, quando assim estiver combinado. Considera-se
que existe caréncia quando este prazo ¢ diferente ao periodo de amortizagdo das par-
celas. £ possivel também que as partes concordem em que os juros devidos no prazo
de caréncia sejam capitalizados € pagos posteriormente, juntamente com o principal,
ou numa sé parcela na primeira amortizagao.

Parcelas de amortizagao: correspondem as parcelas de devolucio do principal, ou seja,
do capital emprestado.

Prazo de amortizagdo: € o intervalo de tempo durante o qual sd0 pagas as amortizacoes.
Prestacfio: é o soma da amortizacio, juros e outros encargos, pago em dado periodo.
Planilha: é um quadro, padronizado ou nio, onde sdo colocados os valores referentes
ao empréstimo, ou seja, o cronograma dos valores de recebimento ou de desembolso.
Prazo total do financiamento: € a soma do prazo de caréncia com o prazo de amortiza-
¢ao.

Saldo devedor: € o valor do empréstimo a pagar ou receber em determinado momento.
E o resultado do saldo anterior (menos) o valor da amortizacdo ou, durante a caréncia,

0 saldo anterior + (mais) 08 juros nao pagos.



e Periodo de amortizac¢do: € o intervalo de tempo existente entre duas amortizagdes

sucessivas.

8.1 SISTEMA DE AMORTIZACAO FRANCES (TA-

BELA PRICE)

A Tabela Price, ou Sistema Francés de Amortizacdo conforme [2], [1] e [3], €
amplamente utilizada em todo o mundo ocidental por ser o unico sistema que permite o
pagamento em parcelas iguais, periodicas e sucessivas.

Embora a Tabela seja também muito utilizada no Brasil pelo mercado e segmentos
financeiros, seu uso tem sido contestado perante a justiga brasileira, uma vez que a legislacdo
brasileira permite 0 uso de juros compostos somente em determinadas operacdes que
possuam previsao legal. Como os juros incidem sobre o saldo devedor que, por sua vez,
decresce 2 medida que as prestacdes sdo pagas, eles sdo decrescentes e, conseqiientemente,
as amortizagOes do principal sdo crescentes.

O Sistema ou Tabela Price tem esse nome em homenagem ao economista inglés Ri-
chard Price, 0 qual incorporou a teoria do juro composto as amortizacoes de empréstimos, no
século XVIII. Basicamente a Tabela Price é um caso particular do Sistema de Amortizacdo
Francés, em que a taxa de juros é dada em termos nominais (na prética ¢ dada em termos
anuais) e as prestacoes tém periodo menor que aquele a que se refere a taxa de juros (em
geral, as amortizacdes sdo pagas em base mensal). Nesse sistema, o calculo das prestacdes €
feito usando-se a taxa proporcional ao periodo a que se refere a prestacio, calculada a partir
da taxa nominal.

Podemos representar o sistema através do seguinte grifico:

No célculo dos diversos parimetros que compde o sistema, iremos considerar a
existéncia de um mercado de capitais perfeito, em que somente hd uma taxa i/ para os
financiamentos ¢ para os excedentes de poupanca postos a disposi¢do dos ofertantes de
recursos. Desse modo, admitindo o fluxo de caixa a seguir para um valor financiado P e

as correspondentes 1 parcelas de pagamento M, nesse sistema teremos:

e Valor das prestacdes no periodo t (PMT):

(8-1)

PMT:P[ (i) }

(1+i)"—1



PMT1y

TFEB __________________ |
:: .
PMT { i . i \ PMT
ede ]
a ol 1
0 1 n -
Figura 8.1: Sistema de Amortizacdo Price
e Saldo devedor no periodo t (SD;):
(14" -1
e Juros no periodo t (J;):
(l _’_I')rrfﬂrl —1
J; =PMT. [ (14 (8-3)
e Amortizacio (Q;):
Q; = PMT —J, (8-4)

Exemplo 35 Um financiamento de R$ 120.000,00 ¢é solicitado pela tabela Price para ser
amortizado durante 18 meses, sendo os 13 primeiros meses de caréncia, a taxa de 168%
a.a. (nominal). Sabendo que as prestacdes sdo mensais antecipadas e que sao pagos juros

no periodo de caréncia, elaborar a planilha de desembolso para o financiamento.
Resolucao:

P = R$120.000,00

n = GprestacOes mensais antecipadas

k = 13meses de caréncia

i = 168%a.a.cap. mensalmente, entao

i = 168/12 = 14%a.m.



Sao pagos juros no periodo de caréncia.

i(14i)" _[0,14(1+0,14)% o
PMT = P. | ————~—| = 120000 A — R$30.858,40
[(1+f)n—1] {(1+o,14)6_1 $
Q; = PMT —J,
(14— (14+0,14)57 71—
J, = PMT. = 30858,90 L = R$16.800,
! [ (1+i)f’l*t+1 (1+0? 14)0—1+l $ 0 'OO
(14" —1 (1+0,14)°71—1
SD, = PMT. | ~———————| = 30858,90 : = R$105.941,00
’ [ (140! T 0,14(1+0,14)6-1 b ‘



ME (t) | Saldo Devedor | Amortizacdo Q_t=PMT -J_t Juros Prestacoes
0 120.000,00 - - -
1 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
2 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
3 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
4 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
5 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
6 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
7 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
8 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
9 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
10 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
11 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
12 120.000,00 - 16.800,00 | 16.800,00
13 105.941,00 14.058.,90 16.800,00 | 30.858,90
14 89.913,95 16.027,15 14.831,75 | 30.858,90
15 71.643,00 18.270,95 12.587,95 | 30.858,90
16 50.814,12 20.828,88 10.030,02 | 30.858,90
17 27.069,20 23.744,92 7.113,98 | 30.858,90
18 0,00 27.069,21 3.789,69 | 30.858,90

8.2 SISTEMA DE AMORTIZACAO CONSTANTE (SAC)

Pelo SAC em [2], o principal € reembolsado em quotas de amortizacio iguais.
Dessa maneira, nesse sistema as prestacdes sdo decrescentes, jd que os juros diminuem a
cada prestacdo. A amortizacao € calculada dividindo-se o valor do principal pelo nimero de

periodos de pagamento. Esse tipo de sistema as vezes € usado pelo Sistema Financeiro de



Habitacao (SFH), pelos bancos comerciais em seus financiamentos imobilidrios e também,

em certos casos, em empréstimos s empresas privadas através de entidades governamentais.

Representagao grifica:

P,
PMT1 q PTn
L » 1
0 1 n
Figura 8.2: Sisterma de Amortizacdo SAC
Analisando o grafico podemos concluir que: gy = g2 = g3 = ... = g = ¢
Logo:

Nesse sistema teremos o seguinte:

1. Amortizacdo: As quotas de amortizacdo sdo constantes e calculadas dividindo-se o
valor principal inicial pelo nimero de periodos de pagamento:

(8-5)

P
P=ng = ¢q=—
n

2. Saldo devedor: O saldo devedor em um determinado periodo € igual ao principal inicial

menos a soma das amortizacdes jd pagas:

f )
SD,=P—1g —> SDr:P(l——) (8-6)
n



3. Juros: Os juros em t sdo calculados sobre o saldo devedor em ¢t — 1:
Jr = SDr 1

Substituindo as expressdes, simplificando e destacando J;:

J;—i.P(l—(t;]))

(8-7)

(8-8)

4. Valor das prestagdes no periodo t: Os juros em t sao calculados sobre o saldo devedor

em¢t—1:

PMT, =g+ J;
Substituindo g; e J; na equagao (4) e simplificando, tem-se:

p .
PMT, = —.[l+i(n—t+1)]
n

Exemplo 36 Elaborar a planilha de amortizacdo para o seguinte financiamento:

e Valor do financiamento de R$ 200.000,00
® Reembolso em quatro meses pelo sistema SAC

e Tuxa de juros efetiva de 10% a.m.

Resolucao:

Cilculo das amortizagoes:
P 200000

1= 4

= 50.000

(8-9)

(8-10)



Meés (1) | SD_t=P-1q (q) J t=iSD_t-1 | PMT_t=q_t+17J_t

0 200.000,00 - - -

1 150.000,00 | 50.000,00 | 20.000,00 70.000,00
2 100.000,00 | 50.000,00 | 15.000,00 65.000,00
3 50.000,00 | 50.000,00 | 10.000,00 60.000,00
4 - 50.000,00 5.000,00 55.000,00

Exemplo 37 Um empréstimo de R$ 200.000,00, contratado a juros efetivos de 10% a.m.,
serd pago em trés prestacoes mensais com caréncia de trés meses. Construir a planilha de

amortizacdo no sistema SAC.

Resolucao: Duante a caréncia os juros sdo capitalizados e incorporados ao principal. Logo,
a amortizacdo deve ser calculada com base no financiamento capitalizado por dios meses
(k— 1 meses, onde k = 3).

Cilculo das amortizagdes:

g = i.(l +i)f! = 200000.(1 +0,1)° " = 80.666,67
Més (t) | SD_t=P-tq (@) J_t=iSD_t-1 | PMT_t=q_t+J_t
0 200.000,00 - - -
1 220.000,00 - 20.000,00 -
2 242.000,00 - 22.000,00 -
3 161.333,33 | 80.666,67 | 24.200,00 104.866,67
4 80.666,67 | 80.666,67 | 16.133,33 96.800,00
5 . 80.666,67 | 8.066,67 88.733,33

8.3 SISTEMA DE AMORTIZACAO MISTA (SAM)

No Sistema de Amortiza¢cdo Mista, conforme a prépria denominagao, € um misto
do Sistema de Amortizacdo Constante (SAC) com o Sistema Francés. Esse misto dos



dois sistemas se caracteriza pelo fato de a prestacdo ser igual & média aritmética entre as
prestacoes dos dois sistemas.

Sendo as prestacoes do SAM as médias aritméticas, respectivas, dos dois sistemas, SAC
e Price, os juros também serdo as médias aritméticas dos juros correspondentes dos dois
sistemas, a cota de amortizagdo serdo as médias aritméticas correspondentes e o saldo, bem
como o saldo devedor.

Podemos entao definir o cilculo da seguinte forma:

P Pprice + Psam
sam =

(8-11)
Exemplo 38 Na compra de um sitio, Carmelita quer financiar a importincia de
R$25.000,00 em uma instituicdo financeira gue cobra juros compostos de 5% ao més.
Esse empréstimo serd amortizado pelo sistema SAM, em 5 prestagdes mensais e consecuti-

vas, vencendo a primeira um més apos a compra. Elaborar a planilha de financiamento.

Resolucio:
Como o sistema SAM depende dos sistemas SAC e Price, vamos calcular o valor

das prestacdes pelo sistema SAC:

e Amortizacio e Juros:

25000
g= ST — 5000

J=iP (1 %)
J; = 0,05.25000 (1 _a ; 1))

Jr =0,05.25000 = 1250

e Primeira prestacdo no SAC:

PMT = g +J; = 5000+ 1250 = 6250

Saldo Devedor (SD):

SD =P —g.1 =25000— 5000 = 20000



e Segunda prestacio no SAC:
Juros
J =20000.0,05 = 1000

PMT = 5000 + 1000 = 6000

SD = 20000 — 5000 = 15000

Ja encontradas as duas primeiras prestacoes no SAC, iremos agora calcular as duas primeiras

prestacdes no Price. Como elas serdo iguais, basta calcular uma.

Cilculo das prestagoes:

i(140,05)°
PMT = 25000. s
{(1 +0,05)5—1}

PMT = 25000.0,23097 = 5774,25

Calcularemos agora as duas primeiras prestagdes no sistema SAM:

e Primeira prestacdo:
PMTS‘AC + PMTI’rice

PMTsap = 7
6250+ 5774,25
PMTgapm = >

PMTsap = 6012, 13

e Amortizagdo:
PMT =q+J

6012,13 = g+ 1250
g=4762,13

Saldo devedor:
SD =P —¢g=25000—-4762,13 = 20237,87



e Segunda Prestacio:
Ji calculado o saldo devedor ao final da primeira prestagdo, podemos calcular a

segunda prestacdo e o juro correspondente:

PMT: PMTpyice
PMTSAM _ SAC 7; Price
6000 + 5774.,25
PMTsam =

2
PMTsap — 5887,13

J =20237,88.0,05 = 1011,89

Amortizacio correspondente a segunda prestagdo:

q=PMT —J =5887,13—1011,89 = 4875, 24

Saldo devedor:

SD =P —g=120237,88 —4875,24 = 15362,63

Para deteminar a terceira, quarta e quinta prestagoes, devemos, inicialmente,

calcula-lds nos dois sistemas, SAC e Price, e depois proceder de forma andloga. Assim, a

tabela do financiamento ficaria:



n Juros | Amortizagdo | Prestacdo | Saldo devedor

0 - - - 25.000,00

1 1.250,00  4.762,13 6.012,13 20.237,88

2 1.011,89 4.875,23 5.887,13 15.362,64

3 768,13 4.993,99 5.762,13 10.368,65

4 518,43 5.118,69 5.637,13 5.249.96

5 262,50 5.249,63 5.512,13 0

Total | 3.810,96  24.999,67 | 28.810,63 .

Observe que os valores sdo aproximados.



CAPITULO 9

ENCONTRANDO TAXAS ATRAVES DO
METODO DE APROXIMACAO DE RAIZES

9.1 METODOS DE APROXIMACAO DE RAIZES

Segundo [8], as raizes de polindmios de grau 2 foram expressas em funcdo dos
coeficientes hd muito tempo atrds. Nesse tempo foram obtidas formulas para exprimir,
mediante radicais, as raizes dos polindmios de terceiro e quarto graus em funcdo dos
coeficientes, mas sendo as mesmas complicadas demais para serem utilizadas em sistema
computacional. Os métodos utilizados atualmente para determinar uma raiz do polindémio
p localizado no intervalo [a,b], sabendo que p(a) e p(b) possuem sinais opostos nio se
baseiam em formulas fechadas, como as obtidas para equacdes de grau < 4. Esses métodos
sdo baseados em algoritmos aproximativos, que mostram o passo a passo de como obter uma
sequéncia de ndmero xi,x3,...,Xy,... tais que os valores de p(x1),p(x2), ..., p(xn),... estio

cada vez mais proximos de zero. Dentre os métodos podemos destacar:

Meétodo da Bissecgao;
Método do Ponto Fixo (MPF);
Método da Secante;

Método de Newton-Raphson.

Daremos agora énfase ao método mais pratico e preciso, que € o Método de Newton-
Raphson.



9.2 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Um algoritmo exiremamente eficiente para obter a raiz de um polindmio p(x) =0¢
o Método de Newton. Conforme [8], o método diz que, se x; € um valor proximo de uma raiz,
a sequéncia xy,xs, ..., Xy, ... de nimeros reais, tais que os valores p(xy), p(x2),.... p(xn), ...
estdo cada vez mais proximos de zero. Esse método tenta garantir a aceleracdo do Método
do Ponto Fixo escolhendo uma fungio de iteracdo ¢(x), tal que @' (x) = 0. Para isso, usaremos
a equagao abaixo:

f(xx)

Xg+1 = X — f’(rk)’

k=0.1,2,... 9-1)

O qual é denominado Método de Newton. Na equagio (9-1), o denominador f7(x;)
representa a derivada do poliémio:

p(x) =apx" + an—1xX""' . Fag
A qual é, por definicédo:
7' (x) = nax" It (n—Day—1x" 4oty

O método iterativo para quando:
Xk+1 — Xk
Xi+1

| <€

sendo € um valor pré-estabelecido para a precisio.

9.3 APLICACAO DO METODO DE NEWTON NA MA-

TEMATICA FINANCEIRA

Em algumas resolugdes de exercicios sobre Matemadtica financeira chega-se a um
ponto, no caso sobre equivaléncia de taxas, em que a calculadora cientifica (virtual) do
computador apaga por falta de energia; ou entdo a calculadora cientifica ou financeira (real)
em um dado momento, de repente descarregam-se. E nesse instante que o método de Newton



€ essencial na continuag¢do da resolucdo do problema. Veremos agora exemplos de aplicagcdes
do método:

Exemplo 39 Se a taxa de juros, de uma aplicagdo financeira, foi de 13,14% em cinco meses,

qual foi a taxa equivalente mensal?
Resolucio:
Podemos resolver através de duas equagoes:
in: / ]+i_] (9‘2)
ou
i=(1+in)""! (9-3)
Onde:

e in=taxa correspondente a0 menor periodo
e i=taxa correspondente a0 maior periodo

e n=numero de vezes em que o menor periodo estd contido no maior

Utilizando a equagdo (9-2):
O maior periodo da taxa € 5 meses, logo i = 13,14% em 5 meses;
O menor periodo da taxa € més, logo a taxa procurada € in;

O menor periodo estd contido 5 vezes no maior, logo n=35.

Dados: i =13,14%, n=5  is=?

x=1+/1,1314

Elevando a quinta poténcia:

(x)° = ({/1.1314)°

< /5 5
X = ((1,1314) f°)

© =1,1314



¥ —1,1314=0
fx)=x>—1,1314

Calculando a derivada:
) =5 —0=15x*

Qualquer que seja o indice do radicando, sempre vamos ter a equacgio:

Fl) =t (u + ﬁ)) (9-4)

Utilizando a equagdo (9-1) vamos seguir 0s seguintes passos:

1. Divida a taxa pelo valor do expoente (essa € a primeira aproximacao da taxa). Divida
a taxa aproximada por 100 ¢ some 1. Ao resultado vamos chamar de xy(k = 0);

2. Substitua o valor de xy na equagao (9-1). O valor encontrado vamos chamar de y;

3. Eleve y; an (nesse caso, n = 5), subtraia de 1 e multiplique por 100 e compare o valor
com a taxa dada no problema. Se achar que a aproximaco € boa para as finalidades,
entdo, basta. Caso contrario continue seguindo o item 4;

4. Substitua o valor de y; na equacio (9-1). o valor encontrado vamos chamar de y>. Se a

aproximacao for boa, pode parar, caso contrdrio repita o item 4.

Utilizando os passos, resolveremos o problema:

), 13, 14% =2,628%  xp=1+0,02628 = 1,02628
f(xo) (x0)° —1,1314 (1,02628)° —1,1314
2. y1 =x0— = xp— ————— = 1,02628 — = 1,025
N ) 5(x0)* ' 5(1,02628)% ‘

3. [(1,025)° —1]100 = 13,14%
A taxa mensal equivalente a taxa de 13,14% em cinco meses €:
is = (1,025 -1)100 =2,5%a.m.

Exemplo 40 Uma pessoa tomou um empréstimo de A reais, que acrescenta os juros no total

antes de computar o pagamento mensal. Assim, se a taxa mensal de juros, em porcentagem,



€ i e o empréstimo é pelo prazo de n meses, a quantia total que o tomador concorda em
pagar é:
C=A+A /
= n——
100

Isto ¢ dividido por n para dar o total de cada pagamento P, ou seja:

C 1 [
P: — = — — _5
n (ﬁ 100) ©-3)

Isto € perfeitamente legal e muito usado em lojas de departamento (chamado de empréstimo
com acréscimo). Mas a verdadeira taxa de juros que o tomador estd pagando € alguma coisa
além de %, porque ¢le ndo conserva o total do empréstimo por todo o periodo n. Ele estd
pagando-o de volta com o decorrer do tempo. A verdadeira taxa de juros pode ser encontrada

pela determinacao de uma raiz x da equagdo:

F(x)=(Ax—P)(1+x)"+P=0 (9-6)

Isto fornece a taxa de juros por periodo de pagamento, que pode ser convertida em
taxa anual multiplicando-se a mesma por 12. Seja A = R$ 1.000,00,n = 24,i = 5% a.m. =
60% a.a.. Determine a verdadeira taxa de juros.

Resolucao:
Substituindo os dados na equagdo (9-5), temos:

1 60
P = 1000 (2 + 100) = 1000(0,5+0,6) = 1000(1,1) = R$1.100,00

Agora, substituindo os valores de A, P e n na equagio (9-6), temos:
F(x) = (1000x — 1100)(1+x)%> 41100

10X +9x% — 12x =0
x(10x2+9x —12) =0

Repare que x = () ¢ uma das raizes da equacdo. Mas como se trata de taxa de juros,

essa raiz € descartada. Vamos tentar resolver com o Algoritmo de Briot-Ruffini associado ao



Método de Newton-Raphson.
Pela tabela:

X 0 |1]2
F(x) | -12 |7 | 46
Vemos mudancga no sinal de F(x) parax € (0,1).
Com uma aproximacdo inicial de xg = 0,5 temos:
10 9 -12
0,5 10 14 -5 =p(5)
0,510 | 19=p’'(5)
p(.?C()) . 5
X| — X0 — =0,5+—-=0,76
A 7 (x0) DT 19 '
10 9 -12
0,76 | 10 16,6 0,62 = p(0.76)
0,76 | 10 | 24,2 =p’(0,76)
plxy) 0,62
Xy =Xx1 — =076+ _—~0,73
=0y T 0T B
10 9 -12
0,73 | 10 16,3 0,1 = p(0,73)
0,73 | 10 | 23,6 =p’(0,73)
p(x2) 0,1
=x— I3+ —=—=0,73
X3 = X3 P (x2) 0.73 + 3.6 0.

Entdo, x = 0,73 = 73%a.a. = 73/12 = 6,08%a.m.




cAPiTuLO 10

APLICACOES DA MATEMATICA
FINANCEIRA NO ENSINO MEDIO

O surgimento da Matematica Financeira se deu de forma espontiinea, pela necessi-
dade de comercializar bens e foi evoluindo gradativamente de acordo com as necessidades
de operacdes financeiras. Pode-se dizer que o fato de ndo se ter muitos registros sobre a
Matemdtica Financeira se deu por conta de que a mesma se desenvolveu juntamente com o
comércio e passou a fazer parte da vida das pessoas.

No cotidiano das pessoas, podemos encontrar varios exemplos de aplicacdes da
Matemadtica Financeira, como fazer compras a vista ou a prazo, realizar empréstimos,
movimentar contas bancdrias e principalmente no financiamento habitacional, o qual faz
parte da vida de milhdes de brasileiros. No entanto, essas situagdes sdo tao corriqueiras, que
acabam passando despercebidas pelas pessoas, que em sua maioria ndo se preocupam em
parar para analisar ou calcular a negociacio que estd fazendo, para saber se lhe € conveniente
ou ndo. Apesar de estar incluida no curriculo escolar, a Matemdtica Financeira nio possui
grande destaque entre os contetidos de ensino médio, cabendo entao ao professor ser um
mediador colocando para os alunos situacoes problemas no qual os mesmos se identificam
com o que ocorre na realidade de cada um e da atual situagcdo que se encontra 0 nosso pais,
ajudando-o a construir um conhecimento mais amplo sobre os termos financeiros.

Quando o professor relaciona o ensino da matemadtica financeira com o cotidiano do
aluno, ndo se espera que 0 mesmo seja um mestre das finangas, mas espera-se que ele tenha
condi¢des de analisar situa¢des que envolvem conhecimentos financeiros para saber o que
lhe € conveniente ou ndo enquanto consumidor, comerciante ou at€¢ mesmo pai de familia. A

relacdo desses conceitos com o cotidiano do aluno acaba dando praticidade a uma disciplina



considerada por muitos como tedrica, tornando-a em algo mais concreto e pouco abstrato,
onde o aluno tem a oportunidade de verificar a aplicabilidade da matemdtica em sua vida.

No ensino médio, os alunos estudam conceitos de juros (simples e compostos),
taxas de juros, empréstimos, descontos e acréscimos. Esses temas constituem um excelente
instrumento de contextualizagio da matematica, pois se relacionam diretamente com o
contexto social em que o aluno estd inserido, fazendo com que ele veja algo mais concreto
em seu dia-a-dia. Inicialmente ao introduzir o conteido de Matemdtica Financeira, pode
ser colocado para o aluno exemplos do cotidiano como, reajustes de precos, empréstimos,
compras 4 vista ou A prazo, rendimentos em aplicagdes e no financiamento habitacional. E
importante 0 aluno ter consciéncia dos falsos antincios de produtos, bem como as enganagoes
ocultas por traz de tentadoras ofertas para facilitar a compra de eletrodomésticos caros e até
mesmo carros zeros, para que nao caia nessas armadilhas e ainda conscientizem seus pais
ou responsaveis, pois na maioria das vezes a compra facil se torna divida eterna devido aos
Juros abusivos cobrados pelas empresas de créditos ou bancos.

O aluno deve saber exercer a cidadania de forma correta, ou seja, saber contar, anali-
sar, comparar, calcular, resolver problemas, raciocinar logicamente, argumentar e interpretar
matematicamente certas situagoes. Devido ao comportamento consumista da populagao, a
escola assume o papel de educar para o exercicios da cidadania, resgatando a interdiscipli-
naridade e contextualizacdo. Um desses papeis € abordar a matematica financeira, de modo
que se torne interessante para o aluno, através de jornais, revistas, panfletos, taldo de conta
de dgua ou energia, extrato bancdrio e planilhas do excel.

O professor pode iniciar por exemplo, o contetido de juros com uma breve revisao
de porcentagem através de uma visita a supermercados a fim de descobrir qual oferece
menor pre¢o em determinados produtos ¢ fazer um quadro comparativo a outros em termos
percentuais. Os alunos podem também realizar uma visita a garagens de revendas de
automoveis a fim de saber a relacdo entre preco de custo, preco de venda e lucro que o
dono obtém ao revender um automével, descobrindo o percentual de lucro em diferentes
negociacdes. Outro exemplo bem claro em [11] é o de mostrar as diferentes taxas de
juros simples e compostos nas diversas situacdes bancdrias, como empréstimos pessoais
ou rendimentos de poupancas, que ird auxiliar bastante o aluno a administrar melhor seu
dinheiro. Além disso tudo, € muito importante fazer uma comparagdo entre juros simples
e progressdes aritméticas e juros compostos € progressdes geométricas para que o aluno
perceba que nao se trata de um conteddo isolado, mas sim de grande importancia dentre os
demais.

Podemos citar uma interdisciplinaridade enorme ao relacionar juros com progres-



sOes, pois nao hd exemplo maior do que o uso de progressdes no estudo de juros simples e
composto. Veremos mais detalhes a seguir.

Quando se trata de capitalizagao a juros simples, os juros referentes a um Gnico
periodo, em qualquer época sdo, determinados sobre o capital inicial ou valor presente P.

Aplicando a formula dos juros simples, para 1 (um) periodo, obtemos: J = Pin =
Pil = Pi. Isto significa que os seus valores serdo sempre iguais. Seja M o montante para
um determinado periodo de aplicagao, a sequéncia (Mg, M, M2, M3, ....M,) que representa
os montantes formados, a partir da época 0 (0 momento do empréstimo), pode ser obtida,
a partir do capital inicial, somando-se sempre a mesma parcela (os juros de cada periodo
unitdrio), caracterizando dessa forma uma P.A. (progressao aritmética) de primeiro termo
ay = P e razio r = Pi. Podemos classificar esse tipo de P.A. como crescente, uma vez que 0s

valores do capital inicial e da taxa sdo sempre positivos.

Exemplo 41 Seja a aplicacdo a juros simples do capital de RS$800,00, a taxa de 2%a.m.,

durante 6 meses. Elaborar a sequéncia dos montantes formados nesse periodo.

Resolucio:
Dados: P = R$800,00. i = 2%a.m.,n =6

Os juros para um periodo unitério € dado por:

J=Pi=800x0,02=16

Logo, a sequéncia serd formada somando-se 16 a cada termo anterior, a partir do primeiro,

ou seja, ao capital inicial. Dessa forma a sequéncia serd a seguinte:

(800,816,832, 848,864, 880)

A fim de mostrar a relagao entre os termos de uma P.A. e a sequéncia dos montantes
para um namero n de periodos, serd apresentado uma tabela abaixo relacionada com o
exemplo anterior:

Observe que o n-¢simo termo da sequéncia dos montantes equivale ao (n+ 1)-ésimo
termo da PA..



dq aa a3 g ds i+ 1
800 =800+0-16 | 800=800-+1-16 800 =800+2-16 800=800+3-16 | 800 =800+4-16 | --- | 800 =800+ 16a
P =M, P=-M P—-M, P =M, P=-My P—-M,

Tabela 10.1: Relacdo entre PA. e montante nos juros simples.

Aplicando-se a formula do termo geral da P.A., temos:

My=ap1=ar+[(n+1)—1lr=a, +nr

Substituindo a; por P e r por Pi na férmula anterior, obtemos:

M, =P+ Pin=P(l+in)

Enfim chegamos na férmula comumente usada na Matematica Financeira para o cilculo do
montante em juros simples.

Se tratando agora de capitalizagdo a juros compostos, 0§ juros para um Uunico
periodo, em uma época qualquer, sdo calculados sobre o montante do periodo imediatamente
anterior & época considerada. Sendo assim, o0s juros relativos ao terceiro periodo € obtido
multiplicando-se 0 montante M> do segundo periodo por i. Mas, como o montante M3
relativo ao terceiro periodo é a soma do montante do periodo anterior com 0s juros relativos
a esse periodo, temos:

Mz =M>+ M, xi=Mp(1+i)

Generalizando a situac@o, para um periodo n qualquer, obtemos:

My =M, —1(1+i)

Dizemos entdo que a sequéncia (Mg, M, M, Mz,--- .M, ) dos montantes no regime
de juros compostos, é obtida a partir do capital inicial P multiplicando-se sempre (1 +i) ao
montante do periodo anterior, caracterizando uma progressdo geométrica, de primeiro termo
a; = P e razdo ¢ = 1 +i. Esse tipo de progressao também serd sempre crescente, uma vez
que a razao € sempre maior que 1 (um) em virtude de i ser sempre positivo.

Exemplo 42 Escrever a sequéncia dos montantes My, para uma aplicacdo de R$500,00 a

Jjuros compostos de 3% a.m. durante 5 meses.

Resolucao: Dados: P = R$500,00, i=3%am., 1+i=1,03, n=>5



A sequéncia que se obtém, com os valores aproximados, € a seguinte:

(500;515;530,45:546,36;562,75)

A tabela seguinte faz a correlacdo entre a férmula do termo geral de uma progressao

geométrica e esta sequéncia:

al [75) a3 o4 e Up+1
500 =300-1,03" 515=500-1,03" | 530,45 =500-1,03% | 546,36 =500-1,03" | ... [ 500-1,03"
P=Mj P=M, P=M> P=M P=M,

Tabela 10.2: Relagao entre P.G. e montante nos juros compostos.

Aqui também ocorre a relacio M, = a, . ;. Usando-se a férmula do termo geral da P.G.,
lemos:

M, = an1 = ay -q[(”*’l)*l] =day-qg

Il

Por outro lado, substituindo «; por P e g por 1 4 na férmula anterior, obtemos:

M, = P(1+i)"

Observe que esta ¢ a formula comumente usada para se calcular o montante no
regime de capitalizacdo a juros compostos.

Mais o principal exemplo de uma aplicacdo é o do financiamento habitacional
onde estd presente varios termos da matemadtica financeira, como taxas diferenciadas para
realizacdo da operaclo, assim como abatimentos utilizando o FGTS tanto no inicio do
financiamento por meio de uma entrada, mas no meio através de abatimentos em parcelas
ou no final com desconto sobre o saldo devedor. Além disso, pode ser utilizado conceitos
iniciais sobre sistemas de amortizacdo que ¢ utilizado no financiamento para que o aluno
tenha a curiosidade de estudar mais sobre estes conceitos.

Enfim, a contextualizacdo da matematica financeira ¢ de suma importincia na vida
do aluno, pois nesse periodo de turbuléncia que vivemos no nosso pais, onde os altos indices
de juros sobre diversos produtos ¢ a incerteza de compras e investimentos se torna cada vez
mais perigoso na vida de todos, € muito importante que todos saibam onde investir € quando

realizar compras para que ndo acabem como mais um inadimplente no pais.



Veremos agora exemplos de aplicacdes no cotidiano, e que podemos utilizar no

ensino da matemadtica financeira.

Exemplo 43 Muitas lojas com a intencdo de mascarar os juros que cobram pela venda de
mercadorias vendidas a prazo, utiliza o artificio de embutir os juros no valor da mercadoria,

e dizendo conceder descontos nas vendas a vista acaba conquistando seus clientes.

Resolucao:

Em uma loja de eletrodomésticos, um secador de cabelos estd em oferta. No anuncio da
loja consta o seguinte: "Na compra de um secador de cabelos a vista, vocé ganha 10% de
desconto". Sabendo que o valor normal, sem promoc¢ao € de RS 100,00, a vista fica R$ 90,00.
Na realidade o valor pago a vista € o prego real do secador, e que o desconto concedido nada
mais € do que juros embutidos no valor real da mercadoria.

Se questionarmos pessoas sobre o valor da taxa de juros cobrados pela loja do exemplo,
certamente a maior parte diria que a taxa de juros cobrados € de 10%. Mas, fazendo alguns

calculos veremos que ndo € bem assim.

Dinheiro | Porcentagem (%)

90,00 100

100,00 X

Através da tabela identificamos que o valor pago a vista, € o valor correspondente
ao preco real total da mercadoria, por isso corresponde a 100%. Agora podemos descobrir
a taxa de juros embutida através da regra de rés, que € bem simples para alunos de ensino

médio.
90 100
100 x
90x = 10000
x=111,11...%

O que corresponde a uma taxa de juros de aproximadamente 11,11%....
Poderiamos também utilizar a diferenga entre o pre¢o a prazo e o preco a vista, no lugar do

valor & prazo, assim o resultado encontrado para x ja seria a propria taxa de juros embutida.



Dinheiro | Porcentagem (%)

20 100
100 - 90 X
0 _ 100
10 x
90x = 1000
x=11,11...%

Ao usarmos a regra de trés para calcular a taxa de juros embutida, o pre¢o a vista

deve ser sempre correspondente a 100%.

Exemplo 44 De um modo geral, sdo raras as pessoas com idade superior a sessenta
anos que nunca tenha contraido um empréstimo, em um momento ou outro, é necessdrio
efetuar um empréstimo. Por isso, devemos estar atentos em relagdo aos juros quando
formos contrair um empréstimo, tendo em vista gque os juros relacionados a empréstimos,
normalmente sio calculados no regime de juros compositos, e gue a maioria das pessoas gue
contraem um empréstimo tende a calcular sua divida em regime de juros simples. Por isso,
muita gente na hora de acertar seus débitos com as instituicoes financeiras, se espanta com
o valor da divida.

Devido a gastos imprevistos com saude, as despesas ultrapassaram os ganhos na casa de
Adriana, e ela ndo teve outra opcdo, a unica solucdo encontrada por ela foi contrair um
empréstimo. Ela fez um empréstimo de R$ : 1000,00 a uma taxa de juros de 5% ao més para
pagar em wum unico pagamento seis meses apos o empréstimo, quando Adriana foi saldar sua
divida se espantou com o valor que o funciondrio da instituicdo financeira disse a ela, pois
havia feito os cdlculos em sua casa e o resultado obtido por ela era diferente do resultado

do funciondrio. Vejamos como cada um deles fez os cdlculos.

1? més _ 1000+ 0,05 x 1000 = 1000+ 50 = 1050
2 més _ 1050 + 0,05 x 1000 = 1050 4 50 = 1100
3 més _ 1100+ 0,05 x 1000 = 1100+ 50 = 1150
4° més _ 1150+ 0,05 x 1000 = 1150 + 50 = 1200
59 més _ 12004 0,05 x 1000 = 12004 50 = 1250



6" més _ 1250+ 0,05 x 1000 = 1250 + 50 = 1300

De acordo com os cilculos realizados por Adriana, o total que ela teria que pagar
pelo empréstimo seria R$1300,00. Mas niio foi bem isso que aconteceu com os cdlculos do
funciondrio.

Cilculos feitos pelo funciondrio:

19 més _ 1000+ 0,05 x 1000 = 1000+ 50 = 1050

2Y més _ 1050 + 0,05 x 1050 = 1050 + 52,50 = 1102,50

3" més _ 1102,50+0,05 x 1102,50 = 1102,50 + 55,12 = 1157,62
4° més _ 1157,62+0,05 x 1157,62 = 1157,62 + 57,88 = 1215,50
5 més _ 1215,50+0,05 x 1215,50 = 1215,50 460,78 = 1276,28
6" més _ 1276,28 40,05 x 1276,28 = 1276,28 + 63,80 = 1340,08

De acordo com os cdlculos do funciondrio, Adriana teria que pagar o total de
R$1340,08. Isso ocorre por ela ter feito os cdlculos no regime de juros simples, e ele no
regime de juros compostos. Entdo, ao contrair um empréstimo devemos esclarecer todas as
duvidas, para que ndo haja mal entendido como esse do exemplo. Vale ressaltar que em al-
guns empréstimos bancdrios, além dos juros referentes ao empréstimo, sdo cobradas algumas
tarifas bancdrias. Como por exemplo, a pessoa toma um empréstimo de R$10.000,00, mas
R$400,00 fica retido no banco para pagamento de outras tarifas bancdrias, sendo assim o
valor que a pessoa realmente tomou emprestado foi de R$9600,00 e o valor que serd calcu-
lado com os juros serd de R$10.000, 00. Portanto, o empréstimo retirado pela pessoa ndo € o

mesmo efetuado junto ao banco.



CAPITULO 11

CONSIDERACOES FINAIS

Pode-se observar através desse trabalho que mais uma vez a Matemdtica como um
todo, se mostra importante na medida em que a sociedade necessita e se utiliza dos seus
conhecimentos, que por sua vez sao essenciais para a inser¢ao das pessoas como cidadios no
mundo do trabalho, da cultura e das relacoes sociais. Através da elaboracao deste trabalho,
espera-se que 0 mesmo possa ser de grande utilidade, principalmente para os professores do
Ensino Médio, pois acho que a aprendizagem da Matematica Financeira ndo pode ser tratada
sem a devida significacdo ou deixada de lado, pois o estudante que possui conhecimentos
financeiros, podera ser no futuro um consumidor mais prudente.

E importante esclarecer que em nenhum momento, houve a intensdo de mostrar que
a Matematica Financeira no Ensino Médio seja aprofundada similarmente como nos cursos
de graduagdo, tais como: Administracdo, Contabilidade e Economia, e sim o desejo de que o
contetudo seja ensinado o bastante para que no futuro tanto os bancos quanto as instituigoes
financeiras ndo consigam mais induzir o consumidor com propagandas que o levam a pagar
juros altissimos.

Em relaciio aos conceitos e formulas, houve a oportunidade de ver as demonstragoes
das mesmas, onde por si propria nos passa um melhor entendimento sobre sua validade. No
que diz respeito as aplicagdes em nosso cotidiano, pudemos perceber a riqueza dos conceitos
de progressoes, ¢ ao mesmo tempo, a flexibilidade dos mesmos em diferentes situacdes e
assim validando uma das caracteristicas principais para que se assegure a aprendizagem,
pois o real interesse do aluno em aprender algo, € quando aquilo serve ou servird para alguma
situacdo que ele necessitard. Se pudermos assim fazer com que 0 mesmo construa melhor os
conceitos, entdo vale a pena disponibilizar de um tempo a mais para prepararmos algumas

aplicacoes.



Para que o aluno possa ter uma aprendizagem mais contextualizada, € necessdrio
que os professores utilizem informagoes desta natureza durante seu processo de ensino, para
enfim satisfazer a necessidade de uso imediato e pritico dos conteudos escolares, facilitando
a motivagao desse aluno e seu processo ensino-aprendizagem.



APENDICE A

Revisao sobre Progressoes

A.1 PROGRESSOES ARITMETICAS (PA)

Segundo [10] podemos definir Progressoes Aritméticas como sendo uma sequéncia
de numeros reais ordenada em que a diferenga entre um termo qualquer (apos o segundo) e
o termo antecedente € sempre a mesma (constante). Essa constante € denominada razdo da

P.A. e indicada por r. Vejamos alguns exemplos:

1. NaPA. (4, 14,24, ..)temosr =10,
2. NaPA.(2,7/3,8/3,...)temos = 1/3.
3. NaPA.(6,6,6,..)temost=0.

4. NaPA.(13,8,3,..) temos r=-5.

As Progressdes Aritméticas podem ser classificadas de acordo com o sinal da razao,
onde:
Quando r > 0, classificamos a P.A. em crescente.
Quando r < 0, classificamos a PA. em decrescente.

Quando r = 0, classificamos a PA. em constante.

Em uma P.A., € possivel determinar qualquer termo ou a razdo ou a quantidade de

termos a partir de uma regra geral ou o "termo geral". Escrevendo a sequéncia:

ap,dz,ds,...,dy



em fun¢do de a; e r temos:

a>»=daj +r
az=datr=a+2r

as=az+r=a;+3r

ap=ay+(n—1)r (A-1)

Ainda se tratando de uma sequéncia, podemos determinar a soma de seus termos
através de uma equacio que foi elaborada por um grande matemdtico: Carl Friedrich Gauss
(1777-1855). A partir de um problema criado por seu professor que consistia em somar 0s
100 primeiros ndmeros naturais, ele desenvolveu uma técnica rapida e eficiente que se tratava

de colocar em ordem crescente (1) e decrescente (2) como mostrado abaixo:

1S =14243+...4100
2. 83 =100+99+98+...+2+1

Somando cada parcela de (1) com cada parcela de (2) respeitando a ordem temos:

25 =101 +101+101 + 101+ ...+ 101

Como temos 100 parcelas, pode-se escrever:

25 = 100.101
25 =10100
S =5050

A fim de generalizar, podemos escrever utilizando os termos de uma PA qualquer as mesmas
sequéncias:
Si=a1+ar+az+...+ay

Sr=ap+ap-1+...+ax+a

28 = (a1 +ay)+ (a2 +apn—1+ ...+ (an +ai)



Como temos n parcelas iguais a (a1 + ay), lemos:

a1 +ap).n
2.8 = (a) +an).nSy = % (A-2)
A principal relacio que podemos destacar entre Progressdes Aritméticas € Juros
Simples € a de que o saldo ou juros de determinada aplicagio cresce constantemente seguindo
uma razio conforme taxa de juros.

Exemplo 45 Uma aplicacdo de R$ 300,00 feita em uma caderneta de poupanga rende juros

de 0,1%a.m.. Determine os juros recebidos no final de um ano.

Resolucao:

Juros no 1° més: J = 300.0,001 =0,3
Juros no 2° més: J = 300.0,001 = 0,3
Juros no 3° més: J = 300.0,001 =0,3

Juros no 12° més: J = 300.0,001 = 0.3
Logo, no final de um ano teremos: 12.0,3 = 3,60 de juros.

Enfim, os juros sempre serdo os mesmos. Se colocarmos o capital somado ao juro
de cada més, teremos a seguinte sequéncia: (300,30;300,60;300,90;...;303,60).

Na sequéncia os juros de 0,30 centavos correspondem a razdo da P.A., conforme

dito anteriormente.

A.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS (PG)

Seguindo 0 mesmo raciocinio sobre Progressoes Aritméticas, temos que as Progres-
soes Geométricas sdo sequéncias no qual o quociente entre cada termo (a partir do segundo) e
seu antecedente € sempre 0 mesmo (constante). Essa constante também ¢ denominada razio
da P.G. e indicada por g. Exemplos:

1. NaPG.(2,4,8,..)temos q = 2.
2. NaP.G. (3,-12,48, ...) temos g = -4.
3. NaPG.(24,12,6, ...) temos q = 1/2.



4. NaP.G. (11,11, 11, ...) temos q = 1.

De acordo com a razido podemos também classificar as Progressdes Geométricas
conforme descrito abaixo:
Quando g > 1, a P.G. ser crescente.
Quando g < 1, a P.G. ser decrescente.

Quando g=1, a P.G. ser constante.

Podemos encontrar um termo qualquer da P.G., a partir do primeiro termo (ay) € a
razdo (q). Segundo [12], isso é possivel devido a uma lei especial de formagdo em que:
Seja

(ay,az2,as,...,a,)

,uma P.G. de razio g, temos:

us

—=g=a=a.q

ay
as 2
— =yg=a3=dr.d = d3y=d|.q
as
aq

3
::qémzag.qém:m.q
3

De modo geral:a, = a; g1 (A-3)

Essa € a expressio conhecida por termo geral de uma P.G.
Ainda se baseando em [ 12], podemos encontrar uma expressao que permita calcular a soma
finita dos termos de uma P.G. Temos:

Sp=ar+a+az+...+ay (A-4)

Multiplicando por g os dois membros da igualdade:

q.-Spn=q.(a1 +ax+az+...+ay)

g-Sh=a1.qt+axrqtazq+..+anq



qgSh=ax+taztas+..+tayt+ang (A-5)

Fazendo (A-4) - (A-5), temos:

Snlg—1)=ang—a

1

Como a, = ay.g" ', vem:

Sulg—1)=argd" 'g—a

Sn-lg—1)=a1¢d"—a

”*l .
g —ald' 1) (A-6)
g—1

As Progressoes Geométricas estdo diretamente relacionadas com Juros Compostos,
onde a razdo corresponderd aos juros ganhos ou perdidos em uma aplicagdo financeira.
Exemplo 46 Em uma aplicacéo financeira que rende 2%a.m. foram aplicados R$3.000,00

durante 1 ano. Determine o rendimento no final da aplicacdo.

Resolucao:

Juros no 1° més: J = 3000.0,02 = 60

Juros no 2° més: J = 3060.0,02 = 61,2
Juros no 3° més: J = 3121,2.0,02 = 62,424

Juros no 12° més: J = 3730,12.0,02 = 74,6

No final de 12 meses teremos: 60+ 61,2+ 62,42+ ... +74.6 = 804,72 reais. Se

colocarmos 0s juros em ordem crescente, iremos obter a seguinte sequéncia:
(60:61,2;62,42;...;74,60),

onde a razdo da P.G. corresponde a taxa de juros, ou seja, cada sucessor tem o valor multi-
plicado por 1,02.
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