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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar as funcoes hiperboélicas, analisando
suas semelhancas e diferencas com as funcoes trigonométricas circulares. Para tanto,
iniciamos apresentando uma breve revisao sobre a trigonometria circular e a hipér-
bole, descrevendo seus principais elementos e propriedades. Posteriormente, reali-
zamos um estudo sobre as fungoes hiperbolicas, apresentando as defini¢coes do seno,
cosseno e das demais fungoes hiperbodlicas e suas principais propriedades. Conclui-
mos com algumas aplicacoes destas funcoes no cotidiano.

Palavras-chave: Fungoes trigonométricas, Fungoes hiperbolicas, Catenaria, Ve-
locidade da onda do mar.



Abstract

This work intends to show the hyperbolic functions, analyzing their similarities
and contrasts with the circular trigonometric functions. To this, we start showing a
short review about the circular trigonometry and hyperbole, describing their main
elements and properties. Then, we made a study about hyperbolic functions, with
the definitions of sine, cosine and the other hyperbolic functions and their main
properties. We finished this work with some applications of these functions on
everyday.

Keywords: Trigonometric Functions, Hyperbolic Functions, Catenary, Sea Wave
Speed.
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Introducao

Este trabalho trata de uma pesquisa bibliografica sobre as fungoes hiperboélicas
e suas aplicacoes no Ensino Médio.

Normalmente as fungoes hiperbolicas sao estudadas em cursos de calculo dife-
rencial e integral e geralmente apresentadas sem nenhuma relagao com a hipérbole
e sem nenhuma aplicabilidade. Sao definidas com o uso das func¢oes exponenciais,
apresentadas algumas identidades, suas derivadas e integrais, os esbocos dos graficos
e as definicoes das funcoes hiperbolicas inversas. Com isso, o principal objetivo deste
trabalho ¢é estudar as funcoes hiperbélicas relacionando-as & hipérbole e apresentar
propriedades que sao anélogas as conhecidas propriedades trigonométricas.

Para fins didaticos, este trabalho foi dividido em trés capitulos. A seguir deta-
lhamos cada um deles.

No Capitulo 1, apresentamos uma revisao sobre a circunferéncia trigonomeétrica
e funcoes trigonométricas circulares. Relembramos as principais partes da circunfe-
réncia unitaria. Conceituamos e apresentamos as demonstragoes das fungoes trigo-
nométricas e finalizamos com as principais propriedades das func¢oes trigonométricas.

No Capitulo 2, estudamos a hipérbole e suas propriedades. E exposta uma
definicao de hipérbole no plano e apresentados seus principais elementos, como:
focos, vértices, eixo focal, eixo nao focal e assintotas. Sao apresentadas equagoes
hiperbolicas e esbocados seus respectivos graficos. Sao exibidas também, as equacoes
de transformacao das coordenadas dos pontos em um sistema inicial a um novo
sistema, que foi formado através de uma rotacao de eixos no plano cartesiano.

O Capitulo 3 é destinado a mostrar algumas aplicagoes das funcoes hiperboélicas
que podem ser analisadas no ensino médio. E apresentado um pequeno resumo
da historia do estudo da catenéria, como foi descoberta equagao desta curva e a
aplicacao do cosseno hiperbdlico para tragar o grafico. Outra aplicacao, ¢ o calculo
da velocidade das ondas do mar. Este calculo pode ser resolvido com o auxilio da
funcao tangente hiperbdlica.

xii



Capitulo 1

Trigonometria na Circunferéncia

Neste capitulo faremos uma revisao da circunferéncia trigonométrica e das fun-
¢Oes trigonométricas circulares. Esta revisao foi baseada nas obras de Dolce(2005,
p.166-182) [2|, Facchini(1997, p. 291-328) [4], Tezzi(1993, p.39-71) [6] e Lima(2003,
p.213-232) [8].

1.1 Arco de circunferéncia

Considere a circunferéncia unitaria, ou seja, a circunferéncia de centro localizado
na origem do plano cartesiano e raio de medida 1.

Definicao 1.1. Sejam A e B dois pontos distintos que dividem em duas partes a cir-
cunferéncia unitdria. Cada uma dessas partes chama-se arco de circunferéncia.
Os pontos A e B sao as extremidades dos arcos que determinam.

-1 @] 1

Figura 1.1: Arcos na circunferéncia.



1.2. ANGULO

Observacao 1.2. Quando as extremidades A e B coincidem, temos um arco de
uma volta ou um arco nulo.

Observacao 1.3. Quando as extremidades A e B do arco sao também as extremi-

dades de um didgmetro, o arco AB é chamado arco de meia-volta.

1.2  Angulo

. . — ? . - - -
Considere duas semirretas OA e OB de mesma origem O, nao coincidentes e nio
opostas.

Figura 1.2: Angulo.

Definicao 1.4. As duas regioes, I e II, determinadas no plano, conforme Figura
1.2, sao chamadas de dngulos. O ponto O € o vértice dos dngulos e as semirretas

0—121 e O? sao os lados dos dngulos.

Observacao 1.5. Caso as semirretas O—1>4 e O? coincidam, dizemos, por extensao,
que elas determinam um dngulo nulo (que é a prdpria semirreta) ou um dngulo
de uma volta (que € o proprio plano). No caso em que as semirretas OA e O
sGo opostas, dizemos, também por extensdao, que determinam um dngulo raso (que
é o proprio semiplano).

Definicao 1.6. Considere uma circunferéncia de centro O e raio R e, nela, dois
pontos, A e B. O dngulo de lados OA e OB, conforme Figura 1.3, é chamado de
dngulo central (seu vértice é o centro da circunferéncia).

Observagao 1.7. A cada arco AB corresponde um dangulo central AOB e vice-versa.
Se adotarmos uma mesma unidade para estabelecer medidas de arcos e dngulos, a
medida do arco serd igual a medida do dngulo central correspondente.



1.3. MEDIDAS DE ARCOS E ANGULOS

Figura 1.3: Angulo Central AaB.

1.3 Medidas de Arcos e Angulos

Para medir uma grandeza, faz-se necessario a utilizacao de outra grandeza de
mesmo padrao para a qual convencionamos medida unitaria e, depois disso, procura-
se a razao entre essas duas grandezas de mesmo padrao.

A partir de agora consideraremos a circunferéncia de raio R e centro O.

Definicao 1.8. A medida de um arco da circunferéncia AB € o numero real a, nao

negativo, determinado pela razao entre o arco AB a ser medido e um arco unitdrio
u da mesma circunferéncia
AB
a=—-:.
U
Definicao 1.9. Diwvidindo a circunferéncia em 360 arcos congruentes, cada um des-
ses arcos serd chamado arco de um grau (1°). O dngulo central correspondente

serd de 1° também.

Defini¢ao 1.10. O arco mede um radiano (1 rad) se o seu comprimento s for
wgual ao comprimento R do raio. O dngulo central correspondente serd, também, de
um radiano (1 rad).

Entdo para saber a medida de um arco (ou do angulo central correspondente)
em radianos, basta calcular quantas vezes o raio de medida R "cabe' nesse arco de
comprimento s.

Portanto,

Dai,
s=uo-R.

Definicao 1.11. Chamamos de comprimento de uma circunferéncia, indicado
por C, o numero real positivo 2w R. Algebricamente

C =27R. (1.1)



1.3. MEDIDAS DE ARCOS E ANGULOS

Observacao 1.12. Quando o arco s € o arco de uma volta, entao s € o comprimento
C da circunferéncia. E por definicao, tem-se

s 2mR
a= "= R
Entao,

o = 27 rad.

Logo, a circunferéncia é um arco de 27 rad e o angulo central de uma volta mede
2m rad.

A seguir serd apresentada uma proposicao que relaciona a medida do angulo
central a e a medida da area do setor circular determinado por este angulo.

Proposicao 1.13. Considere a circunferéncia de raio R. Denotando o o dngulo
central em radianos e A, a drea do setor circular determinado por este dngulo central,
na circunferéncia unitdria, conforme a figura abaizo.

0 A
-R QO R

R

Figura 1.4: Angulo a, Setor Circular A, e Arco a.

Entao, a medida do dngulo central o é
2. A
R2
Demonstracao: Sendo o angulo central de um circulo de raio R igual a 27 rad e

sua 4rea determinada por mR?. Temos a seguinte proporcao entre angulo central e
area

o =

21 rad — TR?
arad — A,.
Realizando as devidas operagoes obtemos
2-A,
o= 7




1.4. CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Observacao 1.14. Na circunferéncia unitdria temos
a=2-A,.

Conclui-se entao que a medida do angulo central é o radianos quando a drea do seu

setor circular é % unidades de drea.

Observacao 1.15. Se o dngulo central «, da circunferéncia unitdria, estiver ex-
presso em graus, temos

o 360 - A,
- TR?
Como R =1,
360 - A,
o= —
s

Observacao 1.16. Pode-se relacionar a medida radiano com a medida grau. De
fato, uma volta completa na circunferéncia possui 360° ou, em radianos, 27 rad,
entao pode-se concluir que

, T
180° = 7 rad, ou seja, 90° = 5 rad.

Um angulo pode ter o valor real que desejar. No entanto, a semirreta que da

o angulo (com outra semirreta fixa, de referéncia) completa uma volta apos 360°,

duas voltas apds 720°, etc., ou uma volta no sentido contrario, e nesse caso diz-se

que descreveu um angulo de —360°. Entao um angulo ¢ pode ser escrito na forma:

¢ =a+k- 360°

em que k£ é um numero inteiro e o é o resto da divisao de ¢ por 360 e também o
angulo desejado.

No entanto, é necessario definir univocamente a aplicacao que da o angulo de-
finido por duas retas que se interceptam. Portanto, e para esse efeito, medem-se
os angulos num dominio que vai de 0° a 360° (ou, o que é equivalente, de 0 a 27
radianos).

1.4 Circunferéncia Trigonométrica

Antes de definir a circunferéncia trigonométrica, segue a definicao de circunfe-
réncia orientada.

Definicao 1.17. Uma circunferéncia de centro O e raio R € dita orientada quando
possui 0 sentido anti-hordrio do percurso como positivo.

Definigao 1.18. Circunferéncia trigonométrica (ou ciclo trigonométrico) é
uma circunferéncia orientada de raio unitdrio para o qual se adota como
sentido positivo o anti-hordrio e se escolhe um ponto A = (1,0) como origem dos
arcos.



1.5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS CIRCULARES

Il quadrante || quadrante

O R=1

/Il quadrante |1V quadrante

-1

Figura 1.5: Ciclo Trigonométrico.

Observacao 1.19. De acordo com a figura acima o ciclo trigonométrico estd di-
vidido em quatro quadrantes, numerados de 1 a 4, a partir do segmento OA, no
sentido positivo.

1.5 Funcoes Trigonométricas Circulares

Nesta secao estudaremos as funcoes seno, cosseno, tangente, cotangente, secante
e cossecante na circunferéncia unitaria. Estas funcoes tem uma propriedade muito
interessante que é a periodicidade, o que permite muitas aplicagoes na matematica
e em outras ciéncias, como por exemplo na Fisica.

Relembremos a definicao de uma funcao periddica.

Definicao 1.20. Uma func¢dio f : R — R chama-se periddica quando existe um
nimero nao nulo T € R tal que f(x +T) = f(x) para todo x € R.

Observacao 1.21. Se uma funcgdo € periddica, entio f(x + kT) = f(x) para todo
z € R etodo k € Z. O menor nimero T > 0 tal que f(x +T) = f(x) para todo
x € R chama-se o periodo da funcao f.

1.5.1 Funcao Seno e Funcao Cosseno

Considere o setor circular AOP para definir as fun¢des seno e cosseno, respecti-
vamente, marca-se a projecao do ponto P no eixo Oy e no eixo Oz, conforme Figura
1.6.



1.5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS CIRCULARES

'.)"
H ________ P
|
|
|
Lo S X
@] M A

Figura 1.6: Angulo circular.

Portanto,
sen(a) = OH e cos(a) = OM.

O seno de um determinado angulo central é a medida do segmento contido no
eixo Oy, onde uma de suas extremidades é o ponto (0,0) e a outra é a projecao do
ponto da circunferéncia que determina o angulo central, sobre o préprio eixo Oy,
Figura 1.7.

"

H P
b - — — —— —— -
I
sen(a) !
a 5
0 Mo A

Figura 1.7: sen(«)

No caso do cosseno de certo angulo central, ele é a medida do segmento contido
no eixo Oz , onde uma extremidade também é o ponto (0,0) e a outra é a projecio
do mesmo ponto da circunferéncia, sobre o proprio eixo Oz, Figura 1.8.



1.5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS CIRCULARES

Ve

T

O| cos(a) M [A

Figura 1.8: cos(a)

Ja a Figura 1.9 ilustra o grafico da fungao seno. Através deste gréfico fica facil
ver que a fungao seno é periddica de periodo 27, 0 dominio é todo o conjunto
dos niimeros reais e a imagem ¢ o intervalo [—1, 1]. Este gréfico da fungio seno
pode ser chamado de senoide.

Yy

Figura 1.9: Grafico da fun¢ao seno.

A Figura 1.10 representa o grafico da funcao cosseno. Também apds uma
analise, observa-se que a fun¢ao cosseno possui o mesmo periodo (27), dominio (R) e
imagem ([—1,1]) da funcao seno. O grafico da funcdo cosseno também pode receber
um nome especifico, cossenoide.



1.5. FUNCOES TRIGONOMETRICAS CIRCULARES

Figura 1.10: Grafico da funcgao cosseno.

1.5.2 Funcao Tangente

Definidas as funcoes seno e cosseno, pode-se definir outras fungoes trigonométri-
cas.

Definicao 1.22. Define-se a funcao tangente, por

oo = 2

sempre que cos(a) # 0.

A funcao tangente é definida como quociente entre as funcdes seno e cosseno,
assim seu dominio fica restrito aos ntimeros reais para os quais o denominador é
diferente de zero. Como cos(a) = 0 para todo o = 5 + km, com k inteiro, isso
implica que o dominio da fun¢do tangente é

D:{a€R|a7ég+k'7r,comk’€Z}.

Utilizando semelhanca de tridngulos entre os triangulos OAT ¢ OM P, podemos

definir, geometricamente, a tangente de a como sendo a medida algébrica do
segmento AT, pois AT = i‘;‘;gg; Com A = (1,0) e T a interse¢ao da reta <O? com a
reta perpendicular ao eixo Ox no ponto A (eixo das tangentes). Onde O é a origem
do sistema cartesiano e P é a outra extremidade do arco determinado pelo angulo
central a;, e M a projecao do ponto P sobre o eixo Ox, conforme a Figura 1.11.

Entao temos,

tan(a) = iZI;((Z; = AT.




1.6. FUNCAO COTANGENTE

[ P
/

Figura 1.11: Tangente no Ciclo Trigonométrico.

Usando célculo diferencial pode-se mostrar que o grafico da funcao tangente
possui a seguinte forma:

/2

Figura 1.12: Funcao Tangente.

Observagao 1.23. Note que enquanto o dominio € o conjunto D = {a € R| o #
T4 km,com k € Z}, a imagem € todo o conjunto R.

1.6 Funcao Cotangente

Agora definimos a funcao cotangente.
Definicao 1.24. A funcao trigonométrica cotangente é definida por

cos()

cot(a) = sen(a)’

sempre que sen(a) # 0.

10



1.6. FUNCAO COTANGENTE

De forma analoga a funcao tangente, o dominio da cotangente estara definido
para sen(a) # 0. Como sen(a) = 0 para todo a = km, com k inteiro, entao o
dominio da funcao cotangente é

D={aeR|a#knr,comkeZ}.

Podemos utilizar a semelhanca de triangulos entre os triangulos OHT e OM P
para mostrar que HT = ZSEEZ; Com O sendo a origem do sistema cartesiano e P
é a outra extremidade do arco determinado pelo angulo central oo, H = (0,1), T

a intersecao da reta Oﬁ com a reta perpendicular ao eixo Oy no ponto H (eixo
das cotangentes) e M a projecao do ponto P sobre o eixo Ox. Veja Figura 1.13.
Entao defini-se, geometricamente, cotangente de o como sendo a medida algébrica
do segmento HT.

Figura 1.13: Cotangente.

O gréfico da funcdo cotangente estd representado abaixo.

Figura 1.14: Fun¢ao Cotangente.

Observacao 1.25. A imagem da funcao cotangente € conjunto dos niumeros reais.
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1.7. FUNCAO SECANTE

1.7 Funcao Secante

Define-se agora a fungao secante.

Definicao 1.26. A funcao secante é definida por

1
cos(a)’

sec(a) =

com cos(a) # 0.

Conforme defini¢ao, a funcdo secante s6 estara definida quando cos(a) # 0.
Entao o dominio da funcao secante é

Dz{OzER|a7ég+k7r,comk:€Z}.

Aplicando nos triangulos OSP e OMP a semelhancga de triangulos, podemos
perceber que o segmento OS = Cosl(a). Com O = (0,0), P é a outra extremidade do
angulo central o, M a projecao do ponto P sobre o eixo Ox e S a intersecao da reta
tangente a circunferéncia no ponto P e o eixo Oz, conforme Figura 1.15.

Entao:

— 1
sec(a) = 0S8 =

cos(a)’

-

|
! _
0] M S\

Figura 1.15: Secante.

AV

O gréfico da funcao secante esté representado na Figura 1.16.
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1.8. FUNCAO COSSECANTE

(0, 1)

Sn/2 ) /20 7.' 3m/2) 27 57/21

©,-1)

Figura 1.16: Funcao Secante.

Observacao 1.27. A funcdao secante possui como conjunto imagem

Im(sec(a)) = (—o0, —1] U [1, +00).

1.8 Funcao Cossecante

Definiremos agora a funcao cossecante.

Definicao 1.28. A funcao cossecante ¢ definida da sequinte forma

1

cseler) = sen(a)’

com sen(a) # 0.

Vide definigao, a fungao cossecante somente estara definida quando sen(a) # 0.
Logo o dominio da funcao cossecante de o é o conjunto

D={aeR|a#knr,comkeZ}.

Na circunferéncia trigonométrica, utilizando a semelhanca de triangulos entre
OMP e ORP tem-se que OR = m Com O = (0,0) e R a intersecao da reta
tangente a circunferéncia no ponto P com o eixo Oy. Onde P é outra extremidade
do angulo central o e M é a projecao do ponto P sobre o eixo Ox, conforme Figura
1.17.

De forma semelhante & funcao secante, pode-se esbocar o grafico da fungao cos-

secante, Figura 1.18.

Observacao 1.29. Note que a imagem € o conjunto

Im(csc(a)) = (—oo0, —1] U [1, +00).

13



1.9. PROPRIEDADES DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

-

Qo
=% -------

Figura 1.17: Cossecante.

Figura 1.18: Funcao Cossecante.

1.9 Propriedades das Razoes Trigonométricas

A partir do Ensino Fundamental II sao estudadas as razoes trigonométricas e
algumas de suas propriedades fundamentais, que por sua vez auxiliam significati-
vamente na resolugao de problemas trigonométricos. Portanto, nesta secao iremos
fazer um breve resumo de algumas propriedades das razdes trigonométricas. Uma
prova detalhada pode ser encontrada em [9] e [12].

A primeira tabela refere-se a definicao das funcoes trigonométricas derivadas das
fungbes seno e cosseno.
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1.9. PROPRIEDADES DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Tabela 1.1: Funcoes.

tan(z) = %
cot(w) = S8
cse(x) = IE)
sec(z) = =@

Esta segunda tabela apresenta as principais relagoes fundamentais trigonométri-
cas.

Tabela 1.2: Relacoes Fundamentais.

cos®(x )+sen():1
1 + tan®(z) = sec?(x)
cot?(x) + 1 = csc?(x)

Esta proxima tabela ilustra o seno, cosseno e tangente da soma e da diferenca
de dois angulos.

Tabela 1.3: Operacoes com Angulos.

sen(f + ) = sen(p) cos(y) — sen(7) cos(f)
cos( + ) = cos(B) cos(y) — sen(B)sen()

tan(f + ) = %

sen(5 — ) = sen(f) cos(y) + sen(y) cos(f)
cos(8 — y) = cos(3) cos(7) + sen(S3)sen(y)

— tan(B)—tan(y)
tan(ﬁ - 7) ~ 1+tan(B) tang*y)'

A quarta tabela nos mostra o seno, cosseno e tangente de arcos duplos.
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1.9. PROPRIEDADES DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Tabela 1.4: Arco Duplo.

sen(27y) = 2sen(7y) cos(7)
cos(27) = cos?(y) — sen?(7)

tan(2) = ol

Esta tabela apresenta o seno, cosseno e tangente do arco metade.

Tabela 1.5: Arco Metade.

1—
sen g j:\/ cos ()
coS g = j:\/ L+cos(9

Q o 1—cos(6
tan 2 o :t\/l-i-cos(e

Para esta ultima tabela apresentamos as derivadas das funcoes trigonomeétricas.

Tabela 1.6: Derivadas.

4 (sen(z)) = cos(z)
< (cos(z)) = —sen(z)
4 (tan(z)) = sec’(z)
4 (cot(z)) = — esc?(w)
L (sec(z)) = sec(x) tan(z)
L (esc(w)) = — ese(w) cot(z)
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Capitulo 2

Funcoes Hiperboélicas

Neste capitulo revisaremos a hipérbole, focando nas funcoes hiperbolicas, citando
as suas principais propriedades, suas inversas, as derivadas, além disso, no final fare-
mos algumas comparagoes entre as fungoes circulares e hiperbélicas. Este capitulo
foi baseado nas obras de Alhadas(2013) [1], Winterle(2000, p.193-204) [17].

2.1 A Hipérbole

Seja @ um plano qualquer, entao podemos definir a hipérbole da seguinte forma.

Definicao 2.1. Chamamos de Hipérbole o conjunto de todos os pontos de 6 cuja
a diferenca das distdncias, em valor absoluto, a dois pontos fizos de 6 € constante.

Analiticamente podemos definir a hipérbole da seguinte forma: Considerando
dois pontos distintos F; e F,, pertencentes a 0, 2c a distancia entre esses pontos e
um nimero real positivo a de modo que 2a < 2¢, onde 2a é a constante da Definicao
2.1, temos

h={Pe0/|dP,F)—dP,F)| =2a},

em que d(P, Fy) e d(P, Fy) denotam a distancia entre os pontos P e Fj, P e Fb,
respectivamente.

Para possibilitar um tracado melhor da hipérbole, tecermos consideragoes a res-
peito de seus elementos, faremos a construcao da Figura 2.1 a seguir explanada.

Considere no plano ¢ dois pontos quaisquer Fj e Fy com d(F}, Fy) = 2¢. Deno-
tando C' o ponto médio do segmento F}F3, tracemos uma circunferéncia de centro
C e raio c.

Dado um valor arbitrario a < ¢, sobre F}F; marque a partir de C' os pontos
Ay e Ay tais que d(C, Ay) = d(C, As) = a. Por estes pontos tracemos duas cordas
perpendiculares ao diametro F;F5. As extremidade destas cordas sao os vértices de
um retangulo MNP(Q). Tracemos as retas r e s que contém as diagonais do referido
retangulo e, por fim, a hipérbole conforme a Figura 2.1 (curvas « e 4).
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2.1. A HIPERBOLE

Figura 2.1: Esboco da Hipérbole.

Com base nesta figura temos os elementos da hipérbole.

2.1.1 Elementos

e Focos: sao os pontos Fi e Fb;

e Distancia focal: é a distancia 2c entre os focos;

e Centro: ¢ o ponto médio C do segmento F Fy;

e Vértices: sao os pontos A; e Ay;

e Eixo real: ¢ o segmento A; A, de comprimento 2a;

e Eixo imaginario: é o segmento By B, de comprimento 2b, com BBy | A A
em C

e Assintotas: sao as retas r e s;

e Ramos da hipérbole: v e 6.

Observacao 2.2. Note que os pontos Ay e Ay sao pontos da hipérbole porque satis-
fazem a definicao 2.1. Na verdade, para Ai, tem-se

d(A, Fi)=c—a e d(A,Fy)=a+c

‘d(Al,Fl) — d(Al,FQ)’ = | — 2a| = 2a.

Observacao 2.3. O retdngulo M N P(Q) tem dimensoes 2a e 2b, onde a tem a medida
do semi-eizo real e b a medida do semi-eizo imagindrio. Do tridngulo C'As By,
obtemos a relacao

& =a’+ b (2.1)
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2.1. A HIPERBOLE

As assintotas sdo retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais & medida
que os pontos se afastam dos vértices. A tendéncia da hipérbole é tangenciar suas
assintotas no infinito. Esta particularidade constitui um excelente guia para tragar
o esboco do grafico de uma hipérbole.

Com o que foi visto na construcao da hipérbole, esta fica determinada quando
se conhece o centro C' e os valores a e b (ou a e c ou b e ¢). De fato, a partir destes
elementos constroi-se o retangulo MNP(Q e, consequentemente, as assintotas r e s,
e dai, os dois ramos da hipérbole.

O angulo S assinalado na Figura 2.1 é chamado abertura da hipérbole.

Chama-se excentricidade da hipérbole o nimero

e= ¢ > 1.
a
Observacao 2.4. Quanto maior a excentricidade, maior serd a abertura, ou seja,
mais "abertos" estarao os ramos da hipérbole. Quando a = b, o retdngulo MNPQ se
transforma num quadrado e as assintotas serao perpendiculares. A hipérbole neste
caso € denominada hipérbole equildtera.

2.1.2 Equacao Reduzida

Apoés termos definido a hipérbole e citado os seus elementos, apresentaremos
agora sua equacao reduzida quando os focos sao paralelos aos eixos coordenados.

Consideremos a hipérbole de centro na origem e eixo real sobre o eixo Ox. Sendo
P(z,y) um ponto qualquer da hipérbole (Figura 2.2) de focos Fi(—c,0) e Fy(c,0).

130

£V

B2

Figura 2.2: Hipérbole z—z — %}’—j =1

Pela Definicao 2.1, temos
|d(P, Fy) — d(P, Fy)| = 2a,
ou, em coordenadas

V(@ + )2+ (y— 02— /(z— )2+ (y — 0)?| = 2a.
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2.1. A HIPERBOLE

Dali,

VE+e)2+y—02—+/(z—0c)?+(y—0)2=2a.
Somando +/(z — ¢)2 + (y — 0)2 aos dois lados da igualdade, tem-se

V(E+e?+(y—02=/(z—c)?+(y—0)+2a.

Elevando ao quadrado ambos os membros da igualdade,
(z+e)? +y* = (z— ) + v +day/(x — ¢)? + 42 + da’.
Isolando o termo com radical obtém-se,
dar/(xr —c)2+y2 = (x+c)* +y* — (v — ¢)* — y* — 4a® = dex — 4a®.

Logo,
ay/(x — )2+ y2 = cx — d’.

Elevando novamente ao quadrado,
a*(z — ¢)* + a*y? = 2a® — 2a’cr + a*.

Entao,

a’z? — 2d%cx + a*? + %y = 2 — 2d%cx + .

Cancelando os termos iguais,
a’z? + a*c® + a’y® = Fa2® + a.

Assim,

222 — a2 — a%y? = a2 — .

Colocando o fator comum em evidéncia tem como resultado,
(2 — a*)a® — a*y® = a®(? — a?).
Observe que em (2.1) pode-se escrever b*> = ¢ — a?, assim,
ba? — a*y? = a’b’.

Com isso conclui-se que a equacao reduzida da hipérbole é

2 2
Zz )
No caso de focos sobre o eixo Oy, observando a Figura 2.3 e com procedimento

analogo, obtemos a equacao reduzida

y_r _q (2.3)
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2.1. A HIPERBOLE

A

2

Figura 2.3: Hipérbole Z—z — =1

No caso em que a hipérbole tenha o centro num ponto diferente da origem do
sistema cartesiano, isto é, em um ponto C' = (zg, ¥o), tem-se como equagao reduzida
(=20 -—w) _|

a? b? B
quando o eixo real for paralelo ao eixo Ozx.
E no caso em que o eixo real for paralelo ao eixo Oy, tem-se a equacao

(y — ¥0)” _ (v — mp)?
a? b2

=1.

2.1.3 A Hipérbole xy =k

Estudaremos agora a hipérbole de equacao xy = k, com k > 0. Observe que z
e y nao podem ser nulos e que quanto maior for o valor de = (ou y), menor seré
o valor de y (ou z). Significa dizer que, geometricamente a hipérbole se aproxima
indefinidamente dos eixos Oz e Oy sem toca-los. Dessa forma, os eixos coordenados
servem como assintotas para a hipérbole.

e Para x e y positivos tem-se um dos ramos da hipérbole no primeiro quadrante;
e Para x e y negativos o outro ramo ficaré posicionado no terceiro quadrante.

Podemos agora apresentar algumas proposicoes. Esta primeira proposicao refere-
se ao retangulo que possui como vértices, a origem do sistemas de coordenadas, um
ponto pertencente ao eixo Ox, um ponto na hipérbole e o dltimo, um ponto no eixo
Oy. Este retangulo é chamado de retangulo de coordenadas do ponto A, com A
sendo o ponto da hipérbole.
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2.1. A HIPERBOLE

Proposicao 2.5. A drea do retingulo OPAM, conforme Figura 2.4, € igual a k,
independentemente da escolha do ponto A.

A

y
M A
o) P x_;

Figura 2.4: Retangulo de coordenadas.

Demonstracdo: Note que as coordenadas do ponto A sdo, x = OP e y = OM.
Dai a 4rea do retangulo OPAM é

AOPAJW :O_POM =Y = ]C,

para qualquer ponto da hipérbole. m
A proposicao a seguir refere-se a simetria dos ramos da hipérbole e ao centro de
simetria existente.

Proposicao 2.6. A hipérbole possui um centro de simetria pois 0s seus dois
ramos sao simétricos em relacao a origem do sistema de coordenadas O.

Demonstragao: Com efeito, seja o retangulo de coordenadas OPAM do ponto
A = (OP,OM) situado no primeiro quadrante (Figura 2.5). Tome P’ simétrico de
P, em relagao ao eixo Oy, M’ simétrico a M em relacdo ao eixo Ox. Sendo A’ o
ponto do plano de coordenadas (OP’,OM’), entdao A’ pertence & hipérbole pois os
retangulos OPAM e OP'A’M’ possuem a mesma area, onde

xy=0P-OM =OP" -OM' =k,

com OP=0P e OM =0OM'.
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2.1. A HIPERBOLE

y A
M A
P o)
P X
A M

Figura 2.5: Simetria em relagao a origem.

O ponto A’ é simétrico ao ponto A em relacdo do sistema de coordenadas, pois
as coordenadas |OM]| e |OM’| sdo iguais. m

2.1.4 Hipérbole Rotacionada

Considere, os pares usuais de eixos coordenados, Ox e Oy e dois novos eixos
OX e OY, obtidos através de uma rotacao de um angulo 3 no sentido anti-horério,
conforme a Figura 2.6.

A relagao entre as coordenadas no plano xOy e as coordenadas no plano XOY
é dada pela seguinte proposigao:

Proposicao 2.7. Se um ponto A possui coordenadas (x,y) e apds uma rotacao de
um dngulo S em torno da origem passa a possuir coordenadas (X,Y), entio as
equagoes de transformacao do sistema original ao novo sao:

r=Xcos(f) —Ysen(B) e y= Xsen(B)+Y cos(f). (2.4)

Demﬂstreﬁio: Da Figura 2.6, temos que z = OP, X = OL, y = OM = AP e
Y =0T = AL, assim

r=0P =0V —-PV

y=AP = PQ + OA.
Dai
z = X cos(f) — YVsen(S) (2.5)

y = Xsen(f) + Y cos(p). (2.6)
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2.2. ANGULO HIPERBOLICO

Figura 2.6: Hipérbole rotacionada.

Seja a hipérbole de equagao xy = k no sistema de coordenadas xOy. Ao multipli-
carmos por um m > 0 a coordenada x de um ponto (x,y) do plano, obtemos (mzx, y).
Com essa multiplicacao, observe que a hipérbole se transformaré na hipérbole de
equacao xry = mk, pois a coordenada y de cada ponto permanece inalterada e a
coordenada x ficara multiplicada por m. Multiplicando agora por % a coordenada y
do ponto (mw,y), obtemos o ponto (mx, £). Note que se (z,y) pertence a hipérbole
vy = k, entdo o ponto (mz, %) pertence a mesma hipérbole e ¢ distinto de (z,y)
quando m # 1.

Definicao 2.8. Uma rotagao sobre a hipérbole xy = k, com coeficiente m > 0, €
uma operagdo que transforma (x,y) em (mx, L), onde ambos os pontos pertencem
a hipérbole.

2.2 Angulo Hiperbélico

Antes de definirmos angulo hiperbdlico, vamos determinar a equacao da hipérbole
xy =k com k = %, nos novos eixos coordenados OX e OY ap6s uma rotagao de um
angulo 8 = 7 radianos.

Com as Equagoes (2.5) e (2.6) e a hipérbole zy = %, obtemos

(X cos(f) — Ysen(f)) - (Xsen(B) + Y cos(B)) = %
Dai para 8 = 7 radianos, entao

(2 Y2y gm =

1
2 2 2 2
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2.2. ANGULO HIPERBOLICO

Colocando o fator \/75 em evidéncia,

V2 V2

TR (X—Y)(X+Y)=%(X2—Y2):1.

2

Portanto a equagao correspondente a hipérbole zy = % nos novos eixos OX e OY
apos a rotagao de 7 ¢,

X2 -Yvi=1. (2.7)

Observacao 2.9. Chamaremos a hipérbole X* —Y? = 1 de hipérbole unitdria
pois a distancia do centro aos vértices € igual a 1.

Definigao 2.10. Sejam A e S dois pontos do mesmo ramo da hipérbole X2-Y?=1.
A regiao delimitada pelos segmentos OA e OS e pela parte da hipérbole compreendida
entre 0s pontos A e S € chamada setor hiperbdlico, ver Figura 2.7.

Figura 2.7: Setor Hiperbolico.

Considere agora a hipérbole de equacio X? — Y2 = 1 de centro O, no plano
cartesiano XOY .

Definicao 2.11. Dados A e S dois pontos em um mesmo ramo da hipérbole X? —
Y2 = 1, definimos o dngulo hiperbdlico v, entre os segmentos OS e OA, como
sendo duas vezes a drea do setor hiperbdlico determinado por O, A e S, conforme
Figura 2.8.

Vimos no capitulo 1 que o angulo circular teré valor minimo de 0° e valor maximo
360° (apos devidas redugoes, se necesséarias). No caso do angulo hiperbélico, seu
valor varia do —oo para o +oo. E importante lembrar que v ndo representa, de
forma alguma, um angulo como acontece com as fungoes circulares, enquanto um é
dado em graus (ou radianos) o outro é dado em unidade de érea.

25



2.2. ANGULO HIPERBOLICO

Figura 2.8: Angulo Hiperbolico.

Observacao 2.12. Note que o dngulo trigonométrico circular e o dngulo hiperbolico
sao definidos de maneiras andlogas, apesar de possuirem conceitos diferentes. Pois
conforme Observacao 1.1/, a medida do dngulo central do circulo trigonométrico é
wgual ao dobro da drea do setor circular por ele limitado. Ou seja, se um determinado
angulo tem medida v radianos entao a drea do setor circular por ele representado
mede 3 unidades de drea.

De forma andloga, os dngulos hiperbolicos sao representados com relagao & drea
do setor hiperbdlico. Dado um ponto A na hipérbole X*> —Y? = 1, determina-se um

setor OSA e um dngulo AOS. Entao o dngulo terd medida v quando a drea do setor
hiperbolico por ele determinado for de 3 unidades de drea.

-

Figura 2.9: Setor Hiperbolico.

Observe que a area do setor hiperbolico é maior ou igual, em um tnico caso, a
area do setor circular, definido por um mesmo angulo.

De acordo com a proposicao a seguir, na hipérbole de equacao 22 —Y? = 1 pode-
mos "transportar" um angulo hiperbolico qualquer para o sistema de coordenadas
XOY onde a medida do novo angulo hiperbolico seja igual a medida do angulo
anterior.

Proposicao 2.13. Seja a hipérbole X?> — Y% = 1, dado um dngulo hiperbdlico ,
determinado pelos pontos O, A e S, existem pontos A’ e S" pertencentes a hipérbole,
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2.2. ANGULO HIPERBOLICO

tais que S’ pertence ao eizo OX e o dngulo hiperbolico determinado por O, A’ e S’
¢ igual ao dngulo .

Figura 2.10: Preservacio de Angulo Hiperbolico.
Demonstracao: Ver referéncia 9], Propriedade 3.3. m

A proposicao abaixo apresenta a relacdo da &area do setor hiperbolico com o
logaritmo neperiano.

Proposicao 2.14. Sendo V' e P as projecoes, respectivamente, dos pontos S e A
da hipérbole vy = % no eizo Ox (conforme Figura 2.12) e OSA o setor hiperbdlico
de drea Apsa, entao

1 oV
A =—|In{—=—|]|.
054 = 5 |10 ( 0 P) ‘
Demonstracao:  Conforme Figura 2.11, observe que os retangulos OPAM e

OV SF possuem area %

Figura 2.11: Dois pontos na Hipérbole.
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Figura 2.12: Setor na Hipérbole rotacionada.

Dai, os retangulos PV SK e FFK AM também possuem areas iguais. Para calcular
a area do setor hiperbolico é necessario rotacionar a hipérbole em 45°, no sentido
anti-horario e tomar como referéncia a hipérbole X2 —Y?2 = 1, nos eixos XOY, veja
Figura 2.12.

Note na Figura 2.12, que:

1 1
Aopa = §AOPAM = EAOVSF = Aovs.
E ainda,
Aovsa = Aopa + Apvsa = Aosa + Aovs.
Logo,

Aosa = Apysa.
Assim o que precisamos calcular é a area de PV SA. Entao, voltando ao sistema xOy
e a hipérbole xy = %, a area de PV SA é a area sob o gréfico y = i, compreendida
entre x = OP e x = OV, conforme Figura 2.13.

Figura 2.13: Area PV SA.

oV 1 1 1
Aosa = Apysa = Q—dx =—-|lnOV—-InOP| =~
op 2T 2 2

w(2)] s
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Como queriamos demonstrar. m
Um raciocinio anélogo nos leva a

1 OM
A = A =A =—|ln| — 2.
OSA PVSA MFSA 5 n (OF > ‘ ) ( 9)
que pode ser calculada integrando a funcao x = zi
Observacao 2.15. Na Figura 2.13, quando o ponto A estiver & esquerda do ponto
S entao . oV
A =—|In{—]].
PVSA = 5 n (OP) ‘
E quando o ponto A estiver a direita do ponto S tem-se
1 OP
A =—|In{—)].
PVSA 9 n (OV) ’

Note também que quando o ponto A se distanciar de S pela direita, o segmento
OP cresce indefinidamente. FE como o comprimento OV estd fizado, temos que
Apysa também cresce indefinidamente. Quando A se distancia de S pela esquerda,
o segmento OP tende a zero e In(OP) decresce indefinidamente. Com isso, Apysa
também cresce indefinidamente. Ou seja, Apsa = Apysa > 0.

De acordo com a Figura 2.14, coloquemos a seguinte convencao:

e se 0 ponto A estiver acima do eixo OX, o angulo que ele define terd medida
positiva.

e se o ponto A estiver abaixo do eixo OX, o angulo que ele define tera medida
negativa.

Figura 2.14: Pontos na hipérbole em relacao aos eixos X e Y.

Assim, o angulo hiperbolico assumindo valores j:%Aog 4, terd (como mencionado
anteriormente) valores definidos entre —oco e +o0.
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2.3 Funcoes Hiperbolicas

O objetivo desta secao é definir, na hipérbole unitaria, as fun¢des hiperbolicas,
para isso, consideremos a seguinte figura:

Y‘

o)

Figura 2.15: Definindo as Func¢oes Hiperbodlicas

Seja A um ponto da conica de maneira que Apss = 3, dado v o angulo hiper-

bolico e @ a reta perpendicular ao eixo OX e tangente a curva no ponto S.

Definicao 2.16. Definimos as funcoes seno e cosseno hiperbdlicos, respectiva-
mente, por

LA OL
senh(y) = 05 © cosh(v) = 05"
Como OS =1, entdo
senh(y) =LA e cosh(y)=OL. (2.10)

Com as func¢oes seno e cosseno hiperbolicos definidas, podemos definir as demais
funcgoes hiperbodlicas.

Definicao 2.17. Definimos as funcoes tangente, cotangente, secante e cosse-
cante hiperbdlicos, respectivamente por:

coth(y) = cosh(y) 1 1

, sech(vy) = e csch(vy) =
senh(7) ™) cosh(y) ™)

No capitulo inicial foram apresentadas algumas propriedades da trigonometria
circular, de forma anéloga, apresentaremos algumas das propriedades das funcoes
hiperbélicas.

Propriedade 2.18. cosh(v)? — senh(v)? = 1.

_ senh(7)

tanh(v)

cosh(~)’ senh(y)’

Demonstracao: Conforme Figura 2.15, temos que no ponto A, X = OLeY =
LA. Entdo substituindo na hipérbole X? — Y? = 1, temos:

(OL)*> — (LA)?* = 1.

Logo,
cosh?(y) — senh?(y) = 1. (2.11)
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Propriedade 2.19. tanh(vy) = SJ, no qual J é o ponto de intersegao entre a reta
tangente a hipérbole no ponto S e a reta determina pelos pontos O e A.

Demonstracao: Utilizando semelhanca de triangulos entre os triangulos OSJ e
OLA, da Figura 2.15, temos que:

LA SJ
OL 0S8’
Como OS =1,
senh(y) LA
h(y) = =—=5J
tanh() cosh(y) OL 57
|

Propriedade 2.20. 1 — tanh®(y) = sech?(7).

Demonstragio: De fato dividindo (2.11) por cosh?(7) temos:

cosh? (v) senh?

(v _ 1
cosh?(y)  cosh®(y)  cosh?(y)’

ou seja,
1 — tanh?(y) = sech?(7y). (2.12)

]
Propriedade 2.21. coth?(y) — 1 = csch?(y).

Demonstragdo: De fato dividindo (2.11) por senh?(y) temos:

cosh®(y)  senh®(y) 1
senh?(y)  senh®(y)  senh®(y)’
ou seja,
coth?(y) — 1 = csch?(y). (2.13)
]

2.3.1 Funcoes Hiperbdélicas e Exponenciais

De acordo com a Figura 2.16, sendo A um ponto da hipérbole X2 — Y? = 1, tal
que Apga = g, isto é, A determina um angulo hiperbélico de medida 6. Note que
A= (OL,LA) = (cosh(#),senh(f)) no sistema de coordenadas XOY (veja (2.10)) e
A = (OP,OM) no sistema zOy.

De acordo com (2.5) e (2.6), e como o angulo de rotagao é § = 45°, temos:

(
/s

- 72()( _y) = \/;(cosh(e) ~ senh(0))
Y= \/TE(X +Y) = g(cosh(ﬁ) + senh(6)).
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Figura 2.16: Coordenadas de A no sistema XOY e no xOy.

As coordenadas do ponto S sao, X =1 e Y = 0 no sistema XOY e x = OV e
y = OF no sistema xOy. Entao,

ov-Y2 o or-2
2 2
Com isso, substituindo OV e OF em (2.8) e em (2.9), temos
1 2 1
A =_In = ——1In(cosh(f) — senh(#
PreAT g ¥2(cosh(f) — senh(f)) 2 ( ©) (©)

1 [%(cosh(@) + senh(@)] _ %ln(cosh(Q) + senh(f)).

Aprsa = 3 In 7
2

Como Apsa = Apysa, entao

1
g =3 In(cosh(6) — senh(0)).
Ou seja,
6 = —In(cosh(#) — senh(6)).
Ou ainda,
e™? = cosh(f) — senh(0). (2.14)
Analogamente, como Apsa = Ayrsa, entao
e’ = cosh(f) + senh(6). (2.15)
Logo, somando (2.14) e (2.15), obtém-se
6 -0
cosh(f) = ‘ +26 : (2.16)
e subtraindo as mesmas equacoes,
o _ —0
senh(f) = ‘ 26 (2.17)
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Observacao 2.22. Note que
(cosh(6) + senh(6))(cosh(f) — senh(f)) = e’ -7 = 1. (2.18)

Com as funcoes seno e cosseno hiperbdlicos definidas na forma de fungoes expo-
nenciais, podemos definir as demais funcoes hiperbodlicas.

Definicao 2.23. Definimos as funcoes tangente, cotangente, secante e cosse-
cante hiperbolicos, respectivamente por:

20 20

e’ +1 e’ —1 2 2
, sech(#) e csch(f) =

1, COth(g) = 629—4—1

tanh(@) = 629—_

e +e? el —e 0

2.4 Algumas Propriedades das Funcoes Hiperboli-
cas

Baseada no trabalho de Pino G. (2013, p.1-31) [12], esta se¢@o apresenta algumas
propriedades das fungoes hiperbdlicas.

2.4.1 Seno e Cosseno Hiperboélico

0_e—0

A fungao seno hiperbolico (senh(f) = “=—) ¢ uma funcdo real que possui
dominio e imagem sendo todo o conjunto dos niimeros reais. Enquanto que o cosseno
. 1 O te—b . .. . ,
hiperbolico (cosh(f) = “5—) possui como dominio o conjunto de todos os niimeros
reais e a imagem o conjunto definido pelo intervalo [1, +00).

O grafico abaixo representa a funcao seno hiperbélico.

e

y

Figura 2.17: Grafico do Seno Hiperbdlico.

Note que o seno hiperbolico é uma funcao impar, pois senh(f) = —senh(—#0).
A préxima figura, representa o grafico da funcao cosseno hiperbdlico.
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[5-)

€
A R
/”/ h \\

—

Figura 2.18: Grafico do Cosseno Hiperbdlico.

O cosseno hiperbolico ¢ uma fungao par, pois cosh(f) = cosh(—0).

Observacgao 2.24. As funcoes hiperbdlicas seno e cosseno, nao sao fungoes perio-
dicas.

A seguir serao provadas algumas relacoes com arcos, das funcoes seno e cosseno
hiperbolico.

Proposicao 2.25. O seno e o cosseno hiperbdlicos da soma dos arcos o e 3 sao
dados por:
senh(a + ) = senh(«) - cosh(3) + senh(f) - cosh(a) (2.19)

cosh(a + ) = cosh(a) - cosh(f) + senh(«) - senh(/3). (2.20)
Demonstracao: Seja 6§ = (a + ) temos,

senh(#) = senh(a + 5)

cosh(f) = cosh(a + f3).
Pelas Equacoes 2.16 e 2.17, temos:
6(0"‘"/8) . e_(a'i‘ﬁ) _ eO‘ . eﬁ —_ e_a . 6_5

senh(a + ) = 5 = 5

6(04+B) -+ e_(a"f'/@) 60‘ . 66 —+ 6_04 . 6_5

cosh(a + f) = 5 = 5

Agora, através das Equacoes 2.14 e 2.15, e apo0s realizar as devidas substituicoes, os
produtos, cancelar os simétricos aditivos e simplificar, tem-se:

senh(a + ) = senh(«) - cosh(B) + senh(f3) - cosh(«)

cosh(a + ) = cosh(a) - cosh(f) + senh(«) - senh(/3).

Como queriamos demonstrar. m
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Corolario 2.26. O seno e o cosseno hiperbolicos da diferenca dos arcos o e B sao
dados por:

senh(a — B) = senh(«) - cosh(5) — senh(p) - cosh(a) (2.21)
cosh(aw — B) = cosh(a) - cosh(f) — senh(a) - senh(/3). (2.22)

Demonstracao: Sendo § = (o — ) = (o + (—f)), entdo a demonstracao segue
de modo analogo & anterior, basta substituir o 5 por —3. =

Corolario 2.27. Para o dngulo duplo vale as sequintes relagoes:

senh(2a)) = 2senh(«) cosh(c) (2.23)
i cosh(2a) = 2senh®(a) + 1. (2.24)
cosh(2a) = 2 cosh?(a) — 1. (2.25)

Demonstragao: De fato, como senh(2a) = senh(a+ ) e cosh(2a) = cosh(a+ «),
entao pela Demonstracao (2.4.1) temos,

senh(2a) = senh(«) - cosh(a) 4 senh(«) - cosh(a) = 2senh(«) cosh(a).

cosh(2a) = cosh(a) - cosh(a) + senh(a) - senh(a) = cosh?(a) + senh?(a).
Usando (2.11) temos as duas opgoes de substituicao,
cosh(2a) = 1 + senh®(a) + senh’(a) = 2senh’(a) + 1,

ou
cosh(2a) = cosh?(a) + cosh?(a) — 1 = 2cosh?(a) — 1.

Proposicao 2.28. O seno e o cosseno hiperbilicos de arco metade sao dados por:

senh<§): % (2.26)
e i (2) = DT o
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Demonstragao: Denotando 2a = 3 e através da Equacao 2.24 temos,
cosh(2a) = 2senh*(a) + 1.

Logo,
cosh(3) = 2senh” (g) + 1.

Isolando o termo senh(g),

senh (g) =+ %.

Agora pela Equagao (2.25) temos,

cosh(3) = 2 cosh? <§) — 1.

Isolando o termo cosh(g),

Proposicao 2.29. As férmulas para transformar somas e diferencas da trigonome-
tria hiperbolica em produtos sao:

%Senh(oz +5) + %senh(a — ) = senh(a) - cosh(p), (2.28)

ou
%senh(a +5) — %senh(a — ) = senh(p) - cosh(a). (2.29)

Demonstragdo: Somando os membros das Equagoes (2.19) e (2.21) temos,
senh(a + ) + senh(a — B) = 2senh(a) cosh(f).
Dividindo por 2 esta equacgao, obtemos:
%senh(oz +5) + %senh(oz — ) = senh(a) - cosh(p).

Agora, subtraindo as Equagoes (2.19) e (2.21) temos,
senh(a + ) + senh(a — ) = 2senh(3) cosh(a).

Dividindo por 2 esta equacao, obtemos:

%senh(oz +5) + %Senh(a — ) = senh(p) - cosh(a).
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Proposicao 2.30. As formulas do produto entre cosseno hiperbdlico e entre seno
hiperbolico.

1 1

3 cosh(a+ ) + 3 cosh(aw — ) = cosh(a) - cosh(f3) (2.30)

1 1

5 cosh(a+ f3) — 5 cosh(a — B) = senh(«) - senh(5). (2.31)
Demonstragdo: Adicionando as Equagoes (2.20) e (2.22) temos,

cosh(a + ) + cosh(a — ) = 2 cosh(a) - cosh().

Dividindo esta soma por 2,

1 1

5 cosh(a + ) + 5 cosh(a — ) = cosh(a) - cosh(3).
Subtraindo as Equagoes (2.20) e (2.22) temos,

cosh(a + ) — cosh(av — ) = senh(«) - senh(f).

Dividindo esta diferenca por 2,

%cosh(a + ) + %cosh(a — ) = cosh(a) - cosh().

2.4.2 Funcao Inversa do Seno Hiperbdlico

Para uma determinada funcao f : X — Y possuir uma inversa g : ¥ — X &
necessario e suficiente que ela possua uma correspondéncia biunivoca entre X e Y,
isto é, seja bijetora. Com isso, o objetivo dessa subsecao é encontra a inversa da
funcao seno hiperbdlico e da funcao cosseno hiperbolico.

Ao analisarmos o grafico da funcao seno hiperbolico veremos que ela é uma
funcao bijetora, com isso existe inversa. A func¢ao inversa de seno hiperboélico de
a, chama-se argumento seno hiperbélico de «, representado por argsenh(«) ou
senh ™! (a).

O dominio desta func¢do inversa ¢ o intervalo (—oo, +00) e a imagem também é
o intervalo (—o0, +00). Lembramos que

y = argsenh(a) = senh™ ' (o),

se, e somente se,
a = senh(y).
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Iy
02

01)e

¢(0,-1)

T(O,-2)

Figura 2.19: Grafico da Funcao inversa do seno hiperbdlico.

A funcao inversa do seno hiperbolico também pode ser expressa através da funcao
logaritmica.
Como a = senh(y), entdo a? = senh®(y). Mas por (2.11) temos,

cosh(y) = Va2 + 1.
Dai, usando (2.15)
e’ = cosh(y) + senh(y) = Va2 + 1+ a.

Assim,
IneY =1In (\/042 +1+ a) .
Portanto,
y = argsenh(a) = In (\/ a?+1+ a) :
Logo,

argsenh(a) = In <\/ a?+1+ a> :

2.4.3 Funcao Inversa do Cosseno Hiperbdlico

Observando o grafico da fungao cosseno hiperbolico nota-se que ela nao é uma
funcao bijetora, logo nao possui inversa. Entao, para definir a inversa do cosseno
hiperbolico faz-se necessario a restricao do dominio.

Seja f : [0,+00) — [1,4+00), dada por f(a) = cosh(a), a sua funcido inversa
chama-se argumento cosseno hiperbdlico de «, representado por arg cosh(a) =
cosh™ ().

O dominio desta fun¢do inversa é o intervalo [1,400) e o conjunto imagem é o
intervalo [0, +00). Assim

y = arg cosh(a) = cosh ™ (a),
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se, e somente se,

(-2,0) (-1,0)

Figura 2.20: Gréfico da Funcao inversa do cosseno hiperbolico.

A funcao inversa do cosseno hiperboélico também pode ser expressa com auxilio
da funcao logaritmica. Precisamente, temos

arg cosh(a) = In (a +Vva?— 1> : (2.32)
De fato, como o = cosh(y), entdo a? = cosh®(y). Mas

cosh®(y) — 1 = senh®(y).

Isolando o senh(y),
senh(y) = Va2 — 1.

Entao por (2.15) temos,

e¥ = cosh(y) +senh(y) = a + Va2 — 1.

Assim,
IneY =1In (a + Va2 — 1) .
Portanto,
y:ln<a+\/o¢2—1>.
Logo,

arg cosh(a) = In (a +va? — 1> :
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2.4.4 Tangente hiperbélica.
Representada por tanh(a), com « real, a tangente hiperbolica é uma funcdo
estritamente crescente e é definida por

senh(a) e*—e™@

t h pu— pu—
anh(e) cosh(a) e+ e’
ou 5o 1
e —
tanh(a) = ——.
anh(a) T

A tangente hiperbolica possui dominio como sendo o intervalo (—oo;+00) e
imagem o intervalo [—1, 1]. Seu grafico esté ilustrado na Figura 2.21.

A
y
(0'2)0
(0,1)
___________________ ) S
y = tanh(a)
(2(;) (1,5) (1,-0) (2t0) '
______________ e
(0.-1)
L ]
(0.-2)

Figura 2.21: Grafico da Funcao Tangente Hiperbolica.

Observe que a funcao tangente hiperbolica ¢ uma funcao impar, ou seja, f(a) =
tanh(a) = — tanh(—a) = —f(—a).
Apresentaremos agora algumas proposicoes da fun¢ao tangente hiperbodlica.

Proposicao 2.31. Para todo o e 3, temos

_ tanh(a) + tanh(3)
tanh(a + ) = 1 4 tanh(«) - tanh(8)" (2:33)

Demonstracdo: De fato, como tanh(d) = izrslﬁgg, entao para 0 = a + [,
senh(a + ()
tanh ="
anh(a + 5) cosh(a + f8)

Dai, combinando (2.19) e (2.20),

senh(a) cosh(f) + senh(f) cosh(a)
cosh(a) cosh(3) + senh(a)senh ()

tanh(a + ) =
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Dividindo o numerador e o denominador por cosh(a) cosh(/3) temos,

senh(«) cosh(
cosh(a) cosh(
cosh(a) cosh(
cosh(a) cosh(

cosh(a
cosh(f
(8
(8

senh

(
cosh(
(
(

tanh(a + 3) =

senh
cosh

senh
cosh

2=

B
«
«
«

+
+

— | ==

)
)
R
)

Logo,

_ tanh(a) + tanh(3)
tanh(a + ) = 1+ tanh(a) - tanh(B)’
n

Proposicao 2.32. Para todo o e 3, temos

_ tanh(a) — tanh(j)
1 —tanh(a) - tanh(3)’

tanh(a — 5) (2.34)

Demonstragdo: Como tanh(d) = iizﬁgg, basta denotar 6 = « — 3, fazer as
substituicoes, isto é,
senh(a — ()
tanh(a — B) = m

Através de (2.21) e (2.22), temos

_ senh(a) cosh(3) — senh(/3) cosh(a)
tanh(ar — ) = cosh(a) cosh() — senh(a)senh(3)

Dividindo o numerador e o denominador por cosh(«) cosh(f) temos,

sen}l:éai COSEEE; N senlilgﬁ; COSEEZ;
tanh(& o 6) - cosh(a)cosh(8)  senh(a)senh(f)
cosh(a) cosh(p) cosh(a) cosh(B)
Logo,
tanh(a) — tanh(5)
tanh(a — ) = .
anh{a = £) 1 — tanh(«) - tanh(5)
|

Proposicao 2.33. Para todo o, temos

2 tanh(«)

tanh(2a) = HTnhZM

(2.35)

Demonstragao: De fato, para o = 3, usando (2.33) temos,

2 tanh(«)

tanh(a + ﬁ) = tanh(2a) = HTnhQ@
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Proposicao 2.34. Para todo o, temos

o cosh(a) — 1
tanh(—=) = 4| ——————. 2.36
o (2) cosh(a + 1) (2.36)
Demonstracdo: Partindo da relagio tanh(d) = i:ﬁég e fazendo 0 = § temos,
h(2
tanh(g) _ (2)
2 cosh($)
Assim, por (2.26) e (2.27),
cosh(a)—1
tanh(g) =+ 2
cosh(a)+1
2
Logo,
o cosh(a) — 1
tanh(—=) = 4| ——————.
o (2) cosh(a + 1)
]

2.4.5 Funcao Inversa da Tangente Hiperbdlica

Como podemos notar, pelo grafico da funcao tangente hiperbélica, ela é bijetora,
logo possui inversa. A fun¢ao inversa da tangente hiperbolica (tanh(«)), chama-se
argumento tangente hiperbélica. Representado por argtanh(a) ou tanh™'(a),
com « real e pertencente ao eixo Ox. O dominio dessa funcao ¢ o intervalo (—1, —1)
e a imagem é o intervalo (—oo, +00). Portanto,

y = arg tanh(a) = tanh™'(a),

se, e somente se,
a = tanh(y).

A funcao inversa da tangente hiperbolica também pode ser expressa por meio da
funcao logaritmica. Precisamente,

arg tanh(a) = ~ In <O‘ + 1) | (2.37)

De fato, como y = arg tanh(«a), entdo o = tanh(y). Portanto,

_ 1
o= = =,
e¥ e v ey+eiy

Dai,
e —1

e 41
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Multiplicando ambos os membros por e?¥ + 1,
ae® +a=e* —1.

fatorando temos,
Hla—1)=—1—a.

Dividindo os membros por o — 1,

62y:_oz—I—l :oz+1.
a—1 l—«
Logo,
Ine? =1In atl )
1—«a
Dai,

1
2y:1n<a+ >
-«

1 1
y = arg tanh(«) :§ln ((1)6+ ) :
—

Isolando a incognita vy,

2.4.6 Cotangente Hiperbdlica

Representada por coth(a), com a real e a # 0, a fun¢do cotangente hiperbolica
é definida por
cosh(a) e*+4e™®

senh(a) e* —e-@’

coth(a) =

Ela é estritamente decrescente no intervalo (—o0, 0) e (0, +00), possui como dominio
e como imagem os conjuntos (—oo,0) U (0,400) e (—oo, —1) U (1, +00), respectiva-
mente.

A seguir esta representado o esboco do grafico da funcao cotangente hiperbodlica.

(0-2)

Figura 2.22: Gréfico da Funcao Cotangente Hiperbdlica.
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2.4.7 Funcao Inversa da Cotangente Hiperboélica

Como a cotangente hiperbdlica ¢ uma funcao bijetora (observe a Figura (2.22))
entao ela possui uma inversa. A funcao inversa da cotangente hiperbélica é chamada
de argumento cotangente hiperbdlica, representada por argcoth(a) ou ainda
coth™ ().

A funcao inversa da cotangente hiperbolica possui como dominio o conjunto
(—o0, —1) U (1, +00) e como imagem o conjunto dos reais ndo nulo. Portanto,

y = arg coth(a) = coth™* (),

se, e somente se,
a = coth(y).

O gréfico da funcao inversa da cotangente hiperboélica é obtido através da simetria
do grafico da funcao cotangente hiperbolica com respeito a bissetriz y = .

Figura 2.23: Gréfico da Funcao Inversa da Cotangente Hiperbolica.
Fonte: Pino G. (2012, p.28)

A funcao inversa da cotangente hiperbolica, pode ser expressa por meio da funcao

logaritmica. Isto é,

arg coth(a) = ~ In (O‘ i 1) . (2.38)

2 a—1
De fato, como

_ 1

€y+€y ey‘i‘e—y

a = coth(y) = — = )
eYy —eY €y—67

entao
e 4+ 1

e —1°
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Multiplicando ambos os membros por e? — 1, temos
ae? —a =e* +1.

Fatorando,
Hla—-1)=a+1.

Dividindo os membros por o — 1,

a+1
Ca-—1

ey —

Calculando o logaritmo neperiano em ambos os lados da equagao,

1
lne2y:1na+ .
a—1
Logo,
1
2y:1na+ .
a—1
Portanto,
11 a+1
=—In .
Y=\ \a -1
Entao,

1 1
arg coth(a) = 5 In (a i ) :

a—1

2.4.8 Secante Hiperboblica
A secante hiperbolica, definida por

1 2
h pu— ==
sech(@) cosh(a)  e*+e o’

nao ¢ monoétona nos reais. Essa funcao possui como dominio todo o conjunto dos
reais e imagem o intervalo (0,1]. A seguir esta representado o grafico da funcao
secante hiperbolica de z.

y = sech(a)

& —————
(-2,0) (-1,0) (10) o X

Figura 2.24: Grafico da Func¢ao Secante Hiperbdlica.
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De acordo com o grafico anterior, nota-se que a funcao secante hiperbodlica nao
é bijetora. Sendo assim, é preciso restringir o seu dominio para que seja possivel
encontrar a sua funcgao inversa.
Seja f : [0,+00) — [0, 1], dada por f(a) = secha a sua fun¢do inversa é repre-
sentada por
y = argsech(a) = sech™!(a).

Portanto o = sech(y). O dominio dessa fungao ¢ o intervalo (0, 1] e a imagem ¢ o
intervalo [0, +00).

u
!
\
24 '\ y = sech Ly
T
I"|
\
} } } + } } 1
-3 -2 -1 1 2 3
—14
_9d
_ad

Figura 2.25: Grafico da Funcao Inversa da Secante Hiperbolica.
Fonte: Pino G. (2012, p. 29)

A funcao inversa da secante hiperbolica também pode ser representada pela
funcao logaritmica. Isto é,

1£vizo V;_O‘Q) . (2.39)

argsech(a) = In (

De fato como 5

« = sech =
W)=
entao
B 2eY
e 1

Multiplicando ambos os membros por e?¥ 4+ 1,

oy + o = 2¢eY.
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QQue resulta em,
ae® —2e¥ +a = 0.

Logo,
,  1Exvl—a?
¢y = —m—.

!
Dai, aplicando o logaritmo neperiano nos dois lados da igualdade,

1+v1—a?

«

Ine? =1n

Entao,
(1 +v1 —a2>
y=In{——— .
a

Ou seja,

«

l1+v1—a?
argsech(a) =In [ ——— |.

2.4.9 Cossecante Hiperboélica

A funcao cossecante hiperbolica, definida por

1 2
h pu— pu—
csch(a) senh(a) e —e@’

¢ estritamente decrescente no intervalo (—oo,0) U (0, +00).

(0:-2)

Figura 2.26: Gréfico da Funcao Cossecante Hiperbolica.

Conforme figura acima é possivel perceber que a funcao cossecante hiperbolico.
a fun¢ao inversa da cossecante hiperbolica ¢ chamada argumento cossecante hi-
perbolica, representada por y = argcsch(a) ou y = csch™'(a). Assim sendo,
a = csch(y).
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A func¢do y = arg csch(a) possui como dominio o conjunto (—oo,0) U (0,400) e
imagem os reais nao nulo.

O gréfico da funcdo y = argcesch(a) é obtida a partir do grafico da fungdo
y = csch(a) por simetria pela bissetriz y = x.

A
1+ \\‘ 1y = cosech Ly
H-L___\_l_-_

Figura 2.27: Gréfico da Funcao Inversa da Cossecante Hiperbodlica.
Fonte: Pino G. (2012, p. 31)

Essa funcao inversa da cossecante hiperbodlica também pode ser expressa na forma
de funcao logaritmica.lsto é,

(2.40)

1+V1+a?
arg csch(a) = In el )
«

De fato como
a = csch(y),

entao,
2 2eY
a= = :
eV —e v e —1

Multiplicando ambos os membros por e? — 1,
2y — 9pY
ae™ —a = 2eY.
Resultando assim em,
ae® —2e¢¥ —a = 0.

Logo,
1+vV1+a?

v

eV =
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Dai, aplicando o logaritmo neperiano nos dois lados da igualdade,

1+v1+a?
Iney =In ——.
!
Entao,
1+V1+a?
|
Ou seja,

1+V1+a?
arg csch(a) = In o)
a

2.4.10 Derivada das funcoes hiperbdlicas

Nesta subsecao mostraremos as derivadas e algumas integrais das principais fun-
¢oes hiperbolicas.

Proposicao 2.35. Para todo © € R, temos

d
d—(senh(x)) = cosh z. (2.41)
x
Demonstracao: De fato, como
senh(z) = £ . cosh(z) = ere
2 2
Entao,
d d (e* —e™" e +e "
dx (senh(z)) dx ( 2 ) ( 2 )
Logo,
d—(senh(m)) = cosh .
x
|

Proposicao 2.36. Para todo © € R, temos

d
d—(cosh(x)) = senh(z). (2.42)
x
Demonstragao: De fato, como
coshx = i,
2
entao y y
e’ +e "
—(coshz) = — [ ——— | .
d:E<COS z) dz ( 2 )
Logo,
di(cosh x) = senh(z).
x
[
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Proposicao 2.37. Para todo x € R, temos

d
%(tanh(x)) = sech’x. (2.43)
Demonstracao: Como
senh(x)
h =
tanh(z) cosh(z)’

entao

d d (senh(x) cosh?(z) — senh?(z)
dx< anh(z)) dx <cosh(x)) cosh?(z)
Conforme Equacao 2.11, temos

d
— (tanh(z)) = = sech®(x).
dx( anh(z)) cosh® sech™(z)
[
Proposicao 2.38. Para todo x € R*, temos
d
%(coth(x)) = cossech®(z). (2.44)
Demonstracao: Como
coth(z) = !
ORRE = tanh(z)’
entao y y )
— (coth = — :
dx(COt () dz <tanhx>
Derivando,
d sech®(z)
— (coth = 77 = csch?(2).
dx (coth(z)) tanh®(z) csch™(z)
[
Proposicao 2.39. Para todo x € R, temos
d
d—(sech(:c)) = —sech(x) - tanh (). (2.45)
x
Demonstragao: De fato, como
1
h pu—
sech(z) cosh(z)’
entao J J .
— (sech = — .
dx(sec () dx (cosh(x))
Derivando,
d senh(z)
—(sech =——".
dw(sec (@) cosh?(z)
Logo,
di(sech(x)) = —sech(zx) - tanh (z).
x
[
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Proposicao 2.40. Para todo x € R*, temos

di(csch(@) = —csch(x) - coth(z). (2.46)
T
Demonstracao: Como
h(e) = —
e ~ senh(z)’

entao

%(csch(f)) = d% (senkll@)) '

Determinando a derivada do segundo membro,

d _ cosh(x)
%(csch(:c)) B _senhQ(x)'
Logo,
d
E(CSCh@)) = —csch(z) - coth(z).

2.5 Comparando férmulas trigonométricas

Baseada nas obras de Tezzi (1993) e de Pino G. (2012), nesta se¢do faremos uma
comparacao das formulas da trigonometria circular, com as formulas da trigonome-
tria hiperbdlica.

A primeira tabela faz uma ligeira comparacao entre as relacoes fundamentais.

Tabela 2.1: Relagoes Fundamentais.

Trigonometria Circular | Trigonometria Hiperbolica
cos?(r) +sen®(z) =1 | cosh®(z) — senh?(x) = 1
1+ tan?(x) = sec’(z) | 1— tanh®(z) = sech®(z)
cot?(z) + 1 = csc?(x) coth®(z) — 1 = csch?(xz)

Nessa segunda tabela foi feito a comparacao entre as func¢oes tangente, cotan-
gente, secante e cossecante.
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Tabela 2.2: Funcoes.

Trigonometria Circular | Trigonometria Hiperbolica
tan(z) = 26 tanh(z) = S5
cot(z) = 5228 cothx = %
cse(r) = Senl(z) csch(x) = Senlll(w)
sec(x) = Cosl(:n) sech(z) = Coslll(@

Agora uma comparacao das operacoes com arcos das funcoes trigonométricas.

Tabela 2.3: Operagoes com angulos.

Trigonometria Circular

Trigonometria Hiperbdlica

sen(f + v) = sen(f) cos(y) — sen(y) cos() | senh(S + v) = senh(S) cosh(~y) + senh(v) cosh(/5)

cos(3 + ) = cos(fB) cos(y) — sen(B)sen(y) | cosh(B + ) = cosh(S) cosh(y) 4 senh(3)senh()
tan(8 + 7) = eyt labl tanh(5 +7) = {1 an(ar i)

sen(f — ) = sen(B) cos(y) + sen(y) cos() | senh(5 — ) = senh() cosh(~y) — senh(7) cosh(/3)

cos(8 — ) = cos(B) cos(y) + sen()sen(y) | cosh(f — v) = cosh(B) cosh(ry) — senh(S)senh()

fan(3)—tan(y)

tan (8 —v) = TG anty -

tanh(8 —v) =

1—tanh(8) tanh(y)

tanh(B)—tanh(y)

Essa proxima tabela compara as equacoes de arcos duplos.

Tabela 2.4: Arcos duplos.

Trigonometria Circular

Trigonometria Hiperbodlica

sen(27y) = 2sen(7y) cos(7)

senh(2v) = 2senh(y) cosh(v)

cos(27) = cos?(y) — sen?(7) | cosh(2v) = cosh?(7) + senh?(7)
tan(2y) = 1323?19()7) tanh(2y) = 11121:139()7)

Agora na 5* tabela faz-se a comparagao entre as equagoes do arco metade.
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Tabela 2.5: Arco Metade.

Trigonometria Circular Trigonometria Hiperbc’)lica
sen :i:\/l cos(0) senh :l:\/cosh
cos ( i\/ Ltcos(6 cosh ( i\/ cosh(6

1—cos( cosh(9
tan :I:\/ 1 +COS tanh :I:\/ coh(O)T

Essa tltima, compara as derivadas:

Tabela 2.6: Derivadas.

Trigonometria Circular

Trigonometria Hiperbolica

4 (sen(z)) = cos(z)

2 (senh(x)) = cosh(z)

£ (cos(z)) = —sen(x)

dy
4 (cosh(x)) = senh(x)

4 (tan(z)) = sec’(z)

i (tanh(z)) = sech?(z)

did(cot(x)) = —csc?(x) did(coth(x)) = —csch?(7)
di( ec(z)) = sec(z) tan(z) ( sech(x)) = —sech(z) tanh(z)
£ (csc(x)) = —esc(z) cot(x) dci (esch(x)) = —csch(z) coth(x)
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Capitulo 3
Aplicacoes

Nesse capitulo, serao abordadas algumas aplicacoes das funcoes hiperbolicas.
Baseando-se nas obras de Alhadas (2013), Faria (2011), Ruffino (1998), Salgueiro
(2013), Silveira (2009) e Talavera (2008), na primeira parte, serd mostrada um pouco
da historia da Catenéaria bem como uma aplicacao do cosseno hiperbdlico para a
construcao do grafico desta curva através de um exemplo pratico. Em seguida,
verifica-se utilidade da tangente hiperbolica para o calculo da velocidade de uma
onda do mar.

3.1 Catenaria

E originada da palavra latina catena que significa corrente ou cadeia. Mas espe-
cificamente catenaria é a curva plana assumida por um fio homogéneo, de espessura
desprezivel, quando suspenso por seus dois extremos e sob a acao da gravidade. A
Figura 3.1 ilustra tal situagao.

Figura 3.1: Corrente formando uma catenaria
Fonte:
http:/ /www.iengenharia.org.br/site/noticias/exibe/id_sessao/4/id_noticia/5422/Acredite:-
esta-bike-anda.-E-nao-vibra.
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3.1.1 Um pouco da histdéria da catenaria

Em maio de 1690, o matematico suico Jakob Bernoulli (1654 - 1705) apresentou
oficialmente para a comunidade matematica o problema do fio suspenso propondo
um concurso para descobrir a forma da curva. Desafio mostrado em "acta erudito-
rum", o jornal fundado por Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716).

Figura 3.2: Gottfried Wilhelm Leibniz
Fonte: hitp://history-computer.com/People/LeibnitzBio.html

O cientista Galileu Galilei (1564 - 1642) foi um dos pioneiros a esbocar algum
resultado relacionado ao problema em questao, esboco este apresentado no seu livro
As Duas Novas Ciéncias (1638), no qual julgava que a curva seria uma parabola.

Figura 3.3: Galileu Galilei
Fonte: http://www.academiadeciencia.org.br/site/2012/08/17/galileu-galilei/

O problema proposto s6 foi solucionado cinquenta anos depois por Johann Ber-
noulli (1667 - 1748), o proprio irmao de Jakob. A rivalidade entre os irmaos Bernoulli
aumentou com as tentativas de solucionar o problema do fio suspenso. Johann escre-
veu uma carta a um amigo, onde em determinada parte dessa carta estava escrito:

Os esforcos de meu 1rmao foram initeis. Quanto a mim, fui mais feliz, pois
encontrara a habilidade (e digo isso sem me gabar, por que deveria esconder a ver-
dade?) para resolvé-lo inteiramente/...]. Na manhd sequinte, cheio de alegria, fui
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encontrar meu irmao, que ainda lutava miseravelmente com esse nd gordio, sem
chegar a parte alguma, sempre achando, como Galileu, que a catendria era uma pa-
rdbola. Pare! Pare! Eu disse a ele, nao se torture mais tentando provar a identidade
da catendria com a pardbola porque ela € inteiramente falsa.

Figura 3.4: Jakob e Johann Bernoulli
Fonte: http://www.biografiasyvidas.com/biografia/b/bernoulli.htm

Nao foi somente Johann que conseguiu solucionar o problema. Os cientistas
Leibniz e Christiaan Huygens (1629 - 1695) também o resolveram. Durante sua
adolescéncia, Huygens conseguiu provar, através de argumentos fisicos, que a cor-
rente suspensa nao seria uma parabola, mas nao conseguiu definir que tipo de curva
seria e nem sua equacao analitica.

Figura 3.5: Christiaan Huygens
Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Christiaan_ Huygens

Com o passar dos cinquenta anos, Huygens voltou ao desafio solucionando-o
através de meios geométricos. Ja Johann e Leibniz usaram o procedimento analitico.
Esse problema do fio suspenso ficou marcado, no fim do estilo arquimediano, como
inicio piblico do calculo.

Leibniz sugeriu o uso da catenaria no calculo como uma forma de tabela logarit-
mica. Com a andlise infinitesimal, foi possivel lidar com todo tipo de funcao. Leibniz
e Isaac Newton (1642 - 1727) foram influentes na origem do calculo, e com a solucdo
do problema da corrente suspensa, tornou-se menos geométrico e mais analitico.
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Ao contrario do que Leibniz pensava a catenéaria nao poderia ser representada
por uma funcao logaritmica. Através de estudos ela pode ser expressa na forma

x a z _z

y:a-cosh<—> +k=—-(ea+ea)+k,
a 2

com a sendo uma constante cujo valor esta relacionado com os parametros fisicos e

a tensao com a qual ela é segura e k uma constante que depende da escolha feita na

colocacao do eixo .

3.1.2 Aplicagoes no cotidiano

Em situacoes mais concretas, a catenaria vem sendo utilizada ha milhares de
anos, na engenharia e na arquitetura. Existem relatos que por volta de 400 a.c., os
chineses ja haviam construido pontes pénseis, no formato da catenaria, feitas com
tracados de fibras de bambu.

Vejamos a seguir duas situagoes praticas do problema da catenaria.

PROBLEMA 01. Um cabo cilindrico que liga duas torres de mesma altura e dis-
tam 100 metros possui a forma de uma catenaria cuja equacdo é y = 75(eT50 +e~1%0).

Calcule o comprimento do cabo entre essas duas torres.

Solugao: Segue inicialmente um esboc¢o da situagao.

Figura 3.6: Esboco da catenaria do problema 1
Fonte: hitp://feaglp.unlp.edu.ar/referenciacion/index.php/Técnicas _tradicionales

Desde que a = 100 m, adotaremos um sistema de coordenadas de forma que uma
torre estd na abscissa —50 e a outra na abscissa 50. Pela equacao da catenéria a
altura é a = 150.

A formula do comprimento do arco de uma curva é

b
L= / I+ [ Pde. (3.1)
Entao denotando y = f(z), e em seguida substituindo:

flz) = 75(6% + e’ﬁ).
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Derivando a func¢ao f(z),

f’(x) =175 (ﬁ . e150 — ﬁ . 6_150) = 5(@ﬁ — e‘ﬁ)'
Elevando ao quadrado,

F/@) = J(eF —2 4 &),

Agora, adicionando 1 a ambos os membros, temos:

Loz N
1+[f/($)]2=1+z(e%_2+6—%): +en te 5

4
Extraindo a raiz quadrada, obtemos:

1 B 2
Como héa simetria no esbogo do problema, a integral definida que iria de —50 a 50
pode ser escrita também da seguinte forma.

50 50 & @ 50
L—Q'/ (V1+ [f/(l’)]Q)dl’—Q'/ W%dx— / (eﬁ —i—e‘ﬁ) dz.
0 0 0

2+ e7 4775 eT50 4 €7 150)2  e150 + e 150
¢1+[f'<:c>1:\/ ; =\/< )

Separando em duas integrais:

50 50
L —/ emdx—l—/ e Todx. (3.2)
0 0

50 50
- __Z
11:/ eisodyr e 12:/ e 1sodx.
0 0

Denotemos

Em [; seja u = 35, entao du = Flodx, ou seja, dr = 150du. Com isso, quando
x = 50 temos em u = % = % e quando z = 0 obtém-se u = 0. Assim,

50
I = / et dr = 150 / e*du =150 - (e3 — €°) = 150e3 — 150.
0 0

Agora em [ seja v = — 155, entao dv = —55d, logo dv = —150dv. Assim, quando
xr = 50 tem-se v = —% = —% e quando z = 0 temos v = 0. Com isso,

50 — 0
I, = / e~ Todr = —150 - / e'dv = 150 / eUdv = 150 — 150e75.
0 0

Entdo por (3.1), temos:

wl=

1
3

L =150(e3 — e 3).
PROBLEMA 02. Um cabo pesando 5,18 N/m é suspenso entre duas torres que

estao no mesmo nivel e afastada entre si por 100 m. Se a flecha é de 10 m, qual é

a maxima tragdo no cabo e qual devera ser o seu comprimento minimo? (problema
proposto em [10])

Solucao: Observando a figura abaixo podemos nomear alguns elementos.
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Figura 3.7: Esboc¢o de uma catendria
Fonte: http://www.mspc.eng.br/matm/curv_sup01.shitml

T — tracao a uma distancia x medida a partir do ponto médio.

e s = comprimento ao longo do cabo desde o ponto médio até o ponto de tragao
T.

e w = carga em N/m ao longo do cabo; por exemplo, ac¢do gravitacional por
metro.

e d — vao livre em metros.

f = flecha em metros.
e [, = comprimento total em metros.
e H = esfor¢o no ponto médio em newtons.

o T),.,. = esforco méximo nos apoios em Newtons.

Em relagao a Figura 3.8, note que o eixo z estd a uma distancia ¢ (parametro)
abaixo do centro da catenaria. Isso simplifica a derivacao.
Na catenéria, existem as seguintes equacoes

y:c-cosh<£>.
c

Fazendo as devidas substituictes para o ponto genérico (z,y) conforme a Figura 3.7,
tem-se:

d
=c-cosh | — ). 3.3
c+ f=c-cos <2C> (3.3)
Em seguida, supondo que
T = wy,
obtém-se:
Tnae = w(c+ f). (3.4)
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3.2. VELOCIDADE DA ONDA DO MAR

O comprimento do arco s entre C' e um ponto genérico (x,y) é dado por
s =yt -2 (3.5)

Logo,
=482

Observe que T torna-se T,,,, quando x = % ey =c+ f, entao

2

(c+f)=c+ LZ (3.6)

H ~———

(0, 0) X

Figura 3.8: Secao de uma catenéria
Fonte: Referéncia [10] (p. 120).

Pelo enunciado do problema, sabe-se o vao livre e a flecha, e através de (3.3):
100
c+ 10 = ¢ - cosh <—) :
c

Através de tentativa e erro tem-se ¢ = 126. Substituindo os respectivos valores em
(3.4):
Tonaz = 5,18(126 4+ 10) = 704,48 ~ T04N.
Apos substituir os valores na Equacdo (3.6), temos:
L2
18496 — 15876 = T

Logo,

L =+v2620 - 4 ~ 102m.

3.2 Velocidade da onda do mar

As ondas oceanicas sao geradas pelo vento e se propagam sobre a superficie
maritima. Essa propagacao se da através da iteracao da forca do vento com a forca
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3.2. VELOCIDADE DA ONDA DO MAR

gravidade. Essas ondas que se propagam na superficie, devido a influéncia do campo
gravitacional, recebem o nome de ondas de gravidades (gravity waves).

A funcao tangente hiperbodlica faz parte da formula para obter a velocidade das
ondas do mar. Segundo Elmore e Heald (1985, p. 187), a velocidade de propagacio
das ondas na superficie de liquidos é dada através da férmula:

V= @-tanh (@)

\ 2n A
Assim,
2nd —27d
gA e x —e
=\ == g7 3.7
27T e? + e*Z)\ﬂd ( )

Com d sendo a espessura da lamina de liquido, A o comprimento da onda e g a
intensidade do campo gravitacional.

A figura a seguir representa como é modificada a velocidade da propagacgao das
ondas maritimas de acordo com a mudanca de comprimento da onda.

d = 5000 m
200 o .

v (m's)

1004 1000

80 - : 1 ] d=500m -
B0 -

40 = L
=100 m

//— d=50m
20 - e — !

7 : d=10m
84 : | | d=5m

]
d=2m

5

10

50

100

500
1000 «

5000
10000 4
50000 4

ooooo

500000

A (m)

Figura 3.9: Variacao da velocidade das ondas maritimas
Fonte: G. Pino, 2012.

De acordo com este grafico, percebe-se que independentemente da espessura da
lamina d’dgua, a velocidade de propaga¢io (v) cresce de acordo com o aumento
do comprimento de onda X\, tendendo a um certo valor limite, proximo do qual v
praticamente nao se altera. Observe também que, quando A = 10d a velocidade da
propagacao chega a estar muito préoximo do seu valor limite.

Quando A\ < 2d, a tangente hiperbolica terda seu valor aproximado ao limite
superior igual a 1, pois

tanh2%d > 0,996 ~ 1.
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3.2. VELOCIDADE DA ONDA DO MAR

Com isso a velocidade da propagacao calculada através de (3.7) pode ser expressa
na forma

gA

De maneira paralela, quando A > d vale a aproximacao

tanh2ﬂl~2ﬂi
N TN

v:1/£<2%i) = Vyd, (3.9)

que é uma boa aproximacao para valores maximos apresentados na Figura 3.7.

A velocidade de propagagao das ondas maritimas ditas "normais"em alto-mar,
possui uma espessura da lamina d’agua em quilometros e comprimento da onda
em centenas de metros, pode ser determinada através de (3.8). Por exemplo, se

A = 200m, teremos
gA 9,8 200
Y EAANSIN b kb N | ,
v o 2314 7,67Tm/s

Em caso de ondas gigantes, tsunami por exemplo, onde o comprimento é de até
centenas de quilometros, mesmo em alto mar, onde a espessura da lamina d’agua é
por volta de 5 km, isto significa que X > d, logo sua velocidade de propagacao sera
calculada através de (3.9). Por exemplo, se d = 6000m, entao

v =1/gd =+/9,8-6000 = 242, 49m /s = 872,95km/h.

Assim usando (3.8) resulta
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