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Resumo

O presente trabalho é uma proposta de abordagem da Geometria Analitica, para
ser usada como ferramenta na resolucao de problemas em geral. A Geometria Ana-
litica tem seu maior valor, exatamente onde ela é inesperada, nas aplicacoes em
outros ramos das ciéncia exatas. O objetivo é mostrar como a Geometria Analitica
pode ser aplicada, e como podemos fazer para enfatizar para o aluno que ela nao é
uma parte da Mateméatica que se encerra em si mesma. Faremos uma abordagem
vetorial, quando for conveniente, fazendo com que as demostracoes de formulas e
resolucoes dos problemas se tornem mais simples. Acreditamos que fazendo uma ar-
ticulacao entre a Geometria Analitica e suas aplicacoes, de uma forma bem natural,

estaremos melhorando o nivel de aprendizagem dos alunos.

Palavras—Chave: Vetores, Geometria Analitica e Aplicacoes.



Abstract

The present work it is a proposal of approach of Analytic Geometry to be used as
a tool on resolution of problens in general. The Analitic Geometry has its greater
value axacty where it is unespected, in aplications in other branches of exact ecience.
The purpose it is to shou hom the Analytic Geometry can be applied, and hau ea we
do to emplasize to students thal the Analytic Geometry is not a part of Matematics
which ends itself. We will mak vector approach, when it is convinient making the
statments in formulas and resolutions of problens, become more simple. We beliave
that making a articulation between Analytic Geometry and its application, in a very

natural way, we are improving, the level of students learning.

Keywords: Vectors, Analitic Geometry, Aplications.
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Introducao

A Geometria Analitica costuma aparecer na série final do ensino médio, depois
de o aluno ter tido bastante contato com a tradicional Geometria Plana. Kssa
mudanca de geometria quase sempre ¢ um balde de dgua fria na vida das personagens
envolvidas, o aluno e o professor.

Geralmente, com o decorrer das aulas, dependendo de como a Geometria Anali-
tica é lecionada, o aluno acaba vendo um apanhado de formulas a serem decoradas,
formula do ponto médio, baricentro, distancia entre dois pontos, as varias equagoes
da reta (geral, reduzida, segmentaria, etc), as condigoes de paralelismo, perpendi-
cularismo, distancia entre ponto e reta (cuja formula raramente o professor deduz),
as duas equagoes da circunferéncia (geral e reduzida) e as condigbes de tangencia-
mento. E, finalmente, e muito raramente sao apresentadas as equacoes das conicas,
elipse, hipérbole e parabola, quando o aluno ja pode estd desmotivado e o professor
frustado por nao ter conseguido cativar o aluno.

Onde estar a falha e como achamos que essa condi¢ao pode ser modificada para
melhor? Na nossa opiniao, a Geometria Analitica como estd na maioria dos livros
didéticos, apresenta suas formulas e, em seguida, os exercicios como mera aplicacoes
diretas para sua memorizacao. Por exemplo, calcule a distancia entre os pontos

(1,2) e (7,10); calcule a distancia do ponto (1,3) a reta 12x 4+ 7y + 1 = 0; escreva

xii



a equagao geral da reta que passa pelos pontos (2,2) e (5,3), etc. A Geometria
Analitica fica parecendo uma parte da Matematica que se encerra em si mesma. Na
nossa opiniao, é ai onde se encontra a maior falha no ensino de Geometria Analitica.
Certo que devemos valorizar as formulas, afinal a Geometria Analitica é basicamente
isso, um estudo de Geometria Plana e Espacial por meio de equacoes. Mas, se a
(Geometria Analitica é isso, é primordial que nos professores, revisitemos a Geometria
Plana, a Geometria Espacial, a Cinematica Escalar, etc, para resolver problemas de
enunciados aparentemente especificos desses contetidos, porém utilizando recursos
aprendidos em Geometria Analitica. O uso de coordenadas no plano e no espaco,
oferece nao apenas um método para resolver problemas geométricos com recursos
de algebra como, reciprocamente, fornece uma interpretacao geométrica valiosa para
questoes de natureza algébrica. A abordagem da Geometria Analitica que faremos
neste trabalho, limita-se a utiliza-14 na resolugao de situagoes problema, onde possa
gerar solucoes mais simples, do que as habitualmente usadas para resolver esses
problemas.

A metodologia proposta nesta dissertacao é amparada nos Parametros Curricu-

lares Nacionais, particularmente em consonancia com o transcrito abaixo:

"E o potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos

mateméaticos e entre diversas formas de pensamento matematico" (PCN,

pag. 40).

Com a metodologia proposta aproximamos mais ainda a Geometria Analitica
das Geometrias Plana e Espacial e de outros contetidos da Matematica. Isso torna
possivel fazer uma conexao com outros com ramos da ciéncia, facilitando assim,

as contextualizacoes e a interdisciplinaridade e mostrando as varias utilidades da
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Geometria Analitica, tornando-a mais prazerosa para ser estudada.

Este trabalho esta estruturado em dois capitulos.

O Capitulo 1 introduz o conceito de equipoléncia de segmentos orientados que
serd a base para a introducao do conceito de vetor. Aborda a definicao de vetor no
espaco, fazendo o estudo das operacoes envolvendo vetores, a adicao, a multiplicacao
de um vetor por um escalar, as propriedades das operagoes com vetores e definicao
de vetor no plano. Introduz o conceito de produto interno e suas propriedades e
aborda os conceitos e formulas da Geometria Analitica Plana e Espacial.

O Capitulo 2 trata das aplicacoes da Geometria Analitica na resolucao de pro-
blemas, que no seu contexto geral nao cita coordenadas.

Os registros geométricos presentes em todo o trabalho foram obtidos com o

auxilio do software Geogebra. [

3GeoGebra, (aglutinacio das palavras Geometria e Algebra) ¢ um aplicativo de Matemética
Dinamica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da matemética nos varios niveis de ensino.
O software retine recursos de Geometria, Algebra, tabelas, graficos, Probabilidade, Estatistica e
célculos simbolicos em um tnico ambiente. Foi criado pelo austriaco Markus Hohenwarter para
ser utilizado em ambiente de sala de aula.

xiv



Capitulo 1

Vetores e Geometria Analitica

Neste capitulo, vamos estabelecer os principais conceitos e resultados sobre veto-
res e Geometria Analitica. Vamos definir as operacoes de adicao de vetores, multi-
plicacao de um vetor por um nimero real e o produto interno de vetores em relacao
aos sistemas de coordenadas ortogonais fixos OXY e OXY Z, abordaremos as apli-
cagoes dos vetores em alguns contetidos da Geometria Analitica Plana e Espacial
e demostraremos as principais expressoes e teoremas da Geometria Analitica. No
final do capitulo mostraremos algumas das principais vantagens do uso de vetores

na Geometria Analitica, comparando com o método analitico tradicional.

1.1 Distancia Entre Dois Pontos no Plano

Sejam P = (x1,11) e @ = (w2, y2) pontos no plano 7 dados pelas suas coordena-
das em relagdo a um sistema de eixos ortogonais OXY dado. A distancia de P a
@), que designamos por d(p), ¢ a medida da hipotenusa P@) do triangulo retangulo

APQR, da Figura 1.1, de catetos PR e QR. Sendo a distancia entre dois pontos de



1.2. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS NO ESPACO

®----1°

n

Figura 1.1: Distacias Entre pontos no Plano

um eixo medida pelo modulo da diferenca das suas coordenadas, as medidas desses

catetos sdo, respectivamente, |PR| = |zo — 1| e |QR| = |y2 — y1|. Do teorema de
Pitagoras, obtemos

dipg) = |PQ| = V|PR|>+ |QR2 = /(22 — 21)> + (y2 — y1)2.

Se M é um ponto do segmento PQ) tal que dnr,q) = d(u,p), diremos que M ¢ o
P
ponto médio de PQ, onde M = i

, que demostraremos na Secao 1.8.

1.2 Distancia Entre Dois Pontos no Espaco

Dados os pontos A = (z,,2) e B = (2',y,2") pertencentes ao espaco R>.
Chama-se distancia entre A e B e denotamos por d(4 gy, 0 nimero real corresponde

ao comprimento do segmento AB que é calculado da forma

dasy = V(@ =22+ @y —y)+(z -2



1.3. EQUIPOLENCIA DE SEGMENTOS ORIENTADOS

Em particular, a distancia do ponto P = (z,y, z) a origem O = (0,0,0) é dada por
do,p) = \/2? + y? + z2. Por outro lado podemos provar facilmente a distancia entre

A e B, usando o teorema de Pitadgoras no triangulo APB da Figura 1.2.

Figura 1.2: Distancia Entre A e B no Espaco

1.3 Equipoléncia de Segmentos Orientados

Tanto no plano como no espaco, diremos que os segmentos de reta orientados
AB e CD sao equipolentes e denotamos por AB = C'D, quando eles: tem o mesmo
comprimento; sao paralelos ou colineares e tem o mesmo sentido. Se AB e C'D sao

segmentos paralelos e de mesmo comprimento, entao AB e C'D tém o mesmo sentido

Figura 1.3: Segmentos Equipolentes



1.3. EQUIPOLENCIA DE SEGMENTOS ORIENTADOS

quando ABC'D é uma paralelogramo. Para que os segmentos de reta orientados AB
e C'D sejam equipolentes é necessério e suficiente que os segmentos AD e BC' tenham
o mesmo ponto médio.

Vamos caracterizar a equipoléncia em termos de coordenadas. Para isso, con-
sideremos um sistema de eixos ortogonais OXY no plano, e sejam A = (x1,91),
B = (z9,92), C' = (x3,y3) € D = (x4,y4) pontos do plano expressos em coordenadas

com relacao ao sistema dado.
Proposicao 1.1. AB=CD <= 2y — 11 =24 — T3 €Yo — Y1 = Ys — Y3-

Para verificar essa proposicao, devemos lembrar que AD e BC tem o mesmo

ponto médio, entao

AB = CD (361—;37473/1—;‘3/4):(wz—;—%’flﬁ;ys)

= (v1+24,y1 +ya) = (T2 + 23,92 + y3)
= T+ Ty =0+ T3 — Y1+ Ys =Y+ Y3

— T2 —T1=T4 — T3 —>Y2— Y1 =Ys— Y3

como queriamos demostrar.

Exemplo 1.1. Dados os pontos A = (1,2), B = (3,—2) e C' = (—2,0), determine

as coordenadas do ponto D = (z,y) de modo que AB = CD.

Pela proposigao 1.1, se AB=CDentao 3 —2=a2—(—-2)e -2—2 =y —0 que

nos dar r = —1l ey = —4, ouseja D = (—1,—4).



1.4. VETORES NO ESPACO

1.4 Vetores no Espaco

Quando os segmentos orientados AA’ e PP’ no espaco E sao equipolentes, escre-

e I

vemos AA" = PP’ e dizemos que eles representam o mesmo vetor ¥ = AA’ = PP,

Dado o sistema de coordenadas OXY Z, com A = (a,b,c), A = (d,V,), P =

H .
(m,n,p)e P'=(m',n',p), tem-se AA" = PP’ = U se, e somente se, ' —a = m' —m,
V—b=n'"—necd—c=p —p. Pondoa=d —a, =V —bey=c —c, escreve-se
—
U = («, 5,7) e diz-se que estas sdo as coordenadas do vetor ¥ = AA’ no sistema
0

OXYZ. Se v = AA” ¢ um vetor e P é um ponto arbitrario no espago, existe um
. H — —

tnico ponto P’ tal que PP' = 9. Quando P = (x,y,z) e U = («, 3,7), tem-se

P = (z+ o,y + B,z + ). Em particular, sendo O = (0,0,0) e P = (z,vy, 2) pontos

do espaco, o vetor v = O_}% = (z,y,2).

Figura 1.4: Vetor que Parte da Origem

A igualdade de vetores é estabelecida com base na igualdade de pares ordenados
da seguinte forma: Se @ = (z1,y1,21) e U = (22,Ys, 22), €ntd0 4 = U <= x1 = @,

Y1 = Yo € 21 = 29. Uma coisa agradavel com respeito a vetores ¢ que se podem



1.4. VETORES NO ESPACO

efetuar operacoes entre eles. As propriedades dessas operagoes tornam-se particu-
larmente simples se convencionarmos em admitir o vetor nulo ﬂ, determinado por
um segmento degenerado, no qual o inicio e a extremidade final se reduzem a um
mesmo ponto. Mais precisamente, admitiremos que dois pontos quaisquer do es-
paco sao equipolentes; assim o vetor nulo ﬂ pode ter, como os demais vetores,
uma origem localizada em qualquer ponto do espago. Usaremos o mesmo simbolo 0
para representar tanto o vetor nulo como o niimero zero. Em qualquer sistema, as
coordenadas do vetor nulo sao (0,0,0).

Sejam A = (x1, 41, 21), B = (22, Y2, 22) pontos do espago e O a origem do sistema
de coordenadas, fica estabelecida a determinacao das coordenadas do vetor f@ da
seguinte forma: 0—121—1-1@ = O@, ou seja A"‘zﬁ =B = zﬁ = B— A, ver Figura

1.5. Dai temos que o vetor ﬁ = (To — x1,Y2 — Y1, 22 — 21)-

Figura 1.5: Vetor Definido por Dois Pontos



1.5. OPERACOES COM VETORES NO ESPACO

1.5 Operacoes com Vetores no Espaco

Sejam @ = (x1,y1,21) € U = (22, Y2, 22) vetores no espago expressos em coorde-
nadas. Vamos encontrar uma expressao para a soma dos vetores « e U em funcao
de suas coordenadas. Sejam A = (x1,y1,21) e B = (9, Y2, 22) tais que 4 = 0—121 e
U= O? Seja C' = (x3,ys, 23) 0 ponto tal que & = B? Os segmentos orientados O A
e BC sao equipolentes, logo os vetores correspondentes O_le e ﬁ sao iguais, isto é
(21,91, 21) = (x3—X2, Y3—Yo, 23—22). Logo, C = (x3,y3, 23) = (X142, y1+y2, 21+22).
Assim, 6+U:O—/>4+O?:O?+B?=O?:C: (X1 4+ T2, 91 + Y2, 21 + 22).

Para as operacoes com vetores no plano, o processo ¢ analogo ao efetuado para
definir estas operacoes para vetores no espaco e as propriedades sdo basicamente as
mesmas, por isso muitos detalhes serao omitidos. Vamos definir duas operacoes
no conjunto de vetores do espago, uma operacao de adicao e uma operacao de

multiplicagao de vetores por ntimeros reais.

Definigao 1.1. Chama-se soma de dois vetores @ = (x1,y1,21) e U = (X2, Yo, 22) que

se indica por U+, o vetor: U+7 = (x1,y1, 21)+ (T2, Y2, 22) = (T1+22, Y1+ Y2, 21+ 22).

Definicao 1.2. Dado um vetor v = (x,y, z) e um nimero real u, chama-se produto

do vetor U pelo escalar p, o vetor @ = pv = p(x,y, z) = (px, py, pz).

O vetor « = uv terd o mesmo sentido de o se p > 0 e sentido contrario ao v, se

p < 0.

Exemplo 1.2. Sejam A = (3,2,0), B =(0,3,-2) e C' = (4, 3,2) pontos do espago.
Obtenha o ponto D tal que E = B + 1@

Solugio: Temos, AB = (0 — 3,3 —2,-2—0) = (—3,1,-2) e AC = (4— 3,3 —
2,2-0) = (1,1,2). Logo, AB+AC = (=3,1, -2)+(1,1,2) = (=2,2,0). Além disso,
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1.6. PROPRIEDADES DAS OPERACOES COM VETORES

se D = (x4,Ys,24) ¢ a extremidade do representante AD do vetor soma 1@ + 1@
com origem no ponto A, entao r4 —3 = =2, y4 — 2 =2 e zy — 0 = 0. Portanto,

D = (1,4,0).

1.6 Propriedades das Operacoes com Vetores

A adicao de vetores e a multiplicacao de vetores por escalares satisfazem pro-
priedades semelhantes as propriedades aritméticas das operacoes numéricas, isto

permite converter problemas geométricos em problemas algébricos e vice - versa.

1.6.1 Propriedades da Adicao de Vetores

Se 1, U e W sdo vetores do espaco, valem as seguintes propriedades:
a) U+ ¢ =17+ u (Comutativa);
b) 4+ (V+ w) = (4 + U) + @ (Associativa);
¢) @+ 0 = @ (elemento neutro);
d) @+ (—u) = 0 (Existéncia de inverso aditivo).

A adicao de vetores é uma operagao bem definida, isto é, a definicao da soma do
vetor u = f@ com ¥ = B? nao depende da escolha do ponto A.

Para cada vetor 4, existe um tnico vetor, que designamos por —u, denominado
simétrico aditivo de i, tal que a soma de ambos é o vetor nulo. O inverso aditivo

de v = (z,y,2) é o vetor —U = (—x, —y, —z). Para provar algebricamente a parte



1.6. PROPRIEDADES DAS OPERACOES COM VETORES

b), consideramos @ = (x1,y1,21), U= (T2,Ys, 22) € W = (x3, Y3, 23). Entao,

U+ (T+d) = (21,y1,21) + [(¥2, 42, 22) + (23,3, 23)]
= (21,01, 21) + (X2 + Y2 + 22,23 + y3 + 23)
= w1+ (22 +23), 11 + (Y2 + 43), 21 + (Z2 + 23))]
= [(z1+22) + 23, (11 + y2) + ys, (21 + 22) + 23]
= (71 + 22,01 + Y2, 21 + 22) + (23,3, 23)
= [(z1,91,21) + (22,92, 22)] + (23, Y3, 23)

= (F+ i) + .

As provas algébricas das partes a) e ¢) sao analogas.

1.6.2 Propriedades da Multiplicacao de Vetores por Escalares

Se 1 e ¥ sao vetores e A\ e y nlimeros reais, temos
a) AMp-v) = ()7 (Associatividade);
b) (A + p)v = A7+ pv (Distributiva em relagao a adicao de vetores);
c) M@+ V) = M+ A\ (Distributiva com relagao a adicao de escalares);
d) 17 = ¥ (Elemento neutro).

A associatividade e as propriedades distributivas sao verificadas usando coordenadas
e as propriedades anélogas que ja conhecemos nos ntmeros reais. Demostrando

algebricamente o item c). Sejam 4 = (x1,y1,21) € U = (T2, Y2, 22) vetores do espago



1.7. PRODUTO INTERNO EM TERMOS DE COORDENADAS

e A € R. temos que

Na+7) = M1,y 21) + (22,50, 2)]
= Ma1+ 2,91 + Y2, 21 + 22)
= (Azy 4+ A2, Ay + A2, Azi + A2)
= (Az1, My, Az1) + Az, Aya, Azo)
= AN, y1,21) + AM22, Y2, 22)

— M+ M,

o que mostra a propriedade. Analogamente, sao feitas as provas algébricas das partes

a), b) e d).

1.7 Produto Interno em Termos de Coordenadas

Chama-se produto interno entre os vetores @ = (x1,41,21) € U = (X2, Y2, 22) O
namero real (i,7) = x1x9 + y1y2 + 2122. O produto interno de dois vetores é um
namero real e nao um vetor. Algumas vezes é chamado de produto escalar. Esta
formula vale obviamente quando um dos vetores @ ou U é igual a zero. Assim, em
qualquer caso, obtemos uma expressao do produto interno (@,7) em fungdo das
coordenadas dos vetores 4 e v. Para a abordagem geométrica precisamos de dois
conceitos preliminares, a no¢cao de norma de um vetor e a nogao de angulo entre
dois vetores. Definimos o angulo entre ¢ ¢ ¥ como sendo o menor angulo entre os
segmentos AB e AC representantes de 4 e U, respectivamente Figura 1.6. Denotamos

por ¢ a medida do angulo entre @ e v.

Exemplo 1.3. Determine o nimero real x para que o produto interno dos vetores
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1.7. PRODUTO INTERNO EM TERMOS DE COORDENADAS

>

Figura 1.6: Angulo Entre Vetores

U= (4,-3,0) e U= (x,1,1) seja igual a 5.

—

Temos: b = (0,7) =40 —3-14+0-1 <=8 =4do <=z =2.

1.7.1 Norma de um Vetor

A norma ou comprimento de um vetor ¥ é o nimero ||7]| dado pelo comprimento
de um segmento orientado representante de v. Se A = (z1,y1,21) e B = (22,2, 22)
sao dois pontos do espaco, entao a norma do vetor v = A§ é a distancia entre A e B.

Como B = (x9 — T1,Y2 — Y1, 22 — 21), segue, denotando por d a distancia entre A e

B, que ||7]] =d = \/(za — 21)>+ (y2 — y1)2 + (22 — 21). Se P = (x,y,2) ¢ um ponto
tal que U = O?, entdo d(O, P) = ||| = /2?2 +y?+ 22 Se 4 = (z,y, 2), entao o

comprimento do vetor \i é |A| vezes a norma do vetor u, ou seja, ||| = |A|.|d]|.
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1.7. PRODUTO INTERNO EM TERMOS DE COORDENADAS

De fato, seja @ = (z,y,2) e A € R. Assim, \i = (A\z, Ay, \z) e, portanto

IMEl =V (Ax)? + Ow)? + (A22)

= \/)\2x2 + A2y2 4 \222

= /A2(22 412 + 22)
= V222 + y? + 22

= [Alllall

1.7.2 Vetores Perpendiculares

Proposicao 1.2. Dois vetores sao perpendiculares (determinam uwm dngulo reto)

se, e somente se, o seu produto interno € zero.

Consideremos no plano cartesiano ortogonal os pontos O = (0,0,0), A = (z1,y1, 21),
B = (2, Y2, 22), 0 vetor @)1 = (z1,41,21) € 0 vetor O? = (2, Y2, 22), com O_/ZM_O?,
aplicando o teorema de Pitagoras devemos ter (OA)?+ (OB)? = (AB)? = ||O—1>4||2 +
|OBI2 = ||ABI2, ou seja 23 +y2+22+a3+y2+ 23 = (wa—21)*+ (g2— 1)+ (20— 21)?
simplificando a igualdade acima, obtemos 0 = —2x1x5 — 2y1y2 — 22129, que nos dar
122 + 11Y2 + 2122 = 0, que prova a proposicao.

E interessante notar a relacdo de ortogonalidade entre os vetores @ = (a,b) e
U = (=b,a). Como (u,v) = 0 entao eles sdo perpendiculares. Além disso, ||u]| =
V]| = Va2 + b2 e portanto, eles possuem o mesmo comprimento, ¥ é o resultado da
rotacao de @, de um angulo reto (no sentido positivo, isto é, mesmo sentido de OX
para OY). Analogamente, o vetor ¥ = (a, —b), é o resultado da rotacao de i, de

um angulo reto, no sentido ante horario.
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1.7. PRODUTO INTERNO EM TERMOS DE COORDENADAS

1.7.3 Propriedades do Produto Interno

—

Se u, U e W sao vetores no espaco e k é um nimero real, entdo as seguintes

propriedades valem:

Para demostrar o item a), sejam @ = (z1,y1,21) € ¥ = (x2, Y2, 29). Entao (4, v) =
T1T2+Y1Y2+ 2122 = ToT1+Yay1 + 2221 = (U, ). Para o item b), sejam @ = (z1,y1, 21),

U= (r2,Y2,22) € W= (23,93, 23). Assim temos

(@, 7+4) = ((@1,51,2), [(¥2, 92, 22) + (23,3, 23)])
= ((@1,y1,21), (T2 + 3, Y2 + Y3, 22 + 23))
= z1(m2 +23) + y1(y2 + y3) + 21(22 + 23)
= T1%2 +T1T3 + Y1Y2 + Y1yz + 2122 + 2123
= (T122 + Y1y2 + 2122) + (123 + Y1ys + 2123)

— =

= (u,?) + (4, ).
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Para a parte c), sendo k uma constante real, temos

ki, 0) = Ek[{(z1,91,21), (22, y2, 22))]
= k(x1@2 + 11y2 + 2122)
= k(z1m2) + k(y192) + k(2122)
= (kz1)zs + (kyr)ye + (k21) 2
= ((kz1, by, k21), (22,92, 22))
= ((ku), 7).

De maneira analogo mostra-se que k(u,v) = (u, (kv)). Para demostrar a parte d),

considerando @ = (z,y, z), temos (@, @) = x> +y* + 22 = ||a]|* > 0.

—

Proposicao 1.3. O produto interno entre os vetores i e U, é o nimero real (i, V)

||| ||T]|cosh, onde 0 = Z(i,V) e se, =0 ou ¢ =0, (u,V) =0.

Figura 1.7: Lei dos Cossenos

Para verificar esta proposicao, tomemos O? = U = (r1,Y1,21) € @ = U =

(2,Y2, 22) no triangulo OPQ da Figura 1.7 e aplicamos a lei dos cossenos, o que
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1.7. PRODUTO INTERNO EM TERMOS DE COORDENADAS

resulta na seguinte expressao:
IQP|2 = [l + 1|82 - 2l|a]||&1|cost (1)
Por outro lado @ + Q? = O? — Cﬁ = O? — Oﬁ, entao ||Q¢||2 = ||O? —
O@\P Ou seja,

IQP|? = 0P — 0G| = ||i — o)
= H(xl — X2, Y1 — Y2, %1 —Zz)H2
= (21— 22)* 4+ (y1 —)* + (21 — 2)?

= ol +yl+ 2l +ad+ys+2n — 2(x120 + Y1y + 2122). (1.1)
Substituindo (1.1) em (1), resulta
|||||v]|cost = w129 + y1y2 + 2122

como queriamos demostrar.

Proposicao 1.4. Para todos os vetores U e v, vale a desigualdade de Cauchy-

Schawarz,

| (@, )| < [l {|v]]-

Para provar essa desigualdade, tomando o médulo em ambos os membros da

identidade da Proposicao 1.3, temos [(u, 0)| = |||d||.||V]||cosO| = ||u||.||7]||cosB|. Sa-

bendo que |cosf| < 1, vem [(u, 0)| < ||]|.]|7]|-

Proposicao 1.5. Para todos os vetores U e U, do espaco vale a desigualdade trian-
gular, ||t + || < ||d|| + ||7||, valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores U

ou U € zero ou sao multiplos positivos um do outro.
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1.8. COORDENADAS DO PONTO DIVISOR DE UM SEGMENTO DE RETA

Demostracao. Como as quantidades desta desigualdade sao todas niimeros reais

nao negativos, ela equivale a desigualdade

I+ 9* < (] + [19])*.

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e das propriedades do produto interno, temos

|z +0|> = (d+ 7,4+ D)

1al* + 2(@, 9) + [|9]*

I
£y

IA

Il + 2(1all |19 + [17]*

(Il + 1191)*.

1.8 Coordenadas do Ponto Divisor de um Segmento

de Reta

A formula da distancia entre dois pontos permite obter imediatamente as coorde-
nadas do ponto que divide um segmento AA’ numa razao dada. Sendo A = (a,b,c) e
A" = (d',V, ). Veremos que os pontos do segmento de reta AA" sdo X; = (x4, y, 2¢),

onde0<t<1le

r=a+t(d —a)
vy =b+t( —b)

2 =c+t(d —c).
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1.9. ALINHAMENTO DE TRES PONTOS NO PLANO

Destas igualdades, resulta por um calculo simples que

dAX) Vo —aP 0P+ (=

d(A,A) (@ —a)?+ (0 — b2+ (¢ —c)?

Portanto, X; é, para todo t € [0,1], o ponto do segmento de reta AA" tal que
1
d(A, X;)/d(A, A") = t. Em particular, tomando ¢ = 5 obtemos as coordenadas do

ponto médio de AA’

a+ad b+ c+c’)

M:X1/2:< 9 7 9 ' 9

1.9 Alinhamento de Trés Pontos no Plano

Dizemos que trés pontos distintos estao alinhados ou sao colineares, quando
existe uma reta que passa pelos trés. Para que A = (z1,y1), B = (22,92) ¢ C =

f

Iz

n

Figura 1.8: Pontos Alinhados

(x3,ys3) estejam alinhados ¢ preciso que os vetores E e B sejam colineares, isto é:

A§ = a.Ai%, para algum a € R. Desenvolvendo a expressao acima em coordenadas,
To—T1 Yo — U1
T3 — 1 Ys — U

tem-se (ro — x1,y2 — y1) = (T3 — T1,Y3 — Y1) = = «, usando a

17



1.10. BARICENTRO DE UM TRIANGULO

notacao de determinante, podemos escrever

To—T1 Y2 — U1
=0.

T3 —T1 Ys— U1

Observe que a primeira linha do determinante corresponde as coordenadas do vetor

E e a segunda linha as coordenadas do vetor 1@ .

1.10 Baricentro de um Triangulo

Baricentro de um triangulo é o ponto onde as retas suportes das trés medianas se
intersectam. Lembrando que uma mediana é o segmento de reta que liga um vértice
do triangulo, ao ponto médio do lado oposto. Considerando no plano os pontos
A= (21,11), B = (22,12) e C = (3, y3) distintos e ndo colineares. Seja G = (z¢, y,,)

o baricentro de um triangulo ABC. Observamos que, sendo M = (zp7,yy) ponto

médio de AC, tem-se: x5 = l —;—:1:3 e yy = % —;—y;),. O ponto G é tal que
— 2M + B
BC = 2GM, dai: G-~ B =2(M ~G) = 3G =2M + B = G — TJF

2(war, ynr) + (22, 92)

(e ya) = . Dali, teremos

3
T1+ 23
+zx
" _2ZEM+.T2_ ( 2 ) 2_ZL’1+JI2+ZL’3
¢T3 T 3 B 3 ’
Y1+ Y3
+
:23/M+y2:( 2 > y2:y1+y2+y3
“ 3 3 3
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1.11. EQUACAO DA RETA NO PLANO E NO ESPACO

e as coordenadas do baricentro sao

G- (I1+9€2+$3 y1+yg+y3>
3 ’ 3 )

1.11 Equacao da Reta no Plano e no Espaco

Se r & uma reta no plano, que passa pelo ponto A = (a,b) e tem direcao de
7= (a,3) #0, sendo P = (x,y) € r temos P € r <= AP ¢ multiplo de ¥. Entao,
P er < AP = tv para algum t € R, dai P = A+ t.v, com t € R. Logo

(z,y) = (a,b) + t(a, §). Portanto

r=a-+at

y=>b+pt,t € R,

Estas sdo portanto, as equagoes paramétricas da reta que passa pelo ponto A = (a, b)

e tem a direcao do do vetor v = («, ).

Exemplo 1.4. Determine a equacdo da reta que passa pelos pontos A = (1,2) e

B =(4,4).

Sendo P = (z,y) um ponto do plano, sobre a reta que passa em A e B. Temos
que: AB = 7 = (4-1,4-2) = (3,2) eﬁ:t.ﬁ, com t € R, poisﬁeﬁséo

colineares. entdo P — A=t = P =A+t.0= (2,y) = (1,2) + (3,2), ou seja

rz=1+ 3t

y=2+42tteR.

Estas sdo portanto, equacoes paramétricas da reta que contém os pontos A = (1,2)
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1.11. EQUACAO DA RETA NO PLANO E NO ESPACO

e B = (4,4). Colocando t em fungao de z e y, temos: L 3 L = 2 — 2r — 2=
3y—6 = 2x—-3y+4=0.

No espago, uma reta r passa pelo ponto A = (a,b,c¢) e tem direcao de v =
(v, B,7y) # 0, sendo P = (x,y,z) € r temos P € r < ﬁ é multiplo de ¢. Entéo,
P er«— 1@ = t.U para algum t € R, dai P = A+ t.v, com t € R. Logo

(z,y,2) = (a,b,¢) + t(a, 8,7). Portanto

rT=a+at
T y:b+6t

z=c+t,teR.

Estas sao portanto, as equacoes paramétricas da reta que passa pelo ponto A =

(a,b,c) e tem a direcdo do do vetor v = (o, 3, 7).

1.11.1 Equagao Cartesiana da Reta

Para caracterizar a equacao cartesiana de uma reta, vamos usar a condicao de
perpendicularidade de dois vetores, isto é, o produto interno entre eles é igual a
zero. Um vetor @ # 0 é perpendicular a uma reta r se os vetores u e @ S0
perpendiculares, quaisquer que sejam os pontos A, B € r. Seja r a reta que passa
pelo ponto A = (x,%0) e é perpendicular ao vetor ¥ = (a,b) # 0. Para qualquer
ponto P = (x,y) da reta r, teremos que (ﬁ, U) = 0. Entao, a(z—x¢)+b(y—yo) =0

dai, ax + by = axy + byy. Fazendo ¢ = axy + byy temos

ax + by = c.
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Essa é a equacao cartesiana da reta r. Uma informacao geométrica importante a
respeito da reta definida pela equacao ax + by = ¢ é que ela é perpendicular ao

segmento de reta OA da Figura 1.9, onde A = (a,b). Para ver isto, consideremos

¥

ar +by = ¢

Figura 1.9: Segmentos Perpendiculares

dois pontos distintos, P = (x1,y1) e @ = (z2,y2) sobre esta reta. Entao tem-se
axry + by = ¢ e axy + bys = ¢, logo a(x2 — x1) + b(y2 — 1) = 0. Esta igualdade
significa que o segmento OA é perpendicular a P(), portanto a reta ax + by = c.
Mantendo a e b fixos e fazendo variar ¢, as diversas retas ax + by = ¢ assim obtidas
sao paralelas entre si, todas perpendiculares ao segmento OA, com A = (a,b).
Quando ¢ = 0, a reta ax + by = 0 passa pela origem. Evidentemente, uma outra
reta 'z + 'y = ¢/, com A’ = (d/, ) sera perpendicular & primeira se, e somente se,
OA 1L OA, isto é, ad’ + bb' = 0. Portanto, aa’ + b’ = 0 é condi¢do necessaria e
suficiente para que as retas ax + by = c e d’x + b'y = ¢’ sejam perpendiculares. Por
exemplo, as retas ax + by = c e br — ay = ¢ sao perpendiculares, sejam quais forem

a, b, ¢, . Analisar a posicao relativa de duas retas com base nos coeficientes das
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equacoes que as definem equivale ao estudo das solugoes do sistema linear

ar+by = c

adr+by = .

podemos notar que dado o ponto P = (z, y) no plano, tem-se y = ax+b se, e somente
se, P pertence a reta r que tem inclinagdo (ou coeficiente angular) a e corta o eixo
OY no ponto (0,b), de ordenada b. Vemos assim que esse tipo de equacao s6 pode
ser usado para representar retas que nao sao paralelas ao eixo QY isto é, retas
nao-verticais. Lembrando ainda que a inclinacao de uma reta nao-vertical r» é o

nimero

Y2 — U1
a =
To — X1

onde (z1,y1) e (z2,y2) sdao ponto de r com abcissas distintas. Este nimero a é o
mesmo, ndo importa que pontos (z1,y1) e (x2,y2) se tomem sobre a reta r (com
x1 # x9) pois ele é a tangente trigonométrica do angulo a que o eixo OX forma com
a reta r.

Ao representar a reta nao-vertical r pela equacao y = ax + b estamos dizendo
que r é o conjunto de pontos P = (x,y) tais que y = ax + b. Isto significa que r é o

grafico da funcdo f: R — R, dada por f(z) = ax + .

1.11.2 Distancia de um Ponto a uma Reta no Plano

Determinemos primeiramente a distancia entre as retas paralelas ax + by = c e
ax + by = ¢, da Figura 1.10. Ambas sio perpendiculares & reta bz — ay = 0, que

passa pela origem e as corta nos pontos P e () respectivamente. As coordenadas
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desses pontos sao obtidas resolvendo os sistemas

N

hx-ay=0

axthy=c'

ax+hy=c

Figura 1.10: Distancia Entre Retas no Plano

ar+by=c

br —ay =0
e

ar +by = ¢

br —ay =0

’

. A distancia
a?+ b’ a? + b? a2+b2’a2+b2)

entre as as duas retas é a distancia entre os pontos P e () . Outro célculo facil nos

b : b
Facilmente obtemos P = ( ac ¢ ) eQ) = ( e ¢

fornece
B |c’ — ¢

dro) ==
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1.12. AREA DO PARALELOGRAMO

Para calcular a distancia do ponto P = (xg,yo) a reta r, dada por az + by = ¢,
observamos que a reta paralela a r passando por P tem equacio az + by = ¢, onde
¢ = axy+ byy e que a distancia de P a r é igual & distancia entre essas duas reta

paralelas, Figura 1.11. Pelo que acabamos de ver, tem-se entao a expressao

\ . . P:I:}{D IYDII
.'\.

kY
i
e
Y

T axthy=ang +hy,

ax+hby=c .

Figura 1.11: Retas Paralelas

_awo + byo — ¢

dipry = e

para a distancia do ponto P = (x¢,yo) a reta ax + by = c.

1.12 Area do Paralelogramo

Uma expressao para a area do paralelogramo podera ser obtida considerando o

espaco tridimensional, da seguinte forma: sejam P, A e B trés pontos nao-colineares
H . — —

no espaco. Ponhamos © = PA e v = ﬁ Considerando 4 4+ v = ]@ obtemos um

paralelogramo PAC B, no qual A = P+, B = P+ve C = P+(u+v). Chamaremos
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1.12. AREA DO PARALELOGRAMO

de matriz de Gram dos vetores @ e ¥, a matriz definida por

Para determinar a area do paralelogramo PAC B, deveremos mostrar que o det.g(i, /)
(determinante desta matriz) é o quadrado dessa area e lembrar que o produto interno
de dois vetores nao depende do sistema de coordenadas escolhido. Consideremos en-
tao o sistema PXY Z, com origem no ponto P, tal que os pontos A e B pertencam
ao plano horizontal z = 0. Vamos determinar portanto, uma expressao para a area
do paralelogramo baseada em [3], no plano. Seja o paralelogramo P da Figura 1.12,

a area S, de P se obtém multiplicando a medida da base AD pela medida da al-

tura EB. Se 0 é o angulo entre AB e /ﬁ, entao ||ﬁ|] = H@H.sen@, portanto,

¥

= |

Figura 1.12: Paralelogramo ABCD

25



1.12. AREA DO PARALELOGRAMO

S = ||E||||@||sen9 Sendo sen?0 = 1 — cos®6, temos

§* = (llal|lw].send)*

al|%.||w]?.sen?6
[l

= [[alf*.@]]*.(1 — cos0)

]| [1]* — [J2]|. || &]|*.cos0

et 11 — (i, ).

Portanto,

Se ii = (a, B) e @ = (o, B'), em relagio ao sistema de eixos ortogonais OXY, temos

i7]|> = a? + B2, ||6||?> = (') + (B)? e (i@, %) = a.a’ + B.3". Logo,

$2 = (a®+ )]0+ (8)%) - (aa + BB
= (B + B + F(a) + F(B) - a*(a)? — 20085 — B*(8)?
= *(B)? - 2(af)(a'B) + B2(a')? = (aff — Ba’)?,

ou seja, S = |af’ — Ba’| e sendo
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1.12. AREA DO PARALELOGRAMO

a f

/7

a f

A:

teremos S = |A|. Portanto, a area do paralelogramo P cujos lados sdo representados
pelos vetores i@ = (a, B) e @ = (o, §') & igual ao médulo do determinante da matriz

cujas linhas sao as coordenadas de u e W respectivamente.

Exemplo 1.5. Os pontos A = (2,3), B=(3,1) e C = (9,y) sdo vértices consecu-

tivos de um retangulo. Determine o quarto vértice.

L =

Figura 1.13: Retangulo ABCD

—
Deveremos ter © = BA = (—1,2) e U = BC = (6,y — 1). Como (u,v) =
(=1)-6+2(y—1) =0, entdo y = 4, logo ¥ = (6,3). Assim 4 + U = (5,5) e

D=B+ii+7=(86).
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1.13 Area do Triangulo

Usando o célculo da area S do paralelogramo, vamos calcular a area S; do

triangulo de vértices A, B e C'. Observe que o paralelogramo ABCD de lados

Figura 1.14: Triangulos Congruentes ABC e DCB

adjacentes AB e AC é composto dos triangulos congruentes ABC e DCB, ver
1 ! !
Figura 1.14, entdao S; = §S. Se 1@ =u=(a,p) e ﬁ = = (o, 3 ), entado sendo

1
Dai segue que S; = §|A|

Exemplo 1.6. Calcular a drea do quadrildtero ABCD, sabendo que A = (—4,—2),
B=(-2,4), C=(7,5) e D= (1,-1).

A area do quadrilatero ABCD sera a soma das areas dos triangulos ABD e

BDC'. Calculo da area S; do triangulo ABD. Sejam AB = (2,6) e AD = (5,1),
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A= =2-1-5-6=2-30=-28

1 1
e S = §|A\ = §| — 28] = 14. Calculo da area Sy do tridngulo BDC. Sejam
BD = (3,=5) e BC = (9,1) entao

3 -5
A= =3.1-9.(=5)=3+45=48
9 1

1 1
e Sy = §|A| = §.|48| = 24. Portanto, S = 51 + 5, = 14 4 24 = 38.

1.14 Equacao da Circunferéncia

A circunferéncia de centro A = (a,b) e raio R > 0 é o conjunto ¢ formado pelos

pontos P = (x,y) tais que ||U]| = Hﬁ” = R. Assim P = (z,y) pertence a ¢ se, e

somente se \/(z —a)2+ (y — b)2 = R = (z —a)* + (y — b)*> = R2. Esta ¢é, portanto,

a equagao da circunferéncia de centro A = (a,b) e raio R.

Exemplo 1.7. Determine a equagdo da circunferéncia de centro no ponto A = (4,5)

e de raio R = 2.

Solucao. Temos que a =4, b =5 e R = 2 entao, a equagao dessa circunferéncia

serd (r —4)2 4+ (y— 57 =22 = (x —4)* + (y — 5)* = 4.
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P={z,y)

wp-————==

Figura 1.15: Circunferéncia de Centro A e Raio R
1.15 Equacao do Plano

Seja IT um plano perpendicular ao vetor ¥ = (a,b,c) e que contém o ponto
Py = (x0, %0, 20). Considerando um ponto qualquer P = (x,y,z) € II, temos que

Poﬁ =u=(x—x0,y— Yo, 2 — 20) € ULV, entao (&, V) = 0, ou seja a(x — xy) + by —

Figura 1.16: Plano Determinado por um Ponto e um Vetor Perpendicular

Yo) +¢(z — z9) = 0. Simplificando, obtemos a relagdo ax + by + cz = axy + byo + c2o,

o segundo membro desta equacao é igual a uma constante real d, ou seja

ar +by+cr=d
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que é a equagao do plano perpendicular ao vetor 7 = (a, b, c).

1.16 Volume de um Paralelepipedo

Mostraremos agora que uma expressao anadloga a encontrada para a area do
paralelogramo, vale para o volume do paralelepipedo, baseado na demostracao de
[5]. Com os vetores @, ¢ e W do espaco, formaremos respectivamente, as matrizes

g(, ¥, ) e m com,

a by o
m=| ay by co

as by c3

e g(u, v, W) é chamada, por defini¢do, de matriz Gram dos vetores dados. Evidente-
mente, ela nao depende do sistema de eixos adotado. J& a matriz m, cujas linhas sao
as coordenadas do vetores 4 = (a1, by, ¢1), U= (ag, b, c2), W = (as, b, c3) em relacdo
a um sistema O XY Z, varia conforme os eixos que se tomem. Mas se escrevermos ex-
plicitamente os elementos da matriz de Gram, teremos, portanto m(u, v, W) = mm?.

Segue-se dai que det.g(d, v, W) = det.mm! = (det.m)?. Por conseguinte, o determi-

nante da matriz m depende apenas dos vetores u, v, w mas nao do sistema de eixos
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1.16. VOLUME DE UM PARALELEPIPEDO

escolhido. Esta observacao nos permitird obter a expressao que buscamos para o
volume de um paralelepipedo. Sejam P, A, B e C quatro pontos nao-coplanares,
Figura 1.17. Consideremos os vetores 1 = f)—1>4, U= ﬁ e w = f? Os pontos P,
A, B e C determinam um paralelepipedo cujos outros quatro vértices sao os pontos

D =P+ (i+7), P+ (d+w), P+ (V+w) e P+ (d+ 0+ w). Chamaremos de S (s0-

P+ v+

D=P+{u+v)

A

Figura 1.17: Paralelepipedo

lido) esse paralelepipedo. Sabendo que vol.S é o produto da area do paralelogramo
PABD pela altura de S relativa a esta base. Tomaremos no espag¢o um sistema de
eixos PXY Z, com origem em P, de tal modo que a base do paralelepipedo esteja
contida no plano horizontal OXY . Neste sistema, teremos u = P—zzl = (a,b1,0),
7= PB = (ag,b2,0) e W = PC = (as,bs,c). Portanto |c| é a altura do para-

lelepipedo S. A matriz m, que tem esses vetores como linhas, assume o seguinte

aspecto:
aq bl 0
m = as b2 0
as b3 C
Logo,
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1.16. VOLUME DE UM PARALELEPIPEDO

aq b1
det.m = c - det
a9 bg

Ora, conforme vimos antes, a area do paralelogramo PABD, base de S, é igual ao

valor absoluto do determinante da matriz

ay b1
a9 bg
Segue-se que |det.m| = |c|-(4rea do paralelogramo)= vol - S. Como det.m depende

apenas dos vetores i, U, @ mas nao do sistema de eixos escolhido, podemos entao
afirmar que, com relagdo a qualquer sistema de eixos ortogonais tomados no espaco,
sendo u = P—1>4 (a1,b1,¢1), U = ﬁ (ag,be,c9) e W = ﬁ (a3, bs, c3), entdo o
volume do paralelepipedo construido a partir dos pontos nao-coplanares P, A, B e

C' é igual ao valor absoluto do determinante da matriz

a b
m=1 ay by c

as by c3

1
Por outro lado, ¢ bem conhecido que o volume do tetraedro PABC' é igual a g do
1
volume do paralelepipedo S, logo vol(PABC) = éldet.m\ e verifica-se também que

sendo |det.m| = 0, os pontos P, A, B e C serdo co-planares.
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Exemplo 1.8. Verifique se os pontos A = (1,2,1), B = (4,1,2), C = (3,3,3) e
D =(0,4,2) sao coplanares.

Solucao. Sejam os vetores B = (3,-1,1), 1@ =(2,1,2) e E = (-1,2,1).

Sendo m a matriz que tem como elementos nas linhas, as coordenadas dos vetores

@, /ﬁ e zﬁ, temos

3 -1 1
m = 2 1 2
-1 2 1

Como |det.m| = 0, entdo o volume do paralelepipedo ABC'D é nulo, onde concluimos

que os pontos A = (1,2,1), B=(4,1,2), C = (3,3,3) e D = (0,4, 2) sdo co-planares.

1.17 Sistemas de Equacoes Lineares

Salvo mencao explicita em contrario, fica convencionado que, ao escrevermos
uma equacao axr + by = c, estaremos admitindo que a? + b* # 0, isto é, que os

coeficientes a e b nao se anulam simultaneamente. Uma solugao do sistema linear

amr+by = ¢

a2x+b2y = (9 (12)

¢ um par (x,y) € R? cujas coordenadas z, y satisfazem ambas equagoes. O sistema
(1.1) se diz indeterminado, impossivel ou determinado quando admite mais de uma

solucao, nenhuma solugao ou uma tnica solugao respectivamente. Cada equagao em
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1.17. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

(1.1) tem como solugoes as coordenadas (x,y) dos pontos de uma reta, de modo
que o sistema ¢ indeterminado, impossivel ou determinado, conforme as retas ry e 79
representadas pelas duas equacoes, coincidam, sejam paralelas ou sejam concorrentes
respectivamente. Para decidir em qual dessas trés alternativas se enquadra o sistema

(1.1) deve-se examinar a matriz dos coeficientes

ap b

az by c

Suas linhas sao 0s vetores (a1, by, c1) e (a9, by, co) pertencentes a R3, e suas colunas sao
os vetores (ai, as), (by,by) e (c1, co) em R2. A matriz m chama-se a matriz aumentada
do sistema (1.1). Duas retas que possuem mais de um ponto em comum devem
coincidir. Logo o sistema (1.1) é indeterminado se, e somente se, duas equagoes
definem a mesma reta. Isto ocorre se, e somente se, existe um nimero real k # 0
tal que as = kay, bo = kby € co = kc;. Uma forma mais pratica de exprimir
as igualdades as = kay; e by = kby, sem referéncias ao numero k, é dizer que se
tem aibs — bjay = 0. Analogamente, os outros pares de igualdades equivalem a
a1Cy — C1Q9 — 0e b102 — 01b2 = 07 isto é7 os vetores linha L1 = (al,b1,01)7 e

Ly = (ag, by, ¢3) da matriz m sdo colineares (multiplos um do outro).

Cllbg — b1a2 = A1C2 — C1A9 = blCQ - Clbg = 0.

O sistema (1.1) é impossivel quando as retas a;x + biy = ¢1 e asx + byy = ¢o s@0
paralelas. Para que isto aconteca é necessario e suficiente que exista k # 0 com

ay = kay, by = kby e co # kc;. Equivalentemente, o sistema (1.1) é impossivel
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se, e somente se ajby — asby = 0 mas pelo menos um dos ntimeros a;cy — ascy,
bica — bacy é diferente de zero. Finalmente, o sistema (1.1) é determinado quando
nao ¢ indeterminado nem impossivel. Isto ocorre quando as retas a;x + by = ¢ e
asT+boy = co sao concorrentes como na Figura 1.18, ou seja, quando o determinante
a1by — asby é diferente de zero. Dito de outro modo: quando os vetores linha [; =

(al, b1> e lQ = (CLQ, bQ) da matriz

ap b

az by

nao sao multiplos um do outro.

Y

\ ast + boy = e

gl = iy

mr + by =y

Figura 1.18: Retas com um Ponto em Comum

1.18 Comparando Métodos

Resolveremos agora um problema de geometria analitica para fazer uma compa-
racao entre o método da utilizacao de vetores e o analitico tradicional (sem vetores),

para mostrar que em grande parte do estudo de Geometria Analitica, o uso de
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vetores ¢ extremamente importante.

Exemplo 1.9. Na figura, ABCD € um quadrado. determine as coordenadas do

ponto A.

=(8,6)

Figura 1.19: Quadrado ABCD

Mostraremos a solugao tradicional para esse problema, encontrada em [I] e na
maioria dos livros didaticos. E claro que, em um quadrado, os lados opostos sao

paralelo. Logo, a reta suporte do lado AB é paralela a reta suporte do lado CD.
Yo — U1 _ 6 — 8 _
To — X1 8—14
(—2) 1 1

it A reta suporte do lado AB deve ter coeficiente angular m = —5 €

1
passar pelo ponto B = (6,2), logo y — 2 = —é(x —6) = y—2= —g +3 =

y—2+ % —3=0= 2+ 2y — 10 = 0. Do mesmo modo, a reta suporte do lado

AD é paralela a reta suporte do lado BC. Vamos determinar agora o coeficiente

Vamos determinar o coeficiente angular m da reta CD: m =

/ , — 2—6 —4
angular m da reta Be. m = Ys 7 Y2 _ = —
T3 — T2 6 — 8 —2

lado AD deve ter coeficiente angular m' = 2 e passar pelo ponto D = (4,8), logo

= 2. Assim a reta suporte do

y—8=2r—-4) —=y—-8=2r—8 = 2x —y = 0. Como as retas AB e AD

sao concorrentes no ponto A, obtemos as coordenadas de A resolvendo o sistema
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formado pelas equacoes das retas AB e AD.

x4+ 2y =10

20 —y =10

onde, usando um método conveniente para a resolucao do sistema, encontramos,
r =2 ey =4. Portanto o ponto A tem coordenadas (2,4).

Agora, resolvendo o mesmo problema utilizando vetores. Com o método vetorial,
veremos que os vetores E e B? sao equipolentes, logo E = B? = D—-A=
C—B=—=A=B+D-C,entdo A= (6,2)+(4,8) — (8,6) = A=(6+4—-8,2+
8—6) = A=(2,4).

Comparando os dois métodos, verificamos que utilizando o método vetorial che-
garemos a uma solu¢ao muito mais simples para o problema citado, deixando claro
que existe uma economia nos procedimentos algébricos. Isto ocorre com a grande
maioria dos problemas de Geometria Analitica. Por isso, estamos dando énfase ao
método vetorial de resolugao de problemas de geometria Analitica, que serd usado

sempre que necessario.

1.19 Sistema Cartesiano Obliquo

O sistema cartesiano serd denominado obliquo se o angulo entre os eixos OX e
OY nao for de 90°. Nao é habitual, no ensino de Geometria Analitica, o uso de
coordenadas obliquas, pois algumas desvantagens sao observadas nesse sistema. A
expressao que determina a distancia entre dois pontos fica mais complicada, pois
no sistema cartesiano ortogonal, s6 se faz necessario o uso do teorema de Pitagoras

e no sistema obliquo, necessita-se da lei dos cossenos, pois vai depender do angulo
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-------------- ® P=(ah)

‘

Figura 1.20: Sistema Cartesiano Obliquo

entre os eixos, porem existe algumas relagoes que sao absolutamente iguais, tanto
no sistema obliquo quanto no ortogonal, como por exemplo a equacao da reta. Ou

seja, pela semelhanca dos triangulos PyPQ e PyP() da Figura 1.21 temos que

Figura 1.21: Reta no Sistema Obliquo

T — 2o 1 — X
expressao obtemos

Yy—% _ %1% _ (y — yo)(z1 — o) = (x — z0)(y1 — yo) desenvolvendo esta

ar+by+c=0

que é a mesma relagao, para a equagao da reta, encontrada no sistema ortogonal.
Portanto, em problemas relacionados a paralelismo, colinearidade, razao entre

distancias e etc, o sistema obliquo funciona exatamente como no sistema ortogonal.

Quando temos problemas que envolvem distancias, angulos, perpendicularismo ai o

sistema obliquo nao é viavel.
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Capitulo 2

Aplicacoes da Geometria Analitica

Neste capitulo, abordaremos a Geometria Analitica como ferramenta para resol-
ver problemas em geral, que ¢ o objetivo principal do nosso trabalho. Problemas de
Geometria Plana, Geometria Espacial e de outros ramos da Matematica e até da Fi-
sica, que tem um alto grau de complexidade na resolucao, ficam muito mais simples
de resolver, quando atribuimos coordenadas e usamos a Geometria Analitica.

Lembramos que, utilizar coordenadas em problemas de Geometria, nem sempre é
a melhor solucao. Nos problemas que mostraremos, o uso de coordenadas conduzira a
solucoes simples e elegantes. Entretanto devemos enfatizar que o uso de coordenadas
é um recurso que noés professores e também os alunos, poderemos considerar para a
resolugao de problemas, mas que podem conduzir a grandes complicacoes algébricas,

em alguns casos.
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2.1. APLICACOES NA GEOMETRIA PLANA

2.1 Aplicacoes na Geometria Plana

Nesta secao, apresentamos algumas aplicagoes em Geometria Plana. Resolvere-
mos problemas com enunciados de Geometria Plana, que tem solugoes que nao sao
triviais, mas quando usamos Geometria Analitica obtemos solucoes rapidas e faceis.

O problema a seguir tem uma solugao muito trabalhosa na Geometria Plana,
mas introduzindo coordenadas e usando os conceitos de produto interno e norma de

um vetor, que abordamos no capitulo 1, chegaremos a uma solugao muito simples.

Exemplo 2.1. Um trapézio isosceles ABCD tem bases AB e CD que medem res-
pectivamente 9 e 8, com AD = BC = 5. Qual a medida do dngulo formado pelas

diagonais do trapézio?

"Encaixemos"o trapézio ABC'D no primeiro quadrante do plano cartesiano, com
o vértice A coincidindo com a origem e o lado AB sobre o eixo OX. E facil verificar,

usando o Teorema de Pitdgoras, que a altura do trapézio é igual a 4. Dai, se

y

lw
w
O

[#)]
e el ]
—_———fe - - - 3
(4]

1
]

Figura 2.1: Trapézio Isosceles

A=(0,0), B=(9,0), C = (6,4) ¢ D = (3,4), entdo AC = (6 — 0,4 — 0) = (6,4)

e DB — (9—3,0—4) = (6,—4). No trapézio isosceles, as diagonais tem o mesmo

comprimento, donde ||1@|| = ||ﬁ|] = V62 + 42 = /36 + 16 = /52. Sabemos que
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(AC,DB) = 6-6+ 4 - (—4) = 36 — 16 = 20. Entdo,

cosa = <ﬁ’ﬁ> _ 20 205
CJAC|.|DB||  VB2AB2 52 13

a = 67,38°. O

Pesquisamos diversos livros didaticos do Ensino Médio e Ensino Fundamental, e
nenhum deles demostra a existéncia do ortocentro. E consenso entre professores que
atuam no Ensino Basico de que, deveria ser mostrado ao aluno a demostracao desta
propriedade dos triangulos. Mas, na maioria das vezes, um dos problemas para nao
abordarem esse assunto em sala de aula é que a demostracao desta propriedade é
muito dificultosa usando Geometria Plana, e portanto, como nao ha questionamen-
tos, sobre a demostracao, acham melhor nao apresenta-la. A seguir, apresentamos
uma maneira mais acessivel para os professores trabalharem essa demostracao, atra-
vés da Geometria Analitica. Usaremos apenas os conceitos de angulo entre vetores

e produto interno.

Exemplo 2.2. Mostre que as trés alturas de um tridngulo qualquer cortam-se em

um ponto.

Coloquemos o tridngulo ABC em um sistema de coordenadas onde o lado AB
esta sobre o eixo OX e uma das alturas coincidindo com o eixo OY, Figura 2.2.
Dai, A = (a,0), B = (b,0), C = (0,¢), H = (0,h) ¢ H = (0.h). Temos tam-

—
bém os vetores AC = (—a,¢), BH = (=b,h), BC = (—b,¢) e AH = (—a,h).
7
Os vetores l?]? e AH sao perpendiculares aos lados AC e BC' respectivamente.

b
Entao (Bﬁ,@) —0=ab+tch=0= h=—""¢também da mesma forma
c
? ’ / / Gb
(BC,AH) =0 = ab+ch =0 = h = ——. Donde provamos que os pontos
c

H ¢ H' sio coincidentes. Portanto, as trés alturas de um triangulo qualquer se
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Figura 2.2: Triangulo

encontram em um mesmo ponto. O
No problema a seguir, vamos usar o conceito de distancia entre dois ponto no
plano e baricentro para resolver, de maneira muito simples, um problema de solucao

complicado quando é resolvido por Geometria Plana.

Exemplo 2.3. Um quadrado ABCD tem lado igual a 9 e os pontos P e () dividem
o lado CD em trés segmentos congruentes. Calcule a distdncia do vértice A ao

baricentro G do tridngulo BPQ).

Colocamos o quadrado ABC'D no primeiro quadrante do plano cartesiano, com
o vértice D coincidindo com a origem, como na Figura 2.3. Sendo A = (0,9),

B =(9,9), P =(3,0) e Q@ = (6,0), como em [7] é conhecido que as coordenadas

9+3+6
do baricentro G sao z¢ = IB+:U3P+$Q = +3+ =6, yo = —yB+y;+yQ —
94+0+0
2D 5 0 3, portanto, G = (6,3). A distancia procurada ¢é

diacy =V (e —74)2+ (Yo —ya)2 = /(6 — 0)2 + (3 - 9)2 = V72 = 6V2.

A solucao desse problema por meio de Geometria Plana, nao é dificil mas requer
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Figura 2.3: Quadrado no Plano OXY

muita criatividade e um conhecimento mais rebuscado para reconhecer algumas
semelhancas de tridngulos. Apresentamos agora uma solucao alternativa, que nao
usa GGeometria Analitica. Considerar a figura sem o ponto G. Seja M o ponto médio
de P(Q que também é ponto médio de DC'. tracar BM e AC' que se cortam em E. Os
triangulos ABE e C M FE sao semelhantes e, como AB = 2MC, temos BE = 2EM.

Logo, E é o baricentro do triangulo BPQ e os pontos G e F coincidem. Assim,

AG:%AC:§-9\/§=6\@.

O

Exemplo 2.4. Em um quadrado ABCD de lado 1, tome um ponto P € BC'. Con-
sidere a reta que contém o ponto C' e que seja perpendicular a AP e denote por Q o

ponto de intersecao dessa reta com a reta suporte do lado AB. Mostre que o dngulo

BQP € constante.
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Coloquemos o quadrado ABC'D no segundo quadrante do plano cartesiano de
modo que o ponto B esteja na origem veja Figura 2.4. Assim, temos A = (—1,0),
P=(0,a),C=(0,1) e Q= (b,0). Devemos mostrar que 6 nao depende da posicao
v

c

] »
| %
A B ] \C!

Figura 2.4: Quadrado com AP Perpendicular a CQ

de P. Sendo AP = (1,a) e C@ = (b,—1), devemos ter
APLOG = (AP,CQ) =0 = 1.b+ a.(—1) =0 —> a = b.

Como o triangulo BQP é retangulo em B e a = b, entao § = 45°. Portanto 6 nao
depende da posicao de P. [l

E comum aparecer nos livros de Geometria Plana o problema de se determinar o
raio da circunferéncia inscrita em um triangulo retangulo, vamos usar o conceito de

distancia de um ponto a uma reta para tornar mais simples a solugao desse problema.

Exemplo 2.5. Determinar o raio da circunferéncia inscrita em um tridngulo re-

tangulo de catetos a e b.

Como na Figura 2.5, temos um triangulo retangulo, é natural pensarmos em

estabelecer um sistema de coordenadas onde cada eixo contém um cateto. Se r é
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Figura 2.5: Circunferéncia Inscrita no Triangulo

o raio da circunferéncia tangente aos trés lados do triangulo entdao a distancia do

ponto (r,r) a reta Ty % = 1(<= bz + ay = ab) deve ser igual a r. Portanto,
a

\br +ar —ab|

Va? + b

ab
ou seja, |r(a+b)—ab| = rv/a? + b2, o que fornece as solugoes r = e
Ja |r(a+b)=abl a ¢ (a+b+ Va2 +b?)
b b
r= a . Note que a+b—+/a? + b> > 0. Logo, ser = ¢

(a+b—+a®+b?) (a+b—+a*+b?)
terfamos que o ponto (r,7) estaria acima da reta que representa a hipotenusa, ou
ab

seja, a circunferéncia inscrita deve ter raio r = . ([l
(a+b+ Va2 +b?)

Mais um problema de dificil solugao na Geometria Plana que serd resolvido

facilmente usando o conceito de distancia de um ponto a uma reta no plano.

Exemplo 2.6. Um retingulo ABCD tem lados AB = 60 e BC = 80. Calcule a
distdncia da diagonal AC ao centro da circunferéncia que tangencia os lados AD,

AB e BC.
Este problema foi proposto em [7] no artigo intitulado "A Geometria Analitica
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do ensino médio ". Vamos apresentar uma solucao analitica. Colocamos o retangulo

; B X
A Gl

Figura 2.6: Circunferéncia Inscrita no Retangulo

ABCD no primeiro quadrante do plano cartesiano ortogonal, como mostra a Figura
2.6, de modo que o ponto A seja a origem, o lado AB esteja sobre o eixo OX e o

4x
lado AD sobre o eixo OY. Desta forma, a equacao da diagonal AC serd y = 3 —
4x
3 y = 0. Como a circunferéncia é tangente aos lados AD e BC', temos que o seu

centro ¢ £ = (30,30) e o raio ¢ R = 30. Dai, a distancia da reta AC' ao ponto E

sera

4
‘5-30—1-30—0‘ 40 — 30

10
dirp) = 6 -5
9 3

Exemplo 2.7. Um retangulo ABCD tem 5 de base e 3 de altura, o ponto E €

—10 = 6.

O

médio do segmento AB e o ponto F' € intersecao dos segmentos DE e AC. Qual a

distincia do ponto F ao segmento AD?
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Este foi um problema de um concurso publico para professor de Matemética
do ensino basico em 2010, que segundo os dados divulgados pela organizacao do
concurso (Advise), teve um indice de acerto muito pequeno. Apresentamos uma
solucao analitica para esse problema.

Encaixando o retangulo no primeiro quadrante do plano cartesiano ortogonal com
o lado AB sobre o eixo OX e o lado AD sobre OY, teremos A = (0,0), B = (5,0),
C=(53),D=(0,3)e E= (g,O). A reta AC tem equacio y = 3% e areta DE

¥

Figura 2.7: Retangulo no Plano OXY

tem equagao 6x + 5y — 15 = 0. O ponto F' pode ser encontrado resolvendo o sistema

formado pelas equacoes dessas duas retas,

3z

?/:E

6x + by — 15 =0,

5
ou seja, F' = (5, 1). Como AD esta sobre o eixo OY, entao a distancia de F ao

5
segmento AD é igual a 3 O
O préximo problema, que nao é trivial usando Geometria Plana, pode ser resol-

vido de maneira bem simples quando usarmos um sistema de coordenadas obliquas
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no plano.

Exemplo 2.8. Em um trapézio, M € o ponto médio da base maior, N € o ponto
médio da base menor e P € o ponto de encontro das diagonais. Mostrar que M, N

e P sao colineares.

Colocamos o trapézio em um sistema de coordenadas obliquas OXY com os
pontos M e N sobre o eixo OY, de modo que, a base maior esteja sobre o eixo
OX e que o ponto M esteja na origem, como mostra a Figura 2.8. Escolhemos esse

sistema para deixar a solucao menos trabalhosa. Temos a liberdade de colocar os

Figura 2.8: Trapézio no Plano OXY

eixos onde quisermos e de escolher a unidade de medida mais conveniente, tomando
como unidade de medida a metade da base maior, temos A = (1,0), B = (b, h),

C = (—=b,h) e D=(—1,0). A reta BD tem equagao

y—0 h—0
r+1 b+1
. . h
e corta o eixo OY no ponto (0,y), portanto substituindo x = 0 = y = R A
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reta AC tem equacao
y—0 h—-0
r—1 —b—1

h
e corta o eixo OY no ponto (0,y). Portanto, substituindo z = 0 =y = T Ou

seja, o ponto P = (O, ) esta sobre o eixo OY, entao M, N e P sao colineares.

h
b+1
O

A seguir temos um problema de [7] com uma solu¢do nao muito simples em
Geometria Plana e que requer muita criatividade para ser desenvolvida, mas se
usarmos coordenadas no plano juntamente com o conceito de area do triangulo

onde sao determinadas as coordenadas dos vértices, chegaremos a uma solucao mais

simples.

Exemplo 2.9. Os catetos de um triangulo ABC, retdngulo em A, medem AB = 10
e AC =15. Se AD ¢ bissetriz do dngulo A, calcule as dreas dos triangulos ABD e
ACD.

Colocando o triangulo encaixado no primeiro quadrante do plano cartesiano,
situacao descrita na Figura 2.9, de modo que o vértice A coincida com a origem,
A=1(0,0), B=(0,10) e C = (15,0). A reta AD tem equacao y = x, pois passa pela
origem e tem coeficiente angular m = 1 (bissetriz do primeiro quadrante). A reta
BC' tem equacao geral 2z + 3y = 30, pois determina nos eixos OX e OY segmentos
de medidas, 10 e 15 respectivamente. O ponto D, pé da bissetriz AD, que é a
interseccao dessas duas retas, pode ser obtido resolvendo-se o sistema formado pelas
suas respectivas equacoes,

y==x
2z + 3y = 30

ou seja, D = (6,6). Dai, sendo Sacp a area do tridngulo AC'D, temos 1@ = (0,15),
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AD = (6,6) e Sacp serd igual a metade do valor absoluto do determinante da matriz
que tem como linhas as coordenadas dos vetores 1@ e ﬁ, sendo A o valor do

determinante, entao

6 6
A= =6-15-0-6=90—-0=90

0 15

ou seja, Sacp = 45. E sendo Sapp a area do triangulo ABD temos B = (0,10),

b

Figura 2.9: Triangulo

E = (6,6) e Sapp sera igual a metade do valor absoluto do determinante da matriz
que tem como linhas as coordenadas dos vetores 1@ e E, sendo A o valor do

determinante, entao

6 6
A= =6-10-0-6=60—-0=060

0 10

ou seja, Sapp = 30. [
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Exemplo 2.10. As medianas AM e BN de um tridngulo ABC' sao perpendiculares
entre si e medem, respectivamente, 9 e 12. Qual o comprimento da terceira mediana

desse tridngulo?

O ponto de encontro das medianas ¢ o baricentro G do tridngulo ABC. Usando o
fato de que as medianas AM e BN se cortam perpendicularmente em G, colocamos
esse triangulo no plano cartesiano com origem em G. Usando a conhecida proporc¢ao
em que G divide as medianas em duas partes tais que, a parte que contém o vértice
é o dobro da outra, sendo AM =9, isto significa que AG = 6 e GM = 3. Sendo
BN = 12, significa que BG =8 e GN = 4, ou seja A = (0,6), M = (0,-3), B =

(—8,0) e N = (4,0). As equagoes das respectivas retas AN e BM sao 3z + 2y = 12

e 3r + 8y = —24. Resolvendo o sistema que envolve essas duas equacoes,
¥
A
y )
Hf/”
-
B~ G X
T~ M
9

Figura 2.10: Triangulo ABC no Plano OXY

3x + 2y =12

3r 48y =—24

encontramos o ponto C' = (8, —6). O comprimento da terceira mediana é igual a 5
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da distancia entre C' e GG, que é dada por

* Vlre — w6l ¥ (vo —9a = 3/E 0P 1 (6 0F =15

OJ

No proximo problema, se usarmos Geometria Plana para resolvé-lo, nos depara-
mos com uma soluc¢ao dificil pois é preciso observar algumas semelhancas nao muito
6bvias, no entanto, atribuindo coordenadas e usando o conceito de &rea do triangulo

formalizado se¢ao 1.13 do Capitulo 1, chegaremos a uma solugao simples.

Exemplo 2.11. Calcular a drea do tridngulo ADE, retingulo em E, inscrito num

trapézio retangulo ABCD, com AB =10, AD =30 e CD = 20.

Fixamos o trapézio ABC'D no primeiro quadrante do plano cartesiano, de modo
que os lados AD e AB fiquem contidos, respectivamente, nos eixos OX e OY, como
mostra a Figura 2.11. A reta BC passa pelos pontos B = (0,10) e C' = (30, 20).
Portanto, sua equacao reduzida é y = %x + 10. A circunferéncia de diametro AD,
com centro M = (15,0), passa pelo ponto F e tem equagao (z — 15)? +y* = 15%. O
ponto E é dado pela solucao do sistema

1
= - 10
y=3r+

(x —15)% + y? = 225,

ou seja, £ = (6,12) ou E = (15,15). Dessa forma, AD = (30,0) e AE = (6,12)
ou ﬁ (15,15). Portanto, a area do triangulo ADE, é a metade do médulo do

determinante onde as linhas sao as coordenadas dos vetores Aﬁ e AE, ou seja,
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20

el |
]

Figura 2.11: Triangulo Inscrito no Trapézio

30 0
=180

N | —

SapE =
6 12

ou ainda, usando o vetor zﬁ = (15,15), jA que o ponto E pode assumir duas

posicoes, pois, este esté sobre o lado BC' do trapézio e o angulo AED é reto, temos

30 0
= 225.

N | =

SapE =
15 15

O
Vamos mostrar agora mais um problema dificil sobre area de figuras planas, que

pode ser resolvido facilmente utilizando a Geometria Analitica.

Exemplo 2.12. Em um retingulo ABCD da, determinar a drea do quadrildtero
ADNP. Sabendo que AB = 3, BC =2, M ¢ o ponto médio de BC, DN =1 e
NC = 2.
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Figura 2.12: Retangulo ABCD no Plano OXY

Escolhemos um sistema de coordenadas com o ponto A situado na origem, o eixo
OX sobre o lado AB e o eixo OY sobre o lado AD, Figura 2.12. Desta forma, os
pontos que nos interessam sao dados através das seguintes coordenadas: A = (0, 0),
B = (3,0), M = (3,1) e N = (1,2). O ponto P é comum as retas AM e BN, a
equacao da reta AM éy = éx e a equacao da reta BN é y = —x + 3. Resolvendo

o sistema dessas duas equagoes

1
=—x
Y73

y:_x+37

obtemos o ponto P = (9/4,3/4

~—

. O triangulo APD tem base igual a 2 e altura

9
igual a abcissa de P, portanto, T O triangulo DPN tem base igual a 1 e altura
3 5
2 — 1= 1 Portanto, a area do quadrilatero ADNP serd A = Aspp + Appn =
1 9 1 5 23
_2._+_1.—:— |:|
2 4 2 4 8
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2.2 Aplicacoes na Geometria Espacial

A seguir, apresentamos algumas aplicacoes em Geometria Espacial. Problemas
de distancias e angulos que nao sao resolvidos facilmente usando os métodos aborda-
dos nos livros didaticos, usaremos os conceitos de Geometria Analitica para conseguir
solugoes mais simples.

Os conceitos de vetores equipolente, produto interno no espaco e norma de um

vetor, sao fundamentais no desenvolvimento da solugao do problema a seguir.

Exemplo 2.13. Em uma piramide quadrangular reqular, a aresta da base é a = 4

e a altura € h = 6.
a) Qual a distdncia entre os pontos médios de duas arestas opostas (reversas)?
b) Qual o dngulo entre duas arestas opostas (reversas)?

Encaixando a base da piramide no plano OXY, como na Figura 2.13, de modo
que o vértice D esteja na origem, temos A = (4,0,0), B = (4,4,0), C = (0,4,0)
e £ = (2,2,6). Verificamos que as arestas AB e EC' sao reversas, pois nao existe
um plano que contem as duas. Sendo M o ponto médio de AB e N o ponto médio

A+ B
de EC AM = MB=—=> M -A=B—-M = 2M =A+B = M = i .

2
E+C
; Logo M = (4,2,0), N = (1,3,3) e o

vetor MN = (=3,1,3), donde dyyny = /(=3)2+12+32 = 9+ 1+9 = 10.

Analogamente, encontramos N =

Como os vetores /@ e lﬁ sao equipolentes, entao o angulo entre as aresta reversas
AB e EC é o mesmo entre CD e CE. Como @ = (0,—4,0), C@ = (2,-2,6),
HC?H =4e Hﬁ“ = /44, segue que

cosa = <@’C@> _0+8+0 8 _\/ﬁ
T ICDILICE| 4V sVII 11
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Figura 2.13: Piramide no Espago

OJ

E importante observar que no proximo problema, o uso correto de coordenadas no
espaco associado ao conceito de produto interno entre vetores, poderemos encontrar
uma solucao muito simples para este problema que, se uséssemos apenas os conceitos

de Geometria Espacial, encontrariamos uma solu¢ao mais dificil.

Exemplo 2.14. Provar que duas arestas opostas de um tetraedro regular sao orto-

gonais.

Figura 2.14: Tetraedro Inscrito no Cudo
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Este problema foi proposto em [5]. Vamos apresentar uma solu¢do analitica.
Fixando um sistema de coordenadas ortogonais, como mostra a Figura 2.14, e con-
siderando o cubo cujos vértices sao A; = (0,0,0), By = (1,0,0), C; = (1,1,0),
D, = (0,1,0), Ay = (0,0,1), By = (1,0,1), Cy = (1,1,1) e Dy = (0,1,1). Entdo
B1DC5A5 sao vértices de um tetraedro regular. Duas arestas opostas desse tetrae-
dro, como By D; e A;Cs, por exemplo, sao ortogonais porque sao diagonais diferentes
em faces paralelas do cubo. Ou seja, B1D; = (—1,1,0) e A2Cy = (1,1,0). Logo

—_— —
(B1D1,A3Cy) =(-1)-141-140-0=—-141+0=0. O

Exemplo 2.15. AB, AC e AD sao arestas de um cubo. Sendo AE uma diagonal,

mostre que AE € perpendicular ao plano (BCD).

Fixando um sistema de coordenadas como na Figura 2.15 e escolhendo uma

unidade, podemos adotar AB = 1. Dai, A = (1,0,1), B = (1,0,0), C = (1,1,1),

Figura 2.15: Plano Perpendicular & Diagonal do Cubo

D = (0 0,1) e E = (0,1,0), sendo os Vetoresﬁ:( - B? (0,1,1)
BD = (~1,0,1), com isso (AE, BC) = (—1) O—|—1~1—|—(—1)-1:O+1—1:Oe

(AE, ﬁ “1)4+1-04(=1)-1=140—1= 0. Entdo AELBC ¢ AELBD,

e como E ¢ perpendicular a dois vetores do plano (BCD), entao EJ_(BCD).
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Neste problema, poderiamos entao fazer a seguinte pergunta: Se AFE intersepta
o plano BC'D em P, mostre que ﬁ = %ﬁ Se colocarmos os pontos A = (0,0, 0),
B =(1,0,0), C =(0,1,0), D =(0,0,1) e E = (1,1, 1) facilitaremos a demostracao
deste outro fato, usando também a aresta do cubo como unidade de comprimento.

O baricentro do triangulo BC'D é o ponto P, extremidade do vetor

ﬁ:%(ﬁw@wﬁ).

111 1
—,—, =), donde AP — -AE. Assim,
33 3 3

P pertence tanto ao plano (BC'D) como ao segmento AF, logo é a intersecao de

Em termos de coordenadas, temos P = (

(BCD) com AE. O
Mostraremos agora um problema proposto em [5] que tem uma soluc¢do traba-
lhosa quando usamos apenas os conceitos de Geometria Plana e Espacial, que sera

resolvido facilmente usando coordenadas de vetores e produto interno.

Exemplo 2.16. Sejam OA, OB e OC segmentos de reta perpendiculares dois a
dois. Mostre que (Apoan)® + (Anosc)® + (Aroca)® = (Aaapc)?, onde Apoap

representa a drea do tridngulo OAB.

Tomamos um sistema de coordenadas do qual O é a origem e os pontos A, B

e C estao sobre os eixos, como mostra a Figura 2.16, de modo que O = (0,0,0),

b
A= (CL,0,0), B = (O,b,O) e C = (0,0,C). Entao AAOAB = %, AAOAC = % e

bc .
Apope = 5 portanto a soma dos quadrados dessas trés areas ¢ igual a Z(asz +
a’c® + b*c?). Por outro lado, @ = AB = (—a,b,0) e ¥ = AC = (—a,0, c), portanto

—

(d,d) = a®> + b, (4,7) = a® e (0,0) = a® + ¢*. Entéao
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1 .
(Aape))? = Z(G%Q + a*c® + b*c?), ou seja, (Aroar)® + (Anosc)? + (Aroca)® =
1
(Apapc)?. Devemos observar que o quadrado da area de um triangulo ¢ 1 do
quadrado da area do paralelogramo no qual dois lados consecutivos sao lados desse

triangulo. O
Exemplo 2.17. Calcular um dngulo formado entre duas diagonais de um cubo.

Colocamos um cubo encaixado em um sistema de coordenadas onde a base esta
no plano OXY e o ponto A sendo a origem, como mostra a Figura 2.17. Dali,
temos A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (1,1,0), D = (0,1,0), £ = (0,0,1), F =
(1,0,1), G = (1,1,1) e H = (0,1,1). Consideramos vetores ﬁ =(-1,1,-1) e

ﬁ = (1,1,—1), e # como sendo o menor angulo entre esses dois vetores. Como
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1
entao cosf = ﬁ— =3 ou seja, 6 = 70°. ([l
|IED| - [[EC

s

Figura 2.17: Angulo Entre as Diagonais do Cubo

2.3 Aplicacoes na Algebra

Nesta secdo apresentamos algumas aplicacoes na Algebra. E importante obser-
var que, em Geometria Analitica, a Algebra e a Geometria se integram. Assim,
problemas de Geometria sao resolvidos por processos algébricos, e relagoes algébri-
cas sao interpretadas geometricamente. Por exemplo, a equacao 3z + 2y —5 = 0
representa uma reta, um ponto do plano pode ser representado pelo par (4, —3), o
ponto (4,3) pertence a reta representado por y = —2z + 11 e a reta que corta os

eixos coordenados em (5,0) e (0,3) tem equagdo % + % =1

Exemplo 2.18. Considere os pares de numeros reais x ey que satisfazem a equagao

22 +y? = 8z + 6y — 16. Qual o maior valor de x?
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A equacao dada representa uma circunferéncia. Completando quadrados, deve-
mos ter 2> —8x +1y?> —6y = —16 = 22— 8z +16+y> — 6y +9 = —16+ 16+ 9 =
(r —4)*>+ (y — 3)? = 3%, que é uma circunferéncia de centro C' = (4, 3) e raio R = 3,
e pela Figura 2.18, observamos facilmente que o maior valor de = é 7. 0]

¥

Figura 2.18: Circunferéncia

Exemplo 2.19. Considere todos os nimeros reais x ey tais que v+ 3y = 30. Para

quias valores de x e y a expressio E = x* + y? assume menor valor?

Esse & também um problema de Algebra. Sua soluciio, uma vez que o enunciado
esteja bem entendido, nao ¢ dificil. Entretanto, a solucao analitica é interessante.
Estabelecendo um sistema de coordenadas, todos os pontos P = (z,y), tais que
x + 3y = 30, pertencem a uma reta r e o valor de £ é o quadrado da distancia de P
a origem do sistema de coordenadas, Figura 2.19. Precisamos encontrar o ponto de
r cuja distancia ao ponto (0,0) é minima. A reta s, perpendicular a r e passando
pela origem, tem equagao 3x —y = 0 e a intersegao dessas retas é o ponto procurado.

Resolvendo o sistema formado pelas equacoes das retas r e s
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Figura 2.19: Distancia Minima

x4+ 3y =30

3z —y =20

encontramos x = 3 e y = 9, que ¢é a solucao do problema. Entao, o valor minimo de
E & 3%+ 9% = 90. O
Usaremos os conceitos de vetores perpendiculares, produto interno e equacoes

paramétricas da reta, ambos no plano, para resolver facilmente o proximo problema.

Exemplo 2.20. Quais as solugoes inteiras da equagdo —2x + 5y = 8¢

7

E claro que a equacdo dada representa uma reta r e o vetor 7 = (—2,5) é
perpendicular a essa reta, Figura 2.20. Sendo ¢ o vetor diretor da reta, entao
(ii,¥) = 0, o que nos dar 7 = (5,2). E facil de verificar que o ponto A = (1,2)

pertence a reta r, entao suas equacoes parameétricas sao

r=1+45t

y=2+4+2t,teR

e dentro do par ordenado (1+5t,2+42t), com t € Z estao guardadas todas as solugoes
inteiras da equacao. Basta, ao ponto (1, 2) acrescentar sucessivas vezes o vetor (5, 2)

para encontrar uma nova solugao inteira da equacdo. Por exemplo, (1,2), (6,4),
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(11,6), (16,8), ... sao algumas das solugoes inteiras da equagao. O

Figura 2.20: Vetor Perpendicular a um Vetor Diretor

2.4 Aplicacoes na Cinematica

A utilizacao da Geometria Analitica para a solucao de problemas relacionados
com o Calculo Diferencial e sua aplicacao & Mecanica contribuiram de maneira deci-
siva para o progresso da Fisica. As representagoes cartesianas de fenomenos, como
a variacao da temperatura de um doente, a flutuacao dos fenémenos meteorolo-
gicos, nos permitem avaliar e tirar conclusoes, por um simples exame das curvas
representadas num sistema de eixos coordenados.

Grande parte dos problemas de Cinematica Escalar e vetorial podem ser resolvido
de maneira criativa utilizando o método analitico. No proéximo problema, vamos

utilizar coordenadas no plano e equacao da reta e resolvé-lo de maneira simples.

Exemplo 2.21. Um caminhao parte as 6 horas da manha, da cidade de Jodao Pessoa
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para a cidade de Patos, viajando a uma velocidade média de 50km/h e ao meio dia
chega a Patos. Um automovel parte de Patos as 8 horas da manha desse dia e,
viajando com velocidade constante pela mesma estrada, chega a joao Pessoa também

ao meio dia. Em que momento o caminhdo e o automovel cruzaram-se na estrada?

Vamos resolver um problema de Cinematica Escalar usando o método analitico.
AS

Sendo V. a velocidade do caminhao e, como V, = Ar — AS=V,-At=50-6=
300km, que ¢ a distancia entre as cidades de Joao Pessoa e Patos. Vamos construir o
seguinte sistema de coordenadas: para um objeto qualquer que se mova ao longo da
estrada, seja x o tempo (em horas) decorrido apos as 6 horas e y (em quilometros) a

sua distancia a cidade de Joao Pessoa, situacao descrita na Figura 2.21. Pelos dados

00———————®& - ——-————————— -

Figura 2.21: Representacao Grafica de Movimentos

do problema, o grafico que mostra o movimento do caminhao é um segmento de reta
cujos extremos sao os pontos (0,0) e (6,300) e o grafico que mostra o movimento do

automovel ¢ outro segmento de reta cujos extremos sao os pontos (2,300) e (6,0).

As equagoes dessas retas sao y = 50x e y = —75x + 450. Resolvendo o sistema de
equacoes
= 50z
y = —75x + 450
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encontramos x = 3,6 e y = 180. Portanto, o encontro se deu 3,6 horas ap6s as 6
horas da manha, ou seja as 9 horas e 36 minutos, a uma distancia de 180 km da

cidade de Jodao Pessoa. O

Exemplo 2.22. Dois trens de carga, na mesma linha férrea, sequem uma rota de
colisao. Um deles vai a 46 km/h e o outro a 58 km/h. No instante em que eles se
encontram a 260 km um do outro, um pdssaro que voa a 60 km/h, parte de um ponto
entre 0s dois, até encontrar um deles e entao volta para o outro e continua nesse
vai e vem, até morrer esmagado no momento em que os trens se chocam. Quantos

quildometros voou o pobre pdssaro?

Adequando o problema a um sistema de coordenadas conveniente, seja x 0 tempo
(em horas) e y (em quilometros) a distancia entre os dois trens. O movimento do
trem que vai a 58 km/h é representado pela reta que passa no ponto (1,58) na
Figura 2.22 e o movimento do trem que vai a 46 km/h é representado pela reta que

passa no ponto (1,214). As equagbes dessas retas sao respectivamente y = 58z e

y = —46x + 260. Resolvendo o sistema das equacoes
y = b8x
y = —46x + 260

encontramos x = 2,5, que é a abcissa do ponto de intersecao das duas reta, ou seja,
o momento da colisao. Entao, o passaro voou por duas horas e meia, como ele voava

a 60 km/h, entdo percorreu 150 quilometros. O
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260
214 =777 |

Figura 2.22: Representacao Gréfica de uma Rota de Colisao

2.5 QOutras Aplicacoes

Diversos outros problemas poderao ser resolvidos de maneira mais simples utili-
zando o método analitico, tais como, problemas que envolvem programagao linear,
maximos e minimos de fun¢oes cujas variaveis estao sujeitas a certas desigualdades,
probabilidade geométrica, economia, etc. Abordagens envolvendo inequacoes apa-
recem em alguns livros de Geometria Analitica do ensino médio, geralmente dentro
de uma se¢do intitulada, representacao grafica de uma inequagao, como em [I]. No
entanto, pesquisando em varios livros, constatamos que essas abordagens sao apenas
para resolver exercicios manipulativos, nao trazem uma conotacao de aplicacao da
Geometria Analitica. Sugerimos que os livros didéticos priorizem aplicacdes como

essa, dentro das abordagens sobre inequacoes estudadas em Geometria Analitica.

Exemplo 2.23. Em uma partida de futebol entre Brasil e Argentina, aos 40 minutos
do sequndo tempo de jogo, durante um contra-ataque para a Argentina, o jogador
argentino Messi recebe a bola exatamente na lateral do campo sobre a linha que divide
o gramado e no mesmo momento o zagueiro brasileiro Thiago Silva estd no centro
do campo. Messi corre com a bola dominada, em linha reta, em direcao ao centro

do gol e Thiago Silva também corre em linha reta para tentar interceptar Messi e
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derrubd-lo. Sabendo que a velocidade de Thiago Silva € igual a 0,85 da velocidade
de Messi, o encontro dos dois acontecerd dentro ou fora da drea? (Considere que as

dimensdes do campo sao de 96 metros de comprimento por 72 metros de largura).

Podemos colocar o campo em um sistema de coordenadas onde o ponto em que
Messi se encontra inicialmente, ou seja, a linha lateral no meio do campo, seja a
origem. Desta forma, teremos que M = (0,0) é a posicao de Messi inicialmente,
T = (36,0) é a posicao de Thiago Silva, C' = (36,48) é a posigdo do centro do gol,

4x
defendida pelo Brasil. A reta MC', de equacao y = 3 representa a trajetoria de

4x
Messi em direcao ao gol e o ponto P = (x, ?) , esta sobre a trajetoria que Thiago

Silva deve tomar para interceptar Messi. Sabemos que, quando Messi corre 100

48 -

Figura 2.23: Dimensoes do Campo de Futebol

85

metros, Thiago Silva corre 85, podemos estabelecer que dr p)y = 100

W oo (1) - B e (12

e simplificando esta igualdade, encontramos x = 24,35 e y = 32,47. Observamos

: d(M’p). Dai

teremos

que, para as dimensoes oficiais de um campo de futebol, a grande area tem profun-

didade de 16,5 metros, entao, para o encontro ocorrer fora da area, a medida y teria
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que ser menor do que 31,5 metros. Como y = 32,47 metros, isto nos mostra que

Thiago Silva s6 conseguiu derrubar Messi dentro da érea. U

Exemplo 2.24. Um comerciante vende dois tipos de artigos, A e B. Na venda do
artigo A tem um lucro de 20 reais por unidade e na venda do artigo B, um lucro
de 30 reais por unidade. Em seu deposito so cabem 100 artigos e sabe-se que por
compromisso jd assumido ele venderd pelo menos 15 artigos do tipo A e 25 do tipo B.
O distribuidor pode entregar ao comerciante, no mdrimo, 60 artigos A e 50 artigos
B. Quantos artigos de cada tipo deverd o comerciante encomendar ao distribuidor

para que, supondo que 0s venda todos, obtenha o lucro mdximo?

Este problema foi extraido de |2] do capitulo de Sistemas Lineares, vamos propor
uma solucao analitica. Seja x o nimero de artigos do tipo A e y o ntimero de artigo
do tipo B que devem ser encomendados. Se para cada artigo A que vende tem
lucro de 20 reais e para cada artigo B tem lucro de 30 reais, o lucro total é dado por
L = 20x+30y. Como cabem no méaximo 100 artigos, entao z+y < 100. Além disso,
serao vendidos pelo menos 15 artigos A e pelo menos 25 artigos B, ou seja, > 15
e y > 25. O distribuidor entregara no maximo 60 artigos A e no méximo 50 artigos
B, edai x <60ey <50. As restri¢coes dao origem, no plano cartesiano, ao poligono
convexo limitado pelas retas de equacoes x +y = 100, x = 15, y = 25, x = 60 e
y = 50 e os pares ordenados que satisfazem essas condigoes pertencem ao poligono,
Figura 2.24. As coordenadas dos vértices do poligono resultante, que encontramos
facilmente resolvendo o sistema dos pares de equacoes que correspondem aos lados
que determinam o vértice, sao (15,25), (15,50), (50, 50), (60, 40), (60,25). Como o

lucro é da forma L = 20z + 30y, calculando os valores da funcao lucro nos vértices

69



2.5. OUTRAS APLICACOES

T +y= 100

= 1.3\ r =60

— y=a0
50 \

0 I.TT Tr.n 100

Figura 2.24: Diagrama do Lucro

do poligono, temos
.

15,25) — L = 1050
15,50) —» L = 1800

0
60,40) —» L = 2400

(15,25)
(15,50)
(50,50) — L = 2500
(60, 40)
(60, 25)

60,25) — L = 1950.

\
Dai, a solucdo que corresponde ao valor maximo de lucro L é (50,50) e o lucro
méaximo é 2500. A justificativa para o lucro maximo e para calcular o valor da
funcao nos vértices esta evidente nas restrigoes do problema, o ponto (50,50) é
obtido da intersecao das retas y = 50 e x +y = 100, onde 15 < x < 60, 25 <y < 50
e x+y < 100. O comerciante, para obter o lucro maximo nas condigoes do problema,
devera encomendar 50 artigos do tipo A e 50 artigos do tipo B. Com isso, vendendo
todos, terd um lucro de 2500 reais. 0

Temos agora um problema de probabilidade geométrica, onde iremos mostrar

uma solucao bem interessante usamos o método analitico.

Exemplo 2.25. Diwvidindo aleatoriamente uma vara de bambu em trés partes, qual
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a probabilidade de que esses novos segmentos formem um tridngulo?

Solugdo adaptada de [8]. Considerar um segmento de reta AB representando o
comprimento do bambu e adotar esse comprimento igual a 1. Vamos dividi-lo em
trés partes: uma, AC', de comprimento z, outra C'D de comprimento y e a terceira
DB de comprimente 1 — x — g, ver Figura 2.25. Cada forma de dividir o segmento

unitario fica entao associada ao par ordenado (x,y) onde

x>0
y >0

r+y <Ll

Isso corresponde, no plano cartesiano, a regiao triangular mostrada na Figura 2.26.

T U l—x—y

Figura 2.25: Divisao de um Segmento em Trés Partes

Portanto, cada forma de dividir o segmento em trés partes esta agora representada
por um ponto interior ao tridangulo. Mas, nao sao todas as divisoes que formam
triangulos. Um triangulo existe se, e somente se, o comprimento de cada lado for

menor que a soma dos outros dois. Isto equivale a dizer que, em um triangulo, cada

lado é menor que seu semiperimetro, que no nosso caso ¢ igual a % Dai teremos,
1 1 . I .
r < E,y < 5,1 —r—y < 3 A dltima condicao é equivalente a © +y > 3 e,

reunindo as trés, temos que a regiao favoravel é o interior do triangulo formado

pelos pontos médios dos lados do triangulo inicial, como mostra a Figura 2.27. O
e L1 , . 1 o

triangulo formado pelos pontos médios tem &rea igual a 3’ o triangulo grande tem

1
area igual a 3 Chamamos de P a probabilidade de que os trés segmentos formem
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Figura 2.26: Triangulo com um dos Vértices na Origem

Y

5]
/2

0 /2 l

Figura 2.27: Triangulo Semelhante em Destaque

um triangulo, teremos

s
I
| oo | =
I
-

OJ
Alguns problemas, de diversos ramos da Matemética, nao nos dar nenhuma

pista no sentido de podermos usar coordenadas, como no problema de probabilidade
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que resolveremos agora, adaptacdo de [6]. Problemas desse tipo mostra como é
imensa a utilidade da Geometria Analitica e como é gratificante e prazeroso usar

essa ferramenta no momento adequado.

Exemplo 2.26. Duas amigas, Xénia e Yasmin, combinaram de encontrar-se entre
o meto dia e uma hora da tarde, de modo que, quem chegasse primeiro ao local do
encontro esperaria pela outra no mdrimo 15 minutos e depois iria embora. Supondo
que 0s hordrios de chegada sejam aleatorios dentro do intervalo combinado, qual a

probabilidade desse encontro acontecer?

Marcando-se os horarios possiveis de chegada de Xénia e Yasmin nos eixos carte-
sianos, cada caso possivel é determinado por um ponto (x,y) dentro de um quadrado
de lado 60 min (1 hora). Por exemplo, se Xénia chegar ao meio dia e 15 min e Yas-
min chegar ao meio dia e 45 min, esses horarios correspondem ao ponto (15,45). No
diagrama apresentado na Figura 2.28, nota-se que o encontro ocorre se o ponto F
estiver na regiao mais escura do quadrado. Entao, a probabilidade de ocorrer o en-
contro serd dada pela razao entre a area da regiao mais escura e a area do quadrado,

. 7 C .
ou seja, P = 6 As condicoes impostas pelo problema sao

0 <z <60
0<y<60

|z —y| < 15.

A desigualdade |z — y| < 15 é equivalente a z — 15 < y < x + 15, 0 que mostra
que a regiao favoravel é a faixa em torno da diagonal do quadrado como mostra a

Figura 2.28. A probabilidade P que encontramos é obtida dividindo a area da faixa
(4) 602 — 2.45.45/2 T

@~ o 16 N

(A) pela a area do quadrado (Q).
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Gl

45

SIE

0 L5 30 45 G0

Figura 2.28: Diagrama de Espago Amostral e Eventos

Exemplo 2.27. Hd poucos anos foi descoberto um manuscrito do pirata Barba
Negra descrevendo a localizacao de um rico tesouro enterrado por ele em certa ilha
do Caribe. O manuscrito identifica perfeitamente a ilha € dd as sequintes instrucoes:
qualquer um que desembarcar nesta ilha verd imediatamente dois grandes carvalhos
que chamarei de A e B e também uma palmeira que chamarei de C. Fu enterrei
o tesouro em um ponto X que pode ser encontrado sequindo as minhas instrucoes.
Caminhe de C para A contando seus passos. Chegando em A, vire para a esquerda e
dé exatamente o mesmo numero de passos para chegar ao ponto M. Volte ao ponto
C, caminhe de C para B contando seus passos. Chegando em B, vire para o direita
e dé exatamente o mesmo niumero de passos para chegar ao ponto N. O ponto X

estda na reta que liga M o N, e a mesma distdincia desses dois pontos.

Com essas preciosas informagoes, os exploradores chegaram a referida ilha mas
tiveram uma desagradavel surpresa. Os carvalhos A e B 14 estavam, mas a palmeira

C tinha desaparecido completamente. O tesouro estava perdido. Entretanto, fazia
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c (palmeira)

(earvalho) A B{rarvalho)

// N

-
L]
2

P \
(fesouro)

Figura 2.29: Mapa do Tesouro

parte da comitiva, o matematico Pedro Batista Lacerda que, apo6s breves célcu-
los, conseguiu descobrir o tesouro e, naturalmente, reivindicou para si a sua posse.
Como ele fez isso? Vamos mostrar um exemplo de um problema em que o uso de
coordenadas foi extremamente util. £ um exercicio de [5].

Pedro Batista Lacerda estabeleceu na ilha, que felizmente era plana, um sistema
de coordenadas com origem em A e com o ponto B no eixo OX, ver Figura 2.30.
Ele mediu a distancia de A até B e encontrou 60 metros. Assim ficou estabelecido
que A = (0,0), B = (60,0) e para a palmeira desaparecida ele pos C = (z,y).
Temos entdo que 1@ = (x,y) e AM — (y, —x) pois o produto interno entre esses
dois vetores é igual a zero. Note que BC — (x — 60, y) portanto BN — (—y,z —60)
Jj& que B? é ortogonal a B—N> Como A é a origem entao M = (y,—xz). Logo,
N =28 —l—ﬁ\f = (60 —y,x —60). Sendo X o ponto médio de M N, suas coordenadas

sao dadas por

¥ _ y—|—60—y7—x—|—:ﬂ—60
2 2

) = (30, —30).

Portanto, para encontrar o tesouro, bastava andar 30 metros na direcao de A para

B e depois virar & direita e andar mais 30 metros. Competéncia de Pedro Batista
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Figura 2.30: Localizagao do Tesouro no Plano Cartesiano

Lacerda e azar de Barba Negra. A localizacao do tesouro ficou independente da
palmeira. 0
Vamos usar coordenadas e a formula da distancia entre dois pontos no plano

para mostrar uma aplicacao em trigonometria.

Exemplo 2.28. Sendo « e [ arcos trigonométricos, mostrar que cos(a — ) =

cosa - cosf3 + sena - senf3.

Consideramos uma circunferéncia de raio igual a 1, centrada na origem do plano
cartesiano ortogonal e quatro pontos pertencentes a circunferéncia, Figura 2.31.
Suas coordenadas sdo Py = (1,0), Py = (29, 12), P3 = (23,93) e Py = (24, v4). E facil
perceber que xo = cosf3, Yy = senf3, vz = cos(a — B), ys = sen(a — ), x4 = cosa
e ys = sena. Notamos que a distancia entre os pontos P, e P, é igual a distancia
entre P3 e P;. De fato, essa igualdade pode ser obtida da congruéncia dos triangulos

P,OP, e PLOP; (Lado- Angulo - Lado), como mostrado em [4]. Pela formula da
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~| P, = (1.0)

Figura 2.31: Pontos Sobre um Circulo

distancia entre dois pontos, temos dp,p, = dp,p,, € assim \/(ZE3 — 124+ (y3 —0)2 =

\/(372 —24)% + (Y2 — ya)?, isto &,
w3 — 23+ 1+ Y3 = x5 — 20084 + T3+ Y3 — 2y2ys + Y5

Substituindo os valores das coordenadas, temos cos?(a — f8) — 2cos(a — B) + 1 +
sen?(a — ) = cos?B — 2cosfBeosa + cos’a + sen? — 2senfsena + sena. Como

cos*(a — B) + sen®(a — B) = cos?B + sen? = cos’a + sen’a = 1, temos
—2cos(a — ) + 2 = —2cosfcosa — 2senfsena + 2.

Isto resulta na igualdade que queriamos demostrar. O

2.6 Questoes da OBMEP

Algumas questdes de Geometria e de Algebra da OBMEP (Olimpiada Brasileira

de Matematica das Escolas Publicas), apresentam solugoes complexas e de alto grau
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de dificuldade. Vamos apresentar solucoes analiticas mais simples e com menor grau
de dificuldade para algumas dessas questoes.

apresentaremos agora uma solucao analitica para o problema 17, da primeira fase
da OBMEP 2015 nivel 3, muito mais simples e menos rebuscada do que a solucao
apresentada no gabarito oficial. Usaremos o conceito de distancia entre dois pontos

no plano.

Exemplo 2.29. Na figura, ABCD é um trapézio inscrito numa circunferéncia. A
base maior do trapézio mede 16 cm, a base menos 10 cm e a altura 9 cm. Qual a

medida, em centimetros, do raio da circunferéncia?

Figura 2.32: Trapézio da Questao 17, OBMEP 2015

Colocamos a circunferéncia no plano cartesiano de modo que o seu centro seja a
origem do sistema, Figura 2.33. Dai C = (5,y), B = (8,—9 + y) pois a base maior

mede 16, a base menor 10 e a altura 9. Como do,c) = do,p) =1 = /5> + 4> =

20
\/82+(—9+y)2 — 25+ =145 - 18y +y? = y = 3 Entao o ponto '

20 20\ °
tem coordenadas C' = (5, §> Como r = d(o,cy, temos que r = 4 /5% + (?) =
625 25
— = — cm.
9 3
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Figura 2.33: Trapézio Inscrito no Circulo

E claro que a ordenada do ponto B, pelo sistema de eixos que montamos, é
negativa. Mas, no calculo usado na férmula da distancia de OB, o que esta implicito
é 19—yl O

A seguir temos o problema namero 18 da OBMEP 2005, primeira fase, nivel 3.
A solucao sintética esté no gabarito oficial divulgado pela organizagao da olimpiada,

vamos apresentar aqui uma solugao analitica que julgamos mais simples.

Exemplo 2.30. A figura mostra um poligono ABCDEF no qual dois lados con-
secutivos quaisquer sao perpendiculares. O ponto G estd sobre o lado CD e sobre
a reta que passa por A e E. Os comprimentos de alguns lados estio indicados em

centimetros. Qual € o perimetro do poligono ABCG ?

o ]

Figura 2.34: Poligono da Questao 18 da OBMEP 2005
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Coloquemos o poligono em um sistema de coordenadas no plano, onde o ponto

A seja a origem e o lado AB esteja sobre o eixo OX, Figura 2.35. Com isso, teremos

A =(0,0), B=(8,0), C = (8,6) e E = (3,4). A reta que passa nos pontos A e
4

G tem equacao y = gx e a reta que passa nos pontos C e GG tem equacao y = 6.

Resolvendo o sistema das duas equagoes

4
==z

¥=3

y==6

9 .
encontramos r = 5 que ¢é a abcissa do ponto G. Dai,

9 7
d(G,C):8_§—§

9\ 2 [225 15
dac) = 624—(5) =\ T =3

Logo, o perimetro do poligono ABCG serd AB+BC+CG+GA =8+6+3,5+7,5 =
25 cm. U

S
S——

]

Figura 2.35: Perimetro do Poligono ABCG

Vamos resolver o problema nimero 3 da OBMEP 2005, segunda fase, nivel 3
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usando o método analitico que é muito mais simples do que a resolucao mostrada

no gabarito oficial da Olimpiada.

Exemplo 2.31. Numa certa cidade existem apenas duas empresas de tdxi, a Dona
Leopoldina e a Dom Pedro II. A Dona Leopoldina cobra uma tazra fiza de 3,00
mais 0,50 por quilometro rodado. Jda a Dom Pedro II cobra uma taxa fixa de 1,00
mais 0, 75 por quilometro rodado. Os amigos Bento, Sofia e Helena trabalham nessa
cidade e sempre voltam de tdxi do trabalho para casa. Para pagar menos, Helena
sempre usa os tdaris da Dona Leopoldina e, pelo mesmo motivo, Bento s usa os da
Dom Pedro 1. Sofia usa os taxis das duas empresas, porque paga 0 mesmo preco em

ambas.
a)Quanto Sofia paga para ir de tdzi do trabalho para casa?

b)Qual dos trés amigos percorre, de tdxzi, a menor distancia entre trabalho e casa?

Figura 2.36: Preco por Distancia Percorrida

Fixamos um sistema de coordenadas no plano, onde o eixo OX representa a
distancia percorrida em quilometros e o eixo OY representa o preco a ser pago

correspondente a essa distancia, como na Figura 2.36. A reta [ representa os pontos
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(x,y) referente a tabela da empresa Dona Leopoldina e a reta p, os pontos (z,y)
referente & tabela da empresa Dom Pedro II. Como Sofia usa os dois taxi, pois
paga o mesmo valor, ela percorre uma distancia de 8 km, portanto paga 7,00 pois
a intersegao das retas é o ponto P = (8,7). Para ser mais vantajoso usar o taxi da
Dom Pedro II, Bento deve percorrer menos de 8 km e para ser mais vantajoso usar
o taxi da Dona Leopoldina, Helena deve percorrer mais de 8 km. Ou seja, quem

percorre a menor distancia, de taxi, do trabalho para casa ¢ Bento. 0]
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