UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

MARIA ROBEVANIA LEITAO

TESSELACOES NO ENSINO DE GEOMETRIA EUCLIDIANA

JUAZEIRO DO NORTE
2015



MARIA ROBEVANIA LEITAO

TESSELACOES NO ENSINO DE GEOMETRIA EUCLIDIANA

Dissertacdo de Mestrado apresentado ao
Programa de P6s-Graduagcdo em Matemadtica em
Rede Nacional do Departamento de Matematica,
da Universidade Federal do Ceara, como
requisito parcial para obtencdo do titulo de
Mestre em Matemadtica. Area de Concentrago:
Matemadtica do ensino bdsico.

Orientadora: Clarice Dias de Albuquerque.

JUAZEIRO DO NORTE
2015






MARIA ROBEVANIA LEITAO

TESSELACOES NO ENSINO DE GEOMETRIA EUCLIDIANA

Aprovada em: 26/ 09 / 2015.

Dissertagdo de Mestrado apresentada ao
Programa de Pos-Graduagdo em
Matematica em Rede Nacional, do
Departamento de Matematica da
Universidade Federal do Ceara, como
requisito parcial para a obten¢do do
Titulo de Mestre em Matematica. Area

de concentrag¢do: Ensino de Matematica.

BANCA EXAMINADORA

%/Wflln%ﬂﬂtiﬁgiﬂ’umacﬂxif
il A

Profa. Dra. Clarice Dias de Albuquerque (Orientador)
Universidade Federal do Cariri (UFCA)

M Uran @-W“(} (n LJ; ££ Q,Z'wu?»?\‘

Prof. Ms. Paulo César Cavalcante de Oliveira
Universidade Regional do Cariri (URCA)

khll\m g&\) SV /\ (&'%

Profa. Dra. Maria Silvana Alcidntara Costa
Universidade Federal do Cariri (UFCA)



Dedico este trabalho a Deus, minha mae Idel-
zuite, meu pai José Airton, meus irmaos Roberto
e Tatiane, meus filhos André e Horacio e a meu
esposo Djalma, que sempre me apoiaram, di-
reta ou indiretamente, € em momento algum me
deixaram desanimar diante dos obstaculos en-

contrados.



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus, por ter me permitido ingressar e concluir esse curso.
Agradeco aos meus pais pelo incentivo e apoio em todos os desafios por mim enfrentados.
Agradeco a meu esposo pelo apoio, o companheirismo e as palavras de incentivo sem as quais
nao teria conseguido concluir esse curso.

Agradeco a Professora Dr. Clarice Dias de Albuquerque pela orientagdo, dedicacdo e paciéncia
na realizacdo desse trabalho.

Agradeco a todos os professores do curso pela relevante contribui¢do para minha formagao
profissional.

Agradeco aos colegas de curso que muito contribuiram nas trocas de experiéncias e conhecimen-
tos durante toda a jornada.

Agradeco aos colegas de trabalho que durante o curso foram pacientes e compreensivos quando
precisei dedicar-me ao mestrado.

Agradeco a CAPES pelo incentivo financeiro durante o curso.

Agradeco a todos os amigos e familiares que direta ou indiretamente contribuiram para a

conclusao desse curso.



“Compreender € inventar ou reconstruir, através
da reinvencao, e serd preciso curvar-se ante tais
necessidades se o que se pretende, para o futuro,
€ moldar individuos capazes de produzir ou de

criar, e ndo apenas de repetir.”

(Jean Piaget)



RESUMO

Tesselar o plano euclidiano significa cobri-lo com figuras que se encaixem perfeitamente nao
havendo sobreposicdes, nem espagos vazios entre elas, de modo que a superficie particionada
seja igual ao tamanho total. Esse trabalho apresenta sugestdes de abordagem de contetidos de
geometria euclidiana plana através dessas tesselacdes como uma estratégia de ensino que objetiva
mostrar como € possivel tornar o ensino da geometria euclidiana mais atraente, motivado pelo
interesse em resolver problemas de tesselacdes. Inicialmente faremos um breve estudo sobre
conceitos basicos de geometria euclidiana plana, defini¢do, elementos e tipos de tesselacdes. Em
seguida sdo sugeridas uma sequéncia de trés atividades que abordam, de maneira interdisciplinar
e contextualizada conteddos abstratos de geometria euclidiana plana para o ensino fundamental e
médio. A atividade 1 trata da abordagem de poligonos regulares por meio de tesselacdes do plano
euclidiano utilizando um s6 tipo de poligono. A atividade 2 aborda o estudo das possibilidades
de tesselacao do plano euclidiano utilizando dois ou mais poligonos regulares. A atividade 3
aborda as isometrias através das obras de Escher, com andlise de algumas obras desse artista e
construcdo de tesselagdes no estilo Escher. Discute-se algumas aplicacdes das tesselagdes dentro
da prépria matemdtica, na natureza e nas artes. A exploracdo de conceitos geométricos abstratos
utilizando materiais concretos num enfoque contextualizado e interdisciplinar possibilita ao
aluno desenvolver habilidades competéncias necessdrias para sua constru¢ao enquanto cidadao
consciente e ativo no meio em que vive. Espera-se que este trabalho contribua significativamente

para a melhoria de qualidade do ensino de Matematica.

Palavras-chave: Contextualizacdo. Aplicacdo. Aprendizagem.



ABSTRACT

A Tessellation the Euclidean plane is a cover of it for figures that fit perfectly with no overlaps
or gaps between them, so that the partitioned area is equal to the total size. This paper presents
suggestions of flat Euclidean geometry content approach through these tessellations as a more
atractive strategy that aims to show how you can make teaching more attractive Euclidean
Geometry, motivated by interest in solving problems tessellations. Initially we will make a
brief study of basics of flat Euclidean geometry, definition, elements and types of tessellations.
Next it is suggested a sequence of three activities that address, in an interdisciplinary way and
contextualized flat Euclidean geometry abstract content for elementary and secondary education.
The first activity is one of the regular polygons approach through tessellations of the Euclidean
plane using only one type of polygon. The activity 2 deals with the study of the possibilities of
tessellations of the Euclidean plane using two or more regular polygons. Activity 3 addresses
the isometries through the works of Escher, with analysis of some works of this artist and
construction of tessellations in Escher style. It is discussed some applications of tessellations in
mathematics itself, in nature, in the information theory and the arts. The exploration of abstract
geometric concepts using concrete materials in a contextualized, interdisciplinary approach
allows students to develop skills necessary skills to its construction as a citizen conscious and
active in the environment they live in. It is hoped that this work will significantly contribute to

improving quality of mathematics teaching.

Keywords: Contextualization. Application. Learning.
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1 INTRODUCAO

As tesselagOes estdao presentes na histéria da humanidade desde quando o homem
comecou a cobrir os pisos e paredes de suas casas com pedras. As mais antigas pecgas de ladrilho
conhecidas datam de 5000 anos a.c e foram encontradas no Egito. Os Romanos e outros povos
mediterraneos retratavam pessoas € animais em suas decoragdes com mosaicos. Os drabes, por
motivos religiosos, ndo utilizavam a figura humana ou animal em seus mosaicos introduzindo
ai os formatos geométricos em seus luxuosos arabescos [1]. Na maioria dessas aplicagdes
0 que mais interessava era a estética, as andlises matematicas dessas estruturas € algo bem
recente, sendo iniciado por volta de 1600 pelo astronomo Joannes Kepler, o primeiro a estudar
pavimentagdes do plano.

Com o passar do tempo o emprego das tesselacdes vem deixando de ter apenas
carater estético e tem se tornado mais abrangente no campo da ciéncia com aplicacao, por
exemplo, em problemas de empacotamento esférico, nos tecidos celulares de plantas e animais,
nas estruturas cristalinas, na criacdo de codigos corretores de erros e criptografias, impressdo em
3D de préteses humanas e nas engenharias e arquitetura em decoragdes de ambientes seja em

pisos, paredes ou objetos decorativos.

[...] a Geometria é a mais eficiente conexdo diddtico-pedagdgica que a Mate-
maética possui: ela se interliga com a Aritmética e com a Algebra porque os
objetos e relacdes dela correspondem aos das outras; assim sendo, conceitos,
propriedades e questdes aritméticas ou algébricas podem ser clarificados pela
Geometria, que realiza uma verdadeira tradugéo para o aprendiz. [2, 3]
Dessa forma a abordagem de contetidos de geometria euclidiana plana através das
tesselagdes surge como uma estratégia de ensino que objetiva mostrar como € possivel tornar o
ensino da geometria euclidiana mais atraente, motivado pelo interesse em resolver problemas
de tesselacdes; introduzir conceitos basicos de matemadtica utilizando a teoria de tesselagdes;
divulgar o assunto nos ensinos fundamental e médio; propor metodologias para resolucdo de
problemas através de atividades envolvendo tesselacdes e estimular a aprendizagem por meio de
aplicagdes interdisciplinares.
O trabalho estd organizado em trés capitulos, sendo que no capitulo 2, inicialmente,
faremos um breve estudo sobre conceitos bdsicos como poligonos, vértices, lados, angulos
internos, poligonos convexos e regulares, transformacdes geométricas mais especificamente as

isometrias. Em seguida abordamos o conceito de tesselacdo, seus elementos, tipos de tesselacoes,

particularidades das tesselagcdes regulares e semirregulares.
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No capitulo 3, discutimos algumas aplica¢cdes das tesselacdes dentro da diversidade
da flora e fauna, na prépria matemdtica com o problema de empacotamento de esferas, e na
presenca forte e marcante nas obras de artes, sobretudo nas obras de Escher e Penrose.

Finalmente, no capitulo 4 abordamos o que os curriculos oficiais orientam sobre
interdisciplinaridade e contextualizacdo no ensino da matemadtica, bem como sugestoes de
atividades didéaticas para o ensino de geometria euclidiana plana. Apresentamos trés modelos
de atividades a serem desenvolvidas com alunos de ensino fundamental e médio: constru¢des
de tesselacdes por um sé tipo de poligono regular, construgdes de tesselagdes semirregulares e
demirregulares e na secio 3 estudo e construgdo de tesselagdes no plano euclidiano por isometrias
de modo semelhante as utilizadas nas obras de Escher como motivacdo para uma aprendizagem

significativa de geometria plana para o ensino fundamental e médio.
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2 TESSELACOES NO PLANO EUCLIDIANO

Tesselar o plano euclidiano significa cobri-lo com figuras que se encaixem perfei-
tamente ndo havendo sobreposi¢des, nem espagos vazios entre elas, de modo que a superficie
particionada seja igual ao tamanho total. Nesse capitulo recordamos alguns conceitos basicos
como poligonos, vértices, lados, angulos internos, poligonos convexos e regulares, transforma-
¢coes geométricas focando nas isometrias . Em seguida na sec@o 1.2 abordamos o conceito de
tesselacao, seus elementos, tipos de tesselacdes, particularidades e demonstracdes acerca das

tesselacdes regulares e semirregulares.

2.1 Conceitos basicos

Antes de falarmos sobre tesselacdes colocamos aqui algumas definicdes bésicas que

serdo utilizadas no decorrer desse trabalho.

Definicao 1 Sejam Py, P»,...,P;, ..., P, uma sequéncia de n pontos distintos num plano com n >
3. Suponha que os n segmentos P\ P>, P;P3,...,P,_1P,, P,P| tenham as seguintes propriedades:
1. nenhum par de segmentos se intercepta a ndo ser nas suas extremidades.
2. nenhum par de segmentos com extremidade comum é colinear.
Entdo a reunido dos n segmentos é chamada poligono. Os pontos P\, P, ..., P, ..., P,

sdo os vértices do poligono e os segmentos P|P»,P,Ps,...,P,_1P,,P,P| sdo seus lados, [4]

P5
Figura 1 — Poligono de n lados

Um poligono com n lados é chamado um n-dgono. Cada lado de um poligono
estd contido em uma reta, que por sua vez separa o plano em dois semiplanos. Diz-se que um
poligono € convexo se nenhum par de seus pontos estd em semiplanos opostos relativamente a

uma reta que contém um lado do poligono.
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Figura 2 — Poligonos convexo (a esquerda) e ndo convexo (a direita).

Um poligono € regular se é convexo, todos os seus lados e todos os seus angulos sdo
iguais. Por exemplo, um triangulo equildtero é um 3-dgono regular e um quadrado é um 4-dgono
regular.

Sejam P,_1, P; e P,y vértices consecutivos de um poligono, chama-se dngulo interno

desse poligono o angulo convexo formado pelos segmentos P, P, e P; P,y marcado na figura

3.

P

Figura 3 — Angulo interno de um poligono

Transformagées geométricas no plano sio relagdes bijetivas T : R?> — R?, em que
para cada ponto P do plano existe um ponto P’ que é imagem tnica de P pela transformagao
geométrica T'.

As transformagdes geométricas quando geram figuras congruentes, conservando
caracteristicas como medidas de angulos, area e dimensdes sdo chamadas de isometrias; e
quando a imagem gerada é semelhante a inicial, sendo uma reduc@o ou uma ampliagdo da

mesma, chama-se homotetia. Ressaltaremos aqui somente as isometrias.

Definiciio 2 Uma isometria euclidiana, ou isometria no R? é uma funcdo f : R> — R? que
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preserva distancia euclidiana, ou seja,
d(f(P).f(P)) = d(P,Py), VP, P € R,

Sao isometrias euclidianas as reflexdes, as rotacdes e as translagdes.
Reflexao
Seja r o eixo de simetria que faz corresponder a cada ponto P da figura original um

ponto P, sendo que a reta que passa pelos pontos P e P’ é perpendicular a r e a distancia d(P, r)

éigual ad(P', r).

F =) E

Figura 4 — Reflexdo em relagdo areta r

Rotacao
Uma figura move-se uma amplitude ¢, em torno de um ponto central G, chamado

centro de rota¢do. Quando a rotagdo ocorre no sentido dos ponteiros do reldgio diz-se que ela é

negativa; e quando ocorre no sentido contrario € positiva.

Bl

Figura 5 — Rotacdo de amplitude & por um ponto G

Translacao

E uma transformagdo geométrica que desloca a imagem original seguindo o sentido

e direcdo de um vetor.
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c

.
E' o
A B
>
E D

Figura 6 — Translag@o por um vetor i

Uma isometria especial usada na construg¢do das tesselacdes € a obtida de um reflexdo
seguida de uma translagdo paralela ao eixo de reflexdo, essa isometria € chamada reflexdo

deslizante:

Fé . E"
Figura 7 — Reflex@o deslizante no plano

2.2 Tesselacoes no plano euclidiano

Podemos definir tesselacdo como sendo a cobertura de toda a superficie de um
plano por figuras de modo que ndo existam espacos € nem sobreposi¢des entre elas. Podemos
considerar a tesselacdo de todo o plano ou de apenas uma regido limitada, a primeira ndo é
possivel na pratica, mas podemos obté-la idealmente [2].

Denota-se por nds todos os vértices dos poligonos utilizados na tesselacdo e por
arestas os segmentos de retas que tem como extremos dois nds consecutivos de um mesmo lado
de um poligono. Vale ressaltar que em alguns poligonos da tesselagdo pode ocorrer um nimero
maior de nés que vértices em sua fronteira, como € o caso do poligono IV (ver figura 8) que tem

3 vértices € 4 nds em sua fronteira.
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v

Figura 8 — N6s e aresta de uma tesselacdo parcial.

As tesselacdes podem ser classificadas de acordo com a forma como estdo organiza-
das. Vejamos a seguir:
1. Lado-a-lado quando todos os poligonos vizinhos tiverem lados comuns e todo né € vértice

de um poligono.

Figura 9 — Exemplos de tesselacdes lado a lado.

2. Monoédrica quando sao utilizados poligonos congruentes entre si para fazer a tesselag@o
do plano (mono = um, édrica = poligono) como podemos perceber na figura 9.

3. Regular quando os poligonos que a constitui sdo regulares, estdo dispostos lado-a-lado e
ao mesmo tempo € monoédrica.

4. Semirregular se a tesselacao € constituida de dois ou mais tipos de poligonos regulares,
mas apresenta sempre o mesmo tipo de né. Existem oito tipos possiveis de semirregulares

(veja figura 10) [5].
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(4.8.8) (4,3,4,3,3)
Figura 10 — Algumas tesselagdes semirregulares.

5. Demirregular € constituida por dois ou mais poligonos regulares, mas apresentando

diferentes tipos de nods.

Figura 11 — Exemplo de tesselacdo demirregular.

6. Periodicas sdo tesselagcdes que ao sofrer translacdes sobre si mesmo continuam invariantes,
ou seja, se deslocarmos uma cépia dessa tesselagdo num determinado sentido e direcdo, em
algum ponto essa cdpia ird coincidir com a original mantendo o alinhamento dos ladrilhos.

7. Aperiddicas ou ndo periddica sao tesselacdes onde ndo ha um padrdo que se repete, ou
seja, apos uma translacdo em qualquer sentido ou direcio em momento algum ird coincidir
com a tesselagao original.

As pecas que permitem a composi¢io de uma tesselagio aperiédica chamamos de
protoladrilhos.

Existem alguns outros termos relacionados a esse tema. A saber:
Reticulados - é qualquer subconjunto discreto A C R" com a propriedade de que x e y pertencem
a /A, entdo x4y e -x também pertencem a A.
Pavimentacoes - Pavimentar é preencher completamente uma superficie plana com figuras
geométricas, de modo que nao haja sobreposi¢ao nem espaco entre elas.

Ladrilhos - revestimento de pisos e paredes;
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Tiling - do inglés significa ladrilho;
Mosaicos - decoracdo feita com pecgas pequenas de materiais diversos.

As defini¢des acima podem ser encontradas em [6], [1] e [2].

2.3 Tesselacoes euclidianas

Uma tesselagdo regular do plano Euclidiano é uma cobertura total do plano por
poligonos regulares, todos com o mesmo nimero de lados, sem superposicao de tais poligonos,
de modo que a fronteira entre essas figuras seja sempre arestas completas ou nds. Denotamos
uma tesselacdo regular por {p,q}, onde g poligonos regulares com p lados encontram-se em cada
vértice. A tesselac@o dual representaremos por {g,p}, onde p poligonos regulares com q lados

encontram-se em cada vértice. Em particular, se p = g a tesselacdo € dita auto-dual.

Proposicao 1 Existem apenas trés tesselacoes regulares no Plano Euclidiano a saber, aquelas

formadas somente por triangulos equildteros, quadrados ou hexdgonos regulares.

Demonstracao Considere a tesselacdo regular {p,q}. Note que, como temos q poligonos

regulares ao redor de cada vértice, a medida do angulo interno desse poligono é 27”. Se

dividirmos esse poligono de p lados em p triangulos, todos com vértices no centro do poligono e

o lado oposto a esse vértice sendo um lado do poligono temos que o angulo do centro mede 27”.
2 2w , 2;

Cada triangulo desses serd isosceles com dngulos medindo 242 €

Figura 12 — Angulos internos no poligono regular.
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Como a soma dos dngulos internos de um tridngulo é T temos

2 27w
_+_ — T
q p

Multiplicando tudo por pq

2pr+2gn = pqm
2p+2q = pq

pqg—2p—2qg = 0

Assim,

(P—2)(g—2) = 4 (2.1)

Como p e q sdo niimeros inteiros e positivos, a equagdo acima tem apenas trés solugéoes reais,

como mostra a tabela 1.

Tabela 1 — Tesselacdes regulares

D q {r.q}
3 6 {3,6}
4 4 (4,4}
6 3 {6,3}

Concluimos entdo que existem apenas trés tesselacoes regulares no Plano Euclidiano, as
formadas por tridngulos equildteros {3,6}, por quadrados {4,4} ou por hexdgonos regulares

{6,3}). Como pode ser observado na figura 13.

NN/
YAVAVA

(3,0) (4.4) (6,3)
Figura 13 — Tesselagdes regulares no Plano Euclidiano.

Se considerarmos a geometria nao-Euclidiana, geometria hiperbdlica, ou seja a

geometria obtida pela eliminagio do 5° postulado de Euclides! obtemos infinitas tesselagdes do

' Postulado 5- E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os dngulos interiores e do mesmo lado menores do

que dois angulos retos, sendo prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estido
os menores do que dois retos.
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plano hiperbdlico, pois a soma dos angulos internos de um triangulo hiperbdlico é menor que 7,

logo a equacdo (2.1) se torna

(p—2)(qg—2)>4 (2.2)

As tesselagdes duais s@o formadas por poligonos cujos vértices sdo os centros das
figuras iniciais. A tesselacao dual da {3,6} é a {6,3}, e adual da {6,3} € a {3,6}, como uma &
a dual da outra sd@o chamadas de duais reciprocas. A tesselacdo {4,4} € auto-dual. Na figura
14 podemos visualizar as tesselagdes duais (linhas pontilhadas) das tesselagdes regulares {3,6},

{4,4} e {6,3}, respectivamente.
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|

|

[o—

| |
[l
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Figura 14 — Tesselagdes duais no Plano Euclidiano.

Nas arestas que se cruzam em um mesmo né de uma tesselacio marcamos os pontos
médios, e com esses pontos construimos um novo poligono. Os poligonos formados por esses
pontos médios sdo chamados figuras vértice [2]. Estas figuras formam dois tipos de tesselacoes,

aregular (4,4,4,4) e a semirregular (3,6,3,6), veja figura 15.

NRVAVAVAVANS <
PAVAVAVAVAY >

Figura 15 — Figuras vértice das tesselacdes regulares.

Temos entdo que uma tesselac@o é regular se, e somente se, as figuras vértice da
tesselacao sdo poligonos regulares, [2]. Isso se justifica porque a tesselacdo original € regular,
ou seja, formada por poligonos regulares iguais, entdo as distincias entre os pontos médios das
arestas desses poligonos também terdo medidas iguais. Portanto, essas novas distancias formardo

novos poligonos regulares.
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2.4 Descobrindo padroes para tesselacoes semirregulares

Nessa secao mostramos que so existem os oito tipos de tesselacdes semirregulares.
A demonstracao ocorre da andlise quantitativa de poligonos que estio dispostos ao redor de um
vértice da tesselacao, partindo do principio de que todos os vértices tem o mesmo padrao. Os
procedimentos utilizados nessa secao foram baseados em [7].

Para sabermos qual a quantidade minima e médxima de poligonos regulares ao redor
de um vértice nas tesselagdes basta analisar quais dentre os poligonos que pavimentam o plano
apresentam maior e menor medida de angulo interno. Sabemos que o poligono regular de menor
angulo interno € o tridngulo equildtero, com trés dngulos de 60°, e o poligono regular com
maior medida de angulo interno € o hexdgono com seis angulos de 120°. Logo, podemos ter, no
maximo, seis poligonos em torno de um vértice e no minimo trés.

Para determinarmos quais sdo as tesselacdes semirregulares analisaremos quatro
casos com respeito a quantidade de poligonos em torno de um vértice da tesselagao.

1. Trés poligonos em torno de um vértice (k, I, m) Dividiremos nosso estudo em dois casos:
a) Tesselacdes em que ao menos um dos valores k, [ ou m € impar; Como os vértices de tipos
(k,l,m), (I,k,m) e (I,m,k) sdo do mesmo tipo, sem perda de generalidade atribuiremos valores a

k. Consideremos k =3 — (3,1,m)

Figura 16 — Analisando os vértices da tesselagdo com tridngulos.

Segundo a orientacdo dada pelas setas, € comparando os dois casos, observamos que os tipos dos
vértices A e B s@o equivalentes. Para manter a condicdo do mesmo tipo de vértice em C devemos
terem [ = m.
A tesselagdo serd do tipo (3,1,1) e os Angulos internos de seus poligonos podem ser representados
por

-2y (I-2)m

n €
31 I




Como ja vimos anteriormente a soma dos angulos ao redor de um vértice € 27, entdo

T (l—2)7rjL (I-2)x

ad )
3T ] &

Dai

Nesse caso temos apenas a tesselacao (3,12,12)

Figura 17 — Tesselacdo semirregular (3, 12, 12).

Agora consideremos k =5 — (5,1,m)

Figura 18 — Analisando os vértices da tesselagcdo com pentdgono.

Para manter a condi¢ao mesmo tipo de vértice em E/ devemos ter em [ = m

25

A tesselagdo serd do tipo (3,L,]) e os angulos internos de seus poligonos podem ser representados

por
3z (I-2)x . (I-2)x

57 1 )
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Assim

1=6,6

Como [ representa a quantidade de lados de um poligono o valor encontrado ndo satisfaz e
concluimos que ndo € possivel a tesselacdo do tipo (5,1, m).

De maneira geral, usando um raciocinio geométrico, igual aos usados anteriormente, podemos
deduzir que se uma tesselagdo tem um padrao (k,l,m) e k € um niimero {mpar, k > 3, entdo
m =1, ou seja, o ladrilhamento tem um padrdo da forma (k,1,1) ou (k,m,m).

Consideremos um k-dgono regular, em um ladrilhamento de padrio (k,,m), sendo k um nu-
mero impar e kK > 3. Enumeremos os k vértices consecutivos do k-dgono regular como sendo
A1A; ... Ag. Vamos agora supor que temos um l-dgono colado ao lado A1A,. Teremos, entdo, um

m-4gono colado ao lado A»A3, um 1-d4gono colado ao lado A3A4, e assim por diante.

Ar{ m

3
£

/3\

Figura 19 — Representac@o de uma tesselacdo de padrao (k,/,m), com k impar

\

<(k;2)+(1_12)+(l_12))”:2”

Como k e [ sdo inteiros, devemos ter [ —4 >0 —[—4>1

L 20-4)+8
(-9
k=24
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Como [/ —4 > 1 temos

8
— <8
[—4 —
Entao
k=2+-—-<2+38
—4
Assim
21
k=—<10
[—4 —

Como ké impare 3 <k <10,entdiok=3ouk=5ouk=70uk=9

Tabela 2 — Tesselacdes semirregular com trés poligonos ao redor de um vértice, sendo pelo
menos um deles um tridngulo equilétero.

kK 1 k,1,1)

3 12 (3,12,12)

5 6,66...  Naio € possivel
7 5,6 Nao € possivel
9 5,1 Nao € possivel

Podemos concluir que existe uma tnica tesselagdo, de padrao (k,/,m), quando k = 3, o padrdo
(3,12,12).
b) Ladrilhamentos em que os valores k, | e m sdo todos pares.

Suponha k =4 — (4,1,m)

Figura 20 — Analisando os vértices da tesselagdo sem triangulos

Segundo a orientagdo dada pelas setas, e comparando os dois casos, observamos que os tipos dos
vértices A, B,CeD sdo equivalentes.

A tesselagdo serd do tipo (4,1,m) e os angulos internos de seus poligonos medem

(I-2)m . (m—=2)m

’ l m

YIS
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Assim,

Tabela 3 — Padrao (4,m,])

m 1 Padrao (4, m, 1)
6 12 (4,6,12)

8 8 (4,8,8)

10 % Nao € possivel
12 6 (4,12,6)

Como os padroes (4,6,12) e (4,12,6) sdo equivalentes podemos concluir que quando k, 7, m, sdo
todos pares existem duas tesselagdes, de padrdo (4,1,m) e (4,6,12) e (4,8,8)
Suponha k = 6 — (6,1,m)

A tesselacdo serd do tipo (6,1, m) e os dngulos internos de seus poligonos podem ser representados

por
2_7t (I1-2)m . (m—-2)m
3’ l m
Assim
] 3m ou 31
= m—=-—m-—
(m—3) (1-3)

Como / e m sdo ndmeros inteiros m >3 oul > 3

Tabela 4 — Padrao (6,m,])

m 1 Padrao (6, 1, m)
4 12 (6,12,4)

6 6 (6,6,6)

8 4,8 Nao € possivel
10 4,3 Nao € possivel
12 4 (6,4,12)

Podemos concluir que quando k, [, m, sdo todos pares existem duas tesselacdes semirregulares de

padrao (k,1,m)
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4,8, 8) 4,6, 12)
Figura 21 — Tesselagdes semirregulares de padrado (k, I, m) com trés poligonos em torno de um
vértice quando k,I,m, sdo todos pares.

2. Quatro poligonos em torno de um vértice representado pelo padrao (k, 1, m, n)

Nossa investigacdo comecard da possibilidade (ou impossibilidade) de eles existirem sem nenhum
triangulo sequer.

a) Ladrilhamentos que fazem uso de tridngulos.

Se considerarmos k = 3

Figura 22 — Analisando os vértices da tesselac@o (k,l,m,n) com tridngulos.

Analisando os casos (a) e (b) vemos que os vértices A e B sdo equivalentes, para manter o
mesmo padrdo no vértice C devemos ter [ = n.
A tesselagdo serd do tipo (3,1,m,[) e os angulos internos de seus poligonos podem ser represen-

tados por

Logo
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6m

"= am—3)

Tabela 5 — Padrao (k,l,m,l)

m 1 (k,1,m, 1)
3 6 (3,6,3,6)
4 4,8 Nao € possivel
5 43 Nao € possivel
6 4 (3,4,6,4)
7 3.8 Nao € possivel

E suficiente analisarmos até m = 7, pois [ > 4. Podemos concluir que nas tesselacdes com quatro
poligonos ao redor de um vértice com k,[,m,n lados, sendo [ = n, existem duas tesselagdes

semirregulares de padrdo (3,/,m,!)

CXX X

e
(3,6,3,6) (3,4,6,4)
Figura 23 — TesselacOes semirregulares de padrdo (3,1,m,1).

b) Ladrilhamentos que ndo fazem uso de tridngulos.

Como ndo pode haver triangulos nessa tesselacdo o menor nimero de lados possiveis € quatro,
entdo considere k =4 — (4,1,m,n).

Sabendo que a soma dos angulos adjacentes em cada vértice é 27 temos uma possibilidade
notdria

T
Z -9
5 T

SIS
NN

Como ndo pode haver triangulo nessa tesselacdo esse € o tinico caso vidvel.

P I T o
2727275

Podemos concluir que nas tesselacdes com quatro poligonos ao redor de um vértice com k,[,m,n

lados, sendo k = 4, existe uma tnica tesselagdo de padrio (4,4,4,4) que é do tipo regular.
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3. Cinco poligonos em torno de um vértice representado pelo padrao (k, [, m, n, p)
Nossa investigacdo comegard pela possibilidade (ou impossibilidade) de eles existirem sem
nenhum tridngulo sequer.

a) Ladrilhamentos que fazem uso de tridngulos;

N j'_:' \_\.\ /
“‘\H\ / 3 N e
o ,
m R — m
TA B |
e .'I p \ \
_n || \

™~
III II
| 1

IFigura 24 — Analisando os vértices da teéselagﬁo (3,,m,n,l)

Analisando os dois casos da Figura 24 vemos que os vértices A e B sdo equivalentes, para manter
0 mesmo padrdo no vértice C devemos ter [ = p.

O padrio dessa tesselagdo é (3,1,m,n,l). Dessa forma se houver somente um tridngulo os outros
poligonos devem no minimo quatro lados e a soma dos angulos ao redor de um vértice é dada por
LY

3 2 2 5
Logo essa tesselacdo deve ter trés tridngulos gerando assim as possibilidades (3,3,m,n,3) ou
(3,1,3,3,1)
e Se no padrio (3,3,m,n,3) temos m # n, & e 3 as medidas do angulo interno dos poligono de
m lados e n lados, respectivamente, temos que a somas dos angulos ao redor de um vértice da

tesselacdo é

T T T
— 4=

ytyfgtatp=2m

Logo,
o+ B =180°

Temos uma solugio vidvel para o # ﬁ’% e 27”, entao

m=3en==6
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AN

(3,3,3,6,3)
Figura 25 — Tesselagdo de padrio (3,3,m,n,3) quando m = n.
Se no padrio (3,3,m,n,3) temos m = n, o e B as medidas do dngulo interno dos poligono de
m lados e n lados, respectivamente, temos que a somas dos angulos ao redor de um vértice da
tesselacdo é
T T T
—+-+-+4+a =2r
3 + 3 + 3 +o+p
Logo,
o+pB=nm

m=n—oa=2_

Temos uma solugdo @ = f8 = %, entao

3
Il
S
Il
n

(3,3,4,4,3)
Figura 26 — Tesselagéo de padréo (3,3,m,n,3) quando m = n.

e Se no padrio (3,7,3,3,1) temos & a medida do angulo interno dos poligono de / lados, temos

que a somas dos angulos ao redor de um vértice da tesselagdo é

i i iata=2
3 3 3 N
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Logo,

a_?‘[
2

A tesselagdo de padrdo (3,7,3,3,1) tem solug@o tnica

(3,4,3,3,4)
Figura 27 — Tesselagdo de padrio (3,/,3,3,1)

b) ladrilhamentos que ndo fazem uso de tridngulos.
N3ao tendo tridngulos nessa tesselacdo o poligono de menor angulo € o quadrado, a soma dos
angulos desses quadrados ao redor de um vértice é

7t+7t+7r+7r+7r>2n_
22 2 2 2

Logo ndo h4 possibilidade de ter cinco poligonos ao redor de um vértice sem que haja triangulos.

4. Seis poligonos em torno de um vértice representado pelo padrao (k, [, m, n, o, p)

Esse € o caso do mdximo de poligonos ao redor de um vértice da tesselagdo ja& mencionado no

inicio (6,6,6,6,6,6).
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3 TESSELACOES EUCLIDIANAS

Tesselacao € um conceito matemdtico com ampla aplicacao em diversos setores.
Nesse capitulo ressaltaremos algumas dessas aplicacdes dentro da diversidade de flora e fauna,
na presenca forte e marcante nas obras de arte e na prépria mateméatica com o problema de

empacotamento de esferas.

3.1 Tesselacoes na natureza

A matematica é uma ciéncia que busca a compreensdo das leis que regem a natureza,
e a simetria é uma das caracteristicas analisadas que mais chama atencdo do homem, pela
harmonia e beleza. A simetria ou assimetria das tesselagdes sd3o comuns em plantas como na
casca do abacaxi e das pinhas, e em animais recobertos por uma pele toda segmentada com
pecas que se encaixam harmonicamente umas nas outras como podemos perceber nas escamas
do peixe, no casco do jabuti e do tatu, na pele do jacaré e da girafa e nas colmeias de algumas

abelhas.

Enfatizaremos aqui o caso do formato dos alvéolos nas colmeias das abelhas que
possibilita uma maior capacidade de armazenamento por quantidade de cera utilizada. Veremos
o porque do formato dos alvéolos serem hexagonais.

Comecaremos pelas possibilidades de tesselar uma superficie por poligonos congru-
entes. Em capitulos anteriores ja mencionamos que as trés unicas formas regulares possiveis de
serem utilizadas na tesselagdo de uma superficie euclidiana sdo tridngulo equilatero, quadrado
e hexdgono regular. Considere entdo os trés prisma triangular regular, quadrangular regular e
hexagonal regular, com bases de mesmo perimetro p e mesma altura #.

Analisaremos entdo a razio entre a capacidade de armazenamento e a drea total de
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cada um dos trés prismas possiveis de formar uma colmeia. Como os prismas tem a mesma

altura h e mesmo perimetro na base p, a areas laterais de todos serdo equivalentes e dada por
AL = ph.
Para calcularmos as dreas das bases iniciaremos pela base cuja forma € um tridngulo
equilétero de perimetro p, entdo, cada lado [ = g. A area Ap; desse triangulo € dada por

(5)°V3

Apt ="

p*V3
36

Apl =

Encontraremos agora a drea Ag, da base em forma de quadrado de perimetro p e

cadalado [ = 2—7

2
(2
2
Ap = f—6.

Por ultimo encontraremos a drea Ap3 da base em forma de hexdgono regular que tem

perimetro p e cada lado / = .

2)2./3
A33=6—<6>4 :
2
P*V3
Apy = .
B3 g

Calculemos agora a capacidade de armazenamento de cada prisma citado. Para isso
considere desprezivel a espessura das paredes dos alvéolos.

A capacidade V de qualquer prisma reto é dada pelo produto da drea da base pela
sua altura, ou seja,

V = Agh.

Utilizando a relag@o acima, temos que a capacidade V| do prisma triangular regular

¢ dada por
P73

Vi =
1 36 ’
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do prisma quadrangular regular temos que a capacidade V, é dada por

2
ph
V:—
2716

e a capacidade V3 do prisma hexagonal regular é dada por

pzh\/§
Vi = )
24

Como os alvéolos tem uma das extremidades abertas, a drea total A7 de cada prisma,

sem tampa, € dada pela soma da area da base Ap com a drea lateral Az, ou seja,
Ar =Ap+AjL.

A éarea total A7 do prisma triangular regular serd entdao

V3 o1
AT1:P2h<3ﬁ+; 5

enquanto a area total A7, do prisma quadrangular regular é dada por

1 1
Ao :ch (1_6h+5> )

e a area total A7z do prisma hexagonal regular é dada por

V3 o1
AT3:p2h<m+E .

Fazendo agora a razdo R entre a capacidade V e a area total Ar de cada prisma para
assim analisar qual das trés apresenta maior capacidade por unidade de area (cera utilizada)

Vv

R=—,
Ar

temos que a razdo R para o prisma triangular regular € dada por

ph\/3

' Bp+36h

A razdo R, para o prisma quadrangular regular € dada por

ph

Ry=———,
p+16h
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multiplicando tudo por V/3 temos
)
2 VBp+16v3h
e arazdo Rz para o prisma hexagonal regular é dada por
_ V3
V3p+24h

Comparando as trés razdes encontradas temos que

R3

R; >Ry >R,

Portanto o prisma hexagonal regular apresenta maior capacidade de armazenamento

por unidade de area, sendo assim a possibilidade mais econdmica na construcao dos alvéolos.

3.2 A presenca das tesselacoes na arte

Associando Tesselacdes a arte o termo mais comum € o mosaico que para Imenes,
consiste no recobrimento de superficies com ladrilhos, pedras, tacos de madeira ou outros
revestimentos. Essa arte € uma técnica antiga presente nas civilizagdes assiria, babilonia, persa,
egipcia, grega, chinesa e outras, empregados em padrdes presentes em pisos, tetos e painéis
de parede atestando a relacdo entre padrdes e arte da decoracao. [8] Utilizada ainda hoje com
finalidade decorativa essa técnica € encontrada em pisos, paredes, quadros, tapetes, tampos de

mesa, entre outros. Algumas dessas decoragdes podem ser observados na figura 29.

Figura 29 — Decorag¢des com mosaicos.

Veremos nessa secdo trés artistas que se destacam na arte de criar mosaicos, Maurits
Cornelis Escher que explorou em algumas de suas obras Tesselagdes com figuras curiosas

curiosamente matemdticas e Roger Penrose que conseguiu encontrar Tesselacdes ndo periodicas.



38

Maurits Cornelis Escher (1898-1972) foi um artista grafico holandés que ganhou o
mundo com suas litogravuras que impressionam pela sofisticacdo e geometria empregados. Em
seus desenhos, conseguia representar com maestria o plano bidimensional no papel utilizando
efeitos como ilusdo de 6tica, modificava os tracos nos desenhos, mas sem alterar o poligono
original.

A obra de Escher ¢ um exemplo concreto de como as imagens podem facilitar
a compreensdo de assuntos aparentemente complexos. Através das suas pavimentacoes, ele
consegue exemplificar as transformacgdes do plano: translacdes, rotagdes e reflexdes, tornando-as

mais simples aos nossos olhos [9].

Roger Penrose € fisico e matemdtico inglé€s reconhecido mundialmente pelos traba-
lhos desenvolvidos nessas duas dreas, em particular pelas suas contribui¢des para a relatividade,
a cosmologia e nas pavimentagdes aperiddicas.

Admirador das obras de Escher, Penrose dedicou-se ao estudo das pavimentagdes,
investigando a existéncia, ou ndo, de ladrilhos que pavimentassem o plano, sem gerar repeticao
de padrao. Ap6s anos de investigacdes Penrose chegou a trés conjuntos de protoladrilhos com
seis, dois e dois ladrilhos respectivamente.

Conjunto de dois protoladrilhos de Penrose
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Penrose chegou a dois conjuntos de protoladrilhos o primeiro com dois quadrilateros,
um concavo e outro convexo, que mais tarde John Conway lhes atribuiu o nome de dart (seta) e
kite (papagaio), respectivamente. Essas duas figuras podem ser obtidas a partir de um losango

cujos agulos internos medem 36° e 72°.

P P "
Q
Q Q
Q P

dart kite

Figura 31 — Conjunto com dois protoladrilhos.

Esses quadrilateros podem ser construidos a partir do pentdgono regular. [10]

Figura 32 — Dart e kite construidos a partir de um pentdgono regular.

Existem intimeras possibilidades de se obter pavimentac¢des periddicas utilizando
os ladrilhos dart e kite, para que a pavimentacao seja aperiddica € necessario unir vértices com
a mesma letra. Na figura 33 podemos visualizar uma das pavimentacdo mais importantes e

conhecida de Penrose.

TN
4»"4»4%‘3;"

Figura 33 — Pavimentagdo com dois protoladrilhos (dart e kite).

O segundo conjunto é formado por dois losangos designados por rombos aperiddicos,
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ou seja, figuras com lados de mesma medida, porém com angulos internos diferentes, um tem
angulos medindo 72° e 108° e o outro 36° e 144°. (veja figura 34).
{108¢ 720/
’ / e 3

! I:ﬁﬁ“ "‘::f//
{720 108°/

|
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Figura 34 — Rombos aperiddicos das tesselagdes de Penrose.

Assim como o primeiro conjunto de protoladrilhos os rombos aperiddicos também

podem ser construidos a partir do pentdgono regular, veja na figura 35.

36
f
s g

F 0
36° 38°

Figura 35 — Construcdo dos rombos aperiddicos a partir do pentdgono regular.

Visualizamos na figura 34 uma pavimenta¢do construida pelos rombos aperiddicos

de Penrose.

Figura 36 — Pavimenta¢ao com dois protoladrilhos (rombos aperiddicos).
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Conjunto de seis protoladrilhos de Penrose

Figura 37 — Conjunto com seis protoladrilhos.

Figura 38 — Pavimenta¢@o com seis protoladrilhos.

3.3 Aplicacao na matematica

Uma aplicagdo de tesselacOes dentro da propria matemdtica € um problema cléssico
de empacotamento esférico, que consiste em encontrar uma disposicao de esferas idénticas no
espaco de modo que o espaco vazio entre elas seja o minimo possivel e a intersecdo entre duas
esferas quaisquer seja no maximo um ponto.

Representando esse empacotamento no R? pelos centros das esferas e seus raios
temos duas disposi¢des possiveis, na primeira os circulos de raio r estdo inscritos em quadrados
de lado / e, na segunda, circulos de raio r inscritos em hexdgonos regulares de lado /, veja figura

39.
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Figura 39 — Empacotamento de circulos no plano.

Para analisarmos qual dessas opcdes representa o empacotamento ideal utilizamos o
célculo da densidade do empacotamento que indica que percentual do espaco € ocupado pelo
circulo. Essa densidade € dada pela divisdo da drea do circulo pela drea da figura circunscrita.

No caso do circulo de raio r inscrito em um quadrado de lado /, temos [ = 2r.

\__/

Figura 40 — Circulo de raio r inscrito no quadrado de lado /

A érea do circulo A¢ € dada por
Ac =Tmr 2
A drea do quadrado Ay € dada por

Ag =1



43

Como [/ = 2r, obtemos

Ag = 4r?

A densidade desse empacotamento serd entao

d—AQ

Substituindo os valores de Ac = 77 e Apg = 4r? na relagdo acima temos
T
d=—
4
d~ 0,785
O que nos permite dizer que o circulo ocupa cerca de 78% da area do quadrado,
deixando ainda 22% de érea livre.
No caso do circulo de raio r inscrito em um hexdgono de lado /, para obtermos a

relacdo entre o raio r do circulo e o lado / do hexdgono, utilizamos o teorema de Pitdgoras no

triangulo em destaque na figura 41
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A drea do hexdgono Ay € dada por

6123

Ay 1
Como
4
222
37’
Temos
Ay = 2V/3r?

A densidade desse empacotamento serd entao

d—AH

Substituindo os valores de Ac = wr? e Ay = 2v/3r2 na relacio acima temos

T
d=——
(2v/3)
d ~ 0,9069

O que nos permite dizer que o circulo ocupa cerca de 90% da area do hexdgono,
deixando apenas 10% da drea do quadrado livre. Essa densidade € maior que a primeira, logo,
concluimos que o segundo empacotamento € mais denso que o primeiro.

No caso de empacotamento de esferas no R> considere uma grande regido vazia, tal
como um galpdo retangular, e analise quantas esferas podem ser empacotadas nessa regido. Se
ao invés de esferas tentarmos empacotar blocos cibicos de construcao infantil, a resposta seria
facil. Poderiamos preencher completamente o espago e entdo o nimero de blocos empacotados
seria aproximadamente igual ao volume do galpdo dividido pelo volume de um dos blocos. Mas
esferas ndo se encaixam juntas tanto quanto cubos, e existe sempre algum espaco desperdicado
entre elas. Nao importa como as esferas sejam arranjadas, em torno de % do espacgo nao serd
usado [11].

Um arranjo comum € mostrado na figura 42, no qual os centros das esferas formam o
reticulado cibico de face centrada (de centro na face). Nesse empacotamento as esferas ocupam
\/Lﬁ =0,7405... do espaco total. Portanto, dizemos que o empacotamento reticulado ctbico de

face-centrada tem densidade 0,7405....
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(a) ()

Figura 42 — (a) Empacotamento de esferas associado ao reticulado cubico de face centrada e (b)
uma pilha de esferas retiradas do empacotamento (a)

Gauss, em 1831, mostrou que o reticulado ctibico face-centrada é o empacotamento
reticulado mais denso em trés dimensdes. Mais tarde em 1998, Thomas Callister provou a
conjectura de Kepler!, afirmando que a maneira mais eficiente de empacotar esferas no espago
euclidiano € no formato do reticulado cubico face-centrada (figura 42(a)). Ou seja, a densidade
maxima de um empacotamento de esferas em 3 dimensdes € 0,7405...

Este problema de densidade do empacotamento esférico fazia parte da lista de
problemas abertos de Hilbert, em 1900, e tem conexao com outros problemas de outros ramos da
matematica, como por exemplo, a geometria hiperbdlica.

Existem aplicagdes diretas de empacotamento reticulado em teoria dos nimeros, por
exemplo, solucdes de equacdes diofantinas, e em geometria dos nimeros. Outra importante
aplicagdo estd ligada as comunicagdes digitais, com questdes tipicas de disign de comunicag¢do
para radio mével. Em duas dimensdes, circulos em um empacotamento bidimensional podem
representar fibras 6ticas, e em trés dimensdes existem muitas aplicacdes em quimica, fisica e

biologia.

I A conjectura de Kepler” afirma que a maior densidade que pode ser alcancada por qualquer arranjo de esferas,

regular ou irregular € no reticulado cubo de face-centrada.
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4 Uma ferramenta no ensino de geometria plana

Nesse capitulo abordaremos o que os curriculos oficiais orientam sobre interdiscipli-
naridade e contextualizacdo no ensino da matemadtica, bem como sugestdes didaticas com usos
de tesselacdes como motivagdo para uma aprendizagem significativa de geometria plana para o
ensino fundamental e médio. O avango tecnoldgico e a crescente quantidade de informagdes que
surgem a todo instante vem promovendo mudancas relativas na educagdo. O fazer pedagdgico
requer, hoje, mais que um acumulo de informacdes, memorizagdes e resolugdo dos exercicios
de fixacdo, faz-se necessario uma ressignificacao dos contetidos através da contextualizacdo e
mostrar que os conhecimentos ndo sao dissociados por meio da interdisciplinaridade. Para os
PCNss esses critérios de contextualizagdo e interdisciplinaridade consistem no

... potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos matematicos
e entre diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda, a relevancia
cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicacdes dentro ou fora da
Matematica, como a sua importancia histérica no desenvolvimento da prépria
ciéncia. [12]

Com esse novo olhar para educacgdo é que o ensino de Geometria precisa se adequar
de modo que desperte o interesse do aluno para que através dessa ci€ncia ele possa compreender
e interagir no meio em que esté inserido. De acordo com as orientagdes dos PCNs o ensino de
geometria no ensino fundamental deve propiciar uma reflexdo inicial através de experimentagdes
e dedugdes informais acerca de suas propriedades, enquanto que no ensino médio deve haver um
aprofundamento dessas ideias de modo que o educando reconheca e utilize em situa¢des diversas
os postulados e teoremas ali trabalhados. [13] Moldes para constru¢do do kit de poligonos
regulares Nesse sentido, o papel do professor surge como uma peca importante no processo
de ensino-aprendizagem, buscando novas estratégias de ensino que estimulem o pensamento
matemadtico dos alunos de maneira atrativa e dindmica. Relacionando teoria e pratica, trabalhando
com materiais concretos, recorrendo a fatos histdricos para que os educandos sintam-se atraidos
e estimulados a se apropriarem dos conhecimentos matemaéticos.

Partindo desse principio € que propomos uma sequéncia de atividades que buscam
trabalhar conceitos abstratos da Geometria Plana através de materiais concretos. Assim a
proposta estd organizada em trés atividades didéticas: tesselacdo do plano por um tipo de
poligono regular, tesselagdo do plano por dois ou mais tipos de poligonos regulares e Estudo dos

padrdes geométricos por meio de algumas obras de Escher.
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As trés atividades podem ser aplicadas para o ensino fundamental e médio, o que vai
diferenciar € o tipo de abordagem dada pelo professor. No ensino fundamental as atividades ficam
mais no campo do experimento e das dedugdes informais acercas das propriedades envolvidas,

j4 no ensino médio apds os experimentos devem vir as deducdes e as demonstracdes formais.

4.1 Atividade 01 - tesselacdo do plano por um tipo de poligono regular

Nessa atividade serdo abordados conteiidos como poligonos regulares, suas respec-
tivas medidas dos dngulos internos e um estudo sobre as relagdes algébricas que possibilitam
verificar quais poligonos tesselam ou nao um plano. Os materiais necessdrios para a realizacao
dessa atividade sdo: notebook, TV ou data show, moldes para poligonos regulares (tridngulo,
quadrado, pentdgono hexagono, heptdgono, octégono, decigono, dodecdgono), folha de papel
duplex, cartdo ou outros similares (cores variadas), folhas de papel oficio, 1apis, borracha, tesoura
e cola.

Dividiremos esta atividade em duas etapas, a primeira se da pela confeccdo do kit de
poligonos regulares e a segunda consiste num experimento de planificacdo utilizando apenas um

tipo de poligono.

12 etapa: confeccao do kit de poligonos regulares
A turma serd dividida em grupos de no méximo quatro alunos, em seguida € dis-
tribuido um molde dos poligonos (ver anexo A) para que cada grupo confeccione seu kit de

poligonos regulares a ser utilizado na 2% etapa.

22 etapa: experimento de planificacao utilizando apenas um tipo de poligono

Inicialmente serd feito um trabalho de motivagcdo remetendo-se aos primeiros mosai-
cos construidos pelo homem, bem como os encontrados na natureza através de uma exposi¢cao
em slides. Logo apds, uma explanacdo sobre poligonos convexos regulares e a medida de seus
respectivos angulos internos, quando serd entdo construida uma tabela com o nome dos poligonos,
nimero de lados e a medida de seus angulos internos.

Os alunos, neste ponto, serdao orientados a cobrir toda a folha de papel oficio com
colagem dos poligonos de modo que ndo haja espagos vazios e nem sobreposi¢do entre eles, e
que a interse¢do entre dois poligonos seja sempre uma aresta ou um vértice. Quando os grupos
concluirem esse processo receberdo uma ficha com perguntas inerentes ao experimento realizado.

Ao final dessa atividade espera-se que os alunos:
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e Compreendam os conceitos como poligonos regulares convexos € a medida de seus
respectivos angulos internos;
e Reconhegam a relacio entre o nimero de lados de um poligono regular com a medida de
seu angulo interno;
e Compreendam o processo de tesselacdao do plano euclidiano por um tnico tipo de poligono
regular;
e Estabeleca uma relagdo algébrica que verifique as possibilidades de poligonos regulares
tesselarem ou nao o plano.
Ficha - Atividade 01
1. E possivel cobrir toda a folha de papel com qualquer dos poligonos disponiveis?
Com quais poligonos do kit foi possivel cobrir a folha de papel?

Qual o valor dos angulos internos desses poligonos?

S

Observe se hd relacao entre o niimero de lados dos poligonos regulares com a medida de

seus angulos internos e a descreva.

5. Quantos poligonos estdo organizados em torno de um vértice?

6. Identifique a soma dos angulos em torno de cada vértice.

7. Existe alguma relacdo entre a quantidade de poligonos e a soma dos angulos em torno de
cada vértice?

8. Com base em sua resposta anterior justifique porque alguns poligonos nao cobrem o plano
de forma regular.

9. Sera que existe uma forma algébrica de verificar se um determinado poligono reveste o

plano, de acordo com as regras estabelecidas? Justifique.

4.2 Atividade 02 - tesselacao do plano por dois ou mais tipos de poligonos regulares

Nessa atividade abordaremos conteidos como poligonos regulares, suas respecti-
vas medidas dos angulos internos e as relagdes algébricas que possibilitam verificar tipos de
tesselacdo por associagOes de poligonos regulares. Os materiais utilizados serdo os mesmos da
atividade 01.

Semelhante a segunda etapa da atividade 01 os alunos serdo orientados a cobrir toda
a folha de papel oficio com colagem utilizando dois ou mais poligonos de modo que ndo haja

espagos vazios e nem sobreposi¢do entre eles, € que a intersecdo entre dois poligonos seja sempre

uma aresta ou um vértice. Quando os grupos concluirem esse processo responderao perguntas
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inerentes ao experimento realizado.

Com a realizacdo dessa atividade espera-se que os alunos:
Utilizem as observagdes da atividade anterior para identificar quais poligonos associados
tesselam o plano.
Percebam que algumas dessas tesselagcdes possuem o mesmo tipo de né enquanto que em
outras aparecem tipos de nds diferentes.
Reconhecam os tipos de tesselacdes por dois ou mais poligonos como semirregulares,
demirregulares e irregulares.
Estabelecam relacdes algébricas que verifiquem as possibilidades de tesselacdo semirregu-

lares.

Ficha - Atividade 02

1.

2.

3.

4.

5.

6.

E possivel cobrir a folha utilizando trés poligonos ao redor de um tinico n6? Se possivel
qual foi a combinag¢do encontrada?

E possivel cobrir a folha utilizando quatro poligonos ao redor de um tinico né? Se possivel
qual foi a combinac¢do encontrada?

& possivel cobrir a folha utilizando cinco poligonos ao redor de um tinico n6? Se possive
Ep 1 cob folha utilizand polig dor d ?Sep 1
qual foi a combinag¢do encontrada?

ossivel cobrir a folha utilizando seis poligonos ao redor de um tnico né? Se possive

Ep 1 cob folha utilizand polig dor d ?Sep 1
qual foi a combinag¢do encontrada?

E possivel cobrir a folha utilizando mais que seis poligonos ao redor de um dnico n6?
Justifique.

Em algum momento foi encontrado uma quantidade diferente de poligonos ao redor dos

nds em uma mesma pavimentacao?

4.3 Atividade 03 - estudo dos padroes geométricos por meio de algumas obras de Escher

Nessa atividade serdo abordados contetidos como poligonos regulares, congruéncia

de figuras por rotacdo, translacdo e reflexdo. Os materiais necessdrios para a realizagdo dessa

atividade sdo: notebook, TV ou data show, papel cartdo/duplex, moldes de tridngulo regular,

quadrado e hexagono regular, l4pis, tesoura e cola.

A atividade inicia com a exibicdo de um documentério sobre as obras de Escher e sua

relacdo com a matematica, intitulado “Escher e a geometria”, logo em seguida sdo exploradas as
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relacdo com a matematica, intitulado “Escher e a geometria”, logo em seguida sdo exploradas as
Na tesselacao da figura 43 percebemos a presenga da simetria de reflexdo. Note que
tendo como eixo de simetria a reta em vermelho, os peixes amarelos acima da reta sao refletidos

logo abaixo.

Figura43 — Tesselacao por reflexdo.

A simetria de rotacao na figura 44 € obtida girando cada peixe ao redor do ponto C, centro de

rotacdo, percorrendo um determinado angulo.

1

Figura 44 — Tegselagﬁo por rotagdo.

Na simetria de translacdo na figura 45 o médulo desliza segundo o sentido e dire¢do dos vetores,

mantendo sua forma e tamanho inalterado.



51

Finalizada a exposicdo de Escher, os alunos serdo divididos em grupos com quatro
pessoas onde receberdao os moldes das figuras regulares (triangulo, quadrado e hexdgono) para
construirem suas préprias tesselacdes utilizando as transformacdes geométricas estudadas.
Tesselacao por rotacao

Utilizando um quadrado ser4 feito um corte em um dos lados a critério do grupo e
utilizando movimentos translagdo colar no lado oposto, como na figura 46. Faca quantos cortes
achar necessdrio até que chegue ao molde desejado.

Obs.: Para construir um molde a partir do quadrado ou hexdgono regular o corte € sempre feito
em um dos lados e colado por rotagdo no lado vizinho até que todos tenham sido cortados e/ou

colados.

q

N
o
[«

¢

7 8
Figura 46 — Cortes para construir o molde para tesselagdo por rotagao.

Reproduza o molde em cores diferentes, se desejar, e cole encaixando as figuras para que nao se

sobreponham e nem sobrem espagos entre elas, cobrindo toda a folha.
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7

Figura 47 — Montagem da tesselac@o por rotacao

Tesselacao por translacao
Utilizando um quadrado serd feito um corte em um dos lados a critério do grupo e
utilizando movimentos translac@o colar no lado oposto, como na figura 48. Faca quantos cortes

achar necessdrio até que chegue ao molde desejado.

Figura 48 — Cortes para tesselacdo por translacao

Reproduza o molde em cores diferentes, se desejar, e cole encaixando as figuras para

que ndo se sobreponham e nem sobrem espagos entre elas, cobrindo toda a folha.
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Figura 49 — Montagem da tesselagdo por translacdo.

Tesselacao por reflexao

Utilizando um quadrado trace um eixo de simetria por uma das diagonais. Serd feito
um corte em um de seus lados, a critério do grupo e utilizando um movimento de rotacdo colar
no lado vizinho, do mesmo lado do eixo. Repetir o mesmo procedimento no outro lado do eixo,

como na figura 50. Faga quantos cortes achar necessario até que chegue ao molde desejado.

4 5
Figura 50 — Cortes para tesselagdo por reflexao.

Reproduza o molde em cores diferentes, se desejar, e cole encaixando as figuras para

que ndo se sobreponham e nem sobrem espacos entre elas, cobrindo toda a folha.
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7 e 8

Figura 51 — Montagem da tesselag@o por reflexao

Concluindo todas as tesselagdes os grupos expdem e socializam suas obras de arte
mostrando as transformacdes utilizadas em cada uma.
Ao término dessa atividade espera-se que os alunos
e Percebam que embora modificado o poligono a drea permanece a mesma.
e Compreendam os conceitos das transformagdes geométricas.

e Reconhegam a intima relacdo entre arte e matematica.
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5 CONCLUSAO

A exploracdo de conceitos geométricos através das tesselacdes do plano constitui um
importante recurso didatico no ensino-aprendizagem de Geometria. A manipulacdo de materiais
concretos nas atividades propostas desenvolve habilidades e conceitos abstratos de forma lddica,
despertando o interesse do aluno pela disciplina e estimulando o pensamento matemaético.

A contextualizagdo e a interdisciplinaridade presentes nas atividades e nas aplicacdes
das tesselacdes propostas nesse trabalho promovem um novo olhar aos contetidos matematicos.
Este contexto possibilita aos estudantes a percepcao da relacao dos contetidos estudados com
diversas situacOes na natureza, na arte, na arquitetura, tecnologia da informacao, entre outros.

As atividades ainda ndo foram aplicadas em sala de aula, mas esperamos que possam
ser eficientes ja que fogem aos padrdes de aulas expositivas e de resolucao mecanica de exercicios.
Em face a todas essas caracteristicas esperamos que este trabalho contribua significativamente

para a melhoria da qualidade do ensino de Matemitica.
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ANEXO A - MOLDES PARA CONSTRUCAO DO KIT DE POLIGONOS
REGULARES

/\

Figura 52 — Moldes para construcao do kit de poligonos regulares
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