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RESUMO

A musica € sem duvida uma das principais formas de manifestacdo cultural, de
géneros e gostos diversos a musica ocidental tem em geral uma mesma base musical
e esta base tem seu cerne em conceitos mateméaticos simples. Esse trabalho objetiva
trazer esses conceitos matematicos ao conhecimento de alunos do ensino médio e
fundamental através da histéria da musica. Propde-se uma revisao bibliogréafica da
importancia e das contribuicdes de Pitagoras na construcao da escala Diatbnica e da
influéncia que os estudos pitagoricos exerceram na escala Temperada, que €
atualmente utilizada. O estudo apresenta-se norteado por documentos oficiais como
PCN e PCNEM (Parametros Curriculares Nacionais e Parametros Curricular
Nacionais do Ensino Médio) e diretrizes curriculares a respeito do estudo da
matematica, aliando conteidos matematicos a conceitos do cotidiano, nesse caso a
conceitos musicais. Nesse trabalho, séo tratadas atividades que podem ser
reproduzidas por professores de matematica sem que 0 mesmo necessite de
conhecimentos avangados sobre musica, tais como o estudo de fragdes na construcao
de um monocordio e com auxilio do programa Geogebra é explorado conceitos de
sons descritos através de fungdes exponenciais e trigopnométricas.

Palavras-chave: Ensino de matematica, Musica, Geogebra, Monocérdio.



ABSTRACT

Music is without any doubt one of the main ways to express culture, gender and
personal tastes. Western music in general has the same musical basis which has its
core in simple mathematical concepts. This study aims to bring mathematical concepts
to high and elementary school students through the history of music. This essay
proposes a literature review about the importance and the contributions of Pitagoras
in the construction of Diatonic Scale and the influence that pitagorian studies exert in
the Equal Tempered Scale, used nowadays. This paper is based in official documents
such as PCN and PCNEM (National Curricular Parameters and National Curricular
Parameters of High School) and curricular guidelines about the study of Mathematics
allying mathematical subjects to daily life concepts, in this case, musical concepts.
Activities that can be reproduced by Mathematics teachers even when the teacher
does not have advanced musical knowledge are studied in this paper, for example,
studying fractions aiming to build a monochord with the program Geogebra exploring
sound concepts described by exponential and trigopnometric functions.

Keywords: Teaching mathematics, Music, Geogebra, Monochord.
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1 INTRODUCAO

Trabalhar com ensino da matematica € sempre uma tarefa desafiadora, ja
gue sujeita o professor a uma dualidade pedagdgica. Se por um lado, objetiva-se que
o aluno compreenda e assimile os conteudos técnicos, de outro lado, tal conhecimento
deve criar ferramentas que possam ter utilidade pratica, a fim de que possa ser usado
além dos bancos escolares.

O pouco tempo disponivel, os sistemas de avaliacdo vigentes, a pressao
para ingresso nas universidades através de vestibulares e a falta de recursos, em
sentido amplo, tornam o ensino da matematica extremamente técnico e formal. Aos
olhos dos estudantes, a disciplina parece enfadonha e desinteressante,
aparentemente sem funcéo préatica.

Outrossim, para um aluno gque se identifica mais com as areas humanas ou
biolégicas, por exemplo, estudar funcdes trigonométricas pode parecer bastante
tedioso, ja que nao Ihe foi demonstrado como areas distintas podem estar integradas
e relacionadas.

Por conta disso, o presente trabalho visa expor uma correspondéncia entre
a matematica e as ciéncias musicais, mostrando que por trds dos sons extraidos de
um violdo, uma flauta ou uma bateria, existem inUmeros conhecimentos mateméaticos
implicitos, por vezes, inexplorados pelos alunos.

Buscou-se demonstrar uma estratégia pedagdgica para demonstrar a
estreita relacdo existente entre a matematica e as areas humanas, evidenciando,
neste passo, que ao escutar uma bela cancdo esta-se, na verdade, trabalhando de
forma implicita com a beleza da matemaética.

Procurou-se, assim, resgatar a importancia sociocultural da musica para a
histéria da humanidade. Nao por outro motivo, ha mais de 2500 anos os pitagoricos
acreditavam que, para educar bem uma pessoa, esta deveria ser disciplinada
musicalmente.

Muitos dos conceitos que atravessaram séculos e sdo utilizados até hoje
na area musical tem base sobre os pitagoricos. Apesar de ser mais conhecido pelo
seu famoso teorema, Pitdgoras e seus discipulos tentaram, através de fracbes

simples, resolver problemas de concordancia entre notas musicais.
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Com este propdsito, sdo apresentadas praticas que relacionem notas
musicais, proporgdes, funcbes exponenciais e fungdes trigonométricas, sem que

exijam um conhecimento aprofundado em conceitos musicais.

1.10BJETIVOS E JUSTIFICATIVA

Esse trabalho busca atender uma das competéncias em Matematica
apontadas no PCN (Parametros Curriculares Nacionais) e PCNEM (Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio) que é a contextualizacdo das ciéncias
num ambito sociocultural, afim de que exista uma andlise critica e a transformacao no
pensamento cientifico.

Esse trabalho tem por objetivos:

— Compreender a relacdo histérica entre conceitos de proporc¢des e notas
musicais;

— Observar os conceitos matematicos e cientificos empregados por
Pithdgoras e os pitagéricos na construgdo do primeiro instrumento musical inventado
na histéria da humanidade com conceitos puramente matematicos;

— Interpretar funcdes exponenciais através da escala temperada,;

— Interpretar e conceituar transformacfes de funcdes trigopnométricas
através de conceitos sonoros e com uso de escala musical;

— Compreender de forma simplificada conceitos e aspectos fisicos dos
sons.

Pretende-se mostrar que mesmo uma area do conhecimento que parece
tdo distante da matematica tem seu cerne em conceitos simples de proporcdes. A
compreensao de que a musica, além de seus aspectos sociais e culturais, também
tem seu aspecto matematico é de certa forma um estimulo para o ensino de

matematica e o despertar do interesse dos alunos por esta area.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho foi conduzido previamente pelo levantamento histérico da

relacdo de musica e matematica no Capitulo 2. A historia da musica nem sempre foi
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associada de forma direta a matematica, mas ao longo das descobertas musicais foi
se descobrindo uma relacdo entre as proporcdes e 0s sons mais harmoniosos, mas
foi apenas com Pitagoras e seus discipulos que se deu o registo dessa relacéo téo
confinante. Além disso, foi abordado o desenvolvimento da musica ocidental com as
classicas notas musicais (D6, Ré, Mi, Fa, Sol, La, Si).

Ainda no capitulo 2, outros matematicos e musicos que influenciaram na
criacao da escala Temperada séo citados, esta escala utilizada ainda hoje se baseia
nas contribuicdes pitagoricas.

No capitulo 3, uma revisdo bibliogréfica é exposta a fim de conceituar a
fisica do som e compreender, de forma simples, a relagdo de onda com o som. Esses
conceitos sdo importantes para que seja possivel utilizar as nomenclaturas ao se
referir ao som e compreender que as fun¢bBes peridédicas sdo fundamentais na
representacéo de um som harmonico.

No capitulo subsequente, destaca-se uma proposta para construcao de um
monocérdio simples, afim de recriar a experiéncia feita pelos pitagdricos na obtencéo
das consonancias musicais (a oitava, a quarta e a quinta). Ainda explorando essa
construcéo pode-se trabalhar com alguns conceitos de fracoes.

Em seguida, no capitulo 5 uma proposta é apresentada para explorar a
construcdo da funcdo exponencial através da escala temperada, sempre quando se
trabalha com funcdes exponenciais 0os exemplos mais comuns utilizados em sala séo
as tabelas de juros compostos. O foco deste capitulo é dar outra possibilidade de
explorar tal tema.

Para o capitulo 6 é composto pela elaboracdo de uma sugestéo que explora
0 Geogebra como ferramenta base, com o propdsito de mostrar as transformacdes da
funcdo seno e cosseno através das variacfes do som. Nesse capitulo exploram-se as
variagdes de altura, volume do som e das notas musicais da escala temperada.

As considerag0es finais desse trabalho e as sugestdes de trabalhos futuros

sdo apresentadas no sétimo capitulo.
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2 LEVANTAMENTO HISTORICO DA MUSICA

Este capitulo trata do surgimento da musica através de varios periodos,
desde o descobrimento de instrumentos musicais arqueoldgicos, até a concepcao da
escala temperada utilizada na musica contemporanea. Embora a musica seja uma
manifestagéo cultural e que foi desenvolvida por quase todos os povos da antiguidade,
€ possivel notar a influéncia dos registros dos pitagoricos na construcdo de uma
escala musical, utilizando propor¢des simples e 0 monocordio. Observa-se a tentativa
de construcdes de novas escalas musicais, mas que nitidamente também foram
influenciadas pelo legado dos pitagoricos. Ainda nesse capitulo, explica-se a
construcéo, pela Optica mateméatica, de duas escalas musicais: a diatbnica e a

temperada.

2.1SURGIMENTO DA MUSICA

Durante uma expedicdo em uma caverna, localizada no sudoeste da
Alemanha, cientistas se depararam com alguns dos mais antigos instrumentos
musicais ja encontrados: tratava-se de diversas flautas, feitas com ossos de aves e

marfins de mamutes, que teriam aproximadamente de 42 mil a 43 mil anos.

Figura 1 - Flautas confeccionadas com marfins de mamutes.

Fonte - BBC.
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Ja em 1995, em meio a um antigo acampamento Neandertal localizado em
uma caverna na Eslovénia, encontrou-se uma flauta, feita a partir de um fragmento do
0sso do fémur de um urso, apresentada na Figura 1. O instrumento tem entre 43 mil
a 82 mil anos, e espantou 0s musicologistas que o estudaram, ja que o objeto possuia
padrdes nas distancias de seus furos, que podiam bem emitir as notas que compde a
musica ocidental. Sendo assim, questiona-se quando o homem comecou a produzir
musica, e como exatamente se deu esta trajetoria.

E bastante provavel que os primeiros hominideos tenham utilizado o
proprio corpo, através de combinacdes de palmas, passos e tons de voz, criando,
desta forma, codigos de caca ou ritos religiosos, inspirados nos sons da natureza.
Sonidos como canto dos passaros, assobio dos ventos, barulho das cachoeiras, etc.,
podem ter inspirado os hominideos primitivos a produzir suas préprias combinacdes
sonoras principio do que hoje, chamamos de musica.

Neste sentido, Frederico (2002, p.2) nos elucida que:

Os instrumentos musicais dos primitivos, assim como seus utensilios, tiveram
como principio o corpo humano. Da concha da méo ele chegou ao vaso para
beber. Do braco ele chegou ao remo. Depois o homem descobriu que seu
corpo reunia vario utensilios sonoros. Como a garganta e a boca ja produziam
uma melodia, juntou-se o estalar de dedos, palmas, até bracos e pernas
acabaram produzindo uma mdasica corporal ritmica.

Contudo, até o momento ndo ha consenso sobre quando, ou onde, 0s
campos da matemética e da musica se fundiram. Sobre isso, assevera Abdounur
(1999, p.2):

Provavelmente, o inicio das manifestacbes de aspectos interativos dos
campos supracitados perde-se, como dizem os historiadores, na noite dos
tempos, uma vez que quase todos os povos da Antiguidade encontram
manifesta¢gfes destas areas em separado.

Consoante o pensamento de Frederico (2000), os primeiros instrumentos
musicais ndo eram habeis para produzir qualquer tipo de melodia. Com o passar dos
anos, os objetos foram gradativamente sendo modificados, na medida em que os
homens selecionavam as sonoridades que mais lhe agradavam.

O mesmo autor relata, ainda, que as primeiras flautas eram feitas de bambu
com um so furo, e que apos sua confeccéo, eram juntadas em sequéncia para emitir
sons diferentes.

Neste remodelamento dos objetos, os primitivos comecaram a perceber

uma relagéo entre o tamanho da flauta e 0 som emitido. Quanto maiores fossem as
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flautas, mais grave seria 0 som emitido. Neste compasso podem ter surgido as
primeiras relacdes da matematica com a musica, ainda que de forma rudimentar.

As primeiras evidéncias e documentos sobre a unido entre a musica e
matematica apareceram apenas no periodo Classico, por volta do século V a.C, na
Grécia Antiga, com a eclosao da filosofia grega, entendida como “aspiragdo ao
conhecimento racional, l6gico e sistematico da realidade natural e humana.” (CHAUI,
2000)

A partir desse periodo comecam a surgir 0s primeiros documentos
cientificos escritos. Nestes tratados, promovia-se a tentativa de explicar,
racionalmente, os fenbmenos humanos e naturais, observando-se a realidade de
forma dedutiva e matematica.

Segundo Marcondes (2010, p19):

Os diferentes povos da Antiguidade — assirios e babilénicos, chineses e
indianos, egipcios, persas e hebreus -, todos tiveram visdes préprias da
natureza e maneiras diversas de explicar os fendmenos e processos naturais.
SO os gregos, entretanto, fizeram ciéncia, e € na cultura grega que podemos
identificar o principio deste tipo de pensamento que podemos denominar,
nesta sua fase inicial, de filoséfico-cientifico.

O surgimento da filosofia classica influenciou o pensamento moderno como
um todo, e ndo por outra razdo, ainda é utilizado termos gregos para diversas areas
do conhecimento, tais como: teologia, metafisica, geografia, filosofia, mateméatica e
outras. Alids, a palavra ‘musica’ deriva do grego musiké téchne que significa “a arte
das musas”. O termo resulta da mitologia grega, na qual Apolo era o deus das artes
e ele regia o coro formado por Musas: Clio, Polimnia, Urania, Télia, Caliope, Erato,
Melponome, Terpsicore e Euterpe. (ROSCHEL, 2014)

Outrossim, é nesta fase da histéria humana que surge o filésofo e
matematico Pitdgoras, quica o primeiro a trazer contribuicdes cientificas para a

musica.

2.2PITAGORAS

A figura de Pitagoras é envolvida em certo misticismo — alguns
pesquisadores chegam a defender que ele nunca existiu de fato. Como grandes
icones da histdria, o fildsofo ndo deixou documentos escritos, e desta forma, torna-se

tarefa ardua separar lenda de realidade no que a ele se refere.
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Para Boyer (1974 p.34) n&o sobreviveu ao tempo nenhuma obra de
Pitdgoras e nem se sabe se jamais compuseram alguma obra, o que fizeram teria sido
reconstruida com base numa tradicao, simples propagacdo de conhecimentos, ndo
muito digna de confianca.

De acordo com Strathern (1998, p.13) Pitagoras teria nascido por volta de
580 a.C. na llha de Samos (ilha que hoje pertence ao territério Grego localizada ao
leste do Mar Egeu).

Pouco se sabe sobre a sua infancia, mas que aos 16 anos ja espantava
mestres locais com seu conhecimento e questdes acima da compreensao da época,
ele teria entdo sido enviado para estudar em Mileto para aprender com Tales. Tal fato
€ colocado em duvida por Boyer (1974, p.35) “Embora alguns relatos afirmem que
Pitagoras foi discipulo de Tales, isto é improvavel dada a diferenca de meio século
entras suas idades”.

Sabe-se que Pitdgoras viajou pelo Egito e Babilénia, absorvendo
conhecimentos ndo apenas de Mateméatica, mas também de Religido e Astronomia.
Por razdes politicas, mudou-se para Crotona (sul da atual Italia), onde fundou uma
comunidade de estudos filoséficos e metafisicos, conhecida atualmente como ‘Escola
Pitagdrica’. Ali, algumas das primeiras licdes de geometria, astronomia e musica foram
desenvolvidas e estudadas.

Pitagoras faleceu em meados de 500 a.C., em uma cidade préxima a baia
de Tarento. Mesmo muito apds sua morte, seus discipulos Ihe atribuiram autoria por
diversos estudos, em inUmeras areas do conhecimento.

Dentre tais atribuicfes, seu lampejo mais famoso € o teorema que leva seu
nome: “em um tridngulo retdngulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa € igual
a soma dos quadrados dos catetos”. Sabe-se, todavia, que a contribuicdo do
matematico € ainda maior que esta proposicao.

Em seus discursos, Pitagoras fazia analogias matematicas e trazia um
pouco de misticismo, na tentativa de explicar os fenbmenos naturais. Ao filosofo é
atribuida a ideia de que os planetas emitiam sons na sua Orbita, formando uma
espécie de ‘musica cdsmica’, que criava harmonia na medida em que se
movimentavam. (ABDOUNUR, 1999)

Inclusive, a ideia de musica césmica veio influenciar, séculos mais tardes,
o astrbnomo alemao Johannes Kepler (Séc. XVII), que acreditava, tanto quanto os

pitagoricos, que era possivel ouvir a ‘musica das esferas’, ou seja, a melodia que



20

ressoava dos planetas através de suas Orbitas. Registra-se que, até entdo, a teoria
heliocéntrica ainda n&o era aceita. Mais tarde, Kepler teria organizado as orbitas dos
planetas com razbes métricas em relacdo ao sol, apresentando seu trabalho em
termos de escalas musicais. (RODRIGUES, p.13, 1999)

Para os pitagoricos, a musica detinha papel fundamental, até mesmo para
a educacdo, acreditava-se que o0s mais educados musicalmente possuiam
capacidade de vislumbrar com mais clareza o que havia de belo e artistico.

Ademais, também € imputada a Pitagoras a lei das cordas vibrantes — uma
das primeiras leis mecéanicas formuladas matematicamente — bem como a descoberta
das grandezas incomensuraveis. Registra-se, neste ponto, que o0s pitagéricos
admitiam que o conhecimento era um bem comum, e desta sorte, as descobertas
supramencionadas foram atribuidas ao fildsofo mesmo que este ndo tivesse
contribuido diretamente com elas, simplesmente porque foram realizadas em sua
escola. (ABDOUNUR, 1999)

De qualquer forma, no entendimento de Van Doren (2012, p. 50), Pitagoras
ou os pitagédricos valeram-se do pensamento matematico para tentar encontrar uma

conjuncao entre a musica e os numeros. Neste sentido:

Um dia, segundo diz a lenda, sentado com um instrumento musical no colo,
Pitagoras percebeu que as divisbes de uma corda esticada que produzia
harmonias poderiam ser descritas em termos de raz&o simples entre pares
de numeros, a saber, 1 para 2, 2 para 3 e 3 para 4. Hoje em dia,
representamos esta relacdo como 1/2, 2/3 e 3/4. Este fato extraordinario
espantou Pitagoras que adorava musica, pois pareceu-lhe extremamente
bizarro que existisse uma ligagdo entre nimeros, por um lado, e as notas de
uma corda, por outro, que pudesse levar o espectador as lagrimas ou exaltar
Ihe o espirito. (VAN DOREN, 2012, p. 50).

Esse fato € conhecido como o primeiro experimento cientifico, ou ao

menos, o0 primeiro ja registrado em toda a histéria.

2.3PITAGORAS E O MONOCORDIO

De acordo com Rodrigues (1999), existe uma lenda, na qual Pitagoras teria
passado na frente de um ferreiro, percebendo que alguns dos sons |Ihe eram
agradaveis ao ouvido. Notou, com isso, que 0s sons prazerosos eram de martelos que

seguiam uma proporc¢éo de pesos, descrita pelo fildsofo, em seu tratado de musica
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Micrologus. Sobre o conto, Guido d’Arezzo (992-1050) citado por Rodrigues (1999, p.
17) descreve:

Um certo Pitagoras, numa das suas viagens, passou por acaso numa oficina
onde se batia numa bigorna com cinco martelos. Espantado pela agradavel
harmonia (concordiam) que eles produziam, o nosso fildsofo aproximou-se e,
pensando inicialmente que a qualidade do som e da harmonia (modulationis)
estava nas diferentes maos, trocou os martelos. Assim feito, cada martelo
conversava o som que lhe era proprio. ApGs ter retirado um que era
dissonante, pesou os outros e, coisa admiravel, pela graca de Deus, o
primeiro pesava doze, o segundo nove, 0 terceiro oito, 0 quarto seis de ndo
sei que unidade de peso.

Inspirado nesta ideia, Pitdgoras comecou a estudar sons em um
instrumento composto por uma Unica corda, que era estendida entre dois cavaletes

fixos sobre uma prancha de madeira. Possuia também um cavalete mével que era

movido entre a prancha e a corda. O apetrecho ficou conhecido como monocordio. A

Figura 2 - llustragdo de Franchinus Gafurius (Theorica Musicae, 1492), da descoberta de PitAgoras
das proporg¢8es das consonancias.
Fonte: Rodrigues (1999, p. 18)

Com o monocoérdio, Pitdgoras tentou reproduzir as propor¢des observadas.
Em seus experimentos, observou que, ao tocar a corda com seu tamanho original, o
som era reproduzido normalmente. Todavia, ao posicionar o cavalete na metade da
corda, 0 som era 0 mesmo, porém um pouco mais agudo. Dai ele concluiu a primeira
consonancia da tonica e a oitava, respectivamente 1 e 1/2. ABDOUNUR (1999, p.5)
Nesta esteira, declara Abdounur (1999, p.5):

Em seu experimento, Pitagoras observou que pressionando um ponto situado
a 3/4 do comprimento da corda em relacdo a sua extremidade — o que
equivale a reduzi-la a 3/4 de seu tamanho original — e tocando-a a seguir,
ouvia-se uma quarta acima do tom emitido pela corda inteira. Analogamente,
exercida a pressdo a 2/3 do tamanho original da corda, ouvia-se uma quinta
acima e a 1/2 obtinha-se a oitava do som original.
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Essas conclusGes acabaram acarretando na Tetratkys ou a tétrade sagrada,
simbolo que, para os pitagoricos, constituia-se nos quatro primeiros nimeros inteiros
(1,2,3 e 4). Enfatiza-se que os discipulos de Pitagoras veneravam o namero quatro,
considerando-o a origem do universo. N&o por outro motivo, este niUmero teceu as
bases musicais da época.

A tétrade era a quarta sequéncia de numeros triangulares conhecidos pelo
pitagoricos:

1

1+2=3

1+2+3=6

1+2+3+4=10

Despertava-se atencdo o fato de que as proporcdes trabalhadas por
Pithdgoras tem fracdes equivalentes as da lenda dos martelos do ferreiro, contada por

Guido d’Arezzo. Note que:

1/2 = 6/12
3/4 =9/12
2/3 =8/12

Assim, 6, 8, 9 e 12 foram considerados numeros harmdnicos.
Outra propriedade que fascinou os pitagéricos € que tais numeros
harménicos seguem algumas propriedades entre si:

a) 6 esta para 8 assim como 9 esta para 12
6/8 = 9/12
b) 6 esta para 9 assim como 8 esta para 12
6/9 = 8/12
c) 9 é a média aritmética de 6 e 12

6+12

2
d) 8 € a média harmdénica de 6 e 12
2

8 =

1

T2

o=

2.4CONSTRUINDO AS ESCALAS MUSICAIS
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Inicialmente é preciso esclarecer que, na época de Pitagoras, ndo havia
qualquer conhecimento sobre tonalidades das notas. Atualmente, mesmo quem néo
€ musico profissional consegue distinguir a nota D6 na vibragcdo de uma corda,
conceito este que na Grécia antiga ainda ndo havia sido formulado.

Com isso exposto, Pitdgoras tocou seu monocordio com a corda solta, e o
som que se emitiu (qual ndo se sabia a tonalidade) foi adotado como a Ténica, termo
utilizado até hoje pelos musicos para descrever a primeira nota ou a nota fundamental.

O pensador utilizou-se das proporc¢oes 1/2, 2/3 e 3/4, e com isso, percebeu
gue 0s sons estavam em consonancia (termo utilizado para sons harmoniosos,
agradaveis ao ouvido) a ténica.

Na figura 3 pode-se observar as relacdes de oitava, quinta e quarta em
relagdo a tonica, temos entao:

A Tonica, razao 1:1- Corda inteira.

A Oitava, razéo 1:2 — Metade da corda. (diapason)

A Quinta, razdo 2:3 — Dois tercos do comprimento da corda. (diapente)

A Quarta, razéo 3:4 — Trés quartos comprimento da corda.(diatessaron)
PEREIRA (2013, p. 19)

Oitava ["; Q}\ J/LLO\
oy, |
%{F o~ ‘(L’ I—J
2
|
} / “]
Quinfa 2 M\ 76\
= ) t
i — e e e S
;!—r I~
3 A J ‘
L B L) < |
Quarta 3 Q?\\_ q i
e % L —— |

Figura 3 - Esquema de comparagéo das consonancias pitagoricas
Fonte: O Autor

Para que fique ainda mais claro, um experimento semelhante poderia ser

feito com um violdo. Ao tocar a primeira corda, afinada em dé, na sua totalidade,
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obtém-se um som. Se for apertado exatamente na metade da corda, alcancar-se-a o
mesmo som Do obtido antes, porém, mais agudo, uma oitava acima.

Ao tocar 3/4 da mesma corda, obter-se-a a nota F&, que na escala Diatonica
€ a guarta nota a partir do DO. Repetindo o experimento, mas tocando 2/3 daquela
corda, obtém-se a nota Sol, quinta na escala diatbnica. Neste raciocinio, a escala
Pitagorica era composta apenas pela tbnica, a quarta, a quinta e a oitava.

2.50BTENDO AS OUTRAS NOTAS MUSICAIS DA ESCALA DIATONICA

De acordo com o que fora exposto acima, € bastante provavel que
Pitagoras ndo tenha realizado seu experimento tomando a nota D6 como referéncia.
Apesar de tal fato, sera utilizado a nota D6 como tbnica, pois isso ira facilitar na
compreensao de como foram obtidas as demais notas da escala diatonica.

Sabe-se que nem sempre as notas musicais foram ordenadas e nomeadas
como conhecemos na atualidade. De acordo com Frederico (2000, p.46), em 675 a.C.
a lira tinha sete cordas, e era chamada de ‘Lira de Hermes’. As cordas tinham uma
afinacdo descendente e uma em relagdo com o céu: Ré (Lua), D6 (Mercurio), Si Bemol
(Vénus), La (Sol), Sol (Marte), Fa (Jupiter), Mi (Saturno).

Para se obter as notas da escala diatdnica, foi feito uma sequéncia de
quintas puras, relacdo de comprimentos 2/3, chamada de gama pitagorica. A relacao
ficou estabelecida como Ciclo de Quintas.

Para melhor entendimento da matéria, se estabelece que a corda tenha
comprimento 1 para qualquer unidade de medida, e que tal corda da-se a nota DO.
Chama-se de D01 a tbnica, ou seja, a nota emitida pela vibracdo da corta inteira; e de
D42, a oitava, nota emitida pelo toque de metade da corda.

Para obtencdo das notas, de acordo com a gama pitagoérica, é feito a
simples multiplicagdo do comprimento da corda por 2/3, mas a cada vez que o
comprimento ficar menor que 1/2, o resultado deve ser multiplicado por 2, a fim de se
manter a nota na primeira oitava.

E desta forma que chega-se a escala diatonica:

D61 — Ré — Mi — Fa — La — Sol — Si — D62

Se para obter DO1 temos um comprimento de 1 unidade de comprimento.

Para obter Sol, a saber, a quinta nota na escala diatonica, tem-se:
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=
wl N

Il

I

. _ 2
Ou seja, a corda de comprimento 3 representa a nota sol.

Agora, tomando o resultado anterior e multiplicando novamente pela fracao

2/3:
22 4
3379
Note que:
4 1
9 "2

Com isso, é necessario multiplicar esse resultado por dois, objetivando

manter a nota na primeira oitava, logo:

42_8
9'" 9

. : 8 ) .
Por fim, a corda de comprimento 5 dard a nota Ré.

Agora, com o resultado da nota anterior e repetindo o procedimento, obtem-

se desta forma, a quinta nota a partir do Ré, a nota La.

82 16
9'3 27

Para obter a proxima nota, Mi, faz-se novamente a multiplicacéo:
16 2 _ 32
27°3 81

: . .32 1 . )
Aqui, chega-se num impasse, pois oy < 2 fazao qual sera tomada o dobro
para fracao, para obter o Mi que se refere a primeira oitava.

. 64 .
Desta forma, a fracdo 51 'epresenta a nota Mi.

No mesmo passo, é possivel obter a nota Si. Veja:
64 2 128

81°3 243
_ . 128, _
Por conseguinte, a fracao 723 €0 comprimento da corda que fornece a nota
Si.
A nota Fa é a quarta justa de D03, isto €, a fracdo da corda que tocara a

. .3
nota Fa é -.
4
Percebe-se que a quinta de Fa é o D62, pois:
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32 6 1

43 12 2
Pode-se observar na Tabela 1 as fragOes referente as notas musicais
segundo a escala pitagorica.

Tabela 1 - Sequéncia de fracdes Escala Pitagorica

DO1 Re Mi Fa Sol L& Si D62
1 8 64 3 2 16 128 1
9 81 4 3 27 243 2

Fonte: O Autor

Hoje, sabe-se que a relacdo da frequéncia de vibracdo de uma corda é
inversa ao comprimento da corda, assim, é possivel observar na Tabela 2 que se a
nota DO:1 fornece uma frequéncia f, as outras notas serdo fracdes inversas das

contidas na Tabela 1.

Tabela 2 - Frequéncias das notas musicais (Escala Pitagérica) em relacdo a tdnica

D61 Ré Mi Fa Sol La Si D62
P P P P
8f 64f 3f Zf 16 128

Fonte: O Autor

Conforme expde Rodrigues (1999, p.22), os gregos basearam seu sistema
musical na lira, ainda que nao tivessem instrumentos técnicos ou conceituais que lhes
permitissem a compreenséao do fendbmeno vibratério das cordas, ou mesmo da andlise
da frequéncia de sons. S6 0 que possuiam, era a observacao empirica da relacédo

inversa entre a frequéncia do som emitido pela corda vibrante e seu tamanho.

2.6 ESCALA TEMPERADA

A escala Pitagorica ndo é a Unica utilizada pelos musicos ao longo dos
tempos, porém, indubitavelmente serviu de base para que outros estudiosos da
musica criassem outras escalas.

Abdounur (1999, p.14) cita a contribuicAo que Arquitas de Tarento
concedeu a musica. De acordo com o autor, Arquitas, a quem € atribuida a invencgao
das roldanas e dos parafusos (430-360 a.C.), teria sido discipulo na escola pitagérica.

Entre seus diversos estudos, constavam trabalhos sobre consonéncias musicais.
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Para Arquitas, consonancias sao produzidas por dois ou mais sons
simultaneos percebidos como apenas um. Assim, 0 problema n&o concerne ao
fendbmeno em si, mas sim a sua percepcao, levando Arquitas a realizar uma série de
guestionamentos sobre o tema. Sua contribuicdo mais significativa foi calcular um
intervalo de tergca maior acima de uma nota como a média harménica entre o
comprimento gerador de tal nota e aquele que produzia uma quinta acima.

Além disso, Arquitas construiu uma escala baseando-se nas médias
harménicas e aritméticas que obteve em relacdo as propor¢cdes encontradas por
Pitagoras.

Sobre o tema, esclarece Abdounur (1999, p.17):

Cabe ressaltar que o intervalo de ter¢ca maior obtido por Arquitas concorda
com aquele presente na Série Harmonica. Tal fendbmeno levar-nos-ia a
imaginar que Arquitas possuisse um ouvido sensivel ao perceber que a terca
correspondente a (4/5) — mais baixa que a pitagorica, (64/81) — soava mais
natural, uma vez que se fundia exatamente dentro dos harmonicos naturais
de uma nota.

Muitos povos construiram diferentes escalas musicais, de modo que citar
todas seria algo impossivel. O que se percebe, contudo, € que a escala pitagorica foi
suficiente até meados da idade média. Conforme elucida Benett (1986, p. 13), a
masica mais antiga conhecida, tanto sacra quanto profana, € o cantochdo, que
consistia em uma musica monofénica, com melodia Unica. Em regra, esse tipo de
musica utilizava notas dentro de apenas uma oitava, e ainda é utilizado em algumas
igrejas e abadias.

Com o advento do renascimento, essa espécie de musica comecou a ser
trocada pelas primeiras musicas polifénicas, que possuiam duas linhas de melodias
tecidas conjuntamente. Desta feita, a mlsica ganhou carater mais harmonico e a
escala pitagorica comecou a se mostrar limitada.

Sabe-se atualmente, que o valor da frequéncia de uma onda é
inversamente proporcional ao tamanho da corda. Por isso, no que se refere a escala
pitagorica, se tendo D01 uma oitava acima de D02, a frequéncia de D62 é o dobro da
frequéncia de D61. Neste raciocinio, generaliza-se que a frequéncia dada por uma
nota D6 qualquer na escala pitagorica, a cada oitava que é elevada em relagdo a
frequéncia f de D01, sera dado por:

D6(n) =f.2™

Onde n é o numero da oitava acima.
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Utilizando o recurso do ciclo das quintas, a frequéncia da nota anterior fica
multiplicada por 3/2 (pois € o inverso de 2/3). Assim a frequéncia de uma nota qualquer

a partir da frequéncia f de D061 sera dada por:

m
Frequéncia Nota(m) = f. (g) , onde m é o numero de ciclos de quintas

realizado.
O interessante dessas generalizacfes é que tomando n=7 (sete oitavas) e
m=12 (ciclo de 12 quintas), tem-se:
D6(7) = £.27 = 128.f

A 3\12
Frequéncia Nota(m):f(z) ~ 129,74f

Essa diferenca é conhecida como “Coma Pitagorica”.

De acordo com a observacéo de Sandroni (2012 p.347):

Esta diferenga 129,74... :128 é conhecida como o “coma de Pitagoras € nela
esta a origem das dissonancias da escala pitagérica, que inexistem apenas
nos intervalos de quarta, quinta e oitava. Nao é por outra razdo que estes
intervalos chegam até nossos dias com a denominagéao de “justos” em teoria
musical. Os demais, a segunda, a terca, a sexta e a sétima sdo maiores ou
menores, hunca sao ditas justas.

Em raz&do dos inconvenientes gerados pela Coma Pitagorica, e também
pelas adversidades geradas pela Terca Pitagorica, ajustada por Arquitas, como
relatado, surge a necessidade do temperamento da escala musical. O termo traduz
um processo para ajustar os intervalos musicais, a fim de manter alguns desses
intervalos como “puros”, sobretudo a relacdo entre as oitavas. Portanto, alguns
intervalos no temperamento serdo ligeiramente imprecisos.

Segundo Hora (2004, p.39 — 40), o termo temperamento expressa um
compromisso de afinagdo. Temperar significa escolher quais intervalos terdo erros
(minimos) em detrimento de outros que deverao ser puros (sem erros).

Desta forma, sobretudo no periodo renascentista, surgiram os principais
modos de temperamento musicais. Alguns desses tomaram proporgdes vultosas no
progresso da teoria musical.

Gioseffo Zarlino (1517-1590), compositor e tedrico musical na Renascencga,
acreditava que a harmonia vinha da diversidade, tanto como na pintura. Foi autor de
importantes obras sobre a musica e tratados sobre a harmonia e afinagdes musicais,
tais como: Le istitutioniharmoni-che (1558), Dimostrationihar-moniche (1571) e

Sopplimentimusicali (1588).
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Matematicamente, a contribuicdo de Zarlino foi acrescentar o nimero 5 a
escala pitagorica, antecipando assim alguns conceitos da série harménica que sé
seriam formalizados dois séculos mais tarde. Isto posto, a escala de Zarlino é

apresentada na tabela 3.

Tabela 3 - Escala de Zarlino
D6 Ré Mi Fa Sol La Si D6
1 8/9 4/5 3/4 2/3 3/5 8/15 1/2
Fonte: O Autor

Vislumbra-se que Zarlino ndo seguia o ciclo de quintas para construgao de
seu temperamento musical. O que fez foi reproduzir a influéncia basica da escala
Pitagdrica, seguindo as divisfes aritméticas e harmonicas dos intervalos, afinal, sabe-
se que o intervalo de oitava (1:2) gera a quinta perfeita (2:3) e a quarta perfeita (3:4).
O compositor continuou o procedimento, criando a terga maior (4:5) e a terca menor
(5:6), através do intervalo de quinta.

Note que:
2
1+ 3 _ E
2 6
Ou seja, a média aritmética entre a tbnica e a quinta.
2 4
1, 1 5
1712

Média harmonica entre a tbnica e a quinta.

Recursivamente, Zarlino foi obtendo as outras notas do seu temperamento.

Mesmo quase 2000 anos apOs o periodo classico, nota-se a influéncia
pitagérica em Zarlino, quando este explica as consonancias musicais através de
fracBes mensuraveis, utilizando, para tanto, conceitos matematicos simples. O intuito
era obter uma liberdade musical, na qual o musico n&o precisaria se preocupar com
possiveis distor¢cdes. Tal procura ndo terminaria com os estudos de Zarlino, ja que
outros tedricos tentaram formar escalas musicais, tomando as ideias pitagéricas como
base.

O filésofo e matematico francés René Descartes, conhecido como uma das

figuras chave da revolucdo cientifica, escreveu em 1618 a obra intitulada
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Compendium Musicae, na qual utiliza diagramas matematicos para explicar a

harmonia musical. Na Figura 4 é apresentado um esquema proposto por Descartes.

Figura 4 — Um dos esquemas matematicos de sua obra Compendium Musicee.
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Fonte: Renati Descartes Musicee compendium - Internet Archive

Em sua obra, Descartes defende o prazer que os sentidos humanos sao

capazes de experimentar em relagbes matematicas simples, concordando, de certa

forma, com os pitagoricos. Na Figura 5 pode-se observar o trecho em que Descartes

sugere gue € visualmente mais prazeroso perceber proporcdes entre 2, 3 e 4 do que

2,\/8ed4.
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Figura 5 - Esquemas matematicos de sua obra Compendium Musicae, para compreensao visual das

proporc¢des.

Fonte: Renati Descartes Musicee compendium - Internet Archive

Johannes Kepler (1571-1630) contribuiu de forma significativa ao meio

cientifico, principalmente nos estudos da fisica e da astronomia, mas deixou, também,

diversas pesquisas sobre musica. Em 1619, publicou a coletédnea de cinco livros,

chamada de Harmonices Mundi, na qual apresentou estudo sobre consonancias e

dissonancias musicais.
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Abdounur (1999, p.62) esclarece que Kepler verificou a existéncia de oito
consonancias musicais: unissono (1/1), oitava (2/1), quinta (3/2), quarta (4/3), terca
maior (5/4), terca menor (6/5), sexta maior (5/3) e sexta menor (8/5).

Kepler utilizou-se, ainda, de uma metafora para explicar a velocidade dos
planetas na sua Orbita em torno do sol. Explanou que os planetas realizam Orbita
eliptica, e explicou que o segmento que une o centro do sol e um planeta varre areas
(A) iguais em intervalos de tempos (At) iguais. O fisico demonstrava, assim, que 0s
planetas tinham velocidades diferentes em pontos diferentes da orbita.

Para Rodrigues (1999, p.21), Kepler estabeleceu as harmonias dos seis
planetas conhecidos, através do célculo das razdes afélio/periélio de cada um deles.
Por exemplo, Saturno percorre um arco de 106 segundos por dia no seu ponto mais
afastado do sol (afélio), e de 135 segundos por dia no ponto mais afastado da estrela
(periélio). Obtém-se assim, 106/135 =~ 4/5.

Neste viés, a analogia de Kepler compara as orbitas dos planetas com as

consonancias musicais, que ficam assim distribuidas segundo Abdounur (1999, p.64):

Saturno: 4/5 (terga maior)

Jupiter: 5/6 (terga menor)

Marte: 2/3 (quinta)

Terra: 15/16 (semitom)

Vénus: 24/25 (diese)

Mercurio: 5/12 (3% menor composta).

Outro pensador, com enorme colaboracdo cientifica para o
desenvolvimento do temperamento das notas musicais, foi o francés Marin Mersenne
(1588-1648). Monge franciscano, que dedicou-se exclusivamente aos estudos da
religido, filosofia, matematica e musica. Mersenne € conhecido entre 0s matematicos
pela descricdo de que todo nimero primo € da forma 2P -1, que mais tarde com a
computacéo, verificou-se ser equivocada.

Mersenne trocava informacdes com outros cientistas e pensadores de sua
época, a exemplo de Pascal, Roberval, Desargues e Gassendi, em Paris; Descartes,
na Holanda; Galileu, Torriceli e Cavalieri, na Italia; Fermat em Toulouse e Hobbes em
suas visitas a Franca. (ABDOUNUR,1999 p. 54).

Nesta época especifica da histéria, o foco no estudo da musica deixa de
ser o dogmatismo pitagorico, no qual os nimeros imperam os sentidos, e a busca pelo
prazer das consonancias € o objetivo primordial. Nesta nova fase, existe uma

preocupacao com os aspectos fisicos da musica.
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Com esta nova doutrina, Mersenne estudou as vibracdes das cordas, néo
apenas como faziam os pitagéricos, com as rela¢des de propor¢cdo com a tbnica, mas
ainda tomando por base a espessura e o material que foi construido a corda. O
pensador foi além, almejando uma explicacéo racional para as consonancias musicais
— diferentemente dos antepassados gregos, que as buscavam mediante elaboracéo
de calculos simples, e sempre com certo tom mistico.

Mersenne colocou em seu plano de observacéo os instrumentos de corda,
de sopro e até os de percussdo. Contemplava todos eles, estudando ndo apenas a
parte matematica, mas também a fisica dos objetos, como os materiais que eram
produzidos.

Seu conhecimento foi condensado na obra Harmonie Universelle,
composta por 7 livros, nos quais aborda quase todos os tipos de instrumento. Em um
desses livros, Mersenne examina e retoma as ideias de Zarlino, consistentes em
dividir os instrumentos em doze semitons iguais, utilizando médias proporcionais.

Leonard Euler (1707 — 1783) também nos iluminou com sua pesquisa sobre
consonancias musicais. Em seu trabalho Ensaio de uma Nova Teoria da Mdusica
(Tentamen novae theoriae musicae, 1739), Euler descreve, de forma dedutiva, uma
férmula matematica para calcular os graus de consonéancias de um intervalo.

O matemaético suico teria elucidado que, quando ha temperamentos iguais,
a escala ndo possui consonancias extremamente puras, porém, o ouvido escutaria a
razao de forma simplificada. Por exemplo, a sequéncia 36-45-54-64 era indistinguivel
de 36-45-54-63 ou mesmo de 4-5-6-7. (ABDOUNUR, 2007 p.376)

Para Rodrigues (1999, p.25):

A teoria elaborada por Euler, baseada numa perspectiva hipotético-dedutiva,
acabou por néo ter uma reacao favoravel nos masicos de setecentos, mas
nao deixa por isso de ser uma notavel incursdo na teoria da musica feita pelo
matematico mais marcante do século do iluminismo, no qual a musica
europeia iria, contudo, comecar a fornecer exemplos de composi¢cdes como
o Cravo bem temperado de J. S. Bach, cujos dois volumes datam,
respectivamente, de 1722 e 1744.

Ja que a escala pitagorica ndo atendia os anseios musicais no inicio do
periodo Barroco, e em meio a diversos pesquisadores estudando diversos métodos
de temperamento musical, surgiu a ideia do temperamento igual, que consistia em
dividir uma oitava em 12 semitons iguais:

Ainda, segundo Abdounur (1999, p. 84):
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Esse modelo, desenvolvido e sistematizado no final do século XVII e inicio do
século XVIII, época de J.S.Bach, consistia na divisdo da oitava em 12
intervalos iguais de semitom, permitindo portanto ao instrumentista de tecla a
execucao de uma peca em qualquer tonalidade diaténica.

Destaca-se que a escala temperada, utilizada atualmente na musica
ocidental, s6 foi desenvolvida face a formaliza¢@o do conceito de logaritmos, realizada
por John Napier (1550-1617). Sem seus estudos, seria impossivel a utilizacdo de tal
escala para a construcao de instrumentos musicais.

Christiaan Huygens (1629-1695) defendeu em seu trabalho Novus Cyclus
Harmonicus (1691) a divisdo da oitava em trinta e uma partes iguais, utilizando
conceitos dos logaritmos. Sua proposta, entretanto, mostrou-se falha para utilizacao
na musica (Rodrigues,1999 p. 24)

A questéo dava-se, pois, sendo uma frequéncia f para uma nota qualquer
(dentre as doze), ao multiplicar esse valor doze vezes por um fator x (semitom), havia
gue se encontrar a mesma nota na oitava de referéncia.

Em outras palavras:

fox.x.x.x.x.x.x.x.xx.x.x=fx?=2f,
assim:
x = Y2 =20/12),
Considerando a nota D61 como referéncia, e com frequéncia f, as notas na

escala temperada foram constituidas conforme apresentado na tabela 4.

Tabela 4 - Relacdo de frequéncias da escala temperada

Nota Frequéncia
DO:1 f
Dé#! ou Rép? f.20/12)
Ré f 2(2/12)
Ré4 ou Mip f.26/12)
Mi f.204/12)
Fa f.26/12)
Fa# ou Solp f.206/12)
Sol .20
Solz ou Lap f.2/12)

1 Quando a nota acompanhar o simbolo: # leia-se sustenido.
2 Quanto a nota acompanhar o simbolo: b leia-se bemol.
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La f.20/12)
L&« ou sib f.2010/12)
Si f.201/12)
D62 f.2

Fonte: O Autor

Abdounur (1999, p 85) sustenta que:

Provavelmente, a divisdo procedeu-se dessa forma por respeito a uma certa
continuidade a escala grega, cujo processo de construcdo — percurso de
quintas — apresenta-se de tal maneira que o caminho ai delineado assumia,
a menos de oitavas, maxima aproximacgéo da nota inicial apdés 12 notas.

Esse ‘respeito’ pela escala pitagdrica fica ainda mais evidente, ao se
comparar a Tabela 5 de frequéncias das notas idealizadas pelos pitagéricos com a

escala temperada.

Tabela 5 - Comparacgéo entre a Escala Pitagorica e a Escala Temperada
Relacéo de frequéncias

Escala Aproximacao Escala Aproximacao
Pitagorica Temperada

D61 1 1,00 1 1
Ré 9/8 1,125 2(1/6) 1,122462048
Mi 81/64 1,265625 2(1/3) 1,25992105
Fa 4/3 1,333... 2(5/12) 1,334839854
Sol 3/2 1,50 207/12) 1,498307077
La 27/16 1,6875 26/4) 1,681792831
Si 243/128 1,8984375 2(5/6) 1,887748625
D62 2 2,00 2 2

Fonte: O Autor
Neste ponto, € importante elucidar por qual razdo usamos dos = Rép. Na
escala cromética, quando se sobe meio tom, utiliza-se o simbolo # (sustenido).
Quando se desce meio tom, utiliza-se o sinal b (bemol). Como exemplo, se da nota
D6 se deseja subir meio tom, tem-se a nota do#, mas se de outro giro obtém-se a nota

Ré, e se planeja descer meio tom, tem-se rép.
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A figura 6 mostra o esquema, com teclas de piano, a fim de ilustrar de forma
mais clara a escala cromatica.

Escala Croméatica ascendente:

D6 — D6# — Ré — Ré# — Mi — Fa — Fa# - Sol — Sol# - La — La# - Si - DO

— >

Do |Ré | Mi |Fa HanLi Hs

Figura 6 - Esquema para escala cromatica crescente em um piano
Fonte: O Autor

A Escala Cromética descendente pode ser observada na figura 7.
D6 — Si— Sib — L4 — Lab — Sol — Solp — F& — Mi — Mib — Ré — Rép — DO

Dé |Ré | Mi |JFa HSOHL&\ HS

Figura 7 - Esquema para escala cromatica decrescente em um piano
Fonte: O Autor
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3ASPECTOS FiSICOS DO SOM

Este capitulo apresenta alguns conceitos e terminologias no entendimento
de ondas sonoras, trata da forma que o ouvido humano identifica essas ondas e
explana de maneira breve terminologias como altura e amplitude de um som.

O matematico grego Euclides (306 a.C — 283 a.C), conhecido pela autoria
da obra Os Elementos, que fundamenta a geometria plana, teria sido o primeiro a
relacionar o som com ondas vibratorias. O sabio relacionou que a frequéncia de uma
corda é inversamente proporcional ao seu tamanho.

De acordo com ABDOUNUR (2007, p.371):

Até inicio do século XVII, estudava-se acustica somente no que concernia a

sua aplicacdo a musica, sabendo-se ja nesta época da possibilidade de
produgéo de sons por corpos vibrantes, porém néo havia formalizagéo sobre
a nogdo de propagacdo por ondas no ar. A sistematizacdo desta ideia por
meio de formulas matematicas demonstrativas ocorreria mais tarde com
Newton, Laplace e Euler.

Segundo Ramalho; Nicolau e Toledo. (2015, p.402) denomina-se onda uma
perturbacdo que se propaga em um meio. Por exemplo, suponha que duas pessoas
estejam segurando uma corda esticada, cada qual em uma extremidade. Se uma
delas movimentar a corda de maneira brusca, formar-se-& uma perturbacéo,
movimento inicial este que se denomina pulso. A propagacdo deste pulso pela
longitude da corta € denominada de onda.

A mesma observagcao pode ser feita quando jogamos pedras num lago.
Nota-se que o impacto da pedra na agua é o pulso, e as perturbacdes decorrentes
séo as ondas.

Em sintese, existem dois tipos de ondas:

— Ondas mecanicas: originadas pela deformacédo de um meio material, e
gue precisam de um meio para se propagar;

— Ondas Eletromagnéticas: originadas por cargas magnéticas, e gue nao
precisam, necessariamente, de um meio para propagacao.

Uma sendide € uma representacdo grafica para uma onda, em que 0s
pontos mais altos sdo chamados de cristas e 0s pontos mais baixos chamados de
ventres. O termo amplitude refere-se a distancia entre o ponto médio da vibragéo e a

crista (ou vale) da onda. A amplitude é igual ao maximo afastamento em relacdo ao
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equilibrio, onde entende-se por equilibrio a reta formada por uma onda sem qualquer
vibracdo. Podemos observar o equilibrio na figura 8, a qual € dada por uma reta
pontilhada. O comprimento de onda, por sua vez, é a distancia que vai de uma crista

a outra adjacente. HEWITT (2002, p.331)

Comprimento

q;g} rl<~‘ deonds ——>f —»
g Amplitude
g . Y , o
2 / \ /

e Comprimento® >

de onda

Figura 8 - Esquema: Comprimento e Amplitude de Onda
Fonte — HEWWIT (2002, p.332)

Nos fendbmenos periddicos, além do periodo T, considera-se a frequéncia
f. Chama-se frequéncia o numero de vezes em que o fendbmeno se repete na unidade

de tempo como se pode notar na tabela 6.

Tabela 6 - Relagéo proporcional entre intervalo de tempo e nimero de repeticdes do fendmeno

ondulatdrio
Intervalo de tempo Numero de vezes em que o fenbmeno
se repete
(periodo) T 1 (vez)
(unidade de tempo) 1 f (vezes) (frequéncia)

Fonte: O Autor

Por regra de trés simples, temos: f.T =1,

Ouseja: f = %

A unidade de frequéncia do Sistema Internacional de Unidades (ciclos por
segundo) é denominada hertz (simbolo: Hz), em homenagem ao matematico Aleméo
Heinrich Rudolf Hertz (1857 — 1894), que demonstrou a existéncia das ondas de radio
em 1886.

Por exemplo, se ocorrem trés vibracfes a cada segundo, a frequéncia € de
trés vibracbes por segundo, ou seja, 3 Hz. Uma estacéo de radio FM, por exemplo,
gue esta sintonizada em 102.7 Mhz (milhdes de hertz) transmite ondas de frequéncia
de oscilagéo de 102 700 000 hertz.

Como frequéncia € o inverso do periodo, entende-se que, por exemplo,
uma vibracao de 3Hz precise de 1/3 de segundo para ser transmitida.
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Um simples bater de palmas ndo parece uma onda periédica, porém o bater
de palmas é o pulso, as ondas a partir desse pulso sé@o as perturbacdes que esse
pulso causa no ar. E fato que o som também se propaga em outros meios como a
agua e através de corpos elasticos (aqueles que sofrem perturbacdes, mesmo que
imperceptiveis ao olho humano), porém este trabalho concentra apenas a propagacao
do som exclusivamente no ar.

Diferente do que se usa cotidianamente, o termo ‘altura do som’ nao se
refere a percepcéo de maior volume ou menor volume. Na realidade, a altura do som
€ dada por sua frequéncia em hertz. Neste raciocinio, um som de frequéncia 200 Hz
€ mais ‘alto’ que um som de 100 Hz. Por sua vez, um som de 50Hz seria mais ‘baixo’
gue este de 100Hz.

Uma pessoa comum, em média, pode escutar na faixa de 20Hz a 20000Hz
(valores que podem variar para cada individuo). Os sons abaixo de 20Hz s&o
classificados como infrassbnicas e sons mais altos que 20000hz séo classificados
como ultrassonicos.

Em se tratando da escala diatbnica, é possivel afirmar que dentro de uma
mesma oitava, a nota Mi é uma nota mais alta que a nota Ré, mas que a nota Mi é
mais baixa que a nota Sol. Ou seja, conforme se sobe a escala a partir do D6
fundamental de um piano (Dé central de um piano), obtem-se notas mais altas, notas
gue terdo maior frequéncia em Hertz.

O processo que leva 0 som aos nossos ouvidos € uma sequéncia de
rarefacdo e compressao do ar, sucessao de eventos apés o pulso, que € muito rapida
e sO é percebida pelo humano devido a grande sensibilidade do timpano. Em uma
caixa de som pode-se notar esse processo de rarefacdo e compressao do ar, ja que
€ possivel ver o centro do alto-falante fazendo pequenos movimentos, transformando
impulsos magnéticos em pulsos sonoros.

A intensidade de um som é dada pela amplitude das vibracfes de presséo
no interior de uma onda sonora. Quando um aparelho de som esta no seu maximo
volume, podemos dizer que esta na sua maior intensidade, porém quando mudamos
0 volume desse aparelho para o minimo, na verdade estamos diminuindo a
intensidade sonora.

A intensidade sonora é medida por watts/metro?, para uma pessoa
comum, em média, a intensidade minima é de 10~*?w/m? e a intensidade maxima

seria de aproximadamente 1w/m?. Por se tratar de uma faixa de valores muito grande,
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foi criada uma escala em homenagem ao inventor Alexandre Graham Bell. Nessa
escala o limiar minimo de audicdo foi considerado como 0 bel, note que apesar de
usar o valor zero, zero bel ndo é zero absoluto mas 10~?2w/m? que é quase o siléncio
total, por isso é utilizado o zero nessa escala. Um som 10 vezes mais intenso que o
zero bel seria de 1 bel ou 10decibels (10~1'w/m?). Por sua vez 20 decibels seria 100
vezes maior que o limiar da audicdo. Contudo a percepc¢ao da intensidade sonora é
diferenciada para cada pessoa.

Assim, para medir a intensidade sonora, definiu-se uma grandeza B,

denominada nivel de intensidade, da seguinte maneira:

B = 1og7)
= log|—
Iy

Onde I, € a intensidade minima supracitada.
Sel =1, temos B =log (I—") = logl = 0;
Io

Se I =101y, temos B = log (=) = log10 = 1;
0

1001,
Io

Se I =100l,, temos B = log(*~2) = log100 = 2.

De maneira geral temos:

Se I = 10", temos B = log (%’0) = log10" = n.

E possivel faciimente diferenciar o som produzido pelo ruido de um bater
de chaves e uma nota musical e sem muita dificuldade € razoavel até mesmo distinguir
0s sons de uma mesma nota musical produzida por instrumentos musicais diferentes.
Essa diferenca sutil de sonoridade chamamos de Timbre. Imagine que um musico
toque uma nota D6 em um piano e que posteriormente faca isso em qualquer outro
instrumento, apesar de ser a mesma nota 0s sons serao ligeiramente diferentes, ou
seja, tem timbres diferentes. A diferenca de timbre de uma mesma nota nos
instrumentos se da pelas variagdes do material que o instrumento foi produzido e da
caracteristica fisica de cada um, pois ao tocar uma nota além da perturbacéo no ar
existe a perturbacédo no préprio instrumento, causando assim pequenas modificagdes.
Segundo Hewitt (2002, p.362) € a variedade das componentes de frequéncia que dao
a uma nota musical seu timbre caracteristico.

Em 1822 Jean Batiste Joseph Fourier (1768-1830) publica Théorie
analytique de la chaleur (Teoria analitica do calor), na tentativa de mostrar que a

conducado de energia em corpos solidos podia ser analisada por séries matematicas
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infinitas. Fourier descreve que movimentos ondulatérios complicados podem ser
descritos como sequéncias de curvas senoidais. Para descrever sons diferentes pode-
se utilizar séries, hoje conhecidas como séries de Fourier, para descrever de forma
simplificada esse som.

Para Abdounur (1999, p. 88):

Nesse ponto, pode-se entender o processo que levou a compreensdo
racional deste fenbmeno a luz da matematica. A comprovacdo da
caracteristica periddica do som associada a contribuicdo indireta de Fourier
(1769-1830) para a musica colaboraram na solugédo do enigma proposto por
Pitagoras a ciéncia ha cerca de 2500 anos atras: Por que se caracterizam
consonancia pela relacdo de pequenos nimeros inteiros?

Através da Analise de Fourier chegou-se a concluséo que qualquer forma
periddica de vibracdo pode ser obtida pela soma de vibracdes simples multiplicadas
por 1 (fundamental), 2, 3, 4... vezes a frequéncia do movimento dado. ABDOUNUR
(1999, p.89).
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4PROPOSTA DE CONSTRUCAO DO MONOCORDIO

Neste capitulo uma proposta de construcdo do monocordio é apresentada
com o objetivo de utilizar conceitos de fragbes. Posteriormente conceitua-se de
maneira simplificada os conceitos basicos de fragdes que podem ser abordados com
essa atividade e entdo é proposto atividades com fracdes que auxiliam na construcao
da escala diatonica.

A exploracéo do conteudo de fragdes com a utilizacdo do monocordio pode
ser feita através de aulas expositivas ou minicurso que relacione a musica com a
matematica. Podemos adaptar esse conteldo a realidade do estudante ou do tempo
disponivel. A construcdo do monocordio pode ser produzida em um minicurso. E muito
importante que seja exposto o contexto histérico, a preocupacao dos Pitagoricos com
as consonancias musicais, a experiéncia realizada pelos Pitagoricos e inclusive a
lenda contada por Guido d"Arezzo sobre os pesos dos martelos do ferreiro.

Na exploracdo do tema é importante que o aluno compreenda que a
experiéncia dos pitagoricos com o monocérdio se deu através do método dedutivo,
mas que logo os pitagoricos perceberam que os sons mais harmoniosos se déo
através de razbes simples. E que os pitagéricos provavelmente chegaram a essas
conclusdes utilizando o misticismo, ou seja, a crenca que tudo poderia ser explicado

através dos numeros mais simples.

4.1 CONSTRUINDO MONOCORDIO DE MANEIRA SIMPLIFICADA

Materiais necessarios:
— T&bua de madeira com aproximadamente 70 cm de comprimento, 10 cm
de largura e 3 cm de espessura, conforme figura 9. (A largura e a espessura podem

ter outros valores sem prejuizo para a construcao)

3cm
70 cm 10 cm

Figura 9 - Especificacdes da tdbua para a constru¢do do monocérdio
Fonte: O Autor
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— Dois pedagos de madeira que tenham a mesma largura da tabua
escolhida, com 3 cm espessura e 5 cm de altura.

— Um pedaco de madeira com aproximadamente o formato de um prisma
triangular, tal que uma das alturas desse prisma seja um pouco maior que 5 cm. Esse
prisma ndo sera fixado ao monocordio, utilizaremos posteriormente como cavalete
movel do instrumento.

— Cola de Madeira;

— Pregos;

— Martelo

— Corda de violao;

— Fita Métrica

Na tabua, cole (ou pregue) em cada extremidade cada um dos pedacos de
madeira de tal forma que estes fiqguem exatamente a 66 cm de distancia um do outro.
E importante que esses pedacos de madeira fiquem exatamente na mesma altura
guando fixados na tadbua principal, pois eles serdo os cavaletes, observe a figura 10

para compreender o esquema de construcao.

66

Figura 10 - Esquema lateral posicionamento dos cavaletes.
Fonte: O Autor

Em cada extremidade da tdbua fixe um prego, de acordo com a figura 11,
de tal forma que estes pregos fiqguem bem presos, mas que nao estejam totalmente
introduzido na tabua. O prego deve ser fixo de tal forma que cada um fique exatamente

no ponto meédio da largura da tabua.

| E—|

S

Figura 11 - Esquema lateral e frontal posicionamento pregos
Fonte: O Autor
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Amarre uma das pontas da corda de violdo em um dos pregos, estique essa
corda até o outro prego e fixe-0. Certifiqgue-se que a corda ficou bem esticada,

conforme a figura 12.

| I—

Figura 12 - Esquema lateral posicionamento da corda
Fonte: O Autor

Com o auxilio da fita métrica, faca na tdbua as marcacbes das
consonancias pitagdricas. Como o0 monocordio tem dois cavaletes, chamaremos um
dos cavaletes de A e o outro de B. A fim de facilitar as marcagbes deve se medir
sempre no sentido de A para B.

A tdnica devera ter 66 cm, ou seja, pela corda esticada.

. 1 o ~ , .
A oitava deve ter 3 da tonica, a marcacéo devera estar a 33 cm do cavalete

L 3
A quarta pitagorica tem - da tonica, isto €, .66 = 49,5cm.

. 2 .
A quinta pitagorica € - da tonica,ou seja, % 66 = 44cm.

Uma vez que se deseja explorar parte da histéria das notas musicais, seria
interessante que a oitava, a quarta e a quinta fossem destacadas das outras
marcacoes.

As marcacdes no monocordio devem seguir os valores da tabela 7.

Tabela 7 - Medidas das marcagdes no monocérdio

DO1 Ré Mi Fa Sol La Si D62
Fracdo 1 8/9 64/81 3/4 2/3  16/27 128/243 1/2
Medida 66 58,6 52,14 49,5 44 39,1 34,7 33

(cm)

Fonte: O Autor
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A organiza¢do na marcacao das medidas é de suma importancia. Na figura

13 observa-se como ficam as marcacdes conforme as medidas da tabela 7.

L ]
=]
L]
Q
o

Figura 13 - Esquema disposi¢éo das notas no monocordio.
Fonte: O Autor.

E importante salientar que a constru¢do do monocordio pode n&o
necessariamente ser construido pelo orientador da atividade, o0 mesmo pode apenas

utilizar as medidas e materiais alternativos.

4.2 EXPLORANDO FRACOES COM A CONSTRUCAO DO MONOCORDIO

O objetivo desta proposta é conseguir de forma rudimentar reproduzir a
experiéncia cientifica dos pitagéricos, a obtencdo das consonancias basicas no
monocérdio, a tbnica, a oitava, a quarta e a quinta. Incentivando assim de forma
concreta a utilizacao de operacdes através de fracBes. Para tanto é necessario definir
alguns conceitos matematicos.

Denomina-se como fracdo, a representacdo de numeros racionais nao
negativos compostos por numerador e denominador e traco da fracao.

numerador

denominador
O denominador indica em quantas partes o inteiro é dividido, e o numerador

indica quantas partes é tomado do inteiro.
Por exemplo: A fracéo % tem denominador 3, 0 que indica que o inteiro em

3 foi dividido em partes iguais, 0 numerador 1 indica que se tomou apenas 1 das trés

partes, tal relacdo é salientada na figura 14.

Wl =

Figura 14 - Representacéo da fragéo 1/3
Fonte: O autor
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4.2.1 Propriedades das fracOes

4.2.1.1 FragOes equivalentes

Se é feita a multiplicacdo dos termos de uma fracdo (numerador e
denominador) pelo mesmo numero natural n, se obtém uma fracéo dita equivalente a

primeira.
a na
b nb

E possivel simplificar uma fracéo pelo fator equivalente, isto €, se em uma
fracdo o numerador e denominador sao divisiveis pelo mesmo numero (ou seja

MDC(na, nb)= n), entdo divide-se numerador e denominador por n, obtendo:
na a

nb b
4.2.1.2 Comparagao entre fragcoes

Caso as fracbes tenham o mesmo numerador, serd maior a fracéo que tiver

o menor denominador, por exemplo:
2 2
375
Caso as fragcbes tenham o mesmo denominador, sera maior a fragdo que
tiver o maior numerador, por exemplo:
2 1
373
Caso as fracdes ndo tenham numeradores e denominadores de mesmo
valor, deve-se transformar as duas fracbes em fracdes equivalentes, tal que o
denominador de ambas seja o Minimo Mdltiplo Comum entre seus denominadores.

Por exemplo:

W N
GRS

Comparar as fracbes — e

Como o MMC(3,5)=15

Tem-se:



46

e
4 43 12
5 53 15
Entéo:
10 12
515’
e conclui-se que:
2 4
375

4.2.1.3 Soma ou subtracéo de fracdes

Caso as fracdoes apresentem o mesmo denominador, basta somar (ou
subtrair) os numeradores. Mas se as fracdes estiverem com denominadores
diferentes, deve-se reescrever as duas fracdes por fracdes equivalentes de tal forma
gue seus denominadores sejam 0 minimo multiplo comum entre os denominadores

anteriores, realizando entdo a operacéo de soma ou subtracdo dos numeradores, por

exemplo:
1 3
275
O MMC(2,5)=10, tem-se entao:
5 6 11
010 10

4.2.1.4 Multiplicacdo de fracbes

Apenas multiplique seus respectivos humeradores e os denominadores.

a c ac

b'd bd’
Por exemplo:

25 10

37 21
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4.2.1.5 Divisao de fragbes

Em caso geral a divisdo de uma fracdo por outra pode ser feita pela

multiplicacéo da primeira fracdo pelo inverso da segunda, ou seja:

ac ad
b'd b
Por exemplo:
24 25 10 5
35 34 12 6

4.3ATIVIDADES SUGERIDAS

Problema 1:

Compare as fracbes do conjunto A = {1/2; 64/81; 128/243; 3/4; 2/3; 16/27;
8/9; 1} e reescreva o conjunto A em ordem crescente.
Solucgéo:

Nessa atividade o aluno tem que explorar os conceitos de fracOes
equivalente, comparar a cada duas fracdes criando assim a sequéncia correta. E
importante que apds encontrar a solucéo, seja feita a observacdo geométrica dessas
frac6es no Monocérdio para melhor compreensédo dos resultados obtidos.

Apés aplicar o processo obtém-se a solugdo: A = {1/2; 128/243; 16/27; 2/3;
3/4; 64/81; 8/9; 1}

Problema 2:

Para uma corda de 66 cm de comprimento, como obter as medidas
correspondentes de cada fracdo referente as consonancias pitagoéricas?

Solucéo:

Nessa atividade o professor pode explorar o conceito de fracdo aplicavel
em qualquer medida de comprimento, explicando, por exemplo, como obter a fracdo
3/4 em uma corda de 100 cm. Divide-se a corda em 4 pedacos iguais de 25 cm e
toma-se 3 desses pedacos, chegando aos 75 cm. E importante que o proprio aluno
conclua que a simples multiplicacdo do tamanho da corda pela fracdo desejada

chegara ao resultado esperado.
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E muito provavel que os alunos sintam dificuldade com as fracdes que
tenham maiores denominadores, portanto deve-se comecar pelas fragbes com

menores denominadores {1/2; 2/3; 3/4}.

Problema 3:
Sabendo que todas as notas uma oitava acima devem ser exatamente a
metade da oitava anterior, com base nas fracdes ja calculadas correspondentes a
cada nota musical, calcule as fracdes correspondentes a cada nota proxima oitava,
ou seja, uma oitava acima.
Solucéo:
Por exemplo: Se a fracdo referente a nota Mi na primeira oitava (Mi1) €
64/81 entdo a fracao referente a nota Mi ha segunda oitava Miz é:
64
g7 641 32
2 812 81
Esse problema explora a divisdo de fragéo por outra fragdo, pois em todas

é preciso dividir cada fragdo conhecida por 2. Na tabela 8 é apresentada a solucéo do

problema.
Tabela 8 - Solucéo da atividade com fracdes - Problema 3
D61 Ré1 Mi1 Fai Sol: Lax Sih D62
1 8/9 64/81 3/4 2/3 16/27 128/243 1/2
D62 Ré: Miz Faz Solz Laz Siz D63
1/2 4/9 32/81 3/8 1/3 8127 64/243 1/4

Fonte: O Autor
Problema 4: Utilizando os resultados do exercicio anterior, faca um

diagrama da disposicao das duas primeiras oitavas no monocordio. Utilizando esse
diagrama e o ciclo de quintas descreva as fracdes que compde a escala pitagorica.
Solucéo:
Utilizando a tabela 8 para montar o diagrama, pode-se observar a solucéo

do problema através da figura 15.

I=
o
o
2]
L.
(]
-
]
e
m
[

L
@ =
1 & =
L

Figura 15 — Solucao da atividade com fra¢des - Problema 4
Fonte: O Autor
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Como ja mencionado nesse trabalho o ciclo de quintas na escala pitagorica
consiste em multiplicar a fracdo referente a uma nota por 2/3 gerando as quintas,
exceto a fracao referente a nota Fa (quarta).

Pelo ciclo de quintas tem-se a seguinte sequéncia:

- A quinta de Doz é Sols;

- A quinta de Soli é a nota Ré2, como a nota Ré:z esta na segunda oitava,
multiplica-se esse resultado por 2 e obtendo a nota Réz;

- A quinta de Ré1 sera Laz;

- A quinta de L&: € a nota Miz, que sera multiplicada por 2 para manter na
primeira oitava, assim obtém-se a nota Miz;

- A quinta de Mi1 é Siz;

- A quinta de Fai € a oitava DOo.

Na figura 16 é possivel observar geometricamente como se comporta o
esquema das quintas.

Figura 16 - Solucéo da atividade com fracdes, sequéncia do ciclo de quintas - Problema 4
Fonte: O Autor

Problema 5: No Ciclo de quintas, as notas formam uma sequéncia de tal
maneira que sempre a sua quinta, sera a quinta nota desde que comece a contar pela
nota atual. Forme a sequéncia do ciclo de quintas a partir do D01 e termine antes de
comecar a oitava.

Solucao:

E necessario colocar todas as notas de D61 até Siz em ordem e ent&o

destacar as quintas, conforme tabela 9.
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Tabela 9 - Solucéo da atividade com fracdes - Problema 5

DO1 Ré1 Mi1 Fai Solx La: Si1
DOz Ré2 Mi2 Faz Sol2 Laz Si2
D03 Rés Mis Fas Sols Las Sis
D04 Rés Mia Fas Sols Lé4 Sia
DOs Rés Mis Fas Sols Lés Sis
Do0s Rés Mis Fas Sols Las Sies
D67 Rér Mi7 Far Solz L&z Si7

Fonte: O Autor

Observando a tabela 9, a sequéncia no ciclo de quintas é:
D61- Soli- Ré2-Laz - Mis - Siz- Fas- DOs- Sols - Rée - Las - Mi7 - Si7

Problema 6: Através da resolucdo do exercicio anterior, mostre o defeito
da escala pitagorica que aparece no Siv.

Solucéo:

Como é possivel observar na sequéncia anterior, a nota Siz ocupa a décima
terceira posicao apds continuos ciclos de quinta, ou seja, multiplicacdes sucessivas
pela fracdo 2/3. Considerando a nota D61 como a tdnica e que tem fracdo valor 1 em
relacdo ao tamanho do monocordio, pode-se deduzir que:

01 (2)12 4096
'72\3) T 531441

Mas note que seguindo a l6gica que o tamanho da corda que gera a nota

~ 0,007707,

uma oitava acima deve ser a metade da oitava anterior, deve-se observar que a fracao

referente a nota Silzg, assim a nota Si2 deve ter a metade do tamanho de Sil e
assim por diante, logo deduz-se que:
128

Foram essas pequenas diferencas que embora parecam matematicamente
insignificantes, traziam transtornos aos musicos da época, por isso a escala pitagoérica

acabou sendo trocada pela escala temperada.
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5PROPOSTA ESTUDO DE FUNCAO EXPONENCIAL

Nesse capitulo é abordado a escala temperada, que é utilizada nos dias
atuais, para servir de estimulo para o estudo de funcdes exponenciais. Quando se
trata de funcdo exponencial, os exemplos mais comuns, em geral, sdo: juros
compostos e crescimento populacional. Por isso essa parte do trabalho pretende
formalizar outro exemplo que pode ser levado a qualquer sala de aula sem exigir muito

esforco do discente.

5.1FUNCAO EXPONENCIAL

A funcdo f:R —» R é do tipo exponencial quando se tem g(x) = b.a* para
todo x € IR, onde a e b séo constantes positivas. Se a>1, a funcéo é crescente e se

O<a <1, a funcao é decrescente. (Brener, 2013, p.64)

Exemplo 1:
Dados b =1 e a =2, tem-se: f(x) = 2*
A tabela 10 apresenta alguns pares ordenados da funcdo acima citada e

na figura 17 o esboco da funcéo.

Tabela 10 - Pares ordenados para fungdo exponencial f(x)=2*

X f(x)
-2 1/4
-1 1/2
0 1
1

2 4

Fonte: O Autor
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Figura 17 - Grafico Fungdo exponencial f(x)=2%
Fonte: O Autor (Geogebra)

Exemplo 2:

1 X
Dados b=1 e a =1/2, tem-se que: f(x) = (E)

Usando como base a funcdo acima se tem a construcdo do esboco do

gréafico na figura 18 com os pares ordenados construidos na tabelall.

Tabela 11 - Pares ordenados para fungéo exponencial f(x)=2*

X f(x)
-2 4
-1 2
0 1
1 1/2
2 1/4

Fonte: O Autor
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24

Figura 18 - Gréfico Fun¢éo exponencial f(x)=2*
Fonte: O Autor (Geogebra)

E possivel observar pelos exemplos anteriores, que independente da
funcdo exponencial ser crescente ou decrescente, a funcédo exponencial intercepta o
eixo das ordenadas no ponto (0;1). Tomando entdo uma funcdo: f:R->R ,
f(x) =b.a* para b # 0, a funcdo interceptard o eixo das ordenadas no ponto (0;b)
pois:

Se x=0

f(0)=b.a®=b.1=b
Exemplo 3:
Dados b = 1ea = 2,tem-se: f(x) = 3.2%, sendo apresentado na tabela 12

alguns pares ordenados da funcéo e o esboco da mesma na figura 19.

Tabela 12 - Pares ordenados para fungdo exponencial f(x)=3.2x

X f(x)
-2 3/4
-1 32
0 3
6
2 12

Fonte: O Autor
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Figura 19 - Gréfico funcdo exponencial f(x)=3.2x
Fonte: O Autor (Geogebra)

5.2 ATIVIDADE: MUSICA E FUNCAO EXPONENCIAL

Como ja mencionado nesse trabalho a escala temperada € a mais utilizada,
e € possivel usar essa escala para construir uma funcdo exponencial, para isso deve-
se utilizar um piano e um afinador musical eletrénico, porém como esse instrumento
ndo seria de facil acesso um simulador de piano eletrénico serd utilizado em
substituicdo. Existem muitos simuladores de piano disponiveis na internet, nesse
trabalho foi escolhido piano virtual disponivel na loja virtual do Google Chrome
(http://virtualpianos.info/). A escolha desse aplicativo se deu ao fato deste apresentar
a frequéncia em Hertz de cada nota, dispensando assim a utilizacdo de um afinador
eletrébnico e também por ser um aplicativo gratuito.

O aplicativo traz as notas musicais em forma de siglas utilizadas pelos

musicos, segue as siglas na tabela 13.

Tabela 13 - Siglas utilizadas para Escala Temperada

Nota Siglas Naturais Sustenido Bemol
La A Az Ab
Si B Bx Bb
D6 C Cx Cb
Ré D D« Db
Mi E Ex Eb
Fa F Fx Fo

Fonte: O Autor
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O aplicativo mostra também um numeral, que representa a oitava em que

a nota esta, por exemplo, a nota C5 representa D6 na quinta oitava do piano.

Problema 1:
Utilizando o aplicativo piano virtual, apresentado na figura 20, encontre

todas as notas D6 e anote sua frequéncia em Hertz.

E u __J VOLUME
Virtual piano Rate Us | | {

H@Hﬂﬂﬂ&&ﬂ%ﬂ&&ﬂL%ﬂE&&JE&!E&&é&&é&&&i&&&g&!!

Figura 20 - Tela Aplicativo Piano Virtual
Fonte: Acervo do Autor

Solucgéo:

Utilizando a opcao numeral que o aplicativo apresenta, pode-se identificar
gue a primeira nota D6 (C1) encontra-se na tecla 4, assim basta contar 12 teclas para
obter a préxima nota DG, entdo C1 é dada pela tecla 4, C2 pela tecla 6, C3 tecla 28,
C4 tecla 40, C5 tecla 52, C6 tecla 64 e finalmente C7 pela tecla 76.

A solucéo do problema segue na tabela 14.

Tabela 14 — Solucdo da atividade fungdo exponencial - Problema 1

Nota C1 Cc2 C3 C4 C5 C6 C7
Frequéncia 33 65 131 262 523 1047 2093
(Hz)

Fonte: O Autor
E importante ressaltar que o programa apresenta os valores aproximados

para frequéncia de cada nota.

Problema 2:

Utilizando o programa Geogebra disponha os valores obtidos no problema
anterior em um plano cartesiano.

Solucgéo:

Como a nota C4 é considerada o D6 central considere esse valor como de

abscissa igual a zero e ordenada igual a sua frequéncia em Hz dado no exercicio
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anterior, por exemplo a C4 serd o ponto (0;262), as sete notas em questdo devem
formar uma progressao aritmética de razdo igual 1. A solucéo do problema com todos

0S pontos € apresentada na figura 21.

2500
Paonta

""" & C1=(-3,33)
: C2=(-2,65) Cc7
Ci={1,131) 200
C4=(0, 262)

C5={1,523)

""" @ C6=(2,1047)
- CT={(3,2093) 1500

1000

500H *
C4

-500H

Figura 21 - Solugéo da atividade funcdo exponencial — Problema 2

Problema 3: Escreva uma funcdo exponencial que se ajuste aos pontos
dados.
Solucéo:
Considerando os pontos (0,262) e (1,523) tem-se:
f(x) =b.a*
Para x = 0 na equacdo acima, obtém-se b = 262, assim para x =1, &

possivel concluir que:

523 = 262.al
523
=262 7

Entdo a funcéo f(x) = 262.2* é a que melhor se ajusta aos pontos e na

figura 22 o esbocgo fungdo em questédo é apresentado.
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25004

2000

15004

1000H

5004

Figura 22 - Gréfico Fun¢éo Exponencial f(x)=262.2x
Fonte: O Autor
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6 PROPOSTA PARA FUNCOES TRIGONOMETRICAS

O conceito de fungdes periddicas, em especial as fun¢des seno e cosseno, que
sdo geralmente utilizadas para representar fendbmenos naturais ondulatérios séo
tratados neste capitulo. Assim como a proposta de construcdo de atividades no
Geogebra que relacionem sendides e conceitos sonoros expostos no capitulo 2 e a

construcéo da escala temperada.

6.1FUNCOES PERIODICAS

Uma fungéo € denominada periddica se existe um numero real P#0 tal que
f(x+ P) = f(x) paratodo x € D(f). O numero P é chamado periodo da funcéo, assim
o gréfico das funcbes periddicas se repetem a cada intervalo de |P].

Por exemplo, considere a funcao:

fiIN=>Z |f(x)=(=D"
E facil observar que:
f0+2)=f(0)
Ou de forma mais genérica que:
flx+2)=f(x), Vx €N.

Na figura 23 pode-se observar graficamente o exemplo de funcéo periodica.

2

Figura 23 - Exemplo de fun¢&o periddica.
Fonte: O Autor (Geogebra)

A fim de observar a caracteristica grafica da periodicidade de uma funcao

pode-se visualizar a figura 24 onde dois exemplos de graficos de fungéo peridédica sdo
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apresentados, em gque se nota a caracteristica de repeticao de valores das ordenadas
a cada periodo de abscissas.

A A AT
VIV VY

Figura 24 - Exemplos de funcdes periddicas
Fonte: O Autor (Geogebra)

6.2FUNCAO SENO

Seja x um numero real. Marca-se um arco medida x (radianos) em uma
circunferéncia com raio unitario. Sendo P o ponto de intersecc¢ao do lado terminal do

angulo x, com a circunferéncia, conforme a figura 25.

05

Figura 25 — Circunferéncia de raio unitario
Fonte: O Autor

Observando a figura, tem-se que:
Cateto Oposto

senx = -
Hipotenusa

Assim:
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Sendo P,P//AP,, tem-se que 0s segmentos PP, = AP;, definindo y = AP,,
a fungéo seno fica assim definida: f:IR - IR |y = senx.
O gréfico da fungéo f(x) = sen x, forma a curva conhecida como sendide,

gue pode ser observada na figura 26.

24

iz 0 iz m 32 2 srz 3\

Figura 26 - Representacao grafica da funcéo seno
Fonte: O Autor

6.3FUNCAO COSSENO

Repetindo o procedimento da funcdo seno, marcamos um angulo central
com medida x (radianos) em uma circunferéncia com raio unitario, tal que x seja um
namero real. Sendo P o ponto de intersecc¢do do lado terminal do angulo x, com a
circunferéncia, conforme figura 25.

Observando a figura 25 e repetindo o procedimento anterior para
determinar a fung&o seno, tem-se que:

Cateto Adjacente

cos x = -
Hipotenusa

Assim:

AP,
x _— ——
cos x = 1

Observe que o segmento AP, = cosx , definindo y = AP,, a funcéo
cosseno fica assim definida: f:R - R |y = cos x.

O grafico da fungéo f(x) = cos x, forma a curva conhecida como senoide
(o nome sendide também € dado para a funcdo cosseno, pois as curvas de seno e
cosseno sao as mesmas, diferindo apenas em sua posi¢ao no eixo x, na figura 27 vé-

se um esboc¢o da fungao cosseno.
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Figura 27 - Representacédo grafica da funcao cosseno
Fonte: O Autor

6.4 TRANSFORMACOES GRAFICAS DA FUNCAO SENO E COSSENO

A familia de funcdes f: R — R tal que f(x) = a + b.sen(c.x), onde {a; c} €
IR e b € IR*, sdo chamadas de variacdes da funcdo f(x) = sen x, que aqui nesse
trabalho sera denotada de funcéo seno original. Para melhor compreenséao, alguns
exemplos com as variacdes da funcéo seno seréo trabalhadas a seguir.
Exemplo 1
f(x) =2.senx
Note que da funcé&o original variou-se apenas o coeficiente b = 2, enquanto

os coeficientesc =1ea = 0.

Y
Escolhendo por exemplo x = " tem-se:

V2
f(%) =2
1G)-

E de facil verificagdo que ao modificar o coeficiente b para 2, todas as
imagens da funcéo seno original terdo seu valor duplicado. A representacdo grafica

da funcéo é dada na figura 28.
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Figura 28 - Representacao Grafica Funcao Seno - Exemplo 1
Fonte: O Autor

Pode-se observar que o coeficiente b alterou a imagem da funcéo deixando

a mesma com valor maximo igual a 2 e valor minimo igual a -2, Imagem(f) = [—2; 2],

Observe que o valor do Periodo = 2.7 rad.

Exemplo 2:

f(x) = sen(2x)

Tem-se:a=0,b=1ec=2

Para x = %, por exemplo:
f (%) = sen (2%)
FG)=5en(3)

Nesse exemplo a imagem da funcdo ndo serd alterada em relacdo a

imagem da funcéo original, Imagem(f) = [—1; 1], porém ocorre uma alteracdo no

periodo, pois:

f(x) =f(x+m) paratodox € R
Logo , Periodo = 7 rad.

A representacéo grafica € dada na Figura 29.
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Figura 29 - Representacéo grafica funcéo seno - Exemplo 2
Fonte: O Autor

Exemplo 3:
h(x) = 3 + 2senx
Com coeficientes: a =3, b =2 e ¢ =1, o coeficiente mudara apenas a
imagem da funcdo f(x) = 2senx, pois todos seus valores de imagem serao
deslocados 3 unidades positivas, assim Imagem(h) = [1;5] e Periodo=2m.
Na figura 30 € possivel comparar as funcdes dadas no exemplo 2 e no
exemplo 3.

hir) = 3+ 2 sen(r)

a4

Figura 30 — Representacao grafica h(x) = 3+2senx e funcéo f(x) = 2senx
Fonte: O Autor (Geogebra)
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Exemplo 4:

Considere afuncdo: f:R—-> R | g(x) = 3 + 2.sen(4x)

Nessa fungéo, que pode ser vista na figura 31, ocorre a alteragao de
imagem e periodo da fungéo, para o calculo de uma imagem de um valor de x que

pertenca ao dominio tem-se, por exemplo:

_T[
X=g

g (%) =3+ 2.sen (4%)

Nota-se entdo que Imagem(g) = [1;5] e Periodozg

T T T T v T T
-T2 o ™2 ™ 3z 2m amiz 3

-1 4

Figura 31 - Representacao gréafica fungéo seno - Exemplo 4
Fonte: O Autor

De maneira geral para: f:R— R tal que f(x)=a+ b.sen(c.x), onde
{a;c} € R e b € R*, pode-se observar que os coeficiente a e b alteram o valor de
imagem da funcao e o coeficiente c altera o periodo da funcéo.

Pode-se concluir que a imagem sera: Imagem[—b + a; b + a], para b>0, ou
Imagem[b + a; —b + a] para b<0.

Com os exemplos trabalhados acima pode-se observar que a alteragéo no
periodo da fungéo transformada em relagéo a funcao original (fungcéo seno de periodo
2 ) € sempre o periodo da funcéo original dividido pelo parametro que multiplica a

variavel no argumento, ou seja:
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i 21
Periodo = -

E importante que as consideracoes feitas sobre as transformacées seno
sao equivalentes para a funcéo cosseno e que os resultados para imagem e periodo

Serao oS mesmos.

6.5MODELO MATEMATICO DO SOM

Segundo Abdounur (1999, p. 89) foi tentando resolver um problema que
buscava a temperatura de uma placa plana condutora que Fourier, em 1882, teria

encontrado a seguinte a solugéo para uma equacao diferencial:
1
y=3 + (a,cosx + bysenx) + (a,cos2x + bysen2x) + -

Ainda segundo o autor, do ponto de vista acustico-musical:

Qualquer movimento vibratério de ar na entrada do ouvido corresponde a um
tom musical pode ser sempre de maneira Unica exibido como uma soma de
um ndmero infinito de movimentos vibratérios simples, correspondendo aos
sons parciais deste tom musical.(ABDOUNUR, 1999,p.89)

Pode-se dizer que um mesmo som pode ter caracteristicas diferentes, por
exemplo, a mesma nota musical tocada em instrumentos diferentes, apesar de ser a
mesma nota, chega ao ouvido com pequenas, porém perceptiveis diferencas, a essas
pequenas diferencas chamamos de timbre, como ja foi citado nesse trabalho.

Utilizando as Séries de Fourier, pode-se traduzir matematicamente soma
de funcdes senos e cossenos. Na figura 32 tem-se alguns exemplos de sons que
podem ser representados como somas de fungdes senos.

Os sons sem sobreposi¢cao de ondas sdo chamados de notas puras e em
geral, sdo utilizadas com ondas senoidais. A mesma nota musical tocada em
instrumentos diferentes, teréo graficos diferentes, pois tem timbres diferentes ou seja,

existe uma sobreposicao de sons, porém ambas terdo sempre a mesma frequéncia.
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Figura 32 - Formas de ondas correspondentes a alguns instrumentos
Fonte: ALVARENGA & MAXIMO (2000, p.319)

Atividade 1 — Entendendo a altura de um som utilizando o programa
Geogebra.

A presente atividade tem como objetivo criar uma atividade no programa
Geogebra, a fim de compreender a relacédo que existe entre o periodo de uma funcao
seno e a altura de um som. Podendo assim comparar a diferenca para a funcdo seno
e ao mesmo tempo escutar a transformacéo do som.

Para elaborar a atividade no programa Geogebra, é necessario seguir 0s
passos indicados:

— Utilizar o programa na face grafica;

— Clique com o botdo esquerdo na tela, selecione a opcéo “janela de
visualizagao”, Defina o eixo x no intervalo Xmin=-0.8 e Xmax = 0.8 e 0 eixo y com
Ymin=-8 e Yméax=8. (O programa Geogebra utiliza ponto para separacao entre a parte
inteira e a parte fracionada).

— Cligue no botao “Controle Deslizante” , na configuracdo deixe a opcéo
namero, o nome como “a” e configure o intervalo para min=0, max=500 e
incremento=10.

— Na caixa de entrada, no canto inferior da tela, escreva a funcéo:
f(x) =5sen(2 xm = x * a). (Para inserir a constante m no geogebra, basta escrever:
pi)

— Selecione a opc¢ao “Botéo” e clique em qualquer lugar na tela, em legenda

escreva: “Tocar” e em Codigo Geogebra escreva: =tocarSom(f(x),0,20). Essa opc¢éo
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vai emitir através do computador o som referente a frequéncia da funcéo seno para o
intervalo de zero a 20 segundos.

— Com o botdo esquerdo do mouse, selecione no numero “a” a opgao
animar, com isso o numero “a” ira oscilar entre 0 e 500 de 10 em 10 como foi
configurado anteriormente.

— Em seguida clique no botao “tocar” e pode-se ouvir as diferencas sonoras
conforme as varia¢des da frequéncia da funcéo seno.

E possivel observar que quanto maior o coeficiente, mais agudo parece o
som, isso se da pois as notas mais agudas tem maior frequéncia. Na figura 33 tem-se
a interface gréafica do Geogebra para o proximo exemplo:

Considere o coeficiente a=400, entéo:

f(x) = 5sen(2mx400)

Sabendo que o periodo da func¢éo é calculado por:

b 2T _
T 2m.400 400

= 0,0025

o Testando Altura do som.ggb - ol

Figura 33 - Tela Geogebra - Atividade 1

Assim para a=400 tem-se uma fungao que representa um som 400Hz. Note

gue quanto maior o coeficiente a, maior sera a frequéncia desse som.

Atividade 2 - Compreendendo a intensidade sonora utilizando
transformacdes graficas da funcéo seno através do Geogebra.
Com essa atividade pode-se identificar as transformacgdes de uma funcéo

seno (ou cosseno) e as diferencas na intensidade sonora.
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Para desenvolver essa atividade no Geogebra € necessario seguir alguns
passos:

— Clique com o botdo esquerdo na tela, selecione a opgéo “janela de
visualizagao”. Defina o eixo x no intervalo Xmin=-0.02 e Xmax = 0.02 e o eixo y com
Ymin=-20 e Ymax=20. (O programa Geogebra utiliza ponto para separacédo entre a
parte inteira e a parte fracionada).

— Clique no botao “Controle Deslizante” , nas configuragédo deixe a opgao
namero, o nome como “a” e configure o intervalo para min=0, max=20 e
incremento=0.1.

— Na caixa de entrada, no canto inferior da tela, escreva a funcéo:
f(x) =axsen(2*m=*262*x). (262 Hz é a frequéncia da nota D06 central no Piano)

— Selecione a opgao “Botao” e clique em qualquer lugar na tela, em legenda
escreva: “Tocar” e em Cbdigo Geogebra escreva: =tocarSom(f(x),0,20).

“* ”

— Com o botdo esquerdo do mouse, selecione no numero “a” a opgao
animar, com isso o numero “a” ira oscilar entre 0 e 20 de 0,1 em 0,1 como foi
configurado anteriormente.

— Em seguida clique no botao “tocar” e pode-se ouvir as diferencas sonoras

conforme as variacdes da amplitude da funcdo seno, conforme figura 34.

) Testando Volume.ggb - ol

|| Arquivo Editar Evibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda Entrar

| Tocar ‘

Figura 34 - Tela Geogebra - Atividade 2
Fonte: O Autor (Geogebra)

E importante ressaltar que ao ver e ouvir as diferencas da variacio das
funcdes seno em questao, o aluno podera associar o ato de “aumentar o volume” de

um radio com aumentar a amplitude de uma funcdo seno, obtendo assim o mesmo
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som, porém com maior intensidade. A intensidade sonora, como ja foi mencionada
nesse trabalho, € medida em decibel, porém essa medida s6 podera ser aferida caso
o condutor da atividade use um Decibelimetro (Medidor de nivel sonoro), pois essa
medida dependera também se o0 usuario estiver usando ou ndo um aparelho sonoro
com amplificador e a capacidade do mesmo. Para substituir o Decibelimetro existem

alguns aplicativos para celular que calculam esse valor com alguma aproximagao.

Atividade 3 — Construindo a escala temperada com auxilio do Geogebra.

Essa atividade tem por objetivo construir fungdes seno que ao utilizar a
funcdo do tocar som do Geogebra sera possivel identificar a nota musical através do
som e ao mesmo tempo visualizar a funcéo que representa esse som.

Para construcéo dessa atividade € preciso observar que cada nota musical
tem sua frequéncia caracteristica em hertz. Como ja foi mencionado nesse trabalho
as frequéncias das notas musicais em um piano pertencem a funcéo:

f(x) = 262.2%
Como ja é sabido a escala temperada forma uma progressdo geométrica

de razéo 2(1/12), com os valores aproximados na tabela 15.

Tabela 15 - Valores de frequéncia (Hz) na Escala Temperada

Nota X f(x) (Valores aproximados)
D6 0 262
Do6# ou Rép 1/12 277
Ré 2/12 293
Réx# ou Mip 3/12 311
Mi 4/12 329
Fa 5/2 349
Fa« ou Solb 6/12 370
Sol 7112 392
Sol# ou Lap 8/12 415
La 9/12 440
La# ou Sipb 10/12 466
Si 11/12 494
D6 12/12 523

Fonte: O Autor



70

Com esses dados pode-se construir a atividade no Geogebra seguindo os
passos:

— Clique com o botdo esquerdo na tela, selecione a opgéo “janela de
visualizagao”, Defina o eixo x no intervalo Xmin=-0.01 e Xmax = 0.01 e 0 eixo y com
Ymin=-10 e Ymax=10.

— Insira um botdo deslizante com as seguintes configuragdes: min=0,
max=10, incremento=1 e nome= v. Esse botdo deslizante servira para alterar a
amplitude das fungdes, pois utilizando a fungdo seno com y € [—1; 1] 0 som saird com
baixo volume, dependendo das condi¢cdes do equipamento.

— Insira um botdo deslizante com as seguintes configuracdes: min= 0,
max=5, incremento= 1 e nome= a .Esse botdo servira para ajustar caso queira 0
tempo que a nota sera tocada.

— Insira um botao para cada funcéo que representara uma nota musical, o
processo sera repetitivo entdo é importante que se utilize uma legenda para o0 nome
de cada funcdo. Nesse trabalho foi adotado como nome de funcéo a letra inicial de
cada nota musical e para as notas de meio tom com sustenidos foi acrescentado um
S ao nome, por exemplo, a nota DO serd D(x) e D6« sera Ds(x), a excecao fica pela
nota Si que sera Si(x).

— Cada botéo deve ter as seguintes configuracdes: Legenda = Nome da
Nota. Em Cédigo Geogebra insira a fungdo seno com o nome previamente definido
igual a v*sen(2*pi*x*frequéncia), na linha inferior digite: Tocarsom(Nome da funcéo,
0,a). Por exemplo, as configuracdes do botdo referente a nota Réx ficariam assim:
Legenda: Ré#, Cdodigo Geogebra: Rs(x)=v*sen(2*pi*x*311) (na primeira linha) e
TocarSom(Rs(x),0,a) na segunda linha.

Repetindo o procedimento para toda escala temperada tem-se 13 botdes
gue ao clicar apresentara o grafico da funcdo seno e emitira o som referente a nota
musical. Na figura 35 tem-se o exemplo de como devem ficar dispostos os botdes da

atividade referida.
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Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

oAl ) oKl | <
» Janela de Algebra
Fungio e
D(x) = 4 sen (2622 7x) Py
Ds(x) = 4 sen (277 7 2x) 0
F(x) = 4 sen(349 72 x) 5 ;
@ Fs(x) = 4 sen (370 72 x) RE# Sol#
L(x) = 4 sen (440 = 2 x) ; : . 5 Y
Ls(x) = 4 sen (466 = 2x) ‘ Do H Ré ‘ Mi | Fa | Sol ‘ | La ‘i D62 ‘

M(x) = 4 sen(329 7 2x)
R(x) = 4 sen (293 2x)
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Entrada: @

Figura 35 - Tela Geogebra - Atividade 3
Fonte: O Autor (Geogebra)

Atividade 4 — Utilizando a atividade anterior, crie uma funcdo que seja o
somatorio de outras duas fungdes e utilize a funcéo tocar.

Nessa proposta deseja-se utilizar a atividade anterior como base a fim de
mostrar que o som pode ser escrito como a soma de duas ou mais funcdes
trigopnométricas.

Para isso pretende-se criar uma nova funcao que vai somar as notas DO e
Sol (a escolha pode ser feita com quaisquer outras notas), assim:

— No item Janela de Algebra selecione (botdo azul ao lado da func&o)
apenas as fungbes D(x) e S(x), 0 usuario vai notar que vao aparecer os graficos
referentes as duas fungodes.

— No canto inferior, em Entrada escreva Z(x) = D(x) + S(x).

— Ao aparecer o grafico da funcédo na Janela de Algebra (clique para
aparecer a funcdo caso a mesma nédo apareca automaticamente). Cligue com o botéo
esquerdo do mouse em cima da funcdo Z(x), clique em propriedades na aba e
selecione uma cor que destaque a funcgéo.

— Com os trés gréaficos aparecendo na tela de apresentacdo o professor
podera explorar os conceitos de somas de fungdes.

- Na funcéo Entrada digite: TocarSom[Z(x);0;2], essa fung&o vai tocar o som

referente a funcéo Z(x) por um intervalo de 2 segundos, caso 0 usuario queira pode
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aumentar ou diminuir esse intervalo. Na figura 36, pode-se visualizar a apresentacéo
da atividade 4.

» Janela de Algebra
Funcio

D(x) = 6 sen (262 -2 wx)
Ds(x) = 6 sen (277 7 2x)
F(x) = 6 sen (349 7 2 x)
Fs(x) = 6 sen(370 w2 x)
L(x) = 6 sen (440 7 2 x)
Ls(x) = 6 sen (466 7 2x)
M(x) = 6 sen (3297 2x)
R(x) = 6 sen(293 7 2x)
Rs(x) = 6 sen(311 7 2x)
S(x) = 6 sen (392 7 2 x)
Si(x) = 6 sen (494 w2 x)
Ss(x) = 6 sen(415 w2 x)
Z(x) = 6 sen(262 -2 7 x)+

Nuimero

a=1

b Janela de Visualizacdo

o

o

o 0.goz 04, L.0QE!

=

Figura 36 — Tela Geogebra — Atividade 4

Fonte: O Autor (Geogebra)

0.002 \

Essa atividade pode ser explorada com a soma de trés ou mais funcoées,

ficando a critério do leitor, pode-se inclusive criar funcbes seno quaisquer, néo

necessariamente as que formam as notas musicais, e que além de periodos distintos

gue tenham intensidades distintas.
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7 CONCLUSAO

O corrente texto tem como escopo desvendar como o estudo da
matematica pode ser explorado no universo da musica. Buscou-se, academicamente,
a tentativa de descrever a matematica através de sons e notas musicais, levantando-
se a hipbdtese de que existem inUmeros conceitos matematicos em uma masica
classica ou em uma composicdo de um grande artista de rock.

Impressionante foi constatar que, a beleza da matematica esta inserida nas
melodias musicais, mesmo que 0s proprios masicos nao se deem conta disso. Com 0
estudo, verificou-se a existéncia implicita dos numeros e func¢des trigpnométricas em
cada composicao.

E imprescindivel que, além do conhecimento técnico exigido pelo curriculo
basico, o professor de matematica mostre os aspectos praticos da ciéncia em tela,
para que, além de aprendé-la e interpreté-la, o aluno possa se entusiasmar durante o
estudo.

Sendo assim, o presente estudo buscou demonstrar uma face da
matematica, muitas vezes, ignorada nos tempos atuais. O projeto aqui delineado
almeja causar surpresa, tanto aos musicos quanto aos estudantes da matematica, que
talvez, nunca perceberam a integracao entre as duas areas do conhecimento.

Atender aos parametros curriculares em forma de pensamento cientifico é
um encargo que exige tempo e dedicacdo, mas que pode trazer uma satisfacao
inigualavel. Compreender a influéncia dos pitagoricos e a importancia das proporcdes
para a musica, por exemplo, ajuda ndo apenas a construir uma interdisciplinaridade
antes nao vista, mas também revelar como a matematica escreve as leis do universo
e permeia 0 hosso mundo fisico.

Do mesmo modo, a observacdo de experimentos cientificos, tais com o
monocordio de Pitdgoras, aguca a criatividade e a curiosidade dos alunos, o que
certamente os estimulara para a aprendizagem, promovendo a educacgéo de forma
mais ampla.

Por fim, € salientada a importancia da apresentacdo de conceitos
matematicos com a utilizacdo de softwares, afinal vivemos em um periodo onde a
comunicacdo € extremamente rapida e com uma vasta gama de programas e

sintetizadores disponiveis de forma gratuita na internet. Nesse trabalho, utilizou-se do
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programa GeoGebra, mundialmente famoso para o ensino da matematica, por sua
interface simplificada. Por fim, trata-se de programa livre, o que certamente facilita seu

uso em qualquer meio académico.

7.1SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Tendo como base o tema de musica e matematica e objetivando a o ensino
da matemética de forma prazerosa, propde-se alguns temas a serem trabalhos em

estudos futuros tais como:

— A histéria dos logaritmos e a importancia desse conhecimento para a

construgéo de instrumentos musicais;

— A escrita utilizada pelos musicos em partituras e a similaridade com a
linguagem simbdlica matematica,
— Histéria e construcdo do violdo utilizando as relagbes matematicas

existentes nos trastes desse instrumento;

— Utilizar Progressdes Geométricas e Progressdes Aritmética para explicar

o “tempo” musical (Conceitos como: minima, seminima);

— Estudar formas de fazer com que aluno utilize o Geogebra afim de

entender os conceitos de funcéo;

— Investigar outras formas de contribuicdo que o ensino de musica pode

trazer aos estudantes de matematica e sua reciprocidade, caso exista.
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