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“a natureza ¢ um enorme jogo de zvadrez
disputado por deuses, e que temos o pri-
vilégio de observar. As regras do jogo sao
o que chamamos de fisica fundamental, e

compreender essas regras € a nossa meta’

Richard Feynman.



Resumo

Esta dissertacao inicia-se com o contexto histérico acerca do encontro entre dois astrono-
mos, Tycho Brahe e Johannes Kepler, numa época de conflitos entre catdlicos e protes-
tantes, do qual surgiu a descoberta das trés Leis de Kepler que regem os movimentos
dos planetas ao redor do Sol. Em seguida, apresentamos alguns resultados tteis neste
trabalho sobre algebra vetorial, cdlculo e geometria analitica que culminam nas Leis de
Kepler quando partimos de duas leis de Sir Isaac Newton, a saber, Lei da Gravitacao Uni-
versal e da Segunda Lei do Movimento. Tal processo é feito estabelecendo-se um sistema
de equagoes diferenciais, também evidenciadas neste trabalho, que rege o movimento dos

planetas.

Palavras-chave: Lei da Gravitacao Universal, Segunda Lei do Movimento, Férmula de

Binet, Conicas Polares e Leis de Kepler.



Abstract

This thesis begins with the historical context about the meeting of two astronomers, Tycho
Brahe and Johannes Kepler, in a time of conflict between Catholics and Protestants, which
came the discovery of Kepler’s three laws that govern the movements of planets around the
Sun then present some useful results in this work on vector algebra, calculus and analytic
geometry that culminate in Kepler’s Laws when we left two laws of Sir Isaac Newton,
namely Law of Universal Gravitation and the Second Law of Motion. This process is
done by establishing a system of differential equations, also highlighted in this paper,
which governs the motion of the planets.

Keywords: Law of Universal Gravitation, Second Law of Motion, Binet formula, Polar

Conics and Kepler’s Laws.
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Introducao

Desde a antiguidade o homem indaga-se sobre os mistérios do Universo e de como os
planetas e o sistema se comportam em relacao uns aos outros. As Leis de Kepler é um
marco na Gravitagao descrevendo com a precisao matematica o comportamento de tais
objetos celestiais, sugerindo que uma forga vinda do Sol é responsavel pelo movimento dos
planetas. Embora enunciadas por Kepler, o mesmo nao conseguiu demonstrar que tais
Leis seriam verdadeiras. Tal feito foi alcancado por Sir Isaac Newton, um dos maiores
génios de todos os tempos, com o auxilio de sua segunda Lei do Movimento e de sua
outra Lei intitulada de Lei da Gravitacao Universal. Nao se pode esquecer que as Leis
de Kepler sao amplamente fundamentadas nas observagoes do astronomo Dinamarqués
Tycho Brahe, cujo mesmo era seguidor das teorias de Nicolau Copérnico, que teve seu
trabalho levado a um novo patamar, afirmando que o Sol era o centro do Sistema Solar.
Tais Leis colocaram abaixo vérios dogmas religiosos impostos pela igreja catélica, sendo
que os feitores de tais proezas sofreram duras penas e incassaveis perseguicoes da mesma
igreja catolica.

O interesse pelo tema se deu por observar que no Ensino Médio as Leis de Kepler sao
postuladas sem fazer mencao de como demonstra-las, pois estas sao feitas apenas com
contetdos que tém na sua esséncia o Célculo Diferencial e Integral, que nao integram o
Curriculo do Ensino Médio. Motivei-me, entao, a fazer um material autossuficiente que
desperte a curiosidade dos alunos do Ensino Basico que estudam Célculo e que contemple
os resultados matematicos suficientes para um bom entendimento das demonstragoes e
interpretacoes das Leis de Kepler. Nesse caso, o tema versa sobre conteidos do Mestrado
Profissional em Matemética em Rede Nacional (PROFMAT), de uma forma mais aprofun-
dada, relevante e articulada com o exercicio da docéncia no Ensino Médio, relacionando
a Matematica e a Fisica.

O capitulo 1 apresenta um pouco da histéria de tais Leis e ainda das pessoas envolvidas
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em tal enlace grandioso. O capitulo 2 trata dos produtos escalar e vetorial de vetores no
espaco, das derivadas de fungoes vetoriais, da velocidade e aceleracao ao longo de curvas
espaciais. Um breve tratamento de secoes conicas, inclusive, em coordenadas polares,
e o calculo de areas de segoes em coordenadas polares sao apresentados no capitulo 3.
Teoricamente, conhecendo-se a posicao e a velocidade de cada planeta num determinado
instante, as equacoes diferenciais, vistas no capitulo 4, determinam suas posicoes como
funcoes do tempo, no passado e no futuro. No capitulo 5, por motivos didaticos apresen-
tamos primeiramente a demonstracao da Segunda Lei, uma vez que a mesma €, de certa
forma, independente das outras duas. Em seguida, é apresentado a férmula de Binet que
com auxilio da Primeira Lei transforma a equacao do movimento em uma equagcao do tipo
oscilador harmonico simples. Falou-se ainda um pouco sobre conicas em coordenadas po-
lares e demonstramos a Primeira Lei de Kepler. Por dltimo, com auxilio das duas outras

Leis, demonstramos a bela e surpreendente Terceira Lei de Kepler.



Capitulo 1

Contexto Historico

Ao publicar, em 1543, seu famoso trabalho De Revolutionibus Orbium Coelestium, Copér-
nico (1473-1543) iniciava uma revolugao, ndo apenas na Astronomia, mas em todo o
pensamento filosofico e religioso dos tempos modernos. Tanto assim que o ano de 1543 é
considerado o marco inicial da ciéncia moderna. Em 1506 ele comegou a desenvolver um
sistema astronomico com base em suas observagoes dos corpos celestes e logo constatou
que a hipdétese geoceéntrica, de Aristételes e Claudio Ptolomeu, nao era compativel com a
realidade e que a teoria dos epiciclos era um forma artificial de se ajustar os fatos aquela
hipétese. Ptolomeu e seus sucessores recorriam ao artificio de utilizar circulos deferentes e
epiciclos: o circulo deferente era o circulo basico que girava em torno da Terra; e o epiciclo
era um circulo menor, centrado em algum ponto do deferente. O planeta deslocava-se no
deferente. Com os raios do deferente e do epiciclo devidamente ajustados, bem como
suas velocidades, era possivel fazer com que os movimentos planetarios observados da
Terra pudessem ser mais ou menos explicados. Como as observacoes nao se conformavam
exatamente com as previsoes da teoria, o recurso era refazer os calculos, adicionando
epiciclo sobre epiciclo, em construgoes de crescente complexidade.

E dificil, hoje, fazer-se uma idéia do que significou naquela época desafiar a teoria
milenar de Ptolomeu, entrando em conflito frontal com a teologia crista e com arraigados
principios de ordem estética e simplicidade matemética do Universo. Embora as idéias de
Copérnico nao tenham respondido a todas as perguntas que levantaram, elas tiveram um
impacto profundo na evolugao cientifica, separando a Ciéncia da religiao. Elas germinaram
e encontraram em Galileu Galilei (1564-1642) e Johannes Kepler (1571-1630) os seus

grandes seguidores. Os trabalhos de Galileu sao o inicio da Mecanica, que nas maos de



Capitulo 1. Contexto Histérico 4

Newton recebeu a admiravel formalizagao que conhecemos.

Kepler desde muito cedo revelou uma inteligéncia excepcional. Além de possuir com-
provada competéncia em Matematica, Astronomia e Optica, era um espirito profunda-
mente mistico. Conta-se que em 1595, enquanto dava uma aula, ele teve a “brilhante
idéia”, inspirada em Pitagoras e Platao, segundo o qual deveria haver uma correlagao
entre os cinco sélidos regulares da Geometria e os seis planetas entdo conhecidos (de
Merctirio a Saturno, inclusive a Terra). Guiado por esse pensamento, ele construiu uma
teoria segundo a qual os planetas se apdiam sobre esferas, assim dispostas: as orbitas dos
planetas situavam-se sobre seis esferas separadas entre si por cinco poliedros regulares,
cada um circunscrito a esfera anterior e inscrito na seguinte. Maravilhado com tal con-
jectura, que hoje nos parece infantil, publicou um livro cujo longo nome é atualmente
abreviado como Mysterium Cosmographicum (Mistérios dos Cosmos). Ali defendia o he-
liocentrismo e propunha seu modelo de oérbitas circulares, percorridas com velocidades
constantes. Uma cépia do livro foi enviada a Galileu e outra ao astronomo dinamarquées
Tycho Brahe (1546-1601). Brahe, o mais renomado astronomo da época, trabalhava para
o governo de seu pais e em 1576 construira um grandioso obervatério proximo a Cope-
nhage. As medigoes astronomicas feitas por ele durante duas décadas vieram mais tarde
a desempenhar um papel fundamental nas descobertas de Kepler.

Em 1598 o arquiduque da Austria fechou o semindrio protestante em Graz, na Austria,
local onde Kepler ensinava Matematica desde 1594 e foi expulso do mesmo e da cidade,
diante de sua recusa em retornar ao catolicismo. Para sua felicidade, Tycho Brahe, que
havia tomado conhecimento de Kepler devido a publicacao do seu Mysterium Cosmo-
graphicum (Mistérios dos Cosmos), foi contratado em 1599 pelo imperador da Bohemia,
mudou-se para Praga e, em 1600, convidou Kepler para juntar-se a ele, como assistente
no observatorio de Praga, dando inicio a uma proficua, embora curta, cooperagao. Ty-
cho faleceu em 24 de outubro de 1601 e, dois dias depois, o imperador nomeu Kepler
sucessor do dinamarqués. Mergulhado nos célculos relativos a orbita de Marte, Kepler
teve que admitir que o modelo de érbitas circulares percorridas pelos planetas com ve-
locidades constantes nao era compativel com as medi¢oes de Tycho. Assim, em 1602,
comecou abandonar a idéia das velocidades uniformes ao constatar que quando Marte
passava por posi¢oes mais proximas ou mais distantes do Sol, movia-se, respectivamente,

mais depressa ou mais lentamente. Evidenciava-se, também, que a érbita nao era circular
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e seus cdlculos mostraram que a linha que liga Marte ao Sol varre, em tempos iguais,
areas iguais, qualquer que seja a posicao do planeta sobre sua érbita. Finalmente, em
1605, concluiu que a érbita de Marte é uma elipse, com o Sol em um dos focos. Testando
pacientemente suas conjecturas relativas a Marte para os outros planetas verificou que
elas se aplicavam a todos e assim pode anunciar suas duas primeiras leis em um livro
chamado Astronomia Nova, de 1609:

1. As orbitas dos planetas sao elipses, das quais o Sol ocupa um dos focos.

2. A linha que une o Sol a qualquer planeta cobre areas iguais em tempos iguais, quaisquer
que sejam as posicoes do planeta sobre sua orbita.

Em 1612 deixou Praga e aceitou a posicao de matematico oficial e professor em Linz, na
Austria, onde logo publicou um interessantissimo estudo mostrando que o abade Dionysius
Exigus, em 523 a.D., cometera um erro de cinco anos na estimativa da data do nascimento
de Jesus e que ela deve ser situada em 4 a.C.. Sua producao cientifica atingira intensidade
maxima, apesar dos enormes problemas que enfrentava: um filho de seis anos morrera de
variola, sua esposa sofria de transtornos mentais e sua velha mae, em 1615, fora vitima de
uma caga as bruxas, tendo sido presa e torturada, somente escapando da fogueira depois de
cinco anos de esforcos de Kepler para liberta-la. Em 1619 publicou o célebre Harmonices
Mundi (A Harmonia do Mundo) onde, demolindo o antigo modelo dos poliedros regulares,
anunciou sua terceira lei do movimento planetario: os quadrados dos periodos de revolucao
dos planetas sao proporcionais aos cubos de suas distancias médias ao Sol. Poucos anos
depois, Sir Isaac Newton, em seu livro Principia Mathematica, de 1687, mostrou que
as trés leis de Kepler podem ser obtidas como consequéncia de outras duas leis de sua

autoria, a Sequnda Lei do Movimento e a Lei da Gravitagao Universal.



Capitulo 2

Elementos de Algebra Vetorial e

Calculo

Neste capitulo falaremos do produto interno e do produto vetorial, e sobre funcoes ve-
toriais, destacando as defini¢oes, propriedades basicas, exemplos e alguns resultados que

serao usados para descrever o movimento dos planetas no espaco.

2.1 Produto Interno

Definicao 1. A norma ou comprimento do vetor V= fﬁ no espaco € o numero
IVl =d(A,B).

Obs 1.

a) A norma de um vetor independe da escolha do segmento representante. Com efeito,

se V = A@ = C—D> entao AB = CD e, portanto, d (A,B) =d(C,D) = H7H

b) Se A = (ala as, a3)7 B = (blaanb3)7 entao

H7H = \/(bl - (11)2 + (b2 — a2)2 + (bg — a3)2.

c) Se v = (ﬁ, onde O ¢ a origem do sistema de eizos ortogonais OXYZ, entao as

coordenadas de V' coincidem com as coordenadas do ponto P. Logo, se V= Oﬁ =

(x,B,7), entdo P = (o, B,y) e || V]| = d(0,P) = Voo + B2 + V2.
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Exemplo 1. Dados A = (—1,2,1) e B = (4,1,—1), determinar a norma do vetor V=

AB.

Solucao. Temos

19 = /(4= (=12 + (1 =2 + (1= (—1))’ = /B 5 (-2 + 22 = V/30.
Obs 2.
a) Temos | V|| =0 <= V =0. Além disso,V # T = V] > 0.

b) Se V é um vetor e A € R, entio |AV]| =l - || V]|
De fato, se V= (x,y,2), temos AV = (Ax, Ay, Az) e, portanto,

N = /05" + ) + () = VR GE T2+ 22) = VREVAE Ty 1 22 = AT,

c) Um vetor é chamado unitdrio se sua norma € igual a 1.

— . .
d) Se v # 0, o vetor ”—gw ¢ um vetor unitario, chamado normalizado do vetor 7,
com igual direcao e sentido que V.
De fato, os vetores tém a mesma dire¢do (sao paralelos) pois um é maltiplo do outro.

Pelo item (b), temos:

1
HWHH:HWH H ‘?‘|” ——;HWH

¥ A .
e como H_%T > 0, os vetores Ve II_%T tém o mesmo sentido.

é 7 Ve . 7/ . . ~
e) Se v %0, o vetor —ﬁ ¢ também unitdrio e tem a mesma direcao que 7, mas

nao o mesmo sentido.

Exemplo 2. Determinar o normalizado do vetor U = (3,—2,1).

Solugao. Como ||| = V32 + (—2)2 + 12 = /14, 0 normalizado de U € o vetor:

U 1 3 -2 1
=TT v el = (\/ﬂ’\/ﬁ’ m)‘

Exemplo 3. Determinar os vetores unitdrios paralelos ao vetor V= (1,-2,2).

Solugao. Temos V #0 ¢ | V] = V12 + (=2)24 22 = 3. Portanto os vetores unitdrios

paralelos ao vetor Y sdo:

1 22 12 2
= _ [ 2= —>: e~
Vl_'<3’ 3’3) ¢V < 33 3)'
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Definicao 2. O angulo £ (ﬁ, 7) entre dois vetores U = /ﬁ eV = ﬁ nao nulos é o
menor angulo formado pelos segmentos AB e AC, medido no plano Ttagc que contém os

pontos A, B e C.

Obs 3.
a) Medimos os angulos em radianos ou em graus, onde Ttradianos corresponde a 180°.
b) Note que 0 < £ (ﬁ, 7) < 7, equivalentemente, 0° < / (ﬁ, 7) < 180°.
(VX)) =2 (WU, V),

c) Tem-se: { /(NV,uU) = £ (U, V), se Ap >0,
LNV W) =n— 2 (U, V), se Au<O.

Defini¢ao 3. O produto interno (ou escalar) entre os vetores U eV no espago, € o

numero real

0 ,seﬁzﬁoquﬁ
L[V cos® ,TE£T eV #0,

onde 0 = / (7, 7) O produto interno entre os vetores U eV também é indicado por

-V

(U, V) =

Obs 4.

a) Da comutatividade da multiplicacao de nimeros reais e da observagao 3, concluimos
que o produto interno € comutativo, isto €, <7, 7> = (7, ?}, para todos os vetores

U eV do espaco.

b) O produto interno de um vetor com si préprio é nao negativo. Com efeito, sendo

0=/(U,)=0:
(W, ) = ||| cos0 = [[ L] >0,

_>
a igualdade acontece quando U=20.

Proposicao 1. Se U = (x1,B1,v1) € V= (o, B2,7Y2) sdo vetores no espaco, entao,

(U, V) = ootz + B1B2 + Y172 (2.1)
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Demonstracao. Se algum dos vetores U ou V é nulo, temos (7,7} = 0 e, também,
a0t + B1B2 + v1y2 = 0. Logo, a identidade (2.1) é satisfeita.

Sejam U = Cﬁ eV = Cﬁ vetores nao nulos, com P = (&, B1,v1) e Q = (o2, B2, V2),
onde O ¢é a origem do sistema de eixos ortogonais OXYZ. Entao, lﬁ = Oﬁ — (ﬁ =

V-u= (og — o1, B2 — B1, Y2 —v1) -
Seja 8 = /£ (ﬁ, 7) Aplicando a Lei dos Cossenos no triangulo AOPQ, obtemos:

|V — |2 = |+ |V )|2 =2/ ||| V| cos®.
Dai:
2| ||| V][ cos® = [T+ V>[IV — T
= (‘X% + B7 ‘|‘Y%) + (0‘3 + B3 ‘i‘Yg) — (g — o)’ — (B2 — B1)°
—(Y2—Y1)2
= (o + BT +v]) + (03 + B3 +7v3) — o + 2000 — o
—B3 +2B2B1 — BT — V3 + 2y2v1 — Vi

= 2(ouots + Bifo + Viva) -

Portanto, (1, V) = || ||| V]| cos® = (a2 + B1B2 + Y1V2)- O
Proposicao 2. Sejam U, V e W vetores arbitrdrios do espaco e A € R. Entdo:

a) (W, ) = [ X[ > 0;

b) (W, U) =0 <= U =0,

c) (U, V) =(V,U);

d) AU, V) =MW, V);

e) (WU, AV) =N, V);

e) (W+W, V)= (UV)+ (W, V),

f) (W, V +W) = (U, V) + (L, W).

Definigao 4. O vetor u ¢ perpendicular ou ortogonal ao vetor 7, e escrevemos U L 7,

quando o angulo entre eles € reto ou quando um dos vetores é o vetor nulo.
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Proposicao 3. Se o vetor u é perpendicular ou ortogonal ao vetor 7, entao (7, 7> =0.

Demonstracdo. Se U = 0 ouV = 6), entio U L V e, também, <7,7> = 0. Sendo
u =+ 6>, v =+ 6> ed=[/ (3,7), temos, entao,

(U, V) = || L|||| V]| cos® = 0 <= cos 0 =0 <= 0 = 90°.
0

Exemplo 4. Determine os valores de x ey de modo que o vetor U = (x,y,1) tenha
norma igual a /3 e seja perpendicular ao vetor V= (1,3,4).
Solugao. Temos que ULV se, e SO se,

(U, V) =((xy,1),(1,3,4) =x+3y +4=0 < x = —3y — 4.

Por outro lado,

TP =x*+y*+12=3=x>+y>=2. (2.2)

Substituindo-se x = —3y — 4 na equagao (2.2), obtemos:

(—3y—4)°+y>=2 < 10y>+24y+14=0
y_—24:|:\/576—560

<
20
BT _ 244
Y=790 7 5 YT Ty T

O problema possui entdo duas solugoes, = (1/5,—7/5,1) e wp = (—1,—1,1).

2.2 Produto Vetorial

Seja OXYZ um sistema de eixos ortogonais no espaco e consideremos os vetores U =

(x1,Y1,21) e V= (X2, Y2, 22).
Definicao 5. O produto vetorial de u por Y € o vetor
UxV= (Y122 — Y2z1, — (X122 — X221) , X1Y2 — X2Y1).

Um dispositivo pratico, para determinar o produto vetorial, consiste em calcular o

“determinante simbdlico” da matriz 3 x 3 cujos elementos da primeira linha sao os ve-
— — —

tores 1 = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1), os elementos da segunda linha sao as

coordenadas do vetor U e os da terceira sdo as coordenadas do vetor V:
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- - =
i j k
Y1 zZ1 | —= X1 27 | — X1 Y1 | =
?XV:: X1 Y z1 | = 1 — ) + k.
Y2 Z2 X2 Zg X2 Y2
X2 Y2 Z2

Proposicao 4. Para quaisquer vetores no espaco U = (x1,Y1,21), V= (x2,Y2,22) €

W = (x3,Y3,23) € A € R, valem as sequintes propriedades:
DA xV,A)y=(UxV,V)=0, isto é, U x V ¢é um vetor ortogonal a U ¢ a V.
2) U x V =0 se, e sd se, um dos vetores U ou V € mailtiplo do outro.
3) |« x V|| = || ||| V]| sin 0, onde 8 = £ (U, V).
) UxV=—(Vx).
5) AU) x V=" x (AV) =A (U x V).
6) (U+W)Xx V=UxV+WxVeUx (V+W)=UxV+UxW.
7) U x (V x W) = (U, W)V — (U, V)W,
Demonstragio. 1) Temos:

<ﬁ X 77 ﬁ> = (y122 —y27~1) X1 — (X129 — Xzzl)yl + (X11J2 —X291) Zy
= X1Y1Z2 — X1Y2Z1 — X1Y1Z2 + X2Y1Z1 + X1Y2Z1 — X2Y12Z1

= 0.

(U XV, V) = (Y12 —Y2z1) X2 — (X122 — X221) Yo + (x1Ys — Xay1) 25
= X2Y1Zo — X2Y2Z1 — X1Y2Z2 + XaY2Z1 + X1Y2Zo — X2Y12Z2

= 0.

2) Se V ¢ miltiplo de U, existe A € R tal que vV = AU. Logo, v = (x2,Y2,22) =
A (X2792722) = }\ﬁa ou Sejav

Xo = 7\X1,y2 = 7\1;]1,22 = 7\Z1. (23)

Multiplicando a primeira das identidades (2.3) por y; e a segunda por x;, obtemos:

YiXe = AX1Y; = X1Y2 = X1Y2 — X2y; = 0.
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Multiplicando a primeira das identidades (2.3) por z; e a terceira por x;, obtemos:
X9Z1 = AX1Z1 = X1Z2 = X1Z9 — X221 = 0.

Finalmente, multiplicando a segunda das identidades (2.3) por z; e a terceira por yi,
obtemos: Yoz1 = AY121 = Y129 = Y122 — Yoz1 = 0.

Reciprocamente, suponhamos que X1Ys — XoY1 = X129 — X221 = Y129 — Y227 = 0. Se
U = ﬁ = (0,0,0), entao U = 07, isto é, U é multiplo de V. Assim, podemos supor
que U = (x1,Y1,21) # (0,0,0) = 6), isto é, pelo menos uma coordenada de U é diferente
de zero. Se x; # 0, seja, A = z—f Afirmamos que YV =AU,

De fato, como x1Yys —xoy; = 0, segue que Ys = Z—fyl. E, uma vez que X1z — X921 = 0,
temos z, = z—le. Logo,

X2 X2 X2 X2
AU =2 (X1,Y1,21) = <—X1, — Y, _Zl) = (x2,Y2,22) = V.
X1 X1 X1 X1

Os casos y; # 0 e z; # 0 sao tratados da mesma maneira. Segue-se, entao, que um

dos vetores U ou V é multiplo do outro se, e s6 se,

Y1z X1 Zi X1 Y1
= = = 07
Y2 2o X2 Z2 X2 Y2
ou seja, se, e soO se,
Y1 zn X1 Z1 X1 Y1
UxV = - : = (0,0,0).
Y2 2o X2 Zp X2 Y2

Em particular, 6) XU =1 X 6> =UX U= 6> para todo vetor .
3) Temos:

Hﬁ X 7"2 = (Y1zo —9221)2 + (%129 — X221)2 + (x1Y2 —X291)2
= y%zg — 2Y1Y2z129 + ygz% + x%zg — 2X1X22129
X322 + x3Y3 — 2x1%2Y1Ys + X5y?
= xi (Y3 +23) +yi (3 +23) +21 (x3 +3)
—2X1X2Y1Y2 — 22123 (X1X2 +Y1Y2)
= X Gty +2) +yi (G +yi +2)
+23 (% + Y3 +23) — XiX3 — Yiy;

—Z%Zg — 2X1X2y192 — 221Z2 (X1X2 + U1y2)
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= (+yl+zl) (3 +yd+z3) —xh

—2X1X2Y 1Yo — y%y% — 22129 (X1X2 +Y1Y2) — Zflg
= (FH+ui+2) (3 +ys+2)

- ((X1X2 +y1yz)2 + 22125 (x1%2 +Y1Y2) + Z&%)
= (d+yi+z) (S +yi+2)

— (xix2 +Y1y2 + 212,)°

= 2PV — (L, V)2 (2:4)
Como (U, V) = || ||| V| cos 0, segue que:

I x VI = LIV = [PV cos® 8
= [XIPIVI? (1~ cos’®)
= X[V sin*e.

Portanto, | x V|| = || T[] V]| sin 6.
4) Temos:

UxV = (Y122 — Yoz1, — (X122 — X221) , X1Y2 — X2Y1)
= — (Y221 — Y122, — (X221 — X1Y2) , X2Y1 — X1Y2)
= —(Vx1).

5) Como AU = (Ax1,Ay1, Az; ), temos:

(7\7) xV = ((AYy1) zo — Y2 (Az1) , — ((Ax1) 22 — %2 (Az1)) , (AX1) Y2 — X2 (AY1))
= A(Y1zo — Yoz1, — (X122 — X221) , X1Y2 — X2Y1)

= }\(ﬁXV).

A outra identidade, U x (7\7) =A (7 X 7), prova-se de maneira analoga.

6) Sendo W = (x3,Ys,23) € U+ W= (x1 4+ X3,Y1 + Ys, z1 + 23), temos:

— — —
i j K
(ﬁ"“’_‘;)x7 = | X1+%x3 Yr+ys z1+23 | =

X2 Ya Zo
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Y1+Ys z1+2z3 | = X1+ X3 Z1+ 23 —.>+ X1+ X3 Y1+ Y3
)

Y2 Zo X2 Zo X2 Y2
- -
= ((y14+vys)ze—(z1+23)ya) 1 — ((x1 +x3) 220 — (21 +23) X2) j
%
+((x1 +x3)y2 — (Y1 +ys) x2) k
- -
= (Y122 +Yszo — z1Y2 — 23Ya) 1 — (X122 + X322 — Z1X2 — Z3X2) j

%
+ (X1Y2 + X3Y2 — Y1X2 — Ysxa2) K

— —

= ((Y1z2 —Y2z1) + (Ysz2 —Y223)) 1 — ((x122 — z1x2) + (X322 — X223)) j
+ ((x1Y2 = y1x2) + (x3y2 — x2y3)) X

= ((y122 — Yaz1) T — (uz—xoz1) ? + (x1y2 — x2y1) ?>
+ ((ygzg — Yoz3) Figs (X329 — X223) ? + (X3Yy2 — X2Yy3) ?)

= UXV+WxV.

7) De fato, o vetor U x (7 X v_v>) é coplanar com Vew. Logo, existem m e n reais tais

que
U x (7><v_v>) —mV +nw.

(2.5)

Para determinar m e n, escolhe-se a base ortonormal { 1, j , k} com i paralelo a 7, j

_>
coplanar com Ve v_v>, e k paralelo a YV ox W,

Entao, pode-se escrever:

_)
Y = ai
— -
W o= bi+c]
— — —
U = xi+yj +zk
Por outro lado:
- = —
i j k
%
VX W = a 0 0 |=ack
b ¢ 0
¢ - = =
i j k

— —
VxwW=| x y z |=acyi —acxj
0

(2.6)
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ou.

— —

Ux (VxW) = acyi —acx
— - - =
= acyi —acxj +abxi —abxi

= (bx+cy) At — ax (bT> + c?)
Tendo em vista as igualdades (2.6), temos:
U x (V x W) = (bx+cy) V — axw. (2.7)

Comparando as igualdades (2.5) e (2.7), temos que m = bx +cy e n = —ax. Mas de
acordo com a definigao de produto escalar e tendo em vista as igualdades (2.6), bx+cy =
(U, W) eax= (U, V). Dai, m= (U, W) en=—(U, V).

Substituindo m e n em (2.5), vem:

U x (V x W) = (U, W)V — (U, V)W.

2.3 Funcoes Vetoriais e Curvas Espaciais

Uma funcao vetorial r é uma fungao cujo dominio é um conjunto de niimeros reais e cuja
imagem é um conjunto de vetores. Isso significa que para todo niimero t no dominio de
r existe um unico vetor denotado por r(t). Se f(t), g(t) e h(t) sdo os componentes do
vetor r (t) , entao f, g e h sdo fungoes de valor real chamadas fungdes componentes de r

€ escrevemos

Exemplo 5. Ser(t) = (t3,t2 +t,—2 + 5t), entdo as funcoes componentes sao f(t) = 3,

gt)=t>+t eh(t) = —2+ 5t.

Definigao 6. Ser (t) = (f(t),g(t),h(t)), entdo

lim r (t) = (lim £(t), lim g (t) ,tngéh(t))

t—a t—a

desde que os limites das funcoes componentes existam.



Capitulo 2. Elementos de Algebra Vetorial e Calculo 16

Exemplo 6. Determine %mq r(t) onder(t) = (\/t + 3, %, 2+ tz).

H
Solugao. De acordo com a Definicdao 6, o limite der € o vetor cujos componentes sao 0s
limites da fungoes componentes de r:

t—1
limr(t) = OMVHﬂﬁm——ﬂMH+€>
t—1 t—11t2 — 1" t=>1

t—1

= (2,1/2,3).

Uma funcao vetorial r é continua em a se th_r)r(l1 r(t) = r(a). Em vista da Definicao
6, vemos que r é continua em a se e somente se suas fungoes componentes f, g e h sao
continuas em a.

As curvas espaciais e as funcoes vetoriais continuas estao intimamente relacionadas.
Suponha que f, g e h sejam fungdes reais continuas em um intervalo I. Entao o conjunto

C de todos os pontos (x, Y, z) no espacgo para os quais
x = f(t) y =g(t) z=nh(t) (2.8)

e t varia no intervalo I é chamado curva espacial. As equagoes em (2.8) sdo denominadas
equacoes paramétricas de C e t é conhecido como parametro. Podemos pensar em C
como tendo sido tracado pelo movimento de uma particula cuja posicao no instante t é
(f(t),g(t),h(t)). Se consideramos a funcao vetorial r(t) = (f(t),g(t),h(t)), entao
r(t) é um vetor de posigao do ponto P (f (t), g (t),h(t)) sobre C. Assim, qualquer fungao
vetorial r define uma curva espacial C que é tracada pela ponta do vetor em movimento

r(t), como mostrado na figura (2.1)

Zh
_— P(f(1), g(t), h(1))
o L AN
C/ Nl e
y .
. Ny
o LT = (f(0). g(0). h(1))

Figura 2.1: C é tracada pelo movimento da ponta do vetor de posicao r(t)

Exemplo 7. Determine a equacao vetorial que representa a curva obtida pela intersecao

do cilindro x* +y? =1 com o plano y +z = 2.
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Solugao. A curva C resultante da intersecao do plano com o cilindro € uma elipse. A
projecio desta sobre o plano xy € a circunferéncia x*> +y? =1, z = 0. Assim, podemos

ESCrever
X =cost y =sint 0<t< 2

Da equacao do plano, temos

z=2—y=2-—sint
Escrevendo as equagoes paramétricas para C, obtemos
X =cost Yy =sint z=12—sint 0<tg2n
A equacao vetorial correspondente €
r(t) = (cost,sint, (2 —sint)) 0<t<2m
Essa equacdao é chamada parametrizacao da curva C.

Defini¢ao 7. A derivada ©(t) de uma funcao vetorial r(t) € definida do mesmo modo

como € feito para as fungoes reais:

se o limite existir.
O significado geométrico dessa definigao esta representado na figura (2.2). Se os pontos

rit+h)—rit)

Figura 2.2: Vetor velocidade

P e Q tém valores de posicao r(t) e r(t+h), entao ]ﬁ representa o vetor r(t+h) —r(t),
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que pode ser visto como o vetor secante. Se h > 0, o multiplo escalar (1/h)(r(t+h)—r(t))
tem a mesma direcao e sentido que r(t +h) —r(t). Quanto h — 0, parece que esse vetor
se aproxima de um vetor que esta sobre a reta tangente. Por essa razao dizemos que o
vetor r(t) é chamado vetor tangente a curva definida por r no ponto P, desde que exista
r(t) e r(t) # 0. A reta tangente a C em P é definida como a reta que passa por P e é
paralela ao vetor r(t).

O teorema seguinte fornece um método conveniente para calcular a derivada de uma

funcao vetorial r por diferenciagao de cada componente de r.

Teorema 1. Se r(t) = (f(t), g(t), h(t)), onde f, g e h sdo funcdes diferencidveis, entao

Bt) = Aliglo At
_ oy [(f(t +h),g(t+h),h(t+h))—(f(t),g(t), h(t))]
= Ao At
_ <f(t+At) —f(t) g(t+At) —g(t) h(t+At) —h(t))
T AtSo At ’ At ’ At
B lim f(t+ At) — f(t) lim g(t+ At) —g(t) lim h(t + At) — h(t)
— \at=o At " AT=0 At " At—0 At

]

O proximo teorema mostra que as formulas de diferenciacao para funcgoes reais tém

suas equivalentes para as fungoes vetoriais.

Teorema 2. Sejam u e v funcoes vetoriais diferencidveis, A um escalar e f, uma fun¢ao

real. Entdo,
1) Lhu(t) +v(t)] =u(t) +v(t)
2) & Au(t)] = ra(t)
3) LfF(tu(t)] = f(t)u(t) + f(t)a(t)
4) &) -v(t)] = a(t) - v(t) +ult) - ¥(t)

5) %[u(t) x v(t)] =ua(t) x v(t) +u(t) x v(t)
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6) &Mu(f(t))] = f(t)u(f(t))

Demonstra¢ao. Consideremos u(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)) e v(t) = (g1(t), g2(t), gs(t)).
1) Sendo u(t) + v(t) = (f1(t) + g1(t), f2(t) + ga(t), f3(t) + g3(t)), temos

d

SO+ = (f1(t) + gi(t), fo(t) + ga(t), f3(t) + ga(t))
= (f1(t), fa(t), f3(t)) + (g1 (1), ga(t), gs(t))

= u(t) +v(t)

2) Como Au(t) = (Afy(t), Afa(t), Afs(t)), temos

%[Au(t)] = (Afi(t), M2(t), AMf5(1))
= A(f1(t), fa(t), f3(1))

— Aat)

3) Temos f(t)u(t) = (f(t)fi(t), f(t)fa(t), f(t)f3(t)). Como f(t)fi(t) é o produto de duas
funcoes reais, segue-se que

%[f(t)fi(t)] = f(t)F:(t) + F(OFi(L).

—[f(Hu(t)] = (F()F(t) + FEF (1), F(E)Fa(t) + F(E)Fa(t), F(£)Fs(t) + F(E)F3(t))
= (f()F1(t), FO)F2(1), F()F3(t)) + (FO)FL(L), F()Fa (1), F(1)F3(t))
= f(t)(FL(t), Falt), (1)) + F(L)(f1(1), f2(t), F5(t))

= f(t)u(t) + f(t)a(t)

4) Sendo u(t) - v(t) = f1(t)gi(t) + fa(t)ga(t) + fa(t)gs(t) = Y2 fi(t)gi(t), as regras

ordinarias de diferenciacao do produto nos fornecem

Sl V(] = Y RWel)
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5) Pela defini¢ao (5), temos

u(t) x v(t) = (f2(t)gs(t) — g2(t)fs(t), gi(t)fs(t) — fi(t)gs(t), f1(t)ga(t) — g (t)fa(t)).

Assim sendo, temos que

E[U(t) xv(t)] = (faft )g3(t) + fa(t)gs(t) — galt)fs(t) — galt )f3(t),

! g1 (t)Fs(t) + g1 (t)fs(t) — f1(t)gs(t) — f1(t)gs(t),
f1(t)g2(t) + f1(t)ga(t) — gi (1) Fa(t) — g1 (t)Fa(t))
= (f2(t)gs(t) — g2(t)f3(t), gu(t)f3(t) — f1(t)gs(t),
f1(t)ga(t) — g1 ()f2(t)) +
(f2(t)gs(t) — ga(t)fs(t), gi(t)fs(t) — f1(t)ga(t),
f1(t)g2(t) — gi(t)fa(t))
= () x v(t) + ut) x v(t)

6) Pela regra da cadeia para fungoes reais, temos %[f (f(t))] = f(t)f(f(t)). Logo,

d d d d

Ll = (a[mf(tm,E[w(tm,—
R D), FOREW), FO ()
= f(t)(fi(f(t)), fa(f(t)), f3(f(t)))

= f(t)a(f(t))
O

Exemplo 8. Mostre que, se [r(t)] = ¢ (uma constante), entio ¥(t) € ortogonal a r(t) para

todo t.

Demonstragao. Como r(t) -r(t) = [r(t)]*> = c? e ¢? é uma constante, da Férmula (4) do

Teorema 2 vem

0= %[r(t) cr(t)] =r(t) - r(t) +r(t) - r(t) =20(t) - r(t).
Entao, r(t) - r(t) = 0, o que implica que r(t) é ortogonal a r(t). H

No movimento de uma particula no espago onde seu vetor posicao no instante t seja

r(t), o vetor

(1/M)(x(t +h) —r(t)) (2.9)
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se aproxima da direcado de movimento da particula que se move ao longo da curva r(t).
Seu médulo mede o tamanho do vetor deslocamento por unidade de tempo. O vetor (2.9)
fornece a velocidade média no intervalo de tempo de comprimento h e seu limite é o vetor

velocidade v(t) no instante t, ou seja,

v(t) = ]li%r(wh})l_r(” — (1) (2.10)

Portanto, o vetor velocidade é também o vetor tangente e tem a direcao da reta tangente
a curva.
Como no caso do movimento unidimensional, a aceleracao da particula é definida como

a derivada da velocidade. Assim sendo, de (2.10) vem



Capitulo 3

Conicas e Areas em Coordenadas

Polares

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes, propriedades bésicas e alguns resultados das
coOnicas, com a primazia concedida a elipse e a hipérbole, com um tratamento em termos
de coordenadas polares. Falaremos também da area de uma regiao cuja fronteira é dada

por uma curva polar.

3.1 Conicas

Nesta secao daremos as definigbes de parabolas, elipses e hipérboles e apresentaremos
suas equacgoes-padrao. Elas sao chamadas secoes conicas, ou conicas, pois resultam da

intersecao de um cone com um plano.

3.1.1 Elipse

Uma elipse é o conjunto de pontos em um plano cuja soma das distancias a dois pontos
fixos F; e F5 é uma constante. Esses dois pontos sao chamados focos.

Para obter a equacao mais simples para uma elipse, colocamos os focos no eixo x nos
pontos (—c,0) e (c,0) como na figura (3.1), de modo que a origem esteja na metade do
caminho entre os focos.

Seja a soma das distancias a partir de um ponto na elipse até os focos 2a > 0. Entao

P(x,y) é um ponto na elipse quando
d(PJ Fl) + (P7 FQ) = 2Cl,

22



Capitulo 3. Conicas e Areas em Coordenadas Polares 23

Figura 3.1: d(P,F;) + (P,Fy) = 2a

isto 6, /(x +¢)? +y2+/(x —¢)2 +y2 =2a ou \/(x +¢)? +y2 = 2a—/(x — ¢)? + 2.

Elevando ambos os lados ao quadrado, temos

x* —2ex + 2+ y? =4a® —4ay/(x + )2 +y2 + x> + 2cx + 2 + y?

que nos d4 ay/(x+¢)2+y?=a’+cx.

Elevamos ao quadrado novamente, obtemos
a?(x? + 2cx + ¢ +y?) = a* + 2a%cx + AP

que se torna (a2 —c?)x? + a®y? = a?(a® — c?).
Aplicando a desigualdade triangular no triangulo F;FoP, vemos que 2¢ < 2a, assim ¢ < a
e, portanto, a®? — c? > 0. Por conveniéncia, seja b? = a? — c2. Entao a equacao da elipse

torna-se b?x? + a?y? = a?b?, ou, se ambos os lados forem divididos por a?b?,

X2 y2
Stig=1 (3.1)

Como b? = a2 —¢% < a?, segue que b < a. Paray = 0 temos x = +a. Os pontos
correspondentes (a,0) e (—a,0) sdo chamados de vértice, e o segmento de reta que une
os vértices é dito eixo principal. Os outros dois vértices da elipse, (0,b) e (0,—b), sao
encontrados quando fazemos x = 0, dessa forma y = £b (veja a figura (3.2)). A equagao
(3.1) nao muda se x for trocado por —x ou y for trocado por —y, logo, a elipse é simétrica
em relagao a ambos os eixos. Note que, se os focos coincidirem, entao c =0, a=b e a
elipse torna-se um circulo com raio r = a = b.

Se os focos de uma elipse estiverem localizadas no eixo y em (0, +c), entdo podemos

encontrar sua equagao trocando x e y em (3.1) (veja a figura (3.3)).

Obs 5. A equacao da elipse quando o centro encontra-se no ponto (h,k) e tem eizo focal,

12 _1)\2 .
"a?) T (Ubf) = 1. Caso o eizo focal

eixo que contém os focos, paralelo ao eizo OX é (

—_h)2 k)2
seja paralelo ao eixo OY, temos (Xb;‘) 4+ b a;d =1.
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(0, b)
(a20)
| oo ~._a ™
# b ~ \{z.0)
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Figura 3.2: 5 + & =1
y
iO. al
;f/ (0, h\
|'rl \'|'
E—.’}.O]J' I"[b.!]]
| 0 | x
l"-\ (0,—¢) /
\\ /
‘\-\._\__* __;/
(0, —a)
. 2 2
Figura 3.3: 33 + % =1

3.1.2 Hipérbole

Uma hipérbole é o conjunto de todos os pontos em um plano cujo modulo da diferenca

entre as distancias a dois pontos fixos F; e Fo (o0s focos) é uma constante 2a > 0. Se

P(x,y) é um ponto da hipérbole, devemos ter |d(P, F;) — d(P, F2)| = 2a. Essa defini¢ao é

ilustrada na figura (3.4).

0

Figura 3.4: |d(P,F;) — d(P,Fy)| = 2a

A obtengao da equagao da hipérbole quando os focos estao sobre o eixo x é analoga a

obtencao dada anteriormente para uma elipse. Assim, se a hipérbole tem os focos (+c, 0)
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e |d(P,F1) — d(P,Fy)| = 2a, a sua equagao é

2 2
Xy
onde ¢? = a% 4+ b2. Os pontos (a,0) e (—a,0) sdao os vértices da hipérbole.
A partir da equagao (3.2) vemos que a hipérbole é simétrica em relagdo a ambos os
eixos, pois se trocarmos X por —x ou Yy por —Yy, a equacao nao se altera, e obtemos também

2 2

X Yy
E =1+ ﬁ > 1.
Isso mostra que x> > a2, assim |x|] = VX2 > a. Portanto temos x > a ou x < —a.

Isso significa que a hipérbole consiste em duas partes, chamadas ramos. Tais ramos se
. d ’ _ j:h . ’ 1 h b. . ’ . d
aproximam das assintotas y = +_x, isto ¢, eles chegam arbitrariamente préximos das

assintotas (veja a figura (3.5)).

(—c,0)/ -0 \ic,0 X

Se os focos da hipérbole estiverem sobre o eixo y obtemos a equacao

y2 X2

Donde temos y > a ouy < —a. Seus focos sao (0, £c), onde c* = a? + b?, os pontos

(0, %a) seus vértices e y = £{'x suas assintotas, como ilustrado na figura (3.6).

Obs 6. A equacao da hipérbole quando o centro encontra-se no ponto (h,k) e o eizo focal,

reta que contém Fy e Fy, € paralelo ao eizo OX é (X;D)Z — (955)2 = 1. Caso o eizxo focal

—_h)2 _1)2
seja paralelo ao eixo OY, temos O a?) — (Xb;q =1.

3.1.3 Parabola

Uma parabola é o conjunto de pontos em um plano cujas distancias a um ponto fixo F,

denominada foco, e a uma reta fixa, chamada diretriz, sdao iguais.
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o
\ (0, ¢) -7
\"\ o
a e -~ a
y=—px “-=.-{:’. CY=X
’N\[.U.a'l
0 -{0,—a) *

Figura 3.6: 1% |

a

o

Obteremos uma equacao particularmente simples para uma parabola se colocarmos o

vértice na origem O e sua diretriz paralela ao eixo x, como na figura (3.7). Se o foco for

¥

\ Pix,y) / ;

FiO, p) 4 / v
. o i

(0] } p x

L

y=-r

Figura 3.7: x> =4py, p >0

o ponto (0,p), entdo a diretriz tem a equagao y = —p. Se P(x,y) for um ponto qualquer

na parabola, entao a distancia de P até o foco é
d(P.F) = vx*+ (y —p)?

e a distancia de P até a diretriz é [y 4+ p|. (A figura 3.7 ilustra o caso onde p > 0.) Pela

definicao de pardbola, devemos ter

VXY —p)2 =y +pl.

Obtemos uma equacao equivalente elevando ao quadrado e simplificando:

X+ y—p)?® = ly+p=y+p)
X +y® —2py +p® = y>+2py+p°

2

X" = dpy

Se o foco da parabola for (p,0) e diretriz x = —p, onde p > 0, obteremos a equagao

y? = 4px, como mostra a figura (3.8).
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x=—p \\\
\\\\-
e P8

Figura 3.8: y? = 4px, p >0

Obs 7. A equacao da pardbola quando o vértice se encontra no ponto (h,k) e a diretriz
paralela ao eizo OX € (x —h)? = 4p(y — k). Caso a diretriz seja paralela ao eizo OY,

temos (y —h)? = 4p(x — k).

3.2 Coordenadas polares

Escolhemos um ponto no plano conhecido como pélo (ou origem) e o denominamos O.
Entao, desenhamos um raio (semirreta) comecando em O, chamado eixo polar. Esse eixo
é geralmente desenhado horizontalmente para a direita e corresponde ao eixo x positivo
nas coordenadas cartesianas.

Se P for qualquer outro ponto no plano, seja r a distancia de O até P e seja 0 o angulo

(geralmente medido em radianos) entre o eixo polar e a reta OP como na figura (3.9). Dai

Plr. &)

Figura 3.9: Eixo polar

o ponto P é representado pelo par ordenado (r,0) onde r e 0 sao suas coordenadas polares
taisque 0 <1 e R, 0 <0 <2mou —7mt < 0 <7 Usamos a convencao de que um angulo
é positivo se for medido no sentido anti-horario a partir do eixo polar e negativo se for
medido no sentido horario. Se P = O, entao r = 0, e concordamos que (0, 0) representa

o pélo para qualquer valor de 0.
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A relacao entre as coordenadas polares e cartesianas pode ser vista a partir da figura

(3.10), na qual o pdlo corresponde a origem e o eixo polar coincide com o eixo x positivo.

P(r,0) = Plx,y)

-

Figura 3.10: Coordenadas polares

Se o ponto P tiver coordenadas cartesianas (x,y) e coordenadas polares (r,0), entéo,
a partir da figura, temos

x=71cos® e yYy=rsind (3.4)

As equagoes (3.4) sao vélidas para todos os valores de 1 e 0 e nos permitem encontrar
as coordenadas cartesianas de um ponto quando as coordenadas polares sao conhecidas.

Somando-se os quadrados dessas equagoes, obtemos

x> +y? =17cos’ 0 +12sin* 0 = 1°(cos’ 0 +sin* 0) = 1> = x> +y* =17

e da razao entre elas
y rsind

tan 0 = Y = tan 0.

X rcosO X

s

Exemplo 9. Converta o ponto (2, g) de coordenadas polares para cartesianas.

Solugao. Comor =2 ¢ 0 =%, as equagoes (8.4), nos fornecem

T
X =1cos0=2cos—=2--—=1

N | —

S

= /3.

Tt
— rsin® =2sin— =2
Yy =rsin sm3 5

Portanto, o ponto € (1,/3) nas coordenadas cartesianas.
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Exemplo 10. Represente o ponto com coordenadas cartesianas (1,—1) em termos de
coordenadas polares.

Solugao. Se escolhermos r positivo, temos que

=24+ =124 (—12=V2 e tan@z%:—l

Como o ponto (1,—1) estd no quarto quadrante, podemos escolher 6 = —Z ou 0 = &,

Entao uma resposta possivel é (\/5, —%); e outra € (\/5, %”)

Obs 8. A distancia v fica determinada univocamente, mas o mesmo nao acontece com 0,
pois, como O aumenta através do intervalo 0 < 0 < 27, cada valor de tan© ocorre duas

vezes. Devemos escolher © de modo que o ponto (r,0) esteja no quadrante correto.

Exemplo 11. Que curva € representada pela equac¢ao polar v = 27
Solugao. A curva consiste em todos os pontos (r,0) com r = 2. Como T representa a
distancia do ponto ao polo, a curva r = 2 representa o circulo com centro O e raio 2. Em

geral, a equagdo v = a representa um circulo com centro em O e raio |al.

Obs 9. O grdfico de uma equacao polar v = £(0) consiste em todos os pontos P que tém

pelo menos uma representacdo (v,0) cujas coordenadas satisfazem a equacdo.

3.3 Areas em coordenadas polares

Seja Z a regiao ilustrada na figura (3.11), limitada pela curva polar r = f(0) e pelos raios

0 =ae B =Db, onde f é uma funcao continua positiva e onde 0 < b — a < 27t. Dividimos

Figura 3.11: Area entre os raios 8 =a e 8 = b.

o intervalo [a, b] em subintervalos com extremos 0, 01, 0, ..., 0,, e larguras AB. Os raios

0 = 0; dividem entao # em n regides menores com angulo central A = 0; — 0;_1. Se
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escolhermos 07 no i-ésimo subintervalo [0;_1, 0;], entdo a drea AA; da i-ésima regido sera
aproximada pela drea do setor de um circulo com angulo central AB e raio f(07). (Veja a

figura (3.12).)

Figura 3.12: Area entre os raios 8 = a e 8 = b dividida em n partes.

A area de um setor circular é proporcional a seu angulo central. Dai a sua area é
—mr? = =170, (3.5)

onde 1 ¢é o raio do setor e 0, a medida em radianos do angulo central. Logo, a partir da

equagao (3.5), temos

Portanto, a area total A de Z é

[f(67)1°A8,

Azz

i=1

DO | —

expressao esta que é uma soma de Riemann. Logo,

n

b
A= lim > %[f(e;‘)me = J %[f(e)]z do. (3.6)
i=1 a

Quando aplicamos a féormula (3.6), é interessante pensar na area como varrida por um

raio que gira e passa por O e que comeca com angulo a e termina com angulo b.

3.4 Conicas em Coordenadas Polares

Nesta secao daremos uma defini¢ao geral que engloba os trés tipos de conicas em termos de
um foco e da diretriz correspondente a esse fato e usando a definicao geral e escolhendo
um sistema de coordenadas polares com origem no foco e eixo polar perpendicular ou
paralela a diretriz, veremos que uma conica nessas coordenadas polares assume um forma

bem simples.
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Teorema 3. Sejam F um ponto fizado e £ uma reta fizrada (denominada diretriz) em um

plano e e um numero real positivo. O conjunto de todos os pontos P no plano tal que
d(P,F) =e-d(P,{)

¢ uma elipse se e < 1, uma pardbola se e =1 e uma hipérbole se e > 1, de foco no ponto

F e excentricidade e.

Demonstracao. Note que se e = 1, entao d(P,F) = d(P,{), e assim o conjunto é uma
parabola, de acordo com a defini¢ao de parabola.

Suponhamos que 0 < e # 1. Colocaremos o foco F na origem, ou seja, F = (0,0), e
a diretriz paralela ao eixo y e d unidades para a direita. Entao a diretriz tem a equacao
x = d e é perpendicular ao eixo polar. Se o ponto P tiver coordenadas polares (r,0), vemos
a partir da figura (3.13). que d(P,F) =re d(P,£) =d—rcos0. Como d(P,F) = ed(P, ),

v

|
WA
F _'u | !
rcosf | 4
/
v,
~ d
.
e
e

Figura 3.13: Sistema OXY escolhido.

temos

r=e(d—rcos0). (3.7)

Se elevarmos ao quadrado ambos os membros da equagao (3.7) e usarmos 12 = x? 4 y?

e X = 1cos 0, obtemos

12 = e?(d* — 2drcos 0 + 12 cos® 0) 12 =e?(d* — 2drcos 8 4+ 1 cos? 9)
X2 +y? = e*(d? — 2dx + x?)
x? +y? = d?e? — 2de*x + e’x*

(1—e*)x? 4 2de*x +y? = d%e?

2de?
(1—e? <x2 + 1_€2x) +y? = d%e?

111171
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2 2
— (1—¢€% (x+1_662> +y?=d%? +
(1 —e?)d%e*
(1—e?)?
de? \?
= (1—e)(x+1_62> +y? =

de? \’ d?e?
— (1—¢? 2=
( e)(x+1_82> +y o
de2 )’
(X—|— 1fe2) y?
= P + 5 =L (3.8)
(1—e2)2 1—e?

Se 0 < e < 1, reconhecemos a equacao (3.8) como a equacao de uma elipse da forma

M+13_2_1
a? b2
ondeh:—l‘ie;,a2:(l‘f—:;)26b2:%. De fato, pois 0 < e < 1 = e < 1le

dai 0 < 1 —e? < 1. Multiplicando essa ultima desigualdade por d?e?(1 — e?) obtemos

_dZ%e?

d?e?(1 — e?)? < d?e?(1 — e?). Segue-se, entao, que ooy > - e2 Logo, a reta focal é o

eixo OX e, portanto,

P bl — d’e?  d%?  d%? 1 1) = d?e? e’ \  d%!
B S (1—e2)2 1—e2 1—e2\1—e? S l—e2\1—e2) (1—e2)2
ou c? = Lo 2 =c=

. Isso nos diz que h = —c. Além disso,

2
ld 7 X de = e é a excentricidade.

o C= ( e;,()) é o centro.
e, =C+(c,0) =(0,0) =F é um foco.

.£:
a

e {:x = d é perpendicular a reta focal (eixo OX).

e
de? de? —de? —d + de?
d(C.8) = IX_d|_‘_1—e2_ ‘_‘_1—e2_ ‘_‘ 1 —e2
| =4} _d _a
o j1—e?2| 1—¢e2 e

Observe que o foco F esta entre o centro C e o ponto M = (d,0), pois a abscissa d
de M é positiva e a abscissa de C é negativa, onde M é o ponto de interse¢ao de £ com a

reta focal.
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Se e > 1, entao 1 —e? < 0. Logo, o conjunto de pontos é uma hipérbole com reta focal

2,2 . ~ . ,
f_; < 0. Assim, sua representacao cartesiana é dada por

de? 2
(X+1fee2> y?

d2e? d2e2
(1—e2)? e?—1

. . 2,2
no eixo OX, pois (1‘1_—:2)2 >0e

2 d3e?
com a® = T—e2)2> = o271

= a?4b? — d?e? N d?e? d?e? ( 1 _1) d%e? ( e’ ): dZe?

(1—e2)? e2—1 1—e2 T 1_e2 \1—e2 (1—e?2)?

ou c? = % < c= e%ejl' Neste caso, sendo h = —%, a hipérbole é da forma
—h 2 2
a b?
Temos, também, que
°« <= edQ—ejl X % = e é a excentricidade.
e C= (— ff;,()) é o centro.
e, =C+(c,0) =(0,0) =F é um foco.
e {:x = d ¢é perpendicular a reta focal (eixo OX).
e
de? de? —de? — d + de?
d(C,f) = x—dl=|— —d|=|— —d| =
(€. = dl ‘ 1—e? ‘ ‘ 1—e? ‘ ’ 1—e?
B —-d | d a
o 1—e?| e2—1 e

Note que, na hipérbole, o ponto M = (d,0) estd entre o foco F e o centro C, pois
0<d< —%, onde M é o ponto de intersecao de £ com a reta focal.
Podemos deduzir, de maneira analoga, a equagao de uma elipse (ou hipérbole) para

0<e<1loue>1quando x = —d, ou seja, quando a reta { estiver a direita do ponto

ed
l1—ecos©

F. Assim sendo, obteriamos r = em vez da equagao (3.7) que pode ser escrita

ed
l1+ecosO”

como T = Caso ponhamos £ : y = m ou { : y = —m, analogamente teriamos

ed _ ed
14-esin® er= 1—esin®’

as equacgoes polares 1 = respectivamente. Em qualquer caso, para

e = 1, terlfamos sempre uma parabola. n



Capitulo 4

Equacoes diferenciais lineares de
segunda ordem com coeficientes

constantes

As equacoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes, que in-
troduziremos neste capitulo, mostram que a equacao que rege o movimento dos planetas
satisfaz a férmula de Binet, que é uma equacao do tipo oscilador harmonico, como se vera

no capitulo 5.

4.1 Equacoes diferenciais lineares homogéneas de se-
gunda ordem com coeficientes constantes
Seja f: (a,b) — R uma funcao continual!. Consideremos a equacao linear de 2* ordem
X+px+qgx ="~ (4.1)

onde, de forma compacta, escreve-se x(t) =X, x(t) =x, f(t) =fep,q € R.
Se f =0 em (a,b), a equagao (4.1) se diz homogénea e o método de resolugao da
equacao

X+px+qx =0 (4.2)

!Consideraremos na maioria dos casos problemas onde o intervalo é a semirreta t > 0 ou toda a reta

—oco<t<oo

34
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consiste em buscar solugoes na forma
x(t) = e (4.3)

onde A é um parametro a determinar. Assim, levando-se x(t), dada por (4.3), a fim de

que seja solugao de (4.2), temos

2

Rptbax=0 = oo (M) £ p (€M) +a (M) =0
(Ne™) +p (Ae™) +q(e) =0
M (A2 pA+q) =0

de onde se segue que

A2 +pA+q=0, (4.4)

que é conhecida como a equagdo caracteristica ou equacao auxiliar da equagao (4.2).
Portanto, se escolhermos A igual as solucoes de (4.4), as funcoes et correspondentes siao

solugdes de (4.2).
Teorema 4. A solucao geral da equacao

X(t) + w*x(t) =0 (4.5)
onde w # 0 € um numero real dado, é x = A cos(wt) + Bsin(wt) com A, B € R.

Demonstracao. As fungbes sin(wt) e cos(wt) satisfazem (4.5), logo tais fungbes sdo

solugdes de (4.5). Assim, quaisquer que sejam os reais A e B,
x = A cos(wt) 4+ Bsin(wt) (4.6)

sera também solucao de (4.5). De fato, pois

2
% (A cos(wt) + Bsin(wt)) = —Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt)

e dai

—Aw? cos(wt) — Bw? sin(wt) + w? (A cos(wt) 4+ Bsin(wt)) = 0.

Se x = x(t), x € R, for solugao de (4.5) entao existird uma constante k tal que, vt € R,

x(£)]? + w?[x(1)]? = k.
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De fato, pois, Vt € R,

% (x(1))? + w?x(t)]?) = 2x(t)X(t) + 2x(t)w?x(t)
= 2%(t)(X(t) + w?x(t))
= 2%(t)-0
= 0.

Logo, [x(t)]? + w?[x(t)]? = k é constante.
Suponhamos, agora, que x = x(t), x € R, seja uma solugao qualquer de (4.5). Facamos
ap =x(0) e bg =x(0). A fungao g dada por
g(t) = agcos(wt) + % sin(wt)

é solucao de (4.5) e, além disso,

b
g(0) = apcos0+ Eosin() = g(0) =qo

g(0) = —agsin0 + bysin 0 = ¢(0) = by.

Sendo g(t) e x(t) solugdes de (4.5), g(t) — x(t) também o é, pois
g(t) —x(t) + w? (g(t) —x(t)) = [§(t) + w?g(t)] — [X(t) + w?x(t)] =0 —0 = 0.
Logo, existe uma constante k tal que, Vt € R,
[g(t) = X(t)]* + w?[g(t) —x(t)]* = k.
De g(0) =x(0) e g(0) =x(0) resulta k = 0. Assim, Vt € R,
[g(t) — x(t)]* + w?[g(t) —x(t)]* =0
e dai g(t) = x(t), ou seja,
x(t) = A cos(wt) + Bsin(wt)
ondeA:aoeB:%. O
Exemplo 12. O movimento de uma particula sobre o eixo x € regido pela equagdo

mx+kx =0
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onde m >0 e k > 0 sao constantes reais dadas. Descreva o movimento.

Solucgao. A equacdo € equivalente a
X(t) + w*x(t) =0
onde w? = % A solucdo geral é
x = A cos(wt) + Bsin(wt).

Tomando-se @ tal que cos @ = \/ﬁ esing = \/ﬁ, resulta
x = VA2 + B2[cos @ cos(wt) + sin @ sin(wt)],

ou seja,

x = VA2 + B2cos(wt — @).

Trata-se, entdo, de um movimento harmonico simples de amplitude /A2 + B2.

Obs 10. Dizemos que uma particula que se desloca sobre o eizo x descreve um movimento
harménico simples (MHS) se a equagao hordria for do tipo x = acos(wt — @g). Os
numeros a, W e @q denominam-se, respectivamente, amplitude, pulsa¢ao e fase inicial do

movimento.
Teorema 5. Seja p? — 4q o discriminante da equacao caracteristica (4.4). Entdo

i) sep?—4q >0, a equagio (4.4) tem duas raizes reais distintas, A1 e A, € a solugdo

geral da equagdo homogénea (4.2) serd x = AeMt + Be*t com A,B € R.

ii) se p? —4q =0, a equagdo (4.4) nos dd apenas uma raiz real, Ay = Aa, € a solugdo

geral da equagdo homogénea (4.2) serd x = AeMt + BteMt, com A,B € R.

iii) sep?—4q <0, a equagdo (4.4) nos dd duas raizes complexas conjugadas, N = o=+ Bi

\/4q9—p?|

P
x = eM[A cos Bt + Bsin Bt], com A,B € R.

onde x = —5% e 3 = — , e a solugdo geral da equagdo homogénea (4.2) serd

Demonstragdo. Como A; e Ay sdo raizes de A2 4+ pA + q = 0, temos

)\1 + 7\2 =P
7\17\2 ={(.
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Assim,

< 72—}\17‘(—}\27'(4—7\17\27(:()

d
<~ E(X—MX)—?\Q(X—MX) =0.

Segue que x = x(t) serd solucao de (4.2) se, e somente se, u = x — A;x for solugao da
equacao linear de 1* ordem

e Au=0
a7t

A2t segue que x = x(t) serd solucao de (4.2) se e somente se

Como u = kye

dx dx
a — 7\1X = 7\2k2€7\2t < Ee_)\lt — 7\1xe_)‘1t = 7\2k2€()‘2_7‘1)t.

Sendo & (e Mtx) = dxe Mt —Ajxe M, temos que

d
xe Mt =k + J (d—:e_}‘1t — Alxe_xlt) dt

= k1 + J}\nge(}wh)tdt,

com k; e ko constantes. Logo, x = x(t) serd solugao de (4.2) se, e somente se, for da

forma
X = kle)\lt + e)\lt J}\nge()\2_)\l)tdt. (47)
i) Se Ay # Ay, segue-se de (4.7) que

(}\Qer()\z—M)t)
Ao — A\

x = kieMt 4 Mt

ou

x = AeMt 4 Betet

= — Azko
onde A=k; eB= o

ii) Ay = Ag, segue-se de (4.7) que
X = kMt 4 eMt J?xngdt = x = kieM* + MkoteMt = x = AeMt 4+ BeM!

onde A = k; e B = Aks.
iii) Sejam f e g funcoes definidas em R e tais que, para todo t € R, f(t) = e 2tg(t).
Vamos mostrar que f serd solugao de (4.2) se, e somente se, g for solucao de

() as
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De fato, se f for solugao de (4.2) teremos, para todo t € R, que
f(t) +pf(t) + qf(t) =0
ou
il (efg‘tg(t)) S (e*}%tg(t)) +q (e’%tg(t)) = 0. (4.9)
dt? dt

Substituindo-se

a2/ - e e
a2 (e gtg(t)> =P e Srg(t) —pe Btg(t) + e (1),

em (4.9), obtemos

que é equivalente a

=0,

) 2
(<5 +a) gteE s gloge B 0 e B [_(40. o+

donde temos (Zqu_‘:’Z)

g(t) + g(t) = 0. Portanto, pelo Teorema 4, g é solugao de (4.8).

Se g é solucao de (4.8), temos g(t) +

—(4‘*4’”2)] g(t) = 0. Mas

g(t) = (fvett)”

— f(t)edt+ gf(t)e%t n gf(t)ezt + % (t)elt
2
= f(t)edt +pf(t)edt + %f(t)e%t
€
_ N2 12 2
[(4(] 1 P )] g(t) = [(4(] 1 P )] 1‘”(’()6}22t — qf(t)e%t — %f(t)e%t
Assim,
g(t) + g Zpg)] g(t) =0 <« ekt (f'(t) +pf(t) + p—2f(t) + qf(t) — p—gf(t)) =0
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Logo, f é solugao de (4.2). Neste caso, sendo g solugao de (4.8)
g(t) = AcosPt+ Bsinf3t
onde 3 = @%]”—2. Segue, entao que
f(t) = e 2t (A cos Bt + Bsin Bt)

e fazendo o« = —2, resulta

b
29

f(t) = e** (A cos Bt + Bsin t).

Exemplo 13. Ache a solugao do problema

X(t) + 3x(t) +2x(t) =0
x(0) =0 e x(0) =1
Solugao. A equacdo caracteristica é N2 4+ 3N+ 2 = 0, cujas raizes sao —1 e 2. Como as

raizes sao distintas, temos pelo Teorema 5 que a solugao geral € dada por
x = Ae '+ Be 2.

Devemos, agora, determinar A e B para que as condicoes iniciais sejam satisfeitas. Neste
caso, temos que

x = —Ae ' —2Be %,

Entao
Ae’ +Be’ =0
—Ae’ —2e’ =1
ou
A+B=0
—A—2B=1
e, portanto, A =1 e B =—1. A solugdo do problema é x = et — e 2t,

Exemplo 14. Resolva a equacgao % — 8% + 16x = 0, onde % =x(t) e % =x(t).

Solucao.

AN —8A+16=0<= \=4.

Como N =4 € a unica raiz da equacgao caracteristica, a solucao geral serd

x = Ae*t + Bte't.
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4.2 Equacoes diferenciais lineares nao-homogéneas de
segunda ordem com coeficientes constantes

Consideremos a equacgao linear (4.1), de 2* ordem, com coeficientes constantes. Se f nao
for identicamente nula em (a, b), a equacao (4.1) se diz ndo-homogénea e diremos, ainda,

que (4.2) é a equagao homogénea associada a (4.1).
Teorema 6. A solucdo geral da equacao diferencial nao-homogénea (4.1) escrita como
x(t) = xn(t) +w(t)

onde w = w(t) € uma solucdo particular da equacdo (4.1) e xn(t) € a solug¢do geral da

homogénea associada a equagdio (4.1).
Demonstragao. De fato, sendo w =w(t), t € (a,b), solugao de (4.1),
w(t) +pw(t) + gqw(t) = f(t).

Supondo que x = x(t) seja outra solugao qualquer de (4.1), resulta que x(t) — w(t) é

solucdo da homogénea (4.2), pois, Vt € (a,b),

(;d—;[x(t)—W(t)HP%[x(t)—w(t)Hq[x(t)—w(t)] = (X(t) + px(t) + qx(1))
— (W(t) + pw(t) + qw(t))
= f(t) —f(t)
= 0.

Por outro lado, se x = x(t) for tal que x(t) —w(t) é solucao da homogénea, entao x = x(t)
seré solugao de (4.1), pois

42

dt?

= (X(t) + px(t) + qx(t)) — (W(t) + pw(t) + qw(t)) =0 =

[x(t) —w(t)] +p%[x(t) —w(t)] +qx(t) —w(t)] =0 =

= X(t) + px(t) + gx(t) — f(t) =0 =

= X(t) + px(t) + gqx(t) = f(t),

Portanto a solucao geral de (4.1) quando f # 0 é x = x, +w onde x;, é a solucdo geral

da homogénea (4.2) e w uma solugdo particular de (4.1). O
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Importante. Um teorema bastante importante na teoria de equacoes diferenciais é o
Teorema de Existéncia e Unicidade que no nosso caso garante que a equagao (4.1) admite

unica solucao que é apresentada no Teorema 6.

Definicao 8.

(i) Duas funcoes $1, &2 : (a,b) — R sao linearmente dependentes (abreviadamente {.d.)

se existe uma constante k tal que do(t) = kdq(t), para todo t € (a,b).

(ii) Duas fungoes d1, o : (a,b) — R sdo linearmente independentes (.i.) se a condi¢do

o d1(t) + aado(t) =0, (4.10)
para todo t € (a,b) implicar & = oy = 0.
Exemplo 15. As funcoes sinx e cosx sao £.i..

Definic¢ao 9. Dadas duas funcgoes diferencidveis &y, do : (a,b) — R, o determinante

d1(t)  da(t)

Wiy, dol(t) = .
d1(t)  da(t)

(4.11)

¢ chamado o Wronskiano das funcoes ¢y e ds.

Determinar a solugao geral da homogénea associada ja sabemos. O problema, agora,
é como determinar uma solugao particular. Para isso ilustraremos o método de variacao

dos parametros para a equagao
X(t) + px(t) + gx(t) = f(t) (4.12)

onde f(t) é uma funcao.

4.2.1 Método de Variacao dos Parametros

Suponhamos que se conheca um par, P e Ps, de solugoes linearmente independentes de

(4.2). O método consiste em buscar fungoes o (t) e xa(t) tais que a fungao

x(t) = o (thpi(t) + aa(t)a(t) (4.13)

seja solugao de (4.2). Derivando (4.13) obtemos

% = oy + gy + 6y + Gy (4.14)
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onde omitimos a explicita dependéncia em t para simplificar a notagao. Ora, estamos
com dois graus de liberdade na nossa busca; entao, nao ha mal em perder um, impondo
a condicao

(5(11])1 + (5(21])2 =0 (415)

cuja razoabilidade o leitor descobrira apds alguma meditacao. Logo (4.14) se torna
X = 06111)1 + OCQIj)Q (416)

que derivada nos da
X = 0(11].)1 + 0621'1.)2 + duy + c'><21i)2- (4.17)

Como queremos que x(t) seja solucao de (4.12), levamos (4.13), (4.16) e (4.17) a equagao

(4.12) e usando o fato que Py e Py sdo solugoes de (4.2) obtemos

Agora resolveremos o sistema (4.15), (4.18) para obter &; e oy

fihy : fih,
e & —

. __fy _ 4.19
X W 2 W ( )
onde W designa o Wronskiano de 1; e 5. De (4.19) obteremos oy e .
Exemplo 16. Resolva a equacao
X —bx + 6x = e". (4.20)

Solugao. A equacdo caracteristica é N> — 5N+ 6 = 0, cujas raizes sao Ay = 2 e Ay = 3.

Como as raizes sao distintas, a solucdo homogénea, pelo Teorema 5, € dada por
Xh(t) = OC1€2t + ocge3t,

onde P1(t) = et e Py(t) = e sdo solucoes L.i. de

X —Hx + 6x = 0. (4.21)
O Wronskiano de {1 ey €
p2t Bt
Whbs, o] (t) = — et (4.22)
2e%t 3edt

Logo, usando as igualdades (4.19), obtemos
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o =2 = el — et o gy =T o _elet ot

e dai

x(t)=et e at)=—1te
Concluimos pois que uma solu¢ao particular de (4.20) é

Xp(t) — e telt _ %e2te3t _ let.
Portanto, uma solugao geral de (4.20) é

x(t) = o et + et + Lot (4.23)

2

Observe que se tivéssemos escolhido outras primitivas de &, e oy, digamos
& =e 42 ¢ dy=—3e"+3,
a solugdo geral de (4.20) obtida seria
X(t) = are®t + xpe3t 4 Jet + 2e?" 4 3e

a qual € equivalente a (4.23).



Capitulo 5

As Leis de Kepler

Comecamos, neste capitulo, a demonstracao das Leis de Kepler pela Segunda Lei, por ela
ser de certa forma independente das outras duas. Em seguida vemos a férmula de Binet,
que nos auxilia na demonstracao da Primeira Lei. Por tltimo, demonstramos a Terceira

Lei com o auxilio das outras duas Leis.

5.1 A Segunda Lei de Kepler

Consideremos um planeta P de massa m deslocando-se em sua orbita ao redor do sol.
Representaremos por X(t) = (x(t),y(t),z(t)) a oérbita (trajetéria) de P, isto é, para
cada instante t, X(t) é um vetor de R3, cujo mesmo doravante serd chamado de raio
vetor, que determina as coordenadas cartesianas de P. Assumiremos que a orbita de P é
suficientemente suave ao ponto de podermos calcular as derivadas primeira e segunda de

X. A origem do nosso sistema tridimensional serd o Sol, como mostra a figura (5.1).

M

X()=(x(t), y(1), z(t))

raio vetor

Figura 5.1: Orbita do planeta.

45
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Seja F a forca que rege o movimento de P, entao pela Segunda Lei de Newton, temos,
F = mX (5.1)

onde X = fl—)f representa a derivada com respeito a t (tempo) e m é a massa de P. Tal

forca é oriunda do campo gravitacional gerado pela presenca do sol e de acordo com a
Lei da Gravitacao Universal, a mesma deve ser diretamente proporcional ao produto das
massas do planeta e do sol e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre
os mesmos, possuindo ainda a direcao do raio vetor que os une, o que matematicamente

é expresso por
mMG X

F =
T2 T

(5.2)

onde r = ||X|| e M é amassa do sol e G ¢ a constante de proporcionalidade que é conhecida

1. O sinal negativo é devido a forca gravitacional ser de

como constante da gravitacao
atracao, portanto contraria a orientagao do raio vetor X. Usando as equagoes (5.1) e (5.2)
tem-se

X=—-X (5.3)

5.1.1 Momento Angular
A definicao a seguir sera de grande valia.

Definicao 10. O momento angular Y, associado ao planeta P é dado pela curva

Y €' X x X, (5.4)

Note que o momento angular é, em cada t, ortogonal ao raio vetor (vetor posigao) e ao

vetor velocidade de P dado por X. Em virtude da equacio (5.3) temos o seguinte lema.
Lema 1. A orbita do planeta P € uma curva plana.

Demonstracdao. Para provarmos tal resultado é suficiente provarmos que o momento an-
gular de P é constante, pois assim sendo a érbita estara no plano de R? contendo a origem,
que é ortogonal a Y, figura (5.2). Com efeito, calculado a derivada do momento angular
Y, temos

MG MG
3

Y:XxX+XxX:Xx(———X = ———XxX=0, (5.5)
T

'Note que T = ||X|| é a distancia entre o sol e o planeta P.



Capitulo 5. As Leis de Kepler 47

Figura 5.2: Momento angular constante.

onde usamos a equacio (5.3) e o fato que X x X = X x X = 0. Daf segue que Y(t) = cte
(constante). Assumiremos que tal constante é nao nula, uma vez que, suponto Y = 0,
teremos

(X, X)xX YxX

0
2 3 3 3 3

a— =

d (X) X —iX XX (X X)X — (X, X)X
T

o que implicaria que X(t) = cte - r(t) e portanto o planeta P possuiria uma reta como
6rbita, o que, por motivos ébvios, nao pode ser verdade. Sendo Y (t) = K = (K1, Ko, K3) Z 0

e tomando-se o produto escalar de X x X com X, temos
(X x X,X) = (k,X) = kx(t) + Koy (t) + K3z(t).

Como (X x X, X) = 0, temos k1x(t) + koy(t) + k3z(t) = 0, onde X = (x(t),y(t), z(t)),
representa um plano que contém a origem e é perpendicular ao vetor constante K £ 0.

Portanto o planeta P possui 6rbita planar.

5.1.2 A Orbita em Coordenadas Polares

Vimos na secao anterior que a érbita de X é planar e portanto nao ha perda de generalidade
em considerarmos tal plano como sendo o plano z = 0 e assim a orbita de P assumira a

forma

e ainda Y(t) = (0,0, x(t)y(t)—x(t)y(t)), pois X(t) = (x(t),y(t),0) e Y(t) = X(t) x X(t).

Representando apenas por k a tunica coordenada nao nula de Y, temos que

x(t)y(t) —x(t)y(t) = k (constante)
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mediante (5.5). Por motivos que ficardo claros a frente, usaremos coordenadas polares

para representar a érbita X do planeta P, isto é, faremos
r(t) = [IX@)]], x(t) =(t) - cosO(t) e y(t) = r(t) -sinO(t), (5.7)

como mostra a figura (5.3).

r{t)sena(t)

o(t)
r(tjcosa(i)

A '

Figura 5.3: Trajetéria em coordenadas polares.

Consideremos agora a area A(t), da regiao sob a érbita X de tg a t, isto é, a area sob
a curva limitada pelo raio vetor X(tq) = (r(tg), 0(tg)) e X(t) = (r(t), 0(t)), veja a figura

(5.3). Escrevendo, pelo menos localmente, r = r(0), temos que a area A(t) é expressa por

(t) t
At) = % J:(to) r2(0(t))do(t) = %LO r2(0(1))0(t)dt, (5.8)

onde d® = 0dt e abusamos da notacao usando a mesma variavel para limite de integracao

e variavel de integracao.

Definicao 11. A wvelocidade areolar associado ao planeta P € definida por A(t), ou seja,

a taza de variacao da drea descrita pelo raio vetor em relacao ao tempo.

Em virtude de tal definicao temos o seguinte lema

Lema 2. A velocidade areolar do planeta P € constante.

Demonstragao. Com base em (5.7) temos que

X =tcos0 —r0sin® e 1 = tsin0 + rOcosd (5.9)
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—
g

Figura 5.4: Area entre os raios vetores.

e portanto
Xy—xy = TrcosO(rsin® + 0 cos0) — (Fcos® — rOsinO)rsin O
= TFcos0sin® + r20cos® O — r cos 0 sin 0 + 120sin’ O
— 120(sin’ 0 + cos? 0)
= 0=« (5.10)

Aplicando o Teorema Fundamental do Célculo a (5.8)

At) = %rQ(G(t))G = %K. (5.11)

Em virtude de (5.11) temos
Lei 1 (Segunda Lei de Kepler). O raio vetor ligando o sol a um dado planeta varre area

iguais em tempos iguais.
Demonstracao. Usando (5.11) temos que

1t 1 1 1
Alt) == | kdt=Zk-t—=k-ty==k-t+A(0). (5.12)
. 2 2 2

Considere dois intervalos de tempos iguais, digamos (t1, ta) e (t3, t4), onde to—t; = t,—ts.

Assim a drea percorrida no intervalo de tempo(ty, ta) é A(ty) — A(ty) e ainda
1 1
Alty) —Aty) = 3 (te —t1) = oK (ts —t3) = A(ts) — Alts), (5.13)

onde A(ty) — A(t3) é a drea percorrida pelo raio vetor no intervalo de tempo (ts, t4).

Desta forma fica provada a Segunda Lei de Kepler. m

Apo6s provarmos a Primeira Lei de Kepler apresentaremos uma visao geométrica da

Segunda Lei.
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5.2 A Primeira Lei de Kepler
5.2.1 A Férmula de Binet
Com base nas expressoes (5.9) temos
% = ¥c0s@ — 270 sin @ — 6% cos @ — r0sin O (5.14)
1§ = fsin 0 + 2r0cos0 — r0%sin 6 + r0cosH. (5.15)
Usando a equagao (5.3), temos X = —7\:}3GX ey = —Angy. Logo,
fcosO — 270 sin® — 192 cos @ — r0sin @ = —gcose (5.16)
tsin 0 4 270cos0 — 62 sin B + r0cos6 = —]\f—QG sin 0, (5.17)
dai fazendo cos0 - (5.16) +sin© - (5.17) temos
F—10% = —g (5.18)
e usando que 20 = k obtemos )
_éJr%:K_f_ (5.19)
Fazendo ainda —sin 0 - (5.16) 4+ cos6 - (5.17), temos
270 + 10 = 0 (5.20)
que é equivalente a equacao 20 = Kk, uma vez que
d /. L L
= (%) =71 (26 +18) =0 216 + 16 =0,
Devido a esse fato tal equacao nao serd levada em consideracao daqui em diante.
Obs 11. Note que o par de equacies
_i n % _ % 20 — « (5.21)
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Obs 12. Como a funcgio O(t) # 0, ¥Vt € R, devido a (5.10), entdo a fun¢do © possui
uma funcdo inversa, a saber, t = t(0). Assim podemos entender v como uma func¢do de

0, da forma r(0) = r(t(0)). Temos ainda que

dt(e) 1

= - 5.22
o 0(t(0)) 522
Lema 3. (Férmula de Binet) A fung¢ao v = 1(0) satisfaz a equagdo diferencial
d2 /1 1 MG
— (= = 5.23
de? <r> * T K2 (5:23)
Demonstragao. Utilizando a regra da cadeia temos
dr_dr dv L de L F A dbat_d 1 F
4o dt d6  de 40§ " do dt 40 = do = 404 7
onde usamos (5.22). Dai segue que
d (1 Ldrodt 1 i #
Sy =2 e T T 2
do (r) Tattae T T T T e T Tk (5.25)

Na tltima igualdade usamos (5.10). Derivando mais uma vez temos

d /1 d d /1 d T 1 dr T
i (‘) = (@ (‘)) T (—;) ST ke 00

onde na ultima igualdade usamos (5.24). Substituindo a tltima equagao em (5.19) obte-

mos o resultado desejado. O]

5.2.2 Conicas em Coordenadas Polares

A férmula de Binet, vista na secao anterior, é uma equacao linear de segunda ordem
relativamente facil de ser resolvida, uma vez que a mesma é uma equacao do tipo oscilador
harmonico.

E um fato bastante simples de ver que uma solucao geral da equagao (5.23) é da forma

%:a~cose+6-sin9+% (5.27)
onde « e [3 sao constantes dependendo dos dados iniciais. Vamos supor, sem perda de
generalidade, que 08(0) = 0, isto é, que no inicial t = 0 o planeta P situava-se sobre o eixo
dos x a uma distancia r(0) = ry do Sol. Assim,

1 i 1
— =a-cos0+Bsin0 = o =—
To To
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e ainda
d /1 i i
— | - :—ocsine—}—ﬁcose:—z:HS:—T—O,
do \r K K
onde 79 = 7(0). Logo, a equagao (5.27) pode ser escrita na forma
1 1 / MG
—:—-cosG—T—O-sin6+—2. (5.28)
T T K K

Pondo na equacgao (5.28), % =Acosw e —%0 = Asin w, obtemos

MG

1
— ZA'COS(G—(U)+—2, (529)
T K

onde A2 = (1/19)%+ (¥o/k)? e w = tg~ ! (—rgrok 1) e portanto tal equagao assume a forma

K2

r=-—y MG . (5.30)
1+ {1 - cos(0 — w)

2 ~
Representando e = I}\\/lKG e d=A"! afirmamos que a equacao

- d-e
"~ 14+e-cos(0—w)

(5.31)
¢ uma elipse com excentricidade e e centro no ponto (e*d/ (1 — e?),0).

Obs 13. Nao hd mundanca nenhuma, em termos geométricos, tomarmos coordenadas
polares na forma

x=71-cos(0—w) e y=r-sin(0 — w), (5.32)

uma vez que a unica mudanca € que agora estamos considerando o angulo que o raio vetor

faz com a reta © = w e antes consideravamos o angulo entre o raio vetor e a reta © = 0.

Obs 14. E natural assumirmos que e < 1 uma vez que v, M e G devem ser nimeros
consideravelmente grandes e K nao deve ser uma constante muito grande por representar

uma velocidade (areolar) de um planeta.
Vejamos entao que a equagao (5.31) é uma elipse. Temos que
r+e-rcos(0—w)=d-e,
elevando ambos os lados ao quadrado e usando (5.32), segue que
x* +y? =e’ (d* — 2dx + x?)

e ainda

(1—€*)x* +2de’x +y* = e*d’,
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completando o quadrado

e2d \° y? e?d?
(X+1—é)'+1—§:71—@F’

que ¢ uma equagao da elipse

(x+c)*  y*
a2 b2 L
onde
e?d ) e?d? , e’d?
= — = — ¢ b* = . 5.33
¢ 1 — e2’ a (1_62)26 1 — e2 ( )

Note que estamos assumindo que e < 1 e portantoc > 0 e ainda 0 < (1 —e?)* < 1—e? < 1,
implicando com a > b. Logo tal elipse possui seu eixo maior sobre o eixo dos x. (veja a
figura (5.5)). Com isso, acabamos de provar o seguinte resultado.

Lei 2 (Primeira Lei de Kepler). Cada planeta se move em 6rbita eliptica, tendo o sol um

dos focos.

Planeta

raio vetor

Figura 5.5: Orbita eliptica.

5.2.3 Interpretacao Geométrica da Segunda Lei de Kepler

Agora que sabemos como ¢é a forma geométrica da orbita do planeta P, vejamos na figura
(5.6) uma interpretagdo geométrica para a Segunda Lei de Kepler. Na figura acima os
intervalos de tempo sao iguais, isto é, to —t; = t4 — t3 e, portanto, a Segunda Lei afirma

que as areas hachuradas acima sao iguais.

Obs 15. Este resultado € impressionante! Na antiguidade, além de os povos acharem
que as orbitas eram circulares, achava-se ainda que a velocidade em que os planetas se
deslocavam sobre suas orbitas era constante. Mas a Sequnda Lei mostra que tal velocidade

nao € constante mas sim a velocidade da drea varrida pelo raio vetor, em particular quando
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Figura 5.6: Interpretacao da Segunda Lei.

o planeta encontra-se mais perto do sol sua velocidade é maior de quando o mesmo estd

distante do sol.

5.3 A Terceira Lei de Kepler

Provaremos aqui a Terceira Lei de Kepler.

5.3.1 O Periodo de Revolugao de um Planeta

Fica ébvio, pela Primeira Lei de Kepler, que as dérbitas dos planetas sao periddicas e
portanto cada planeta deve possuir um périodo de revolucao, isto é, o tempo necessario
para cada planeta dar uma volta completa em torno do Sol. Representaremos aqui por T
o periodo do planeta P e provaremos o seguinte resultado

Lei 3. A razao entre o quadrado do periodo de revolucao de um planeta e o cubo do

semi-eixo maior de sua Orbita é a mesma para todos os planetas.

Demonstracao. Consideremos agora um sistema de coordenadas cuja origem é o Sol, o
mesmo é um dos focos da trajetéria do planeta em questao e ainda o eixo maior de tal
elipse esta sobre o eixo dos x. A corda focal de uma elipse é o segmento de reta, de
comprimento 21, que é perpendicular ao eixo maior passando por um dos focos e suas
extremidades estao sobre sobre a elipse. Veja figura (5.7). Tendo em vista que a equagao
de tal elipse é

(x+c)” 4+ y’ —1 (5.34)
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Planeta

(0,9

raio vetor

Figura 5.7: Corda focal.

o valor de £ deve ser tal que

2 €2 b2 2 _ 52 b2 . b2
a?  b? a? a?

o que nos da { = %2. Usando as expressoes (5.33) concluimos que

b2 (a2d22 }\KZ 1 K2
ez_zlie — .d:—-—:—. 535
a« =" CTMG AT MG (5:35)

Usando o fato da velocidade areolar A ser constante temos que

T Area da Elipse mab  27ab

A = %K > (5.36)
seguindo que
T _ (@)2 _ 47%b? _ b’ 4m? e 42 _ K 4’ _ 472 (5.37)
a? a? ak? a k2 k2 MG k2 MG ‘
Concluindo a demonstracao deste resultado surpreendente. O]

5.4 Aplicagoes

5.4.1 Satélites Artificiais

Newton considerou explicitamente a possibilidade da existéncia de satélites artificiais da
Terra. Conforme ilustrado na figura (5.8), adaptada de seu “Sistema do Mundo”, ele
discutiu o que aconteceria se, do topo V de uma montanha muito alta, projéteis fossem
lancados horizontalmente com velocidades iniciais crescentes. A principio, teriamos tra-

jetérias parabdlicas com VD e VE na figura (as parabolas sao na verdade aproximagoes
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de pequenas porgoes de elipses keplerianas). Entretanto, para uma velocidade suficien-
temente grande, Newton observa que o préjetil descreveria uma orbita fechada em torno
da Terra, voltando ao ponto de partida. E se os lancamentos fossem feitos de altitudes
crescentes, diz ele, os corpos “descreveriam arcos concéntricos com a Terra, ou de excen-
tricidade vérias, e continuariam circulando nos céus nessas értitas como fazem os planetas

em suas Orbitas”. O primeiro satélite artificial, em orbita pela Unidao Soviética em 1957,

Figura 5.8: Satélites artificiais na visao de Newton.

Sputnik, tinha uma dérbita aproximadamente circular a cerca de 550 km da superficie da
Terra, ou seja, R =~ 6,95 x 10°m, pois o raio da Terra é 6,4 x 10°m, e dava uma volta
completa em torno da Terra em T ~ 96 min. Se T = 24 h, obtemos R ~ 42.000 ~ 6, 5Rr,
onde Ry é o raio da Terra. Um satélite a essa altitude é sincrono, ou seja, como tem
periodo orbital igual ao de rotagao da Terra, permanece sempre acima do mesmo ponto
da Terra, o que é importante para transmitir comunicacoes. O primeiro satélite desse

tipo, Syncom II, foi langado em 1963.

Exemplo 17. Considere um satélite sincrono em orbita de Jupiter cuja massa é My =
1,9 x 10" kg e cujo raio é R = 7,0 x 10"m. Sendo a constante da gravitacao universal
G =6,7x 10" m3kgts™? e considerando que o dia de Jupiter é de aprozimadamente
10 h, determine a altitude do satélite em relagcao a superficie desse planeta.

Solucao. Pela Terceira Lei de Kepler, temos

T2 A _R— 5| T2GM;
R®  GM; Vo4
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Como R =Ry + H, onde H ¢ a altitude do satélite, e T=10h =3,6-10*s, seque que

T2GM
Ri+H = ¢ J
j 472
(3,6-104)2-6,7-10"11-1,9-1027
7-1004+H = i’/ ’ ! ’
+ 4712
H = 9,1-10".

Portanto, a altitude do satélite é igual a 9,1 - 107 m.
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