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"Ndo entre aqui quem ndo souber geometria’
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Entre dois espiritos iguais, postos nas mesmas
condigoes, aquele que sabe geometria ¢é
superior ao outro e adquire um vigor especial.”

(Pascal)



RESUMO

O estudo da Geometria ¢ empolgante e repleto de curiosidades motivadoras da aprendizagem.
Nesta perspectiva, este trabalho foi realizado objetivando desvendar matematicamente algumas
curiosidades sobre contetidos ministrados no colégio, quase de forma automatica, deixando sem
respostas algumas perguntas como: Serd que a congruéncia de triangulos é valida para
qualquer poligono? Sera que a semelhan¢a entre figuras planas possui as mesmas
propriedades das semelhangas entre triangulos? Ao desenvolver a pesquisa sobre as isometrias
e homotetias no plano as respostas aos questionamentos foram sendo apresentadas, assim
ampliando os estudos sobre congruéncias e semelhangas. Foi construido um Objeto de
Aprendizagem interativo a partir do software GeoGebra como ferramenta facilitadora ao ensino
destes topicos, disponibilizada on line aos professores e usuarios que desejarem utiliza-la para

este fim.

Palavras-chave: Isometria. Semelhanca. Geometria. Software educacional. Matematica —

Estudo e ensino.



ABSTRACT

The study of geometry is exciting and full of motivating learning curiosities. In this perspective,
this work was performed with the purpose of mathematically untangle some curiosities about
the contents taught in school, almost automatically, leaving some unanswered questions such
as: Does the congruence of triangles is valid for any polygon? Does the resemblance between
plane figures has the same properties of resemblances between triangles? By developing the
research about the isometries and homotheties, the answers to the questions were being
presented, thus expanding the study of congruence and resemblance. An interactive learning
object was built from the GeoGebra software as a facilitating tool for teaching these topics,

available online to teachers and users who wish to use for this purpose.

Key-words: Isometry. Resemblance. Geometry. Educational software. Mathematics - Study

and teaching.
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1 INTRODUCAO

Durante esses mais de dois anos transcorridos no curso de Mestrado em Matematica
em Rede Nacional — PROFMAT, desenvolvido pela Sociedade Brasileira de Matematica
(SBM) em parceria com a Universidade Estadual do Ceara (UECE), muitas oportunidades
foram apresentadas propiciando um maior aprofundamento nas areas da Matematica em que o
mestrando desejasse desenvolver pesquisa. Nas reunides iniciais o entdo coordenador, Prof.
Guillherme Ellery, ja estimulava o desejo pela pesquisa de temas que, segundo ele, “uma
pesquisa de mestrado dever ser um casamento entre o mestrando e o orientador”.

As palavras motivadoras dos professores e o particular interesse desenvolvido pela
Geometria desencadearam esta pesquisa, tendo como objetivo especifico a melhoria na
qualificagdo profissional do professor, através de um maior dominio do contetido objeto deste

trabalho.

O bom professor € aquele que vibra com a matéria que ensina, conhece muito bem o
assunto e tem um desejo auténtico de transmitir esse conhecimento, portanto se
interessa pelas dificuldades de seus alunos e procura colocar-se no lugar deles,
entender seus problemas e ajudar a resolvé-los. (LIMA, 2007, p. 5)

Somente conhecendo muito bem o assunto ¢ que se pode transmiti-lo com
fidelidade e poder de convencimento aos alunos. Por isso, o objetivo primeiro da pesquisa era
transcorrer sobre as associagdes entre a Matematica e as formas da natureza, percorrendo desde
a Geometria grega até sua apresenta¢do contextualizada das simetrias nos dias atuais. Nos
primeiros passos da pesquisa a proposta inicial foi se refinando e sob a orienta¢do do Prof. Dr.
José Othon Dantas Lopes se chegou ao tema desta dissertagao: Isometria € homotetia no plano,
com uma proposta bem definida de ampliacao estruturada do estudo das congruéncias e
semelhancas de triangulos.

O estudo ¢ apresentado em duas partes. A primeira traz uma abordagem geométrica
das isometrias no plano euclidiano, detalhando suas propriedades e classificacao, concluido que
as isometrias sao de quatro tipos: reflexdo, translagdo, rotagao ou reflexdo com deslizamento.
Complementando essa parte inicial, ¢ apresentada uma ferramenta interativa na simulacao
desses conceitos isométricos. A segunda parte resgata um conceito muito utilizado, ndo apenas
no ensino de Matemadtica, a proporcionalidade. Ao abordar a proporcionalidade na visao
matematica, apresenta-se uma defini¢ao clara e algumas de suas aplicagdes como o Teorema
de Thales e os casos de semelhanga de tridngulos. Propondo ampliar o estudo sobre semelhanca
sdo apresentadas as homotetias, sua defini¢ao, propriedades e caracteristicas, concluindo que a

homotetia preserva a razao de semelhanga em qualquer poligono. E para facilitar a visualizagao
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dos conceitos e propriedades homotéticas ¢ apresentada mais uma ferramenta interativa
desenvolvida no software Geogebra, disponibilizada on line aos professores, alunos e qualquer
usudrio que anseie em estudar sobre homotetia.

Como parte conclusiva da pesquisa tem-se que, somente através de homotetia, de
isometria ou de uma composta de duas ou mais destas pode haver semelhanca entre figuras
planas. Ficando como sugestdo a outros professores de Matematica ampliarem esta pesquisa,

detalhando as diversas abordagens das isometrias e homotetias.
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2 ISOMETRIAS

A definicdo de isometria serd apresenta nos subcapitulos seguintes, para isso faz-se
necessario relembrar alguns dos conceitos fundamentais de fungdo, suas caracteristicas,

classificacdo e algumas consequéncias necessarias ao estudo das isometrias.

2.1 FuUNCAO

Toda funcdo ¢ uma relacdo binaria entre dois conjuntos, isto €, toda fungdo ¢ um
conjunto de pares ordenados.
Definigdo 2.1.1: Dados dois conjuntos X e Y, ndo vazios, uma relagdo f de X em Y recebe o
nome de aplica¢do de X em Y ou fungdo definida em X com imagens em Y se para todo x € X

existe um unico'y €Y, tal que o par ordenado (x,y) € f.
féfunciode XemY & VxeX,IyeY|(x,y)Ef
Usa-se a seguinte nomenclatura f: X — Y para representar uma funcdo de X em Y.

2.1.1 DomiNIO
Chama-se dominio de uma funcao o conjunto 4 dos elementos x € X para os quais
existe y € Y, tal que (x,y) € f. Como todos os elementos de X tém essa propriedade, entdo

A = X. De modo que o dominio ¢ o conjunto de partida da aplicacao.

2.1.2 IMAGEM

Dada a fungdo f: X — Y, o conjunto imagem, ou simplesmente imagem da func¢ao
f é o conjunto Im(f) = {f(x) €Y;x € X}

Em particular, sempre Im(f) cY, podendo ainda ocorrer Im(f) =Y ou

Im(f) Y.

2.1.3 CONTRADOMINIO
A nomenclatura apresentada no item 2.1, na funcdo f: X — Y, contradominio é o
conjunto de chegada Y que contém todos os possiveis valores para y, de modo que a imagem

da fungdo seja um subconjunto do contradominio.

2.1.4 FUNCAO COMPOSTA
Definicio 2.1.4.1. Dadas as funcoes f:X - Y e g:Y' > Z, com Y cY', chama-se fungdo
compostade g e f a fungdo h: X — Z, de forma que a imagem de x € X sera obtida aplicando-

se g(f(x)), tal que h(x) = g(f(x)) para todo x € X.

Pode-se representar a compostade g e f por g o f.
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1 INTRODUCAO
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pesquisa de mestrado dever ser um casamento entre o mestrando e o orientador” .

As palavras motivadoras dos professores e o particular interesse desenvolvido pela
Geometria desencadearam esta pesquisa, tendo como objetivo especifico a melhoria na

qualificacdo profissional do professor, através de um maior dominio do conteudo objeto deste

trabalho.

O bom professor é aquele que vibra com a matéria que ensina, conhece muito bem o
assunto e tem um desejo auténtico de transmitir esse conhecimento, portanto se
interessa pelas dificuldades de seus alunos e procura colocar-se no lugar deles,
entender seus problemas e ajudar a resolvé-los. (LIMA, 2007, p. 5)

Somente conhecendo muito bem o assunto ¢ que se pode transmiti-lo com
fidelidade e poder de convencimento aos alunos. Por isso, o objetivo primeiro da pesquisa era
transcorrer sobre as associagdes entre a Matematica e as formas da natureza, percorrendo desde
a Geometria grega até sua apresentagdo contextualizada das simetrias nos dias atuais. Nos
primeiros passos da pesquisa a proposta inicial foi se refinando e sob a orientagdo do Prof. Dr.
José Othon Dantas Lopes se chegou ao tema desta dissertacdo: Isometria e homotetia no plano,
com uma proposta bem definida de ampliacao estruturada do estudo das congruéncias e
semelhancas de triangulos.

O estudo ¢ apresentado em duas partes. A primeira traz uma abordagem geométrica
das isometrias no plano euclidiano, detalhando suas propriedades e classifica¢ao, concluido que
as isometrias sao de quatro tipos: reflexdo, translacao, rotagao ou reflexdo com deslizamento.
Complementando essa parte inicial, ¢ apresentada uma ferramenta interativa na simulagao
desses conceitos isométricos. A segunda parte resgata um conceito muito utilizado, ndo apenas
no ensino de Matemadtica, a proporcionalidade. Ao abordar a proporcionalidade na visdo
matematica, apresenta-se uma definicao clara e algumas de suas aplicagdes como o Teorema
de Thales e os casos de semelhanga de triangulos. Propondo ampliar o estudo sobre semelhanca
sdo apresentadas as homotetias, sua definicdo, propriedades e caracteristicas, concluindo que a

homotetia preserva a razao de semelhanga em qualquer poligono. E para facilitar a visualizagdo
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dos conceitos e propriedades homotéticas ¢ apresentada mais uma ferramenta interativa
desenvolvida no software Geogebra, disponibilizada on line aos professores, alunos e qualquer
usuario que anseie em estudar sobre homotetia.

Como parte conclusiva da pesquisa tem-se que, somente através de homotetia, de
isometria ou de uma composta de duas ou mais destas pode haver semelhanga entre figuras
planas. Ficando como sugestdo a outros professores de Matematica ampliarem esta pesquisa,

detalhando as diversas abordagens das isometrias e homotetias.
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2  ISOMETRIAS

A defini¢do de isometria serd apresenta nos subcapitulos seguintes, para isso faz-se
necessario relembrar alguns dos conceitos fundamentais de fungdo, suas caracteristicas,

classifica¢@o e algumas consequéncias necessarias ao estudo das isometrias.

2.1 FuUNCAO

Toda fungdo ¢ uma relagdo binaria entre dois conjuntos, isto €, toda fun¢dao ¢ um
conjunto de pares ordenados.
Definicdo 2.1.1: Dados dois conjuntos X e Y, ndo vazios, uma relagdo f de X em Y recebe o
nome de aplicagdo de X em Y ou fungdo definida em X com imagens em Y se para todo x € X

existe um unicoy €Y, tal que o par ordenado (x,y) € f.
féfuncdodeXemY & VxeX,IyeY|(x,y)Ef
Usa-se a seguinte nomenclatura f: X — Y para representar uma fungdo de X em Y.

2.1.1 DomiNIO
Chama-se dominio de uma fung¢do o conjunto A dos elementos x € X para os quais
existe y € Y, tal que (x,y) € f. Como todos os elementos de X tém essa propriedade, entdo

A = X. De modo que o dominio ¢ o conjunto de partida da aplicagao.

2.1.2 IMAGEM

Dada a fungdo f: X — Y, o conjunto imagem, ou simplesmente imagem da fung¢ao
f éoconjunto Im(f) ={f(x) €Y;x € X}

Em particular, sempre Im(f) c Y, podendo ainda ocorrer Im(f) =Y ou

Im(f) #Y.

2.1.3 CONTRADOMINIO
A nomenclatura apresentada no item 2.1, na fung¢do f: X — Y, contradominio é o
conjunto de chegada Y que contém todos os possiveis valores para y, de modo que a imagem

da funcao seja um subconjunto do contradominio.

2.1.4 FUNCAO COMPOSTA
Defini¢io 2.1.4.1. Dadas as fungées f:X - Y e g:Y' > Z, com Y c Y', chama-se func¢do
composta de g e f a fungcdo h: X = Z, de forma que a imagem de x € X serad obtida aplicando-

se g(f(x)), tal que h(x) = g(f(x)) para todo x € X.

Pode-se representar a compostade g e f por g o f.
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Exemplo 2.1.4.2. Sejam as fungdes reais f:R — Re g:R — R, taisque f(x) =2x—1 e
g(x) = x? —x + 2. A fung¢io composta (g o f)(x) sera
Go D) =02x—-12—-Q2x—1D)+2=4x?—-4x+1-2x+1+2=4x>—-6x+4
Observa-se que a composta (g o f)(x) so estard definida quanto o dominio da
funcdo g contiver o contradominio da funcdo f. E que a composi¢do de fungdes ndo ¢

comutativa.
2.1.5 FUNCAO INJETIVA

Definigdo 2.1.4.3. Dada a funcdo f:X =Y, f sera injetiva quando, dados x4, x, elementos

de X, f(x1) = f(xy), implicar x; = x5, isto é, se X, # X5, entdo f(x1) # f(x3).

2.1.6 FUNCAO SOBREJETIVA
Definig¢do 2.1.4.4. Dada a funcdo f: X = Y, f sera sobrejetiva quando para todo y € Y, existe
x € X, tal que f(x) = y.

f ésobrejetiva > Vy €Y, AxeX| f(x) =y Im(f)=Y

2.1.7 FUNCAO BLJETIVA

Definic¢do 2.1.4.5. Dada a fungdo f:X = Y, f serd bijetiva se f é injetiva e sobrejetiva.
Equivale dizer que para todo elemento y € Y existe um unico elemento x € X, tal
que f(x) =y.
f ébijetiva=>Vy €Y, 3xeX| f(x) =y

2.1.8 FUNCAO INVERSA

Definicdo 2.1.4.6. Dada a fungdo f:X =Y, uma fungdo g:Y — X é chamada de inversa se
(fog)y)=yVy€eY e (gof)(x)=x Vx€X. Tal funcdo serd representada por f~1.

Assim,

f~1Y - X existe © f é bijetiva.

Prova: Considerando incialmente:
(i) Paratodoy € Y existe um x € X, tal que f ~1(y) = x, ou seja, (y,x) € f~1e
(x,vy) € f. Entdo f ¢é sobrejetiva.
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(ii) Sejam x4, x, € X, com x; # Xx,, de modo que f(x;) = f(x;) = y. Entdo
f~Y(y) = x; = x,. Absurdo. Assim, f(x;) # f(x,) e f ¢ injetiva.
Portanto, por (i) e (i), f € bijetiva.
Reciprocamente:
(1) Sendo f sobrejetiva, para todo y € Y existe um x € X, tal que (x,y) € f.
Entdo (y,x) € f~L.
(ii) Sendo y € Y, para duas imagens x; € X, em f 1, temos:
xD€Ef e x)Ef = () Ef e (V) ES
Como f ¢ injetiva, entdo x; = x5.

Portanto, por (i) e (iii), f~* ¢ a inversa da fung¢io f. [

2.2 ISOMETRIA

Neste capitulo serdo tratadas as transformagdes no plano, a ser definida na se¢do
2.2.1, destacando-se algumas fungdes especificas denominadas isometrias, por possuirem a
propriedade de preservar a distancia entre dois pontos. Serdo apresentadas separadamente as
reflexoes, as translacoes, as rotagdes e as reflexdes com deslizamento no plano, que estao entre

as isometrias, em uma abordagem geométrica.

2.2.1 TRANSFORMACOES NO PLANO R?

Este trabalho utiliza-se do plano geométrico euclidiano associado ao plano
cartesiano R?, tomando o estudo de fun¢des do ponto de vista geométrico. De forma que, dada
uma transformagio T: R? — R? o interesse serd o seu comportamento geométrico, isto &, como
as figuras sdo transformadas no plano. De forma que se pode escrever a transformagdo T em

funcdo de suas coordenadas, ja que esta relacionada ao plano cartesiano. Assim,
Definicio 2.2.1.1. Chama-se transformacdo no plano toda fun¢io T:R? — R?,
Exemplo 2.2.1.2. Seja T uma transformac¢do dada por T (x,y) = (x,2y).

A imagem dessa transformacdo sera uma ampliacdo vertical, preservando o valor
da abscissa e duplicando o valor da ordenada, conforme exemplificado na Figura 1, na proxima

pagina.



/ T
a

N

NS

Figura I - Transformacgdo T(x,y) = (x,2y) em uma circunferéncia 0 .
Observe que T € injetiva e sobrejetiva.

ele é imagem, ou seja, x =x; ¢ y =2

De fato, seja (xq,y;) um ponto do plano, existe um tinico ponto (x,y) do qual
>

A Figura I representa uma circunferéncia 8 de equagdo x2+y? =1 e sua
transformagdo T (@), cuja equagdo serd o resultado da substitui¢do das coordenadas x e y.
. y 2 1
Assim, x% + (71) =1 & x}+ (Z) y. 2 =1

Portanto, a funcdo T, ao expandir verticalmente a circunferéncia 6, transforma
6 em uma elipse de semieixos, menor = 1 e maior = 2.

Exemplo 2.2.1.3. Seja outra transformagdo T no plano, dada por T(x,y) = (x + 3,y).

”~

y

O resultado da aplicacdo desta transformagdo serd uma deslocamento horizontal
exemplificado na Figura 2.
r 4

paralelo ao eixo Ox, adicionando o valor 3 a abscissa e preservando o valor da ordenada, como

)

£ 4

X
Figura 2 - Transformacdo T (x,y) = (x + 3,y) em um tridngulo A .
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A Figura 2 representa um tridngulo A de vértices A = (1,2), B=(2,4) e C = (3,1) e sua
imagem T (A) ¢ o tridngulo A'B’C’ congruente ao tridngulo ABC, cujos vértice sio A’ = (4,2),
B' = (5,4),e C' = (6,1). De fato,

{d(A,B)=\/(2—1)2+(4—2)2=x/§ _

& AB=AB
d(A,B) =/(5-4)2+(4—-2)2=+5
{d(A,C)=\/(3—1)2+(1—2)2=\/§ o AC-TCT
d(A,C)=,(6—4)2+(1-2)2=+5
{d(B,C)=J(3—2)2+(1—4)2=m o BC_FC
d(B',C)=(6-52+(1-4)2=+10

Assim concluimos, pelo caso de congruéncia de tridngulo (LLL), que os tridngulos

ABC ¢ A'B'C' sdo congruentes. |

A seguir, sera mostrado que T ¢ injetiva e sobrejetiva.
Dados A = (x1,y1) € B = (x3,¥2), apds a agdo da aplicagdo T, tem-se
T(A) = (x; +3,y1) e T(B) = (x5 + 3,y,). Dai,

d(T(A);T(B)) = \/(xz +3 - +3))+ (2 —m)? = \/(xz —x1)%+ (y2 —y1)?

~d(T(4),T(B)) = d(4,B)
Supondo T(A) = T(B), tem-se a demonstragio direta
T(A) =TB) & (x+3,y1) = (2 +3,¥2)
X1 +3=x+3 x =X,
S V1=V
Logo, A = B. Portanto, T € injetiva, como visto na Defini¢do 2.1.4.3.
Mostrando a sobjetividade de T. Dado (x,y) € R? tem-se (x,y) = T(x — 3,y),

Portanto, T € sobrejetiva, consequentemente sera também bijetiva. [

2.2.2 ISOMETRIAS E ALGUMAS PROPRIEDADES

A seguir, serdo apresentados a definicao de isometria e alguns exemplos para entdo

serem estudadas algumas de suas propriedades.

Definicio 2.2.2.1. Denomina-se isometria no plano R? a uma transformacédo T: R* — R?
que preserva distancias. Ou seja, T é uma isometria quando d(T(P), T(Q)) =d(P,Q) para
quaisquer pontos P e Q do plano R2.
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Exemplo 2.2.2.2: Seja a transformagdo no plano T:R* — R? definida por T(x,y) =
Xy x+y

(F %)

Dados A = (a,b) e B = (c,d) pontos de R?, sera verificado se T é uma isometria aplicando

a definicdo. Assim, T(A) = (a—\/_;,%) eT(B) = (%,%), implica

d(T(A), T(B))Z = (a—\/_; —_ %)2 + (a_\/"'; _ %)2 — (a—b\/—;+d)2 + (a+bJ§c_d)2

=%(a—b—c+d)2+%(a+b—c—d)2

=%[(a—b—c+d)2+(a+b—c—d)2]
= —(2a? + 2b? + 2¢% + 2d? — 4ac — 4bd)
= (a® + b* + c* + d* — 2ac — 2bd)
=(a—c)?+ (b —d)?
Portanto, d(T(A4),T(B)) =+/(a—c)2 + (b —d)? = d((a,b),(c,d)) = d(4,B). m

Exemplo 2.2.2.3. Sejam a e b numeros reais e T uma transformagdo no plano definida por
T(x,y) = (x+a,y + b), verificar-se que T ¢ uma isometria.

Dados A = (e,f) e B = (g, h) dois pontos de R? sera verificado se T é uma
isometria aplicando a defini¢do. Logo, T(A) = (e +a,f +b) e T(B) = (g + a,h + b), de
modo que d(T(4), T(B))* = (e+a—g—a)®+ (f+b—h—b)? = (e — g)? + (f — W)

Portanto, d(T(A), T(B)) = /(e — )2 + (f = B)Z = d((e, f), (g9, h)) = d(4, B) n

A seguir, serdo tratadas algumas propriedades basicas das isometrias.

Proposicio 2.2.2.4. Toda isometria T: R* — R? ¢ injetiva.
Prova: Supondo que T(P) = T(Q), assim pela defini¢do, d(P,Q) = d(T(P),T(Q)) = 0.

Entdo, P = Q, concluindo que T ¢ injetiva. ]

Proposigio 2.2.2.5. Toda isometria T: R? — R? é sobrejetiva, isto é, sua imagem é R?.
Prova: Seja T: R?> — R? uma isometria e P’ um ponto de R?. Dados 4 e B pontos diferentes
no plano R?, entdo T'(A) # T(B), pois toda isometria ¢ injetiva (Proposigdo 2.2.2.4).

(i) Se T(A) = P ou T(B) = P, esta concluida a demonstragio.

(ii)  Supondo T(A) # P' ¢ T(B) # P’ ¢ fazendo T(A) = A" e T(B) = B, existem

apenas dois casos possiveis para os pontos A,B' e P":
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1° caso: A', B' ¢ P' sdo colineares, entdo esses trés pontos estdo em uma reta r’, tal que

A, B € r. Portanto, existe P € r tal que T(P) = P’, concluindo a demonstragio.

2°caso: A', B' € P' ndo sdo colineares. Considerando o tridngulo P'A'B’ e construindo os

triangulos PAB e QAB congruentes ao tridngulo P'A’B’, com P e Q em semiplanos opostos
em relagdo a reta AB. As semirretas AP ¢ m sdo levadas em semirretas diferentes com

origem A’, pois T é injetiva. P # Q e AP = AQ. Além disso elas formam 4ngulos de mesma

medida que £P'A'B’ com a semirreta A'B’. Logo, como T preserva distancias, T(P) = P’
ouT(Q)=P. m

Veja ilustragdo na Figura 3.
r r

T(PAB)
—

Figura 3 - Toda isometria é sobrejetiva.

Proposigio 2.2.2.6. Se P e Q sdo pontos distintos de R* e T: R? — R? é uma isometria, entio
T leva o segmento PQ sobre o segmento T (P)T(Q).

LIMA (1995, p. 13), lembra que um ponto C pertence ao segmento de reta PQ
se, e somente se, d(P,Q) =d(P,C) +d(C, Q).
Prova: Seja C um ponto do segmento PQ, entdo d(P,Q) = d(P,C) + d(C, Q). Como, por
hipétese, T é uma isometria, entio d(T(P),T(Q)) = d(T(P), T(C)) + d(T(C),T(Q)).
Logo, o ponto T(C) pertence ao segmento T (P)T(Q).

Dados D um ponto de T(P)T(Q) e v = d(T(P),D). Seja C o ponto de PQ tal
que d(P,C) = v. Esse ponto existe, pois v < d(T(P),T(Q)) =d(P, Q).

Observa-se que T(C) € T(P)T(Q) e que d(T(P),T(C)) = d(P,C) = v. Assim,
D e T(C) sdo pontos do segmento T(P)T(Q) a mesma distancia de T (P).

Portanto T(C) = D, consequentemente, prova-se que T leva o segmento PQ

sobre o segmento T(P)T(Q). [
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Essa propriedade mostra que toda isometria leva pontos colineares em pontos
colineares, mantendo a sua ordenacdo e suas distancias.

Nota-se ainda que a aplicacdo de uma isometria em trés pontos A, B ¢ C nao
colineares gera imagens nao colineares.

De fato, pela desigualdade triangular, tem-se que d(4, B) + d(B,C) > d(4,C).
Desse modo, se T(B) estivesse entre T(4) e T(C), implicaria

d(T(4),T(B)) + d(T(B), T(C)) = d(T(A),T(C))

Mas, d(T(4),T(C)) =d(A,C) > d(T(4A),T(B)) + d(T(B),T(C)) = d(T(A),T(C))
isto ¢, d(T(4),T(C)) > d(T(4), T(C)), absurdo. m

Proposigao 2.2.2.7. A imagem de uma reta por uma isometria é também uma reta.
Prova: Seja v uma reta no plano R% Dados P, Q € r, tais que P’ = T(P) e Q' = T(Q) sejam
suas imagens pela isometria T: R? — R? e r' a reta que passa pelos pontos P’ € Q', vamos

mostrar que T(r) = 1.

N

y r r/

0 i X
0 1 i ] 3 4 5 6 7

>
7

Figura 4 - A imagem de uma reta por uma isometria é também uma reta.

Dado X € r, um dos trés pontos P, Q e X esta entre os outros dois.

Suponha Q entre P e X, ou seja, Q € PX (os outros dois casos sdo andlogos).
Assim d(P,X) = d(P,Q) + d(Q,X).

Sejam X' =T(X) e Q' = T(Q). Como d(P,X) =d(P",X"), d(P,Q) =d(P',Q")
e d(Q,X) =d(Q',X"), temos d(P',X") =d(P’,Q") +d(Q'",X"), e dai Q' € P'X', de modo
que os pontos P’, Q" e X' sdo colineares. Isso mostraque X e r = X' € r',

Como toda isometria ¢ sobrejetiva, Proposi¢do 2.2.2.5, tem-se T(r) =r'. =
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Uma consequéncia importante dessa demonstracdo ¢ que se T ¢ uma isometria,

entdo, dados dois pontos A e B, T(ﬁ) =T(A)T(B), ou seja, T leva semirreta sobre

semirreta.

Proposigao 2.2.2.8. As imagens de retas paralelas por uma isometria sao também retas
paralelas.

Prova: Seja T: R> — R? uma isometria. Dadas 7 e s duas retas paralelas e suas imagens
r'=T(r) e s = T(s). Supondo, por absurdo, que r’ ¢ s’ ndo sdo paralelas. Entdo existe P’
pertencente a r'e s'. Sejam P € r e Q € s tais que T(P) = P' e T(Q) = P'. Pela Proposigdo
2.2.2.4 T ¢ injetiva. Isso implica P = Q, isto ¢, r ¢ s ttm um ponto em comum. Absurdo,

por hipotese r e s sdo paralelas. Portanto v’ e s’ sdo paralelas. ]

S y r S

|

Figura 5 - Toda isometria leva retas paralelas em retas paralelas.

Proposigao 2.2.2.9. Se ABC ¢é um tridngulo retangulo com angulo reto em A, entdo sua
imagem por uma isometria é o tridngulo retangulo T(A)T (B)T(C) com dngulo reto em
T(A).
Prova: Seja T: R* — R? uma isometria e ABC um triangulo retdngulo em A, de forma que
A'=T(A),B'=T(B) e (' =T(C). Pelo Teorema de Pitigoras,

d(B,C)? =d(A,B)? +d(4,C)*?
Como T ¢ uma isometria e, portanto, preserva distancia, vem

d(B',C")? =d(A’,B")? +d(A,C")?

Em virtude da reciproca do Teorema de Pitigoras, A'B'C' é um tridngulo retingulo em

A" = T(A) com hipotenusa B'C’. [ ]

Uma generalizagdo dessa proposi¢do serd apresentada na Proposi¢do 2.2.2.10,
onde a imagem a' de um angulo a obtida através de uma isometria T serd congruente ao

mesmo, isto é, a' =T (a) = a.
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Como consequéncia das Proposi¢do 2.2.2.8 e Proposi¢do 2.2.2.9, tem-se que T
transforma retas perpendiculares em retas perpendiculares preservando assim os angulos
retos.

De acordo com MUNIZ NETO (2013, p. 10), em Geometria,

Dadas, no plano, duas semirretas OA e OB, um angulo (ou regido angular) de
vértice O e lados OA e OB é uma das duas regioes do plano limitadas pelas semirretas 04
e OB. Denotando um angulo de lados 04 e OB escrevendo £AOB e sua medida serd

representada por AOB.

dngulo convexo . j~

dngulo ndo convexo

Figura 6 - Regides angulares no plano.

Proposi¢do 2.2.2.10. Dado um dngulo £ABC e uma isometria T, entdo T (£ABC) é o dngulo
£T(A)T(B)T(C), e ambos sdo congruentes.

Prova: Dado um angulo ZABC qualquer, ndo raso, os pontos 4, B e C ndo sdo colineares.
Logo, os pontos T(A), T(B) e T(C) nao sdo colineares. Como T leva semirreta sobre
semirreta, Proposigdo 2.2.2.7, entdo T leva £ABC sobre 2T (A)T(B)T(C). Por outro lado,
o triangulo ABC ¢ congruente ao tridngulo T(A)T(B)T(C) pelo caso LLL, entdo seus

angulos correspondentes sdo congruentes. ]

Proposigcdo 2.2.2.11. A inversa de qualquer isometria é também uma isometria.
Prova: Seja T:R? — R? uma isometria. Como T ¢ bijetiva, existe T~1:R? — R?, a
inversa de T. Agora, ¢ suficiente mostrar que T~ preserva distancias.

Sejam A e B pontos do plano R?, entdo
d(T(A), T7(B)) = d (T(T~"(4)), T(T~'(B))) = d(4, B)

Portanto, T~! é uma isometria. [
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Proposigao 2.2.2.12. A composta de duas isometrias é também uma isometria.
Prova: Sejam T:R* — R? e S: R* — R? duas isometrias e os pontos A e B pertencentes

ao plano R?. Verificando a distincia entre as imagens de A e B pela composta T o S,

d((T © )(A), (T = $)(B)) = d (T(S(A)), T(S(B))) = d(S(A),S(B)) = d(4, B)

Portanto, T o S é uma isometria. [

Nas proximas sec¢des sera observado que existem poucos tipos de isometrias, as

quais serdo determinadas por seus pontos fixos, estes terdo papel importante nesse estudo.

Definigio 2.2.2.13. Seja T: R? — R? uma transformacéo. Chama-se ponto fixo de T a todo
ponto P tal que T(P) = P.

Proposigio 2.2.2.14. Sejam A e B pontos fixos de uma isometria T, entdo todos os pontos
da reta que passa por A e B sdo fixos.
Prova: Sabe-se que T transforma a reta r que passa por A ¢ B na reta que passa por T(A)
e T(B), pela Proposi¢do 2.2.2.7. Se A e B sdo pontos fixos, entdo a reta r é levada sobre si
mesma.

Suponha P € r, tal que P esta entre A e B, consequentemente T (P) esta entre
A e B. Assim, AP = T(A)T(P) = AT (P). Observe que P e T(P) estdo na mesma semirreta
de origem A, entdo sdo o mesmo ponto, ou seja, T(P) = P.

Para outra posi¢ao de P a demonstracdo ¢ analoga. ]

Proposigao 2.2.2.15. Sejam S e T isometrias e r uma reta no plano. Se existirem pontos
A # B em r, tais que S(A) =T(A) e S(B) =T(B), entdo S(X) = T(X) para todo X € r,
istoe, S =T.

Prova: Neste caso, aisometria M = T~ 1 o S é tal que M(A) = Ae M(B) = B, de modo que
pela Proposi¢do 2.2.2.14 todo ponto de 7 ¢ fixado por M, isto ¢, S =T em . [

Importante observar que a transformagio T:R? — R? definida por T(P) = P
para todo P € R? chama-se identidade. Portanto a identidade das transformagdes em um
plano é uma isometria que fixa todos os pontos, indicando-se a identidade de R? por Id.

A seguir, serd mostrado que isometrias diferentes podem fixar,

simultaneamente, no maximo, os pontos de uma reta.
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Teorema 2.2.2.16. Se uma isometria T fixa trés pontos ndo colineares, entio T é a
identidade.

Prova: Sejam A, B e C trés pontos fixos nao colineares da isometria T. Da Proposi¢do
2.2.2.14 observa-se que T fixa as retas AB, AC ¢ BC. Sejam P um ponto fora dessas retas

e Q um ponto da reta AB (diferente de A e B). A reta r determinada por P(Q intersecta um
dos outros dois lados do tridngulo ABC em um ponto R. Logo r tem dois pontos Q e R
fixados por T, consequentemente fixando a reta r, portanto fixa o ponto P.

Uma vez que P foi escolhido arbitrariamente, T fixa todos os pontos no plano,

ou seja, T ¢ a identidade. ]

Teorema 2.2.2.17. Se duas isometrias T e S coincidem em trés pontos ndo colineares, entdo

T =S.

Prova: Pela propriedades, Proposicdo 2.2.2.4 e Proposi¢do 2.2.2.5, toda isometria ¢é

bijetiva, assim T admite inversa, e sua inversa ¢ uma isometria. E ainda, a composta de

duas isometrias é uma isometria (Proposi¢do 2.2.2.12), logo T o S~ é uma isometria.
Sejam A, B e C os trés pontos ndo colineares fixados por T e S simultaneamente.

Note que S~ também fixa esses trés pontos. Logo, T o S™! fixa esses trés pontos. Pelo

Teorema 2.2.2.16 T o S~ = Id. Portanto, T = S. [

Das informagdes apresentadas sobre pontos fixos, classificam-se as isometrias
em trés tipos diferentes:
» Isometrias com 2 pontos fixos, isto é, uma reta fixa;
» Isometrias com 1 ponto fixo;

» Isometrias com nenhum ponto fixo.

Teorema 2.2.2.18. Dado um triangulo qualquer, a imagem deste tridngulo por uma
isometria é um tridngulo congruente ao triangulo dado.

Prova: Sejam T uma isometria ¢ ABC um triangulo qualquer, entdo os pontos A4, B e C sdo
ndo colineares, consequentemente T(A), T(B) e T(C) também siao ndo colineares,
conforme comentarios na Proposi¢do 2.2.2.6. Portanto T(A)T(B)T(C) é um tridngulo.
Como AB =T(A)T(B), AC =T(A)T(C) e BC = T(B)T(C), os lados correspondentes
destes tridngulos sao congruentes, entdo, pelo caso LLL, os triangulos ABC e

T(A)T(B)T(C) sdao congruentes. |
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2.2.3 REFLEXAO

As reflexdes constituem um tipo importante de isometrias, também chamada
Simetria Axial, pois ocorre em torno de um eixo de simetria (reta).

Antes, serd apresentada a defini¢ao de reflexdao em torno de um ponto.

De acordo com LIMA (1995, p. 4), a definicao de reflexdo em torno de um ponto ¢
Definicdo 2.2.3.1 (Simetria em torno de um ponto): Considerando um ponto A sobre a
reta r. A reflexdo em torno de A é a fung¢do Ry: v — v que associa a cada ponto X € r seu
simétrico X' = R4(X) relativamente ao ponto A.

Tem-se portanto R4(A) # A, e para todo X +# Aemr, A é o ponto médio do
segmento XX', onde X' = R,(X). Observa-se ainda que X e Y estdo do mesmo lado de A se, e
somente se, suas imagens X' e Y’ por R4 também estdo. E se estiverem em lados opostos, suas
imagens também estardo em lados opostos.

Em qualquer caso, a distdncia de X' = R4(X) a Y’ = R,(Y) é igual a distincia de

X aY,logo R, ¢ uma isometria.

r X A X'
R4X)=X"
r X Y A 3 X A A ¥ X
Xe Y do mesmo lado de A X e Yem lados opostos de A

Figura 7 - Reflexdo em torno de um ponto A.

Em qualquer caso de simetria (reflexdo em torno de um ponto) serdo colineares: o
ponto X dado, o centro A da simetria e a imagem X'

Ja a reflexdo em torno de uma reta ¢ definida por:
Definicio 2.2.3.2 (Simetria Axial): Seja v uma reta no plano R?. A reflexdo em torno de
r é a transformacdo R,:R* — R? com a seguinte caracteristica: R.(X) = X para todo
X€re paraX &r, R.(X) = X' é tal que a mediatriz do segmento XX' éaretar.

Isto ¢, seja M o pé da perpendicular baixada de X sobre r, entdo M ¢ o ponto

médio do segmento XX'.

Figura 8 - Reflexdao de um ponto em torno de uma reta.
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E facil ver que a reflexdo em torno de uma reta r fixa os pontos de r e nenhum
outro. De fato, essa transformagdo ¢ uma isometria, sendo um dos trés tipos citados

anteriormente, particularmente, o caso em que sao fixados dois pontos.

Teorema 2.2.3.3. Toda reflexdo ¢ uma isometria.
Prova: Seja R,: R* — R? uma reflexdo em torno da reta 7 e P,Q dois pontos do plano.
Seré analisada cada uma das quatro possibilidades para as posi¢coes dos pontos P e  em

relacdo a reta dada.

1“possibilidade: P €r e Q €.
Como R,(P) =P'=PeR,(Q) =Q'=Q,entdo P'Q' = PQ.

2%possibilidade: P Er e Q &r.
Dados R, (P) =P' =P e R,.(Q) = Q'. Seja M o ponto médio do segmento QQ’.

Se P estad entre o segmento QQ’, entdo P = M é o ponto médio desse segmento. Assim,

PQ = PQ'. Como R,(P) = P, tem-se R,.(P)R,(Q) = P'Q’ = PQ.

Se P nio esta no segmento QQ’, entdo PQQ’ forma um tridngulo, tal que PM ¢
a mediana relativa ao lado QQ’ e coincide com a altura relativa a base QQ’. Logo, esse
triAngulo ¢ isésceles, implicando P'Q’ = PQ. Veja exemplo na Figura 9.

Q

Q'

Figura 9 - 2“possibilidade: P €re Q € 1.

3“possibilidade: P € v e Q & 1 e pertencem ao mesmo semiplano determinado por r.

Pela transformagdo no plano, R,.(P) = P’ ¢ R,.(Q) = Q'. Sejam M ¢ N os pontos
em que os segmentos PP’ e QQ’, respectivamente, intersectam a reta r. Se P e Q estiverem
em um reta perpendicular a r, entdo M = N.

Ainda sobre a reta perpendicular a 7, sem perda de generalidade, se P esta entre

QeM, entioPQ =QM —-PM =Q'M —-P'M =P'Q’".
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Figura 10 - P e Q estdo em uma reta perpendicular a reta r.

Suponha, agora, que P ¢ Q ndo estdo em uma reta perpendicular a r, conforme

exemplificado na Figura 11.

.Q
P
M N .
pr

DQI

Figura 11 - 3°possibilidade: P € v e Q & 1 e pertencem ao mesmo semiplano determinado por .

Observe os tridngulos MPN, MP'N, NQ'P' e NQP. Como r é a mediatriz de PP’ e
de QQ’, entdo Q'N = QN, P'N = PN e o tridngulo PNP’ é isosceles de base PP’. Assim, a
mediatriz da base é a bissetriz do angulo oposto a base, isto é, ZPNM = 2£P'NM,

consequentemente seus complementares sdo congruentes, ou seja, ZPNQ = 2P'NQ’. Logo,

!

pelo caso LAL os tridngulos PNQ e P'NQ’ sdo congruentes, o que implica PQ = P'Q".

4“possibilidade: P € v e Q &€ r e estdo em semiplanos opostos determinados por r.

Observe que P’ = R.(P) e Q' = R,(Q) também estdo em semiplanos opostos
determinados por r. Sejam M e N os pontos em que os segmentos PP’ e QQ’,
respectivamente, intersectam a reta 7.

Se P e Q estiverem em um reta perpendicular a r, entdo M = N. Assim,

procedendo de modo andlogo ao que foi realizado na demonstracdo da 3¢ possibilidade,

prova-se que PQ = P'Q".
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Suponha, agora, que P e Q ndo estdo em uma reta perpendicular a r, sendo M,
S e N os pontos em que os segmentos PP’, PQ e Q'Q, respectivamente, intersectam a reta

r, conforme exemplo na Figura 12.

Figura 12 - 4°possibilidade: P € v e Q & 1 e estdo em semiplanos opostos determinados por 1.

Observe os tridngulos retingulos PMS e P'MS tém o lado MS em comum e
PM = MP’, pelo caso LAL sdo congruentes, consequentemente PS = P'S. Analogamente
SQ = SQ'. Assim os tridngulos PSP’ e Q'SQ sdo isOsceles e suas respectivas medianas, MS e
SN, sio bissetrizes: « = a' ¢ B = f'. Por outro lado a = B’ pois sdo angulos opostos pelo
vértice. Entdioa + a' = B + B'.
Como B + B’ é o suplemento do angulo £PSQ’, segue-se que a + a’ também &,
concluindo que os pontos P'SQ’ sdo colineares. Portanto, P’Q’ = P’'S + SQ' = PS+SQ =P
Nas demonstracdoes das quatro possibilidades foi provado que P’'Q’ = PQ,
]

implicando que toda reflexao ¢ uma isometria.

Finalizando esta se¢do sobre reflexdes no plano, LIMA (1995, p. 18) apresenta um
fato geométrico importante a respeito da reflexdo R,: R* — R?: transforma o tridngulo PQS
em um tridngulo P'Q’'S’ no qual a rotagdo dos vértices P’ - Q' —» S’ tem sentido oposto ao

sentido da rotagdo dos vértices P — Q — S, conforme Figura 13.

P

P J

- s

P | Y
N "“*———n,,,;,‘s P’ j

N
Figura 13 - Em uma reflexdo o sentido da rotagdo dos vértices.

Q




30

Logo a seguir, serdo apresentadas algumas proposicdes, consequéncias das
reflexdes, que auxiliardo na compreensao das isometrias.
Proposigio 2.2.3.4. Se P e P’ sdo dois pontos de R?, entdo existe uma vinica reflexdo levando
PemP'
Prova: Seja R,: R* — R? uma reflexdo em torno da reta r, tal que r é a mediatriz do
segmento PP’, entdo R, (P) = P'. Para mostrar que esta reflexio ¢é unica levando P em P’,
suponha que existe uma reflexio Sg: R* — R? em torno da reta s, tal que Sq(P) = P’. Como,
por defini¢do, P’ é simétrico de P em relagdo a s, entdo s é a mediatriz do segmento PP’,

mas essa mediatriz € Uinica. Portanto r = s, 0 que implica S; = R,.. [

Proposigdo 2.2.3.5. Se dois tridngulos congruentes possuem um unico lado comum, entdo
existe uma reflexdao levando um sobre o outro.
Prova: Sejam os tridngulos PQS e PTS congruentes com lado PS comum. Como PQ = PT

e £LQPS = £TPS, entdo a reta r ¢ a bissetriz de £ZQPT. Veja exemplo na Figura 14.

Figura 14 - Dois tridngulos congruentes com um unico lado comum.

Consequente o tridngulo PQT ¢ isosceles de base QT, tal que r ¢ a mediatriz do
segmento QT, provando que T ¢ o simétrico de Q.
Agora, considerando uma reflexdo R, em torno de r, observa-se que esta leva

o tridngulo PQS sobre o tridngulo PTS. ]

Proposi¢cdo 2.2.3.6. Se dois tridngulos congruentes possuem um unico vértice comum,
entdo existe uma isometria levando um sobre o outro. Essa isometria ¢ uma reflexdo ou a
composta de duas reflexoes.

Prova: Sejam os tridngulos PQT e PXZ congruentes com vértice P comum. Seja r a reta
bissetriz do 4ngulo 2XPQ e R, a reflexio em torno dessa reta, logo PQ = PX,
consequentemente, X é o simétrico de Q em relagdo a r, isto é, R,.(Q) = X. Portanto,
R,(PQT) é o tridngulo PXT' congruente aos tridngulos PQT e PXZ, possuindo o lado PX

comum ao tridngulo PXZ. Veja exemplificagdo na Figura 15, préxima pagina.
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Figura 15 - Dois tridngulos congruentes com um unico vértice comum.

Se Z =T', entdo R,-(PQT) = PXZ e fica concluida a demonstragio.
Se Z # T', entdo aplica-se a Proposi¢do 2.2.3.5 aos tridngulos PQT e PXZ, que

possuem o lado PX comum. Assim, a composta de duas reflexdes leva PQT sobre PXZ. m

Conclui-se o estudo sobre as reflexdes apresentando dois teoremas a seguir:

Teorema 2.2.3.7. Dados dois triangulos congruentes, existe uma isometria que leva um
sobre o outro. Essa isometria pode ser a identidade, uma reflexdo, ou a composta de duas
ou trés reflexoes.

Prova: Sejam os tridngulos PQR e STV congruentes. Se forem iguais, a isometria ¢ a
identidade. Supondo que sejam diferentes. Se possuirem um unico lado comum, pela
Proposigdo 2.2.3.5, existe uma reflexao que leva um sobre o outro. Se possuirem um unico
vértice comum, pela Proposi¢do 2.2.3.6, existe uma isometria que leva um sobre o outro,
sendo esta uma reflexdo ou uma composta de duas reflexdes. Se os dois tridngulos nao tém
vértice comum, entao considera-se dois deles, por exemplo P e S, pela Proposi¢do 2.2.3.4,

encontra-se a reflexdo R, que leva P em S, obtendo dois tridngulos congruentes. ]

Teorema 2.2.3.8. Toda isometria é a identidade, uma reflexdo, ou a composta de duas ou
trés reflexoes.

Prova: Seja T uma isometria diferente da identidade. Seja PQS um triangulo qualquer.
Assim, pelo Teorema 2.2.2.14, T(P)T(Q)T(S) ¢ um triangulo congruente a PQS. Logo,
pelo Teorema 2.2.3.7, existe uma isometria R, que leva PQS sobre T(P)T(Q)T(S), sendo
uma reflexdao, ou a composta de duas ou trés reflexdes. De acordo com os Teoremas e as
Proposicées ja estudados, pode-se construir R, de modo que R,.(P) = T(P), R (Q) =T(Q)
e R.(S) =T(S). Logo, T e R, coincidem em trés pontos ndo colineares.

Portanto, pelo Teorema 2.2.2.17, T = R,. ]
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2.2.4 TRANSLACAO
Como sera apresentado a seguir, translagdo ¢ uma transformagao no plano dada por
uma isometria que ndo possui ponto fixo, sendo um dos casos de isometria anteriormente

mencionados. Por defini¢do, conforme LIMA (1995, p. 18),

Definicio 2.2.4.1. Sejam P, Q e S pontos distintos e ndo colineares no plano R? A
translagdo Tpy: R? — R?¢é a fungdo assim definida: dado S € R?, sua imagem S’ = Tpo(S)
€ o0 quarto vertice do paralelogramo que tem PQ e PS como lados.

Observe exemplo na Figura 16.

a
Figura 16 - Translagdo do segmento PQ.
Construindo geometricamente o ponto S’, basta localizar o ponto médio M do
segmento QS e prolongar o segmento PM de modo que MS' = PM.
A titulo de observagdo, quando S estd entre P e Q o resultado recai no caso ja
estudado na Defini¢ao 2.2.3.1(Simetria em torno de um ponto), de maneira que seja qual
for a posicdo de S no plano, sua imagem S’ fica inteiramente centralizada, pois os

segmentos PS’ e QS tém sempre 0 mesmo ponto médio.

Figura 17 - Os trés pontos estdo alinhados.
Convém destacar que a orientacdo do segmento, isto ¢, a ordem em que 0s pontos
sdo informados, caracteriza uma translagdo diferente, isto €, Tpy # Top. Na realidade, Typ € a
inversa de Tpy. Dai a necessidade de se utilizar o termo segmento de reta orientado PQ
significando que o ponto P foi tomado como origem e o ponto Q como extremidade. J& o

segmento orientado QP tem @ como origem e P como extremidade.
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Proposigio 2.2.4.2. Toda translagdo Tpy: R? — R? é uma isometria.
Prova: Dados os pontos X,Y € R? e suas imagens Tpo(X) = X" e Tpo(Y) =Y. Searetar
que contém X e Y € paralela ou coincidente a reta s, que contém o segmento PQ, entdo Tp,

restrita a r, € a translagdo Tyy,: 7 — 1, logo d(X',Y") = d(X,Y), preservando a distancia.

Observe o exemplo na Figura 18.

rlls e

P

Figura 18 - As retas r e s sdo paralelas.

Se r ndo € paralela, nem coincidente, com a reta s, entdo XX’ e YY' sdo lados

opostos de um paralelogramo, logo 0 mesmo ocorre com XY e X'Y’.

Figura 19 - As retas r e s ndo sdo paralelas, nem coincidentes.

Portanto, d(X',Y") = d(X,Y), provando-se que translagdo Tpq ¢ uma isometria. [

De acordo com LIMA (1995, p. 20) a nocdo de translacdo estd intimamente
relacionada com o conceito de vetor (do Latim “vehere” = transportar). Assim, pode-se definir

os vetores no plano a partir das translagoes.

Definicio 2.2.4.3. Dado PQ um segmento orientado no plano R?, vetor v = 73—@ de origem
P e extremidade Q, é o conjunto dos segmentos orientados equipolentes a PQ.

Sejam PQ e XY dois segmentos orientados no plano R? entdo PQ e XY sdo
equipolentes quando Tpy = Tyy. Equivale dizer que os pontos médios dos segmentos PY e

QX coincidem, isto ¢, PQ e XY sdo paralelos, t€m mesmo comprimento € mesmo sentido.
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A partir dessa definigdo, pode-se escrever T, em vez de Tpg, significando que
T, ¢ a translacao do vetor v.

Revendo a definicdo de translagdo (Defini¢do 2.2.4.1), utilizando o conceito de
vetores e observando a Figura 16, temos que: Dados um segmento orientado PQ e um ponto
S no plano R?, existe um tinico ponto S’ em R?, tal que os segmentos orientados PQ e SS’
sdo equipolentes, isto €, P_Q) =S5 = v, onde S’ é 0 quarto vértice do paralelogramo PQS'S.

Sendo T,(S) =S', escreve-se T,(S) =S+ v e diz-se que o vetor v = I'TQ>

transportou o ponto S para a posi¢do S’, consequentemente, S’ = Tpo(S) = T,(S).

Duas das propriedades fundamentais dos vetores:
e Adi¢do (+): Dados dois vetores u e v, com u =Q_15 e v= P_S), faz-se u + v =E9),
conforme Figura 20 (lado esquerdo), neste caso os dois vetores possuem origens

diferentes. Ja a figura do lado direito, apresenta o caso em que os dois vetores u = —PTj

=1 . . ey I3 I3 .
e v = PS possuem a mesma origem, assim u + v = PS’, onde S’ é o quarto vértice do

paralelogramo SPQS’.

u+v

Figura 20 - Translagdo por adi¢do de vetores.

e Vetor nulo (vetor zero): indicado por 0, onde 0 = PP, isto ¢, vetor em que a origem

coincide com a extremidade, tal que T, = Id (corresponde a identidade das isometrias).

e Multiplica¢do por um numero real (-): Dados o vetor v = P_Q) e o numero real t > 0,

o produto de t por v e vetor tv = PQ;, onde Q; ¢ o ponto da semirreta PQ tal que

sl
QS

L=t Set <0, pde-setv=—|tlveset=0,tem-se 0-v =0 = PP.

~
o)

Por defini¢do, se v = PQ, escreve-se —v = QP. Assim, (T,)™1 =T_,.

Eainda, Ty o T, =T, T, = Tyyy.
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Finalizando esta se¢do, apresenta-se o seguinte teorema:

Teorema 2.2.4.4. Toda translagdo diferente da identidade é igual a composta de duas

reflexoes em torno de duas retas paralelas.
Prova: Seja a translagdo T,: R* — R? tal que T,(P) = P + v, com v # 0. Seja r a reta

perpendicular ao vetor v e que passa pela origem OXY, e s a reta paralela a r, também
perpendicular ao vetor v, tal que d(r,s) = %Ivl. Dado P € R?, se R, é a reflexdo de P em

torno de 7 e R, é a reflexiio de P em torno de s, entdo T,(P) = Rs(R.(P)) = (R © R,)(P).

y

P'=T(P)=(Rg 0 R)(P)

P'=R,(P)

r s
Figura 21 - Toda translagdo diferente da identidade é igual a composta de duas reflexdes.

Sera analisado o caso em que P esta no semiplano determinado por r que contém a

reta s, tal que d(P,7r) =x < %}l Entdo d(P,s) = I?vl —x e d(P',s) = %+ x =d(P",s).
Assim,

d(p,P") =d(P,s) +d(P",s) =%—x+%+x = 2-%= [v].

Portanto, o segmento PP"’ tem dire¢do do vetor v, concluindo que (Rg o R.)(P) = T, (P).

Os outros casos sao analogos, apenas ocorrem mudangas de sinais. [

2.2.5 ROTACAO

A rotagao ¢ o caso de isometrias que possuem um ponto fixo. Veja definigao.

Definigio 2.2.5.1. Sejam o ponto 0 € R? e um dngulo a € [0,2n), tal que a« = AOB. A4
rotagdo do angulo a em torno do ponto O é a transformagdo no plano pg q: R* — R? assim
definida: Se X = 0, entdo pp ,(0) = 0. Se X # 0, entdo X' = pyo(X) é o ponto do plano,
tal que d(X,0) = d(X',0), onde X0X' = a, e o sentido da rota¢do de X para X' é o mesmo
de A para B.
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Figura 22 - Rotagdo do ponto X pelo dngulo a em torno do ponto O.

A condi¢do XOX' = a garante que tomandos dois pontos A ¢ B, de modo que

OA =0B = 0X = 0X', entdo AB = XX'. Assim, apresenta-se o seguinte teorema:

Teorema 2.2.5.2. Toda rotagdo pg o: R* — R? é uma isometria.

Prova: Sejam P e Q pontos no plano R? e suas imagens pela rotagdo pg 4, P’ = pp,o(P) €
Q' = pp,a(Q). Pela definigdo, OP =O0P' ¢ 0Q = 0Q" e observando os angulos
POQ = P'0Q' = a + f3, conclui-se pelo caso LAL que os tridngulos PQO e P'Q’0 sdo
congruentes. Portanto PQ = P'Q’, ou seja, Po,q € uma isometria. ]

P

Figura 23 - Toda rotacdo é uma isometria.

2.2.6 REFLEXAO COM DESLIZAMENTO
A reflexao com deslizamento ¢ um dos casos de isometria que ndo possui ponto

fixo, devido ser a composta de uma reflexao R, e uma translacao T, ja que a transla¢dao, como

visto antes, ndo possui ponto fixo.
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Definicio 2.2.6.1. Sejam o vetor v e uma reta v no plano R%. A reflexdo com deslizamento
é a isometria T = T, o R,: R* — R?, obtida fazendo a translagdo T, seguir-se a reflexdo

R, isto é, T(X) = T,(R,(X)) = X'. Veja exemplo na Figura 24.

H
V = [
G
Xe ‘
F
E
r
.- ¢ .-E.i - “‘—qF‘
// \
R Y ° J 4 \
b ¢ \
X S \
R(X) [ | &
e I'\‘b /
. e <Y

Figura 24 - Reflexdo com deslizamento.

Levando em conta que v ¢ paralelo ar, ¢ facil ver que T, o R, = R, o Tj,.

2.3 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE AS ISOMETRIAS

Neste estudo sobre as isometrias, considera-se de fundamental importancia o

teorema a seguir, cuja prova seguira a demonstragdo apresentada por LIMA (1995, p. 25 a 29).

Teorema 2.3.1. Existem apenas quatro tipos de isometrias no plano, além da identidade,

a saber: reflexdo, translacgdo, rotagao e reflexdo com deslizamento.

Prova: Seja T: R*> — R? uma isometria diferente da identidade. Existe um ponto A € R?, tal

que A’ =T(A) # A. Seja A” = T(A"). Consequentemente, A’A"" = AA" > 0. Ha trés casos a

considerar.
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1° caso: A, A" e A"’ sdo ndo-colineares.

Figura 25 - A, A’ e A" sdo ndo-colineares.

A imagem do tridngulo AA’A"’ pela isometria T é um tridngulo que tem A’A" como
vértices. Como os lados desse tridngulo tém medias iguais as dos lados do tridngulo AA’A",

existem duas posi¢des possiveis para o terceiro vértice, B; e B,, conforme ele e o ponto A

estejam ou ndo no mesmo semiplano determinado pela reta AA

Na primeira hipotese A e B; estdo no mesmo semiplano, onde ponto B; = T(4"")
forma com os pontos A, A" ¢ A" a poligonal convexa AA’A" By, na qual os lados tém a mesma
medida e os angulos AA'A" e A'AT B; sdo congruentes, logo ela pode ser inscrita em uma

circunferéncia de raio OA, cujo centro O € o ponto de encontro das mediatrizes dos segmentos

AA', A'A" ¢ A"B,.

Figura 26 - A e B, estdo no mesmo semiplano.

Seja 0’ = T(0). Entdo, como 04 = 0A’ = 0A”, temos 0'A’ = 0'A" = 0B, ,
logo O' pertence as mediatrizes dos segmentos A’A” e A"B;, donde O0' = 0. Assim,
considerando a rotagdo p de centro em O e angulo AOA’, tem-se

p(A)=A"=T(A),p(A) =A"=T(A) ep(A") =B, =T(A")

Portanto, pela Proposi¢do 2.2.2.15, segue-se que T = p ¢ uma rotagao.
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Na segunda hipotese A e B, estdo semiplanos opostos. Assim, tem-se um

paralelogramo no qual AA" e A" B, sdo lados opostos e A’A”" é uma diagonal.

Figura 27 - A e B, estdo em semiplanos opostos.

Segue-se que os pontos médios M, N e P desses trés segmentos estdo sobre uma
reta r. Seja a isometria S = Ty © R, a composta da translacdo Ty com a reflexdo R,,
observa-se que S ¢ T coincidem nos pontos ndo colineares A, A" € A”. Logo, pela Proposicéio
2.2.2.15, T = S. Portanto, T ¢ uma reflexdo com deslizamento. Isso encerra a discussao do

primeiro caso.

2° caso: A, A" e A" sdo pontos distintos e colineares.

Como AA" = A’A”, o tridngulo AA’A" ¢ isosceles, onde A’ é o ponto médio do
segmento AA". A reta r, que contém os trés pontos dados, é transformada em si mesma pela
isometria T. Além disso, T coincide nos pontos A € A’ com a translagdo Ty4,: 7 — 7. Segue-se
da definicdo Defini¢do 2.2.3.1, em todos os pontos de r, T coincide com esta translacao.

Considerando um ponto B fora da reta r.

B B

.B2

Figura 28 - A, A" e A" sdo pontos distintos e colineares.
O tridngulo AA'B ¢ transformado pela isometria T em outro tridngulo que tem A’ e
A" como vértices e lados com as mesmas medidas que os de AA’'B. Neste caso, existem duas
posicdes possiveis para o terceiro vértice desse tridngulo, B; € B,, conforme esteja ou nao no

mesmo semiplano que B, determinado pela reta 7.
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Na primeira hipotese, AB ¢ A'B; sdo lados opostos de um paralelogramo.
Considerando a translago Ty,,: R* — R?, observa-se que ela coincide como a isometria T nos
pontos ndo colineares A, A" e B. Pela Proposicdo 2.2.2.16, segue-se que T = Ty,,, logo T é
uma translacao.

Na segunda hipotese, como o ponto B, ¢ o simétrico de B; em relagdo a reta 7,
considerando a reflexdo com deslizamento S = Ty, © R,: R> — R?, tem-se

S(A) =TA) =A", SA)=TA)=A"¢ S(B)=T(B) =B,
Logo, pela Proposi¢do 2.2.2.16, S = T. Portanto, T ¢ uma reflexdo com deslizamento.

Isso encerra a discussdo do segundo caso.

3°caso: A" = A.
Neste Gltimo caso, a isometria T transforma o segmento de reta AA’ em si mesmo.
Se M ¢é o ponto médio de AA’, entdo T(M) = M. Desse modo, a mediatriz s desse segmento &

transformada em si mesma por T.

o

Figura 29 - T é uma translagdo ou uma rotagdo de 180°.

Seja B # M um ponto dessa mediatriz. H4 duas possibilidades: T(B) = B ou
T(B) = B’, ponto simétrico de B relativamente a reta r.

Na primeira possibilidade, T coincide com a reflexdo Ry: R* — RZ, nos pontos A,
A'eB,logo T = R,.

Na segunda possibilidade, T coincide com a rotagdo py 1go: R? — R?, isto €, a
rotacdo em torno do ponto M, com um angulo de 180°, nos pontos nao colineares A, B ¢ M.
Logo, T = p. Portanto, neste terceiro caso, T € uma translagdo ou uma rotagdo de 180°

(simetria em torno de um ponto). ]

Com o conhecimento do teorema apresentado, classifica-se qualquer caso de
isometria como sendo uma das cinco possibilidades: identidade, reflexdo, translagdo, rotagao

ou reflexdo com deslizamento.



41

3 SIMULACAO DE ISOMETRIAS NO GEOGEBRA

3.1 GEOGEBRA
O GeoGebra' é um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino

que reune Geometria, Algebra, Planilha de Calculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e
Célculos Simbolicos em um tUnico pacote facil de se usar. Disponivel em varios idiomas,
inclusive em portugués, para milhdes de usuérios ao redor do mundo, possui uma comunidade

2 ele é

de milhdes de usudrios em praticamente todos os paises. Por ser feito em Java
multiplataforma, pode ser executado em diversos sistemas operacionais. Software de codigo
aberto disponivel gratuitamente para usudrios nao comerciais. O GeoGebra tornou-se um lider
na area de softwares de matematica dinamica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia,
Tecnologia, Engenharia e Matematica. E ganhador dos prémios: Microsoft Partner of the Year
Award 2015 (Finalist, Public Sector: Education - Redmond, WA, USA) e MERLOT Classics
Award 2013 (Multimedia Educational Resource for Learning and Online Teaching - Las Vegas,
Nevada, USA). (GEOGEBRA, 2015a)

O Geogebra foi utilizado neste trabalho para criar um Objeto de Aprendizagem’

(OA) capaz de auxiliar professores e alunos em uma melhor compreensdo no estudo das

isometrias. Os passos para constru¢ao do OA serdo descritos na proxima se¢ao.

Escolha o objeto de estudo. ~ PROFMAT - UECE - 2015
Selecione a isomelria que desejar. ISOMETRIAS

Antes de escolher uma, desmarque todas. Francisco de Assis Saraiva Carneiro

[\Reﬂexéo (R))

E\Translagéo (1)

EJRotagﬁo (Po.a)

[ JReflexéo com deslizamento (T, o R)

A

Figura 30 - Tela inicial do Objeto de Aprendizagem construido.
3.2 DETALHES DA CONSTRUCAO

Para construir o objeto de aprendizagem foi utilizada a versdo 5.0.164.0-3D de

19/10/2015, conforme Figura 31.

! Site do Geogebra: http://www.geogebra.org/about

2 Java é uma linguagem de programagio multiplataforma interpretada orientada a objetos.

3 OA ¢ qualquer entidade, digital ou ndo digital, que possa ser utilizada, reutilizada ou referenciada durante o
aprendizado suportado por tecnologias.
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GeoGebra 5.0.164.0-4D (lava 1.7.0_40-320i, IP: 192.168.1.101.7166, 247V, Giact) [~ "~
19 October 2015 ¢

GeaGebra - Dynamic Mathematics for Everyone _’*
http://www.geogebra.org/

Figura 31 - Tela sobre a versdo do GeoGebra utilizado.

Os passos da construcao serdao descritos tomando-se como referéncia a tela inicial
do software, Figura 32, utilizando-se a Barra de Menus, a Barra de Ferramentas e o Campo

de Entrada para execugao de comandos e inclusao de objetos na composi¢ao do aplicativo.

©7 GeoGebra

- O X
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Barra de Menus Entrar. ..
.
. [ = ire .
[%,A ° /'/ A =) e /) [. X ABCE
¥ Janel § Algebra ¥ | ¥ Janela de Visualizagido P
-
E v
§ N
& y
[ 4
)
~=
= 3
N
]
Q 5
| |
0 X
7
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1
-2
Campo
de -3
Entrada
-4
Entrada [3

Figura 32 - Tela inicial do Geogebra (versdo 5.0)

Para facilitar a visualiza¢dao dindmica dos detalhes das propriedades das isometrias,
nas quais, sua principal carateristica no plano ¢ preservar distancias, foi utilizado um hexagono
qualquer, podendo ser concavo ou convexo, de acordo com a inten¢do do usuério, sobre o qual
serdo apresentadas possibilidades de manipula-lo através de transformagdes no plano
(reflexoes, translagdes, rotagdes e reflexdes com deslizamento).

Com o objetivo de melhor organizar os passos para a construcao do aplicativo, o

desenvolvimento da ferramenta foi dividido em quatro etapas:
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1* etapa: Construcao do Objeto de Aprendizagem para visualizagdao das Reflexdes sobre a reta

r no plano R2.

Observe a Tabela I que contém os comandos e/ou descri¢des dos passos.

N° | Nome Comando / Procedimento Valor
1. Texto Na barra de ferramentas clicar no | Escolha o objeto de estudo.
Orientacédol botdo ABC , em seguida posicioné-
lo na Janela de Visualizacéo.
2. Texto Na barra de ferramentas clicar no | Selecione a isometria que desejar.
Orientacdo?2 botdo ABC , em seguida posicionéd- | Antes de escolher uma, desmarque
lo na Janela de Visualizacéo. todas.
3. Texto Na Dbarra de ferramentas clicar no | PROFMAT - UECE - 2015
Instituicédo botdo ABC , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
4. Texto Na Dbarra de ferramentas clicar no | ISOMETRIAS NO PLANO
TituloTrabal botdo ABC , em seguida posiciona-
ho lo na Janela de Visualizacéo.
5. Texto Autor Na barra de ferramentas clicar no | Francisco de Assis Saraiva Carneiro
botdo ABC , em seguida posicionéa-
lo na Janela de Visualizacéo.
6. Ponto A Na barra de ferramentas clicar no | A
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
7. Ponto B Na barra de ferramentas clicar no | B
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
8. Ponto C Na barra de ferramentas clicar no | C
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
9. Ponto D Na barra de ferramentas clicar no | D
botéo .A , em seguida posicioné-
lo na Janela de Visualizacéo.
10.| Ponto E Na barra de ferramentas clicar no | E
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
11.| Ponto F Na barra de ferramentas clicar no | F
botéo .A , em seguida posicionéa-
lo na Janela de Visualizacéo.
12.| Hexagono Na barra de ferramentas clicar no | Hexdgono de vértices A, B, C, D, E,
poll botéo I)* , ou digite no campo de | F.
entrada: Poligono[A, B, C, D, E, F]
12.| Segmento a Segmento[A, B, poll] a (ocultar roétulo)
12.| Segmento b Segmento[B, C, poll] b (ocultar rétulo)
12.| Segmento c Segmento[C, D, poll] c (ocultar rdétulo)
12.| Segmento d Segmento[D, E, poll] d (ocultar roétulo)
12.| Segmento e Segmento [E, F, poll] e (ocultar rdétulo)
12.| Segmento f Segmento[F, A, poll] f (ocultar rdétulo)
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13.| Ponto G Na barra de ferramentas clicar no | G (ocultar rétulo)
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
14.| Ponto H Na barra de ferramentas clicar no | H (ocultar rétulo)
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
15.| Reta r Reta[G, H] R
16.| Ponto A’ Reflex&o[A, r] n’
17.| Ponto B’ Reflexdo[B, r] B’
18.| Ponto C’ Reflexdo[C, r] c’
19.| Pponto D’ Reflex&o[D, r] D’
20.| Ponto E’ Reflex&o[E, r] E’
21.| Ponto F’ Reflexdo[F, r] E’
22.| Hexagono pPoligono[A', B', C', D', E', F'] Hex&gono de vértices A’, B’, C’, D',
poll’ E", F'.
22.| Segmento a’ Segmento[A’, B’, poll’] a’ (ocultar rétulo)
22.| Segmento b’ Segmento[B’, C’, poll’] b’ (ocultar rétulo)
22.| Segmento c’ Segmento[C’, D', poll’] c’ (ocultar rétulo)
22.| Segmento d’ Segmento[D’, E’, poll’] d’ (ocultar roétulo)
22.| Segmento e’ Segmento[E’, F’, poll’] e’ (ocultar rétulo)
22.| Segmento £’ Segmento[F’, A’, poll’] £’ (ocultar rétulo)
23.| Segmento a’’ Segmento[A, A'] a’'’ (ocultar rétulo)
24.| Segmento b’’ Segmento[B, B'] b’’’ (ocultar rétulo)
25.| Segmento c’’ Segmento[C, C'] c’’ (ocultar roétulo)
26.| Segmento d’’ Segmento[D, D'] d’’ (ocultar roétulo)
27.| Segmento e’’ Segmento[E, E'] e’’ (ocultar roétulo)
28.| Segmento f’’ Segmento[F, F'] f’’ (ocultar roétulo)

Tabela 1 - Comandos para construgdo da Tela das Reflexées. (Elaborada pelo autor)

Apos a execugdo dos comandos descritos na Tabela 1, o resultado sera a tela das

Reflexdes, conforme Figura 33.

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

+ Janela de Algebra

| »

Hexagono
- @ poll =12.99
® pol1' =12.99
Ponto
- ® A=(2.6,9.5)
® A'=(2.6,7.5)
® B=(52,11)
~@ B'=(5.2, 6)
@ C=(4.33, 14.5)
@ C'=(4.33, 2.5)
@ D=(3.46, 12)
~@® D'=(3.46, 5)
~@ E=(0,14)
® E'=(0,3)
~@® F=(0,12)
~® F'=(0,5)
- ® G=(-7.79,8.5)
® H=(6.06, 8.5)
Reta
Entrada:

A/}bG}@é\ABCf&‘%’T

* Janela de Visualizagao X
D - v aaw |0
Escolha o objeto de estudo. ~ PROFMAT - UECE - 2015 ¢
Selecione a isometria que desejar. ISOMETRlAS NO PLANO E
‘ Antes de escolher uma, desmarque todas. Fra va C \
. D
B
v
4
| A
|
4 : A
[
[
.
i E D' B
[ e ;
| c
®

Figura 33 - Tela das Reflexoes.
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2% etapa: Construgao do Objeto de Aprendizagem para visualizagcdo das Translagdes dadas por

um vetor v no plano R?.

Observe a Tabela 2 que contém os comandos e/ou descri¢des dos passos.

N° | Nome Comando / Procedimento Valor
Observacdo: os passos de 1 a 14 foram omitidos por serem os mesmos da Tabela 1.

15.| Vetor v Vetor [G, H] R
16.| Ponto A’/ Transladar[A, V] A’
17.| ponto B’ Transladar[B, V] B’
18.| Ponto C’ Transladar[C, V] c’
19.| Ponto D’ Transladar[D, v] c’
20.| Ponto E’ Transladar[E, V] E’
21.| Ponto F’ Transladar[F, V] F’
22.| Hexagono Poligono[A', B', C', D', E', F'] Hex&gono de vértices A’, B’, C’, D',

poll!’ E', F'.
22.| Segmento a' Segmento[A', B', poll'] a' (ocultar rétulo)
22.| Segmento b' Segmento[B', C', poll'] b' (ocultar rdétulo)
22 .| Segmento c' Segmento[C', D', poll'] c' (ocultar rétulo)
22 .| Segmento d' Segmento [D', E', poll'] d' (ocultar rétulo)
22.| Segmento e' Segmento[E', F', poll'] e' (ocultar rdétulo)
22.| Segmento f' Segmento[F', A', poll'] f' (ocultar rdétulo)
23.| Segmento a'' Segmento[A, A'] a'' (ocultar roétulo)
24.| Segmento b'' Segmento[B, B'] b'' (ocultar rétulo)
25.| Segmento c'' Segmento[C, C'] c'' (ocultar rbétulo)
26.| Segmento d'' Segmento[D, D'] d'' (ocultar roétulo)
27.] Segmento e'' Segmento[E, E'] e'' (ocultar roétulo)
28.| Segmento f'' Segmento[F, F'] f'' (ocultar rdétulo)

Tabela 2 - Comandos para construgdo da Tela das Translagées. (Elaborada pelo autor)

Ap0s seguir os passos descritos na Tabela 2 obtém-se o resultado sera semelhante ao da

Figura 34.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

¥ Janela de Algebra

| -

Hexagono
@ pol1 =12.99
@® pol1'=12.99
Ponto
® A=(-11.26, 2.5)
® A'=(-0.87, 4.5)
® B =(-8.66, 4)
® B'=(1.73,6)
® C=(-9.53,7.5)
® C'=(0.87,9.5)
~® D=(-10.39, 5)
~® D'=(0,7)
~® E=(-13.86,7)
® E'=(-3.46,9)
® F=(-13.86, 5)
® F'=(-3.46,7)
® G =(-16.45, 8.5)
® H=(-6.06, 10.5)
Segmento
Entrada:

Al Y

12 [©]

fAC~

E

Escolha o objeto de estudo.
Selecione a isometria que desejar.
Antes de escolher uma, desmarque todas. Fra

/ s

C

O 4|7 Jrec] 2] &,

¥ Janela de Visualizagdo

ISOMET

PROFMAT - UECE - 2015
RIAS NO PLANO

Figura 34 - Tela das Translagées.

Entrar...




46

3% etapa: Construcdo da aplicagdo para simulacdo das Rota¢des de dngulo a no plano R? em
torno de um ponto O.

Observe a Tabela 3 que contém os comandos e/ou descrigdes dos passos.

N° | Nome | Comando / Procedimento | Valor
Observacédo: os passos de 1 a 12 foram omitidos por serem os mesmos da Tabela 1.

13.| Ponto O Na barra de ferramentas clicar no | O

botéo .A , em seguida posiciona-

lo na Janela de Visualizacéo.
14.| Angulo « Na barra de ferramentas clicar no [ o (Controle deslizante)

botao ifi , em seguida posicionéa-

lo na Janela de Visualizacéo.
15.| Ponto A’ Na barra de ferramentas clicar no | A’

botéo fs- e seguir as instrucgdes

ou no Campo de entrada digitar

Girar[A, o, O]
16.| Ponto B’ Girar[B, o, O] B’
17.| Ponto C’ Girar[C, o, O] c’
18.| Ponto D’ Girar[D, o, O] c’
19.| Ponto E’ Girar|[E, o, O] E’
20.| Ponto F’ Girar[F, o, O] E’
21.| Hex&gono Poligono[A', B', C', D', E', F'] Hexdgono de vértices A', B’, C', D/,

poll! E', F'.

21.| Segmento a' Segmento[A', B', poll'] a' (ocultar rétulo)
21.| Segmento b' Segmento[B', C', poll'] b' (ocultar rdétulo)
21.| Segmento c' Segmento[C', D', poll'] c' (ocultar rdétulo)
21.| Segmento d' Segmento[D', E', poll'] d' (ocultar rétulo)
21.| Segmento e' Segmento[E', F', poll'] e' (ocultar rétulo)
21.| Segmento f' Segmento[F', A', poll'] f' (ocultar rdétulo)
23.| Segmento a: Segmento[A, O] a; (ocultar rétulo)
24.| Segmento b: Segmento [B, O] b1 (ocultar rdétulo)
25.| Segmento c: Segmento[C, O] c1 (ocultar rétulo)
26.| Segmento d: Segmento[D, O] di (ocultar rdétulo)
27.| Segmento e; Segmento[E, O] e; (ocultar roétulo)
28.| Segmento f: Segmento [F, O] f1 (ocultar roétulo)
29.| Segmento a:i’ Segmento[O, A’] ai’ (ocultar rétulo)
30.| Segmento b:’ Segmento[O, B’] b1’ (ocultar roétulo)
31.| Segmento ci’ Segmento[O, C’] ci1’ (ocultar rdétulo)
32.| Segmento di’ Segmento[O, D’] d:’” (ocultar rétulo)
33.| Segmento e:’ Segmento[O, E’] e’ (ocultar rétulo)
34.| Segmento f:.' Segmento[O, F’] fi’ (ocultar roétulo)

Tabela 3 - Comandos para construgdo da Tela das Rotagoes. (Elaborada pelo autor)
Ao concluir os passos descritos na Tabela 3, o Geogebra apresentara a tela com o
Objeto de Aprendizagem, conforme Figura 35, utilizado para simular transformacdes

isométricas no plano caracterizadas por Rota¢oes em torno de um ponto O.



Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

¥ Janela de Algebra

,-‘ =

Hexagono
& pol1 = 12 9

A =(-7.79, -1.5)

A’ = (6.06, 10.5)

B=(-5.2,0)
=(3.46,9)

C =(-6.06, 3.5)
=(4.33, 5.5)

D =(-6.93, 1)

D'=(5.2, 8)

E =(-10.39, 3)

E'=(8.66, 6)

F =(-10.39, 1)

F' = (8.66, 8)

0 = (-0.87, 4.5)

Segmento
®a=3

<

Entrada:

.A/ADGOJKH\ e

¥ Janela de Vlsuallza(;ao

MR

Escolha o objeto de estudo.
Selecione a isometria que desejar.
Antes de escolher uma, desmarque todas. Fra

a=180"
®

PROFMAT - UECE - 2015
ISOMETRIAS NO PLANO
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Entrar...

el =

L}
Q

Figura 35 - Tela das Rotagées.

4" etapa: Nesta ultima etapa a construcao necessita de uma reta r e um vetor v por se tratar de

uma composta de duas transformagdes no plano R?, isto ¢, uma Translacdo de uma Reflexdo.

Observe a Tabela 4 que contém os comandos e/ou descrigdes dos passos.

N° | Nome

Comando / Procedimento

Valor

Observacéo:

os passos de 1 a 14 foram omitidos por serem os mesmos da Tabela 1.

15.| Reta r

Reta[G, H]

r

16.| Ponto I

Na barra de ferramentas

botéo A , em seguida posiciona-

clicar no

lo na Janela de Visualizacéo.

I (ocultar rdétulo)

17.| Ponto J

Na barra de ferramentas

botéo A , em seguida posiciona-

clicar no

lo na Janela de Visualizacéo.

J (ocultar rétulo)

18.| Vetor v Vetor[I, J] v
19.| Ponto A; Reflexdo[A, r] A
20.| Ponto B: Reflex&o[B, r] B
21.| Ponto Ci Reflexdo[C, r] Ci
22.| Ponto D1 Reflexdo[D, r] D1
23.| Ponto E1 Reflex&o[E, r] E1
24 .| Ponto Fi Reflex&o[F, r] iy

25.| Hexagono

poll’

Poligono[Ai1, Bi, Ci, Di, Ei,

F1]

Hex&dgono de vértices A:, Bi, Ci, Di,

Ei, Fi.

25.| Segmento a’

Segmento[A:1, Bi, poll’]

a’ (ocultar rétulo)

25.| Segmento b’

Segmento[Bi1, Ci, poll’]

b’ (ocultar roétulo)

25.| Segmento c’

Segmento[Ci, Di, poll’]

c’ (ocultar roétulo)

25.| Segmento d’

Segmento[D:, Ei, poll’]

d’ (ocultar rétulo)

25.| Segmento e’

Segmento[Ei1, Fi, poll’]

e’ (ocultar rétulo)

25.| Segmento £’

Segmento[Fi1, A1, poll’]

f’ (ocultar roétulo)

26.| Ponto A’

Transladar[A:, V]

A’

27.| Ponto B’

Transladar[Bi, V]

B’
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28.| Ponto C’ Transladar[Ci, V] c’
29.| Ponto D’ Transladar[D;, V] c’
30.| Ponto E’ Transladar [E:, V] E’
31.| Ponto F’ Transladar[Fi, V] F’
32.| Hex&gono Poligono[A', B', C', D', E', F'] Hex&gono de vértices A’, B’, C’, D',
poll’’ E', F'.
32.| Segmento a'' Segmento[A', B', poll''] a'' (ocultar rbétulo)
32.| Segmento b'' Segmento[B', C', poll''] b'' (ocultar rétulo)
32.| Segmento c'' Segmento[C', D', poll''] c''" (ocultar roétulo)
32.| Segmento d'' Segmento[D', E', poll''] d'' (ocultar roétulo)
32.| Segmento e'' Segmento[E', F', poll''] e'' (ocultar roétulo)
32.| Segmento f'' Segmento[F', A', poll''] f'' (ocultar rétulo)
33.| Segmento a: Segmento [A, A:] a1 (ocultar roétulo)
34.| Segmento b: Segmento[B, Bi] b1 (ocultar roétulo)
35.| Segmento ci Segmento [C, Ci] c1 (ocultar roétulo)
36.| Segmento di Segmento [D, Di] d: (ocultar rdétulo)
37.| Segmento e: Segmento [E, Ei] e1 (ocultar roétulo)
38.| Segmento f: Segmento[F, Fi] f1 (ocultar roétulo)
33.| Segmento a: Segmento[A1, A’] a: (ocultar rétulo)
34.| Segmento bz Segmento [Bi1, B'] b, (ocultar rdétulo)
35.| Segmento c2 Segmento[Ci, C'] c, (ocultar roétulo)
36.| Segmento dz Segmento[Di, D’] dz (ocultar rétulo)
37.| Segmento ez Segmento [E1, E’] e, (ocultar roétulo)
38.| Segmento f: Segmento [Fi1, F’] f, (ocultar rdétulo)

Tabela 4 - Comandos para construgdo da Tela das Reflexdes com deslizamento. (Elaborada pelo autor)

O resultado destas informagdes, apds introduzidas no Geogebra, serd uma
visualizagao de trés poligonos, sendo o segundo (¢ uma sombra na Figura 36) uma reflexao do
poligono original em torno da reta 7, e o terceiro (de vértices A'B'C’'D'E'F') é uma translagio

sobre o segundo através do vetor v, isto €, uma composta T;, © R,..

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

.A“/,J(_,I>®®ai-/ eIEES

~ Janela de Algebra ¥ Janela de Visualizagao X
= [i=l= AC~

Hexagono i
® poll = 10.83 Escolha o objeto de estudo. ~ PROFMAT - UECE - 2015
po ¥ Selecione a Isometria que desejar. ISOMETRIAS NO PLANO

e Antes de escolher uma, desmarque todas.  Francisco de Assis Saraiva Carneiro
® pol1" =10.83
0 nto
= (-2.6, 4.5)
= (6.93, 6)
A, =(-0.87,1.5)
B =(0, 5)
= (8.66, 8)
B, = (0.87, 3.5)
c=(0,9)
C' = (12.12, 6)
= (4.33,1.5)
- ® D=(-1.73,6)
~@® D'=(8.66, 6)
D, = (0.87, 1.5)
@ E=(527)
-

e e 1770 AL
< >

Entrada: 7 7 7 E1}

-~

'U

Figura 36 - Tela das Reflexées com deslizamento.
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Com a Tabela 4 conclui-se a construgdo estrutural do OA, ficando a critério do
usudrio uma personalizacdo da tela de visualizagdo, melhorando a aparéncia.

O resultado final das quatro etapas foi consolidado em uma unica tela, através de
caixas de sele¢@o, da barra de ferramentas, para exibir ou esconder os objetos que se desejar.

Em seguida foi publicado no portal do Geogebra (https://tube.geogebra.org/?lang=pt_BR), de

facil acesso através do link https://tube.geogebra.org/material/simple/id/1895357, onde

qualquer usudrio podera utiliza-lo.
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4 HOMOTETIAS

Antes da abordagem detalhada sobre o conceito de homotetia, na proxima segao,
sera apresentado um contetdo classico ministrado no colégio aos alunos do ensino basico,
semelhanca de tridangulos. Esse contetido serda o ponto de referéncia ao um estudo mais
detalhado sobre semelhanga, ampliado pela sistematizacdo de transformagdes homotéticas,

agregado ao que j4 foi estudado sobre transformagdes isométricas no plano RZ.

4.1 ELEMENTOS DA SEMELHANCA

A palavra semelhanca ¢ de uso cotidiano e para muitos expressa a ideia de objetos
parecidos, cujo critério seja apenas o aspecto visual. J& na Matematica, o conceito de
semelhan¢a ¢ bem definido através de propriedades e caracteristicas especificas, sem deixar
margens a dividas ou falsos conceitos. Nesta perspectiva, serao apresentados alguns elementos

que servirdo de base para a defini¢do de semelhanga e algumas das suas propriedades.

4.1.1 PROPORCIONALIDADE E ALGUMAS PROPRIEDADES

O conceito de proporcionalidade ¢ um dos mais abordados no ensino basico,
aproximadamente, desde as séries finais do ensino fundamental atual (6° ao 9° ano) até a série
final do ensino médio atual (3° ano). Esse contetido ¢ utilizado em varias disciplinas, além da
Matematica, como ferramenta na explicagdo de varios conteudos como densidade demografica
(Geografia) e escalas termométricas (Fisica); ainda em diversas situagdes do cotidiano como
dosagem de um medicamento (Medicina) e receita de um bolo (Culinaria). Apesar disso, ainda
ha algumas confusdes em torno deste assunto. Assim, contribuindo para o seu uso adequado,
sera apresentada uma defini¢do bem clara deste conceito.

Na pagina 142 do seu livro Meu professor de Matematica e outras historias, LIMA

utiliza-se da seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1.1.1: “Diz-se que duas grandezas sdo proporcionais quando elas se
correspondem de tal modo que, multiplicando-se uma quantidade de uma delas por um numero,
a quantidade correspondente da outra fica multiplicada ou dividida pelo mesmo numero. (...)
No primeiro caso a proporcionalidade se chama direta e, no segundo, inversa; as grandezas

i3]

se dizem diretamente proporcionais ou inversamente proporciondis.
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Proposi¢io: 4.1.1.2: Se f(n-x)=n-f(x) para todo x>0 e todo n €N, entio

f(r-x) =r-f(x) para todo niimero racional r = %, ondep,q € N.

Prova: Pela hipdtese, tem-se que
a fre0=ra@r=f(elx)=fo0=p .

Assim, f(r+x) = ”f(x) 2f@) =71 f(). n

Teorema 4.1.1.3: Proporcionalidade direta. Sejam x e y duas grandezas, tais que y é fungdo
de x, isto ¢, y = [ (x). Entdo, as seguintes afirmag¢oes sdo equivalentes, ou seja, | < ii & iii:
i) y édiretamente proporcional a x,
ii) para todo numero real c > 0, tem-se f(c-x) =c- f(x),
iii) existe um numero k, chamado constante de proporcionalidade entre x ey,
tal que f(x) = k - x para todo x.
Prova: Esta prova sera desenvolvida na seguinte ordem i = ii = iii = I.
Para mostrar que i = ii, supOe-se, por absurdo, que y = f(x) seja diretamente

proporcional a x, mas que se consiga um nimero real c, tal que f(c - x) # ¢ - f(x). Sem perda

fex)
f(x)

quaisquer existe sempre um numero racional, pode-se achar um nimero racional r, de modo

f(ex)
f(x)

pode-se reescrever esta desigualdade da seguinte forma f(cx) < f(rx) <c-f(x).

de generalidade, seja f(c'x) <c-f(x) = =—=<c. Como entre dois nimeros reais

que ——= < r < ¢ implicando que f(cx) <7r-f(x) <c-f(x). Pela Proposi¢cdo: 4.1.1.2,

Tomando a desigualdade f(cx) < f(rx) e a informagdo anterior r < ¢, chega-se numa
contradi¢cdo da hipdtese de y ser diretamente proporcional a x.

Da mesma forma se mostra a invalidade das desigualdades f(cx) <c-f(x) e
f(cx) > ¢+ f(x). Portanto, f(c*x) = ¢+ f(x), mostrando que i = ii.

Para mostrar que ii = iii, sem perda de generalidade, seja k > 0, calcula-se f(1).
Assim, f(1) = k-1 = k. Considerando (ii), tem-se f(c*1) =c-f(1), e fazendo c = x o

resultado sera f(x-1) = x-k = f(x) = xk = —— f(x)

= k, concluindo que ii = iii.

A etapa final é mostrar que iii = i. Utilizando a informagao anterior k > 0, isto &,
serdo tratadas grandezas cujas medidas sdo positivas, entdo k = f(1) > 0, tal que
x<x' =k x<k-x,istoé, f(x) < f(x").Eainda, f(n-x) =k nx =n-kx =n- f(x).

Portanto, f (x) ¢ uma fungao crescente, consequentemente y ¢ diretamente proporcionalax. m
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Para o estudo das semelhangas matematicas, em particular o estudo das homotetias,
o conceito de proporcionalidade direta ¢ suficiente. Caso seja necessario o uso de

proporcionalidades inversas, isto €, y ¢ inversamente proporcional a x, basta lembrar que
. . 1 . 1
equivale dizer que y ¢ diretamente proporcional a o

Uma das aplicagdes imediatas das proporcionalidades ¢ o Teorema de Tales que

serd visto da proxima seg¢ao.

4.1.2 TEOREMA DE THALES

Devido ao grande uso do Teorema de Thales, apenas sera definido. Seu enunciado
¢ bem claro: Se duas ou mais retas paralelas sdo cortadas por duas retas transversais os
segmentos determinados pelas intersec¢des formam uma propor¢ao. Outros enunciados sao
conhecidos, como o apresentado por MUNIZ NETO (2013, p. 141):
Teorema 4.1.2.1 (Thales): Sejam r, s, t retas paralelas. Escolhemos pontos A,A' € T,
B,B'es e C(C,C'€t, de modo que A,B,C e A',B',C' sejam dois ternos de pontos
colineares. Entdo
_F
===

Este teorema serd necessario para as demonstragdes dos casos de semelhanca

s

de triangulos apresentados a seguir.

4.1.3 SEMELHANCA DE TRIANGULOS
Dois triangulos sdo ditos semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que os angulos correspondentes sejam
congruentes e os lados correspondentes estejam em uma proporgao.
Em outras palavras, dados dois triangulos ABC e DEF,se A=D,B=FE,C=Fe
BC

AC o . A ~
= — = 25> entao os dois tridangulos sao semelhantes, denotando-se por ABC ~ DEF.

c||:.>|
=l |

E o quociente entre as medidas dos lados correspondentes ¢ chamado razdo de
proporcionalidade entre os dois tridngulos.

A seguir, serdo apresentados trés casos de semelhanca de tridngulos em forma de
proposi¢des com suas respectivas provas.
Proposicio 4.1.3.1 (caso AA): Dados dois tridangulos ABC ¢ DEF, se A= D, B = E, entio
ABC ~ DEF.
Prova: Pela soma dos angulos internos de um tridngulo, temos que A+ B + € = 180° ¢

D+E+F=180°masA=DeB=E,entaioA+B+C=A+B+F,implicando C = F.
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Sem perda de generalidade, supondo que a area do triangulo ABC seja menor que a
area do triangulo DEF e sobrepondo os triangulos de forma que o vértice A coincida com o

vértice D, conforme Figura 37.

sobreposigdo

m

q>

— ,/’
o>

L

m

Figura 37 - Semelhanga de tridngulos (caso AA).

Observe que os angulos ACB e AFE sio congruentes, consequentemente os segmentos BC

~ . AB AC
e EF sao paralelos, recaindo no Teorema de Thales, tal que i Alterando a

sobreposi¢do para que os vértices B e E coincidam implicard AC paralelo a DF, tem-se

.. AB BC .
novamente a aplicacdo do Teorema 4.1.2.1, consequentemente I = = Assim, por
e AB BC AC . . .
transitividade, T -3 finalizando o que se queria demonstrar. ]

Proposicio 4.1.3.2 (caso LAL): Dados dois triangulos ABC e DEF, se A=D e E

S
o

U||::>|
A

entdo ABC ~ DEF.

Prova: Sem perda de generalidade, supondo que a area do tridngulo ABC seja menor que a
area do triangulo DEF e sobrepondo os triangulos de forma que o vértice A coincida com o
vértice D. Sendo A = D, garante-se que os vértices B e C estdo, respectivamente, sobre os lados

DE e DF do triangulo DEF . Confira exemplo na Figura 38.

F
C o
b
A " kb ]
ALY
€ B b
X E E
D kc AP g B |
, |

ke

Figura 38 - Semelhanga de tridngulos (caso LAL).
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E

Por hipétese, tem-se que A =D e

c:||:>|
ol | &

~ kc _ kb
i Reescrevendo a proporgao, fica — =5 = k,

consequentemente, pelo Teorema de Thales, os segmentos BC e EF estao paralelos, implicando

que os angulos ACB e AFE sdo congruentes, recaindo na Proposi¢io 4.1.3.1 (caso AA).

Portanto, ABC ~ DEF. [
AB AC BC

Proposi¢io 4.1.3.3 (caso LLL): Dados dois triangulos ABC ¢ DEF, se = =5 - entdo

ABC ~ DEF.
Prova: Construindo o tridngulo GHI de modo que G = A, GH = DE ¢ GI = DF e comparando
os triangulos ABC e GHI, tem-se, pelo caso LAL, ABC ~ GHI. Assim, conforme ilustragdo da

. AB C _BC . . —— ==
Figura 39, — = — = —, implicando Hl = EF = k- a.
GH GI HI
F ,
C I Construgdo do triangulo GHI
a
kb ka

¥ B
y E \
D ke H

k ¢ =DE
Figura 39 - Semelhanca de triangulos (caso LLL).

Portanto, os tridngulos GHI e DEF sdo congruentes, valendo a seguinte transitividade

ABC ~ GHI = DEF = ABC ~ DEF. [

4.2 HOMOTETIAS E ALGUMAS PROPRIEDADES

Ampliando conceitos de semelhanga, esta se¢ao destaca o detalhamento das
homotetias como parte importante no estudo de semelhanca. Serdo apresentadas a definigdo e

algumas de suas propriedades, consequéncias da definigdo.

4.2.1 DEFINICAO
Definic¢do 4.2.1.1: Dados um ponto O e um numero real k, chama-se homotetia de centro O e
razdo k, e escreve-se Hg i), a transformagdo geométrica no plano Hg iy R? — R? que faz

corresponder a cada ponto P um ponto P' tal que OP' = k - OP. Observe ilustragio abaixo.

k- OP = OP'

OP

Figura 40 - Defini¢do de homotetia.



55

4.2.2 PROPRIEDADES

Proposi¢cdo 4.2.2.1: A imagem de uma homotetia do centro O é o proprio O, entdo k = 0.

Prova: De fato Hg ;)(0) = 0', com 00’ = 0, consequentemente k = 0. [

Proposicio 4.2.2.2 (Paralelismo): Em uma homotetia Hg ), o transformado de um segmento
orientado é um segmento orientado paralelo e de mesmo sentido (se k > 0) ou de sentido

contrario (se k < 0), tal que a razdo entre os dois é igual ao modulo da razdo da homotetia.

Em outras palavras PQ || P'Q’ = Hoxy(P)H01)(Q), tal que I::g'= |k|, considerando

P'Q" > PQ, sem perda de generalidade.
Prova: Seja a homotetia Hg k), de modo que Hg x)(P) = P' e H x)(Q) = Q'. Pela definigdo,

~ ~ .. L0 0 . A
os segmentos OP, OP', 0Q e 0Q' estio em uma propor¢ao, isto é # = O’—g', entao os triangulos

OPQ e OP'Q' sio semelhantes, pelo caso LAL, consequentemente P’Q’ = k - PQ, recaindo no

Teorema de Thales. Portanto, os segmentos P'Q’ e —PTj sdo paralelos e de mesma orientacao

com razdo igual a |k|. Veja Figura 41. [

Proposi¢cao 4.2.2.3 (Colinearidade): Dada uma homotetia de centro O que transforma P em
P', entdo os pontos O, P e P’ sdo colineares, para todo P.

Prova: Secja a homotetia Hy ), de modo que Hpx)(P) =P' e Hypy)(Q) = Q'. Pela
proposi¢do do Paralelismo, os tridngulos OPQ e O'P'Q’ sdo semelhantes pelo caso LAL.
Assim, POQ = P'0Q’ ¢ 0P = 0Q'P', de modo que a unica localizagdo possivel para o ponto

Q' é sobre a reta 0Q, do contrario os segmentos P'Q’ ¢ PQ ndo seriam paralelos.

Figura 41 - Em uma homotetia os pontos de O, P e P' sdo colineares.

Portanto os pontos 0, Q e Q' sdo colineares. Analogamente, os pontos O, P e P’ sdo colineares,

como se queria demonstrar. [
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Proposi¢cao 4.2.2.4 (Concorréncia): Em uma homotetia, o centro O da homotetia pertence a

todas as retas que ligam pontos a seus transformados. Em outras palavras, O é o ponto de

concorréncia das retas do tipo pP’.
Prova: Seja a homotetia Hpy), de modo que Hgy)(P) =P'. Pela proposicdo da

Colinearidade, os pontos O, P € P’ estio sobre a mesma reta. Portanto, todas as retas do tipo

PP’ concorrem em um tnico ponto 0. ]

Proposicio 4.2.2.5: Em uma homotetia, dados um ponto P, seu transformado P' e o centro 0O,

entdo é possivel determinar a razao k da homotetia.

Prova: Dados d(0,P") = OP" e d(0, P) = OP, entio por consequéncia da definicio, % éa
razdo de homotetia k. De fato, sem perda de generalidade, considerando O = (0,0) e
P = (a,0), isto ¢, o segmento OP sobre o eixo das abscissas, entdo % = % = k. [

Proposicio 4.2.2.6: Dados um ponto P, o seu transformado P' e a razdo k da homotetia,
entdo é possivel determinar o centro O da homotetia.

Prova: Sejam 0 = (x,,y,), P = (x,y) e P' = (x',y"). Tome dois pontos A ¢ B de modo que
a reta OB seja paralela ao eixo Ox e os pontos O, 4, B sejam colineares. Pela semelhanca de

triAngulos (caso AA), os tridngulos OPA e OP’'B sio semelhantes com razdo de semelhanga k.

Pl‘ PO
P o —”".ﬁ, ]
A Y-Yo
0 — ;Y'yO
O St il e e ®
e X-Xq A B
= X-Xq

Figura 42 - Determinagdo do centro da hometetia.

!
X —X ~
Sabendo que k = . xo e desenvolvendo a expressdo, tem-se k(x — xy) = x' — x,,
—4Ao
. . kx—xr , ky—yr
implicando xy = ) De modo anélogo, y, = PR
kx—x' ky-y'

Assim, as coordenadas do centro O =( ) sao determinadas em funcdao das

k-1’ k-1

coordenadas dos pontos P € P’ ¢ da razdo homotetica k. [



57

Proposi¢ao 4.2.2.7: Uma homotetia de razdo k = 1 é a identidade.

Prova: Dada homotetia H(g x): R> — R? ¢ um ponto P, tal que H(g x)(P) = P’, onde % = k.
Sendo k = 1, tem-se OP = OP'. Logo, P’ = Hpy)(P) = P. [ ]
Proposi¢ao 4.2.2.8: Uma homotetia de razdo k = —1 é a simetria em torno do centro 0.

Prova: Os pontos O, P e P’ sdo colineares. Seja d(0,P) = a, tal que a-k = d(0,P"),

conforme Figura 43.

P
Tl
1l __--J"’"_.‘f—‘ a
AR e
Figura 43 - 0 é o centro de simetria de uma homotetia de razdo k = —1.
Dado k = —1, tem-se d(0, P") = —a, concluindo que os segmentos OP € OP' sio simétricos,
tal que O é ponto médio de PP’, consequentemente, o centro da simetria na reta PP’. [

Proposi¢io 4.2.2.9: A aplicagdo inversa da homotetia H yy ¢ a homotetia Ho _y,).

Prova: Pela Proposi¢do 4.2.2.6, quando k = —1 a imagem P’ sera projetada do outro lado de
P.Entdo,parak <0, |k| =1 = k =—1. Assim, k < 0 = k = —|k|. [ ]
P 2
O,/a’/
P . - k-OP

Figura 44 - Homotetia inversa.

Na secdo 4.2.4 seréa detalhado o estudo sobre as homotetias inversas, ou negativas.
Sobre as homotetias de razao k = 0 ha pouco a se detalhar. Assim, nas proximas
se¢oOes serdo abordadas as homotetias de razdo k # 0. Para estes casos sera convencionado um
valor relativo para k em relagdo aos segmentos orientados de origem na extremidade centro O.
Se o segmento OP' for do mesmo sentido de OP, entdo k é positivo, caso contrario

k é negativo. Assim, a homotetia sera direta para k > 0 e inversa para k < 0.
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4.2.3 HOMOTETIA DIRETA (POSITIVA)
Estudando as homotetias de razdo k > 0, chamadas de homotetias diretas (ou

positivas), serdo observados trés casos possiveis:

Proposi¢cdo 4.2.3.1. (1° caso: k = 1) Uma homotetia de razdo k igual a 1 é a identidade.

A prova para esta proposi¢ao ja foi apresentada na Proposigdo 4.2.2.7.

Proposi¢cdo 4.2.3.2. (2° caso: k > 1) A imagem obtida por uma transformag¢do homotética no
plano R? de razdo maior do que a unidade é uma ampliacdo direta da figura original na
propor¢do k.

Prova: Sejam os pontos P,Q € R> = PQ =d ¢ a homotetia Hy: R> — R?, tais que

Hox)(P) = P', onde PP':ZI = k. Assim, a imagem P'Q’ = k- d, conforme exemplificado na
Figura 45.

k>1

Figura 45 - Ampliagdo direta. (k> 1)

Portanto o segmento P'Q' ¢ uma ampliagdo positiva do segmento PQ, na proporgiok >1. m

Proposi¢cao 4.2.3.3. (3° caso: 0 <k <1) A imagem obtida por uma transformagdo

homotética no plano R? de razdo entre 0 e 1 é uma reducgdo direta da figura original na
L 1

propor¢ao —.

Prova: Sejam os pontos P,Q € R®> = PQ =d e a homotetia Hyy: R> — R?, tais que

Hox)(P) = P', onde PP':g’ = % Assim, a imagem P'Q’ =

Veja exemplo na Figura 46, proxima pagina.

PQ_d
kK
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0<k<lI P

Q
Figura 46 - Redugdo direta. (0 < k < 1)

Portanto o segmento P'Q’ é uma redugio positiva do segmento PQ, na propor¢do % >0. =

4.2.4 HOMOTETIA INVERSA (NEGATIVA)

O estudo das homotetias de razao k < 0, chamadas de homotetias inversas (ou
negativas), ¢ analogo ao das homotetias diretas, em que sao observadas em trés casos possiveis.
Proposicdo 4.2.4.1. (1° caso: k = —1) Uma homotetia de razdo k igual a —1 é uma simetria
de centro 0.

A prova para esta proposi¢ao ja foi apresentada na Proposigdo 4.2.2.8.

Proposicdo 4.2.4.2. (2° caso: k < —1) A imagem obtida por uma transformagdo homotética
no plano R?* de razdo menor do que —1 é uma ampliacdo inversa (ou negativa) da figura
original na proporgaio |k| > 1.

Prova: Sejam os pontos P,Q € R> = PQ =d e a homotetia Hg): R> — R?, tais que

Hox)(P) = P', onde F;:g' = |k|. Assim, a imagem P'Q" = |k| - d. Veja Figura 47.

k<-1

vt
]
o,\
PR
AN

Figura 47 - Ampliacdo inversa. (k < —1)
Sendo k < —1 = |k| > 1, entdo P'Q" > PQ. Logo P'Q’ é uma amplia¢do de PQ com k < 0.
Portanto, o segmento P'Q’ é uma ampliacdo inversa (ou negativa) do segmento PQ, na

proporgao |k| > 1. [
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Proposi¢cao 4.2.4.3. (3° caso: —1 <k <0) A imagem obtida por uma transformagdo

homotética no plano R? de razdo entre 0 e 1 é uma reducdo direta da figura original na

propor¢do |_11c| <1l

Prova: Sejam os pontos P,Q € R®> = PQ =d ¢ a homotetia Hy: R> — R?, tais que
PQr 1

Hiox)(P) = P', onde = T Assim, a imagem P'Q’ - |k| = PQ.

Observe exemplo na Figura 48.

-~~___‘_‘_-~ QI

P N
i

Figura 48 - Redugdo inversa (ou negativa). (—1 < k < 0)

Sendo —1 <k <0 = 0 < |k| <1, entdo P'Q" < PQ. Logo P'Q’ é uma reducgdo de PQ com
k < 0. Portanto, o segmento P'Q’ é uma redugio inversa (ou negativa) do segmento PQ, na

propor¢ao ﬁ < 1. m

4.3 CONSIDERACOES FINAIS SOBRE AS HOMOTETIAS

Ap6s a apresentacdo dos elementos da semelhanca, iniciando na proporcionalidade,
passando pelo Teorema de Thales e os casos de semelhanga de tridngulos, até as propriedades
e os tipos de homotetias, tem-se argumentos conclusivos de que a homotetia garante a
preservacao da razdo de semelhanca em qualquer poligono gerado por uma transformagao
homotetica.

Portanto, somente através de homotetias, isometrias ou da composta de duas ou

mais destas haverd semelhanca entre figuras planas.
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5 SIMULACAO DE HOMOTETIAS NO GEOGEBRA

No capitulo 3, especificamente na se¢do 3.1, foi apresentado o software Geogebra
utilizado, se¢do 3.2, na constru¢do do Objeto de Aprendizagem (OA) para as simulagdes
interativas dos conceitos de isometrias. Na proxima se¢do, 5.1, serdo detalhados os passos para
construgdo de um novo OA4, este com o objetivo de ser um instrumento facilitador ao estudo
das homotetias. Neste OA, através de simulagdes interativas, o usudrio podera ter contato

dindmico com as homotetias apresentadas.

Ao final do processo de construgdo o resultado esperado serd a tela apresentada na

Figura 49, abaixo:

€2 HOMOTETIAS Direta e Inversa.ggh = X

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

DREENCERENEEE

x . v ALY
PROFMAT - UECE - 2015
HOMOTETIAS - ampliagio e reducao

aiva Carneiro

Entrar.

Mova o controle do valor de k e observe
as transformagGes homotéricas.

razdo de homotetia Tipo da Homotetia:
k=19
[/|Exibe os vértices E b 7 °

(]
-
°

Figura 49 - Tela das Homotetias no Geogebra.

5.1 DETALHES DA CONSTRUCAO

A versdo do Geogebra utilizada nesse processo ja foi apresentada na Figura 31,
se¢do 3.2, bem com o seu layout na Figura 32. A seguir sera apresentada a Tabela 5 que
organiza a sequéncia dos comandos utilizados.

Para facilitar a visualiza¢do dinamica dos detalhes nas propriedades homotéticas,
em que, sua principal carateristica no plano € a proporcionalidade das distancias, foi utilizado
um hexagono qualquer, podendo ser concavo ou convexo, de acordo com a inten¢do do usuario,

sobre o qual serdo apresentadas possibilidades de manipula-lo através de transformagdes no
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plano (ampliagao direta, redugdo direta, identidade, redugdo inversa, ampliagdo inversa,

simetria em torno de um ponto e homotetia do centro).

Observe a Tabela 5 que contém os comandos e/ou descrigdes dos passos.

botéo .A , em seguida posicionéa-

lo na Janela de Visualizacéo.

N° | Nome Comando / Procedimento Valor
1. Texto Na Dbarra de ferramentas clicar no | PROFMAT - UECE - 2015
Instituicdo botdo ABC , em seguida posicionéa-
lo na Janela de Visualizacéo.
2. Texto Titulo | Na barra de ferramentas clicar no | HOMOTETIAS - ampliagdo e reducéo
Trabalho botdo ABC , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
3. Texto Autor Na barra de ferramentas clicar no | Francisco de Assis Saraiva Carneiro
botdo ABC , em seguida posicionéa-
lo na Janela de Visualizacéo.
4. Texto Na barra de ferramentas clicar no | Mova o controle do valor de k e
Observacgaol botdo ABC , em seguida posiciond- | observe as transformacdes
lo na Janela de Visualizacéao. homotéticas.
5. Texto Razéo Na barra de ferramentas clicar no | Razdo de homotetia
botdo ABC , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
6. Ponto A Na barra de ferramentas clicar no | A
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
7. Ponto B Na barra de ferramentas clicar no | B
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
8. Ponto C Na barra de ferramentas clicar no | C
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
9. Ponto D Na barra de ferramentas clicar no | D
botéo .A , em seguida posicionéa-
lo na Janela de Visualizacéo.
10.| Ponto E Na barra de ferramentas clicar no | E
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
11.| Ponto F Na barra de ferramentas clicar no | F
botéo .A , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
12.| Hex&gono Na barra de ferramentas clicar no | Hexdgono de vértices A, B, C, D, E,
poll botéo L)’ , ou digite no campo de | F.
entrada: Poligono[A, B, C, D, E, F]
12.| Segmento a Segmento[A, B, poll] a (ocultar rdétulo)
12.| Segmento b Segmento[B, C, poll] b (ocultar rdétulo)
12.| Segmento c Segmento[C, D, poll] c (ocultar rdétulo)
12.| Segmento d Segmento[D, E, poll] d (ocultar rdétulo)
12.| Segmento e Segmento[E, F, poll] e (ocultar rdétulo)
12.| Segmento f Segmento [F, A, poll] f (ocultar rétulo)
13.| Ponto O Na barra de ferramentas clicar no | O (centro das homotetias)
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14.| Numero k Na barra de ferramentas clicar no | k (razdo de homotetia)
botéo ffi , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo.
15.| Reta r Reta[O, A] r (ocultar)
16.| Reta s Reta[O, B] s (ocultar)
17.| Reta t Reta[O, C] t (ocultar)
18.| Reta w Reta[O, D] w (ocultar)
19.| Reta vy Reta[O, E] y (ocultar)
20.| Reta z Reta[O, F] z (ocultar)
21.| Ponto A’ Homotetial[A, k, O] n’
22.| Ponto B’ Homotetial[B, k, O] B’
23.| Ponto C’ Homotetial[C, k, O] c’
24.| Ponto D’ Homotetial[D, k, O] D’
25.| Ponto E’ Homotetial[E, k, O] E’
26.| Ponto F’ Homotetial[F, k, O] F’
27.| Hexagono Poligono[A', B', C', D', E', F'] Hexdgono de vértices A’, B’, C’, D',
poll’ E", F'.
27.| Segmento a’ Segmento[A’, B’, poll’] a’ (ocultar rétulo)
27.| Segmento b’ Segmento[B’, C’, poll’] b’ (ocultar roétulo)
37.| Segmento c’ Segmento[C’, D', poll’] c’ (ocultar roétulo)
27.| Segmento d’ Segmento[D’, E’, poll’] d’ (ocultar rétulo)
27.| Segmento e’ Segmento[E’, F’, poll’] e’ (ocultar rétulo)
27.| Segmento £’ Segmento[F’, A’, poll’] f’ (ocultar roétulo)
28.| Texto Tipo Na barra de ferramentas clicar no | Tipo da Homotetia:
botdo ABC , em seguida posicionéa-
lo na Janela de Visualizacéo.
29.| Texto Centro Na barra de ferramentas clicar no | Homotetia do Centro (k=0)
botdo ABC , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo. H (0, k) (0)=0
Em propriedades > avancado >
condigbes para exibicdo: k=0
30.| Texto Na barra de ferramentas clicar no | Identidade (k=1)
Identidade botdo ABC , em seguida posicionéa-
lo na Janela de Visualizacéo. H(O, k) (P)=P
Em propriedades > avancado >
condigdes para exibicdo: k=1
31.| Texto Na barra de ferramentas clicar no | Inversa da Identidade (k=-1)
Simetria botdo ABC , em seguida posiciona-
lo na Janela de Visualizacéo. Simetria em torno de O
Em propriedades > avancado >
condigbes para exibicdo: k=-1 0 (0, )
32.| Texto Na Dbarra de ferramentas clicar no | Ampliagdo Direta (k>1)
Ampliacao botdo ABC , em seguida posiciona-
Direta lo na Janela de Visualizacéo. H(O, k) (P)=P"'
Em propriedades > avancado >
condigbes para exibicdo: k>1
33.| Texto Na barra de ferramentas clicar no | Reducdo Direta (0<k<1)
Reducéao botdo ABC , em seguida posicionéa-
Direta lo na Janela de Visualizacéo. H(O, k) (P)=P"'
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Em propriedades > avancado >
condig¢des para exibicdo: 0>k>1
34.| Texto Na barra de ferramentas clicar no | Ampliagdo Inversa (k<-1)
Ampliacéo botéo ABC , em seguida posicionéa-
Inversa lo na Janela de Visualizacéao. H(O, k) (P)=P"'
Em propriedades > avancado >
condigdes para exibicdo: k<-1
35.| Texto Na barra de ferramentas clicar no | Redugdo Inversa (-1<k<0)
Reducéao botéo ABC , em seguida posicionéa-
Inversa lo na Janela de Visualizacéao. H(O, k) (P)=P"
Em propriedades > avancado >
condigbes para exibicgdo: -1<k<O0
36.| Valor Na barra de ferramentas clicar no | Exibe os vértices ou oculta os
Booleano botao Z|9 , em seguida posicionéd- | vértices dos Poll e Poll’
vértices lo na Janel; de Visualizacéo.

Tabela 5 - Comandos para construgdo da Tela das Homotetias no Geogebra. (Elaborada pelo autor)

Apbs a execucao dos comandos descritos na Tabela 5, o resultado sera a tela das

Homotetias,

(https://tube.geogebra.org/?lang=pt BR),

conforme Figura 49, que foi

sendo de

publicada no portal do

facil

Geogebra

acesso através do link

https://tube.geogebra.org/material/simple/id/1954553 , onde qualquer usudrio podera utiliza-lo.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Do objetivo inicial ao resultado final obtido apds a pesquisa, bem como a
consolida¢dao dos conhecimentos registrados, foi um longo processo. A prioridade pautou-se
em sistematizar o produto final de maneira que sua leitura seja prazerosa, seu contetido seja
relevante e sua aplicacao seja possivel em sala de aula, em especial nos colégios do atual Ensino
Médio, contribuindo para a formagao dos professores e o aprendizado dos alunos.

Neste trabalho foram considerados trés aspectos importantes. O primeiro foi o
ponto de partida ser um contetido bem conhecido, mas com necessario detalhamento na
abordagem de seu ensino, por vezes tendo sua importancia esquecida pelos professores do
colégio. O segundo aspecto se relaciona com a necessidade de se vivenciar o principio da
empatia, procurando perceber e apresentar as demonstragdes e explicagdes acompanhadas de
exemplos geométricos e ilustragdes que contribuam para a aprendizagem do estudante, seja ele
aluno ou professor em formagao, agregando o auxilo de dois objetos de aprendizagem virtuais,
interativos e on line. O ultimo se refere a continuidade da pesquisa, pois nao € objetivo desta
concluir o estudo sobre o tema, mas sim apresentar uma contribui¢do que possa incentivar
outros a continuarem pesquisando e apresentando outras abordagens.

Uma das principais fontes de pesquisa foi o livro Isometrias do professor Elon
Lages Lima, parte da Cole¢dao do Professor de Matematica, publicado pela SBM em 1995. O
contato inicial com o Prof. Elon foi através de participagdes no Programa de Aperfeigoamento
para Professores de Matematica do Ensino Médio (PAPMEM), em 2009, através de
videoconferéncias, e na disciplina Numeros e Fungdes Reais (MA11) do PROFMAT, em 2013,
despertando o interesse pelas obras deste autor.

Outro ponto relevante, também como referencial, foi o conhecimento sobre o
software Geogebra, para o qual foi necessario um estudo minucioso sobre suas ferramentas,
formatagdes e configuragdes. Estudo estimulado pelo Prof. M.e Leandro Barbosa Paz, egresso
do PROMAT/UECE, turma de 2011, através de sua dissertagdo, relacionada nas referéncias
deste trabalho. E o resultado conseguindo ¢ OA de facil utilizacao, flexivel nas simulagdes de
poligonos dindmicos com no minimo 3 e no méximo 6 vértices, de acesso democratizado, sem
onus para o usuario, disponibilizado virtualmente, de forma on line ou off line, conforme a
necessidade e/ou desejo do utilizador.

Os capitulos foram organizados objetivando construir uma sequéncia logica e

progressiva, partindo de algumas informacdes elementares necessarias, acrescentado contetidos
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mais especificos como isometrias € homotetias, resultando em algumas conclusdes
fundamentadas sobre o estudo de semelhangas.

Na introdugdo das isometrias foi realizada uma revisao de alguns conceitos basicos
sobre fungdes, imprescindiveis a compreensao das transformagdes isométricas e homotéticas
no plano euclidiano, R?.

Iniciando as homotetias, seguiu-se 0 mesmo principio através da apresentacao e
estudo de alguns elementos fundamentais da semelhanca como o conceito de
proporcionalidade, teorema de Thales e os casos de semelhanga de tridngulos. A titulo de
aplicacdo da homotetia apresenta-se o Pantografo, anexo A, como um instrumento ludico
utilizado para ampliacdo e reducdo de figuras planas.

Como parte conclusiva da pesquisa tem-se que, somente através de homotetias,
isometrias ou da composta de duas ou mais destas, haverd semelhanca entre figuras planas.
Ficando como sugestdo a outros pesquisadores e professores de Matematica ampliarem este

estudo, detalhando as diversas abordagens das isometrias e homotetias.
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ANEXO A - PANTOGRAFO

O pantografo (do grego pantos = tudo + graphein = escrever) ¢ um aparelho
utilizado para fazer transferir e redimensionar figuras e que pode ser regulado de modo a
executar também ampliacdes e reducdes nas proporgdes desejadas.

O pantdgrafo foi inventado em 1603 pelo astronomo e jesuita alemao Christoph
Scheiner. E constituido por quatro barras (geralmente de madeira) articuladas, duas maiores e
duas menores, que se mantém paralelas duas a duas. As duas réguas menores estao por baixo e
sdo articuladas entre si (sendo essa intersec¢do o pivo que traga por cima da imagem original)
¢ as maiores nas extremidades; as maiores sdo colocadas sobre estas, com as articulagoes as
menores situadas ao longo do seu comprimento (podendo ser regulada a sua posi¢ao para obter
as proporg¢oes desejadas), e articuladas uma a outra numa das extremidades, conforme pode ser
visto na imagem da FFFFF. A extremidade oposta de uma das barras maiores ¢ fixa num ponto,
neste caso o centro da homotetia, e a outra ¢ onde fica o lapis que vai desenhar a reproducao da

imagem, pela homotetia.

Pantografo - ilustragdo

Ponta seca

Figura 50 - Pantégrafo (ilustragdo)
O pantografo ¢ uma aplicagdo das propriedades apresentadas neste trabalho sobre

as homotetias, garantido que a figura originada pelo instrumento seja semelhante a original.

Fonte: Wikipédia, https://pt.wikipedia.org/wiki/Pant%C3%B3grafo, acessado em 25/11/2015.




