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Mas a vitalidade da Matematica deve-se também ao fato de que, apesar de seu
carater abstrato, seus conceitos e resultados tém origem no mundo real e encontram
muitas aplicacoes em outras ciéncias e em intimeros aspectos praticos da vida diaria:
na indistria, no comércio e na area tecnolégica. Por outro lado, ciéncias como Fisica,
Quimica e Astronomia tém na Matematica ferramenta essencial.

Parametros Curriculares Nacionais






Resumo

Este trabalho busca entender o que se espera do professor na sua pratica, anali-
sando os documentos oficiais e materiais de apoio (livros didaticos e outros), de modo
a verificar o que eles oferecem na conducao de aulas, com foco no estudo da circunfe-
réncia. Junto com estes materiais, novas possibilidades sao encontradas com o uso de
tecnologias digitais, presentes e inseparaveis da vida diaria da maioria dos estudantes
nos niveis fundamental e médio. Assim, apresentamos uma proposta de utilizagao de
um software educacional livre como motivacao para o estudo da circunferéncia, es-

pecificamente o estudo de angulos (em radianos), no segundo ano do Ensino Médio.

Palavras-chave: Geometria, Circunferéncia, Softwares educacionais, Comprimento

de arco.






Abstract

This paper seeks to understand what is expected of the teacher in his practice,
analyzing official documents and material support (school and other books), checking
what they can offer for lessons, focusing on the study of the circle. Along with these
materials, new possibilities are found with the use of digital technologies, always present
and inseparable from the daily lives of the majority of students in elementary and high
school. Thus, we present a proposal to use a free educational software as motivation
for the study of the circumference, specifically the study of angles (in radians) in the

second year of high school.

Keywords: Geometry, Circumference, Educational softwares, Arc length.
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1 Introducao

A escola sempre foi vista como um local de saberes e aprendizado. Ao deixarem
seus filhos nas portas das escolas e colégios ao longo do territorio nacional (e em todo
mundo), a perspectiva dos pais é que seus filhos aprendam e se capacitem como cidadaos
conscientes, para que possam atuar em meio a sociedade em que vivem. Em um
momento tao complexo da histéria, no qual as tecnologias estao juntas em todos os
processos da vida humana — do comprar o pao na padaria ao voto na urna eletronica
— espera-se que a escola também faca bom uso de tais tecnologias no ensino, de forma
a envolver os alunos no processo de aprendizagem e desenvolver suas capacidades e
habilidades.

Dentre os saberes apresentados na escola, historicamente rico e de constante con-
textualizacao, o estudo da circunferéncia é sem divida relevante na pratica docente. O
aluno que o entende bem também compreenderd outros assuntos a este ligados direta
ou indiretamente. Dada sua importancia, é um contetido que aparece tanto no Ensino
Fundamental, quanto no Ensino Médio e foi o tema escolhido para este trabalho.

Tendo em vista que o programa no qual essa dissertagao esta inserida (PROFMAT)
se destina & professores que estao atuando na rede publica ou particular de ensino, ao
longo deste texto serao verificados os principais meios norteadores que o professor deve
ter ao preparar suas aulas: os temas que deve trabalhar, conforme exposto no Curriculo
Oficial; a maneira que deve trabalhar tais temas, levando em conta os conhecimentos
prévios dos alunos, o desenvolvimento dos temas e as aplicagoes que pode fazer, tendo
por base os livros didaticos; e uma ampliacao dos temas, usando talvez novas tec-
nologias que busquem envolver o aluno no processo de aprendizagem, validando seus
conhecimentos anteriores e criando curiosidade pelo novo.

O segundo capitulo, portanto, trata da Matematica conforme delineada nos Pard-
metros Curriculares Nacionais|[1|, sempre tendo em mente que a educagdo tem como
uma de suas finalidades garantir que, respeitadas as diversidades, o processo resulte em
construcao da cidadania, promovendo igualdade de direitos e fortalecendo os processos
democraticos. Desta forma, a educagao deve proporcionar aos educandos a formacgao
necessaria ao desenvolvimento de suas potencialidades, preparando-os para o trabalho
e para o exercicio consciente da cidadania. De fato, a educacao deve promover sua in-

ser¢ao e atuacgao na sociedade. Também sao feitos breves comentarios sobre o Curriculo
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16 Introdugao

do Estado de Sao Paulo: Matemdtica e suas tecnologias, salientando as competéncias
e habilidades que os alunos irao desenvolver ao longo de sua vivéncia escolar. Para
tal finalidade é apresentado um resumo da fundamentacao teodrica explicitada em tal
documento, que o professor deve conhecer e fazer uso como norteador na preparacao
de suas aulas.

No terceiro capitulo é ressaltada a importancia do tema trabalhado neste texto: O
Estudo da Circunferéncia. No percurso do capitulo é apresentado tal contetido a partir
dos referenciais bibliograficos dos professores da Rede Estadual, em particular, do Es-
tado de Sao Paulo. E verificada a maneira como tal contetido aparece nos Cadernos do
Aluno (apresentados no capitulo) bem como nos livros didaticos, que podem ser usa-
dos como excelentes ferramentas para o trabalho do professor. Logicamente, contudo,
todas essas ferramentas devem estar aliadas & boa preparacao e formacao do professor.
Ainda sobre o estudo da circunferéncia, na parte final do texto, o Apéndice A traz a
demonstracao de dois resultados utilizados ao longo do texto, enquanto o Apéndice B
apresenta como calcular o comprimento de uma circunferéncia usando as ferramentas
do Célculo Diferencial e Integral, embora nao seja abordado dessa forma com alunos
do Ensino Fundamental e Médio, mas que consideramos importantes para a formagao
do professor.

No quarto capitulo é apresentada uma proposta de utilizacao de um software para
trabalhar o contetdo proposto ao longo do texto. Nao se trata de uma limitagao, visto
ser possivel encontrar uma grande variedade de softwares disponiveis na Internet. O
objetivo da apresentacao deste é exemplificar as muitas possibilidades que o traba-
lho docente adquire ao inserir nas aulas outras ferramentas tecnolégicas, tao usuais
e por vezes tdo poucas utilizadas. E apresentado tanto o software como o percurso
que o aluno ir4 seguir no desenvolvimento da atividade. Também é apresentada a
fundamentagao teérica matemética que justifica os resultados encontrados, bem como
observacoes para turmas avancadas. Complementando a apresentagao, sao citados
alguns outros recursos disponiveis ao professor na Internet.

Ao longo do texto, a ideia é que o estudante deve desenvolver suas capacidades e
habilidades a fim de entender como o mundo a sua volta “funciona”, podendo promover
mudancas e melhorando o meio em que vive. Os conhecimentos matematicos podem
desempenhar fundamental papel para tais mudancas. O conhecimento tecnolégico
em constante construcao também se faz presente, como facilitador no processo de
aprendizagem. O presente texto nao busca ser um limitador, como que restringindo
todas as possibilidades da pratica docente; pelo contrario, visa ampliar as percepcoes
do professor a respeito do tema, bem como apresentar novas possibilidades para um

tema considerado de vital importancia no cotidiano escolar.



2 A matematica nos documentos

oficiais

Antes de entrar em uma sala de aula o professor precisa estar informado sobre o
que se espera dele, e como deve agir com seus alunos. Apesar das muitas diferencas
culturais existentes dentro do pais, é esperado que todos os alunos tenham acesso ao
mesmo conjunto de conhecimentos em todos os locais do Brasil. Com a finalidade de
regulamentar e orientar o Ensino, documentos oficiais bem elaborados deixam claro as
propostas basicas que devem ser seguidas por todos os professores, visando a capacita-
cao dos estudantes para a vida em sociedade e para as realidades do ensino técnico ou
superior e do mercado de trabalho.

De fundamental importancia é entender sobre o que significa ensinar e aprender.
Afinal, o que se espera do professor e do aluno? Ainda mais, o que se espera da escola?
Nas secoes que seguem, serao abordados pontos fundamentais de dois documentos
oficiais: Os Pardametros Curriculares Nacionais |1, 2| e o Curriculo do Estado de Sao

Paulo - Matemdtica e suas tecnologias [3].

2.1 Parametros Curriculares Nacionais

Os Parametros Curriculares Nacionais deixam claro que a educacao se propoe a
formar um cidadao completo, que tenha responsabilidade e autonomia para tomar
decisoes, intervir e participar na vida social. Como requisito para tal, é necessario que
o estudante desenvolva durante sua vida escolar o dominio da lingua falada e escrita,
bem como os principios do raciocinio matematico, de modo a organizar a sua concepgao
de mundo e do mundo contemporaneo. Em conjunto com o citado acima, espera-se
que o aluno desenvolva suas habilidades e competéncias, em funcao dos novos saberes
que serao requisitados com o progresso das tecnologias e linguagens, sendo capaz de
responder a novos ritmos e processos, mesmo quando terminada a sua vivéncia escolar.

Digno de nota é a participacao necessaria e requerida do aluno no processo de apren-
dizagem, conforme salientado nos Parametros Curriculares Nacionais [1], na pagina 37:
“é ele quem modifica, enriquece e, portanto, constréi novos e mais potentes instrumen-

tos de acao e interpretacao”. Nesse enfoque os contetddos sao considerados como um
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18 A matematica nos documentos oficiais

meio para que o aluno atinja seu objetivo: a formacao como cidadao, com a capaci-
dade de relacionar seus conhecimentos na transformacao e também na construcao de
relagoes sociais.

Um desafio presente e constante na escola envolve lidar com a demanda atual da
sociedade, o que inclui mudancas em muitos niveis culturais e tecnolégicos. Portanto,
espera-se que a escola trate de questoes que interfiram na vida dos alunos, que tenham
ligacao com a realidade vivenciada e que despertem a curiosidade pelo saber. Assim,
o estudante poderd estabelecer relagoes entre o que ja conhece e o que esta apren-
dendo, bem como usar os instrumentos propostos pela escola para alcangar objetivos
e realizacoes, tanto na esfera pessoal, quanto na vida em sociedade.

Visto o crescente uso de computadores pelos alunos, este pode ser 1til como ins-
trumento de aprendizagem escolar, para que os alunos estejam atualizados em relacao
as novas tecnologias da informacao e instrumentalizados para as demandas sociais pre-

sentes e futuras.

2.1.1 Parametros Curriculares Nacionais: Matematica

O proposito do Ministério da Educacgao e do Desporto, ao consolidar os Parametros,
¢ apontar metas de qualidade que ajudem o aluno a enfrentar o mundo atual como
cidadao participativo, reflexivo e autéonomo, conhecedor de seus direitos e deveres.

Nao é dificil constatar a importancia da matemaética: ela esta presente na resolucao
de problemas cotidianos, tem aplicacoes no mundo do trabalho e na construgao do
conhecimento. Além de tudo, o raciocinio matemdtico contribui para a estruturacao
do pensamento e para o desenvolvimento do raciocinio dedutivo do aluno. O inicio
da vivéncia matematica ocorre muito cedo, quando se aprende a organizar, agrupar
e enumerar. A medida que as capacidades cognitivas dos estudantes se desenvolvem,
novos métodos sao apresentados e desenvolvidos, criando diversas possibilidades de
resolucao de problemas e aplicacdes da matemaética na realidade. Apesar disso, nao é
exagero dizer a solucao de grande parte dos problemas propostos nas situacoes diarias
sao resolvidos por operacoes fundamentais.

Dentre os objetivos do Ensino Fundamental, espera-se que os alunos desenvolvam
habilidades que os capacitem para atuar e modificar de maneira consciente a sociedade
na qual estao inseridos. Os alunos devem aprender a utilizar diferentes fontes de infor-
magao e recursos tecnologicos para adquirir e construir conhecimento. Ainda mais, com
este conhecimento, o aluno podera questionar a realidade, levantar hipoteses, formular
e resolver problemas por meio do raciocinio logico, da criatividade, da intuicao e da
capacidade de analise critica, selecionando procedimentos e verificando sua adequacao,
realizando testes e analisando os resultados obtidos.

Deste modo, ao ensinar Matematica, pretende-se que o estudante consiga relacionar
suas observagoes do mundo real com representagoes deste (em linguagem matematica),

bem como relacionar essas representacoes com principios e conceitos matematicos. E
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natural, portanto, que as atividades se desenvolvam em um contexto de resolucao de
problemas. Muitos recursos didaticos, como jogos, videos, livros, calculadoras e com-
putadores podem desempenhar um importante papel no processo de ensino e apren-
dizagem. Utilizando estes recursos o estudante terd a oportunidade de se integrar as
situagoes que levem ao exercicio da analise e da reflexao, levando, por sua vez, a es-
truturacao do pensamento e ao desenvolvimento do raciocinio logico. A calculadora,
conforme sugerem os Pardmetros Curriculares Nacionais |1], podera entdo ser usada
como recurso, para ajudar o aluno a compreender o que esta realizando; também for-
necendo a validagao do que foi realizado, e podendo promover a correcao em caso de
insucesso.

Tendo em vista o exposto anteriormente, cabe & Matemaética, como a ciéncia que es-
tuda as possiveis relagoes entre grandezas, utilizar um vasto campo de teorias, modelos,
procedimentos e metodologias, de forma a coletar e interpretar dados. A Matematica
torna-se a ciéncia que busca explicar a realidade, e os contetidos matemaéticos sao veicu-
los para o desenvolvimento de ideias fundamentais, sendo que tais ideias estao presentes
em uma gama muito grande de disciplinas, saindo do campo exclusivo da matematica.

Assim, entende-se a matematica como uma das ferramentas para o processo de in-
ser¢ao do aluno na comunidade, permitindo que ele atue como elemento transformador.
A compreensao e a tomada de decisdes sao questoes fundamentais, que usam a ma-
teméatica como instrumento, seja na andlise de gréaficos, de indices; seja para calcular,
medir, raciocinar e argumentar questoes das mais variadas. Lembrando que a forma-
¢ao integral do aluno visa também interagir com o mundo do trabalho, e este requer
pessoas preparadas, a escola também busca ensinar a usar as ferramentas tecnologicas
atuais, fazendo uso de diferentes linguagens, inclusive as computacionais, propondo e
resolvendo problemas.

Com tal finalidade, a matematica deve estar proxima do universo escolar do aluno,
produzindo conhecimento util e utilizavel na sociedade. Assim sendo, o inicio de toda
atividade matematica pode ser o problema, surgindo da realidade, buscando na ma-
teméatica os meios para resolvé-lo. A exploragao da situacao problema exige do aluno
uma reflexdo critica, bem como novas maneiras de resolver problemas usuais. O aluno
que se torna um ‘“resolvedor” de problemas ganha tanto em conhecimento, quanto em
maturidade, uma vez que toma posse do conhecimento e desenvolve sua propria reflexao
critica, também atuando como agente transformador.

A matematica entao é utilizada para sistematizar as necessidades e preocupacoes
da humanidade, sendo seus conceitos ferramentas com muitas finalidades, que o aluno
pode perceber e aplicar. A aplicacao, por sua vez, ganha mais valor 4 medida que
estd ligada a realidade. Nessa ligacao muitos recursos podem ser tteis, em especial os
que dizem respeito aos softwares educacionais e outros métodos interativos que visam
desenvolver as habilidades cognitivas dos estudantes e seu pensamento abstrato.

De acordo com a andlise dos Parametros foi possivel notar que os curriculos de
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Matematica para o ensino fundamental devem trabalhar com o estudo dos niimeros e
das operacdes (Aritmética e Algebra), o estudo do espaco e das formas (Geometria) e
o estudo das grandezas e das medidas (interligando Aritmética, Algebra e Geometria).
Deste modo, espera-se que o aluno amplie seus conceitos de ntimeros, a medida que
verifica como os nimeros e as relacoes sao fundamentais na sociedade atual. Também,
trabalhando com os conceitos relacionados ao espaco e forma, o aluno pode desenvolver
um pensamento que lhe permita compreender, descrever e representar o mundo em
que vive. Complementando os anteriores e utilizando-se dos conceitos das grandezas e
medidas, ele pode notar a intervencao humana no mundo, bem como participar mais
ativamente na construcao da sociedade.

Além das trés grandes areas de concentracao dos conteudos delineadas anterior-
mente, deve-se adicionar a importancia do tratamento da informacao, que é funda-
mental na compreensao da sociedade. As nocgoes de estatistica, probabilidade e com-
binatoria auxiliam a interpretacao de dados, bem como lidar com situacoes-problema,
explorar e prever eventos cotidianos, acentuando cada vez mais a sua importancia na
escola.

A avaliacao também é uma questao trabalhada nos Parametros, e é vista ndo com
a funcao de punir, mas como parte do processo de aprendizagem, onde o erro é con-
siderado uma oportunidade para buscar o acerto. Quando o aluno aprende com seus
erros, cada tentativa de resolucao resulta em uma aprendizagem, mesmo que nao leve
imediatamente ao resultado procurado. Também, quando o professor consegue identi-
ficar a causa do erro, ele passa a planejar a intervencao adequada a fim de auxiliar o
aluno a tracar o caminho adequado, conseguindo uma aprendizagem efetiva.

Diante dessa perspectiva, os conhecimentos que as criancas possuem e desenvolvem,
juntamente com os que a escola amplia, formam um universo de saberes e dao condi¢oes
para se estabelecerem vinculos entre o que os alunos conhecem e os novos contetidos
que vao desenvolver, possibilitando uma aprendizagem significativa.

O ensino da Matemaética, bem como dos outros contetidos escolares, ocorre respei-
tando ciclos, que por sua vez se baseiam no desenvolvimento cognitivo dos alunos. Em
todos os momentos é de grande valor utilizar os conhecimentos que os alunos ja adquiri-
ram, ampliando-os com novos saberes. Contudo, isso nao significa que o professor deve
estar restrito ao que o aluno conhece, muito pelo contrario, ele deve dar a oportunidade
de o aluno ampliar seu universo de conhecimentos e dar condi¢oes para que consiga es-
tabelecer relacoes entre o que conhecem e os contetidos abordados, possibilitando uma
aprendizagem significativa. Deste modo, é necessaria uma reflexao do professor sobre
o papel que desempenham os conteiidos, e também como desenvolvé-los para atingir

os objetivos desejados e propostos.
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2.2 Curriculo do Estado de Sao Paulo - Matematica

e suas tecnologias

Para o Estado de Sao Paulo preparou-se um caderno como referéncia ao ensino, que
¢ o Curriculo do Estado de Sao Paulo [3]. Segundo este curriculo, dentre os objetivos da
escola, destacam-se a importancia dela desenvolver as competéncias fundamentais ao
enfrentamento dos desafios sociais, culturais e profissionais do mundo atual. Portanto,
dessa perspectiva, a escola deve contemplar as caracteristicas da sociedade, a fim de
que possa preparar o estudante para esse novo tempo.

A aprendizagem também é vista como um resultado das ac¢oes entre as disciplinas,
bem como da vida cultural na escola e do fortalecimento de suas relagoes com a co-
munidade. A escola é um lugar privilegiado para o desenvolvimento do pensamento
autonomo, sendo este necessario ao exercicio da cidadania responsavel. Assim, espera-
se que o estudante aprenda a pensar, agir e atuar no mundo em que vive, construindo
sua identidade, autonomia e liberdade. O professor, por outro lado, nao deve se limitar
a transmitir ao aluno um conjunto de saberes, mas é parceiro dele nos fazeres, inclusive
os culturais, e promove o desejo de aprender.

Cabe ressaltar que o Curriculo do Estado de Sao Paulo é baseado em competéncias,
que devem articular as atividades escolares com o que se espera que os alunos aprendam
ao longo dos anos. Tal raciocinio estd em harmonia com a Lei de Diretrizes e Bases da
Educacao Nacional (LDBEN) n° 9394,/96, que deslocou o foco do ensino (do professor)
para a aprendizagem (do aluno). Assim, o curriculo e a escola passam a se importar
mais com o que o aluno vai efetivamente aprender.

Como foco principal do Curriculo do Estado de Sao Paulo também esta a compe-
téncia linguistica do aluno: a leitura e a escrita (em um primeiro momento a lingua
materna, em seguida os demais tipos de linguagem). Observe-se aqui que tal compe-
téncia nao envolve apenas dominar a lingua em sua norma-padrao, mas também saber
utilizar-se dela em situagoes cotidianas, gerando a correta comunicac¢ao, fundamental
ao exercicio da cidadania. Por seu carater fundamental, o ensino da lingua passa a to-
dos os professores, que devem em suas respectivas areas criar oportunidades nas quais
os alunos possam aprender e consigam consolidar o uso da Lingua Portuguesa e de
outras linguagens que fazem parte da cultura.

O centro da atividade escolar é a aprendizagem do aluno. Assim, o professor é o
profissional responsavel por tal aprendizagem, apresentando e explicando contetidos,
organizando situacoes diversificadas que possibilitem a aprendizagem de conceitos, bem
como os métodos que serao utilizados, promovendo os conhecimentos para desenvolver
competéncias e habilidades que capacitem os alunos para a vivéncia no mundo contem-
poraneo. Mais do que ensinar, a escola precisa desenvolver no aluno a competéncia de
continuar aprendendo durante a vida, fazendo de cada experiéncia uma aprendizagem.

As competéncias e habilidades envolvidas no Curriculo do Estado de Sao Paulo sao
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as mesmas do referencial teérico do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM, 1998).

Dentre essas podemos citar:

e Ter dominio da norma-padrao da Lingua Portuguesa, bem como conhecer e fazer
uso das linguagens matematica, artistica e cientifica, atribuindo significado ao

que se lé e produzindo textos em diferentes contextos.

e Desenvolver e aplicar os conceitos de diferentes dreas a fim de compreender a rea-
lidade: dos fenémenos naturais, processos historico-geogréficos, até as produgoes

tecnologicas e manifestacoes artisticas.

e Trabalhar com dados em diferentes formatos: selecionando, organizando, rela-
cionando e interpretando, a fim de tomar decisoes ponderadas e enfrentar as

situacoes-problemas propostas.

e Relacionar informacoes e conhecimentos em situagoes concretas, para argumentar

de maneira consistente.

e Com base no que foi desenvolvido na escola, propor intervencoes solidarias e
construtivas na sociedade, respeitando os direitos de cada cidadao, formulando

planos, levantando hipoteses e tomando decisoes ponderadas.

Todas as habilidades anteriormente destacadas buscam relacionar a teoria com a
prética, de forma que o aluno consiga ver nos temas trabalhados na escola uma utili-
dade para modificar a realidade. Conseguir isso em sala de aula pode ser um desafio.
Uma possibilidade para se atingir esse efeito é reproduzir o que levou a determinada
descoberta, formula ou situagao, trazendo o contexto histérico a situagao atual, reto-
mando o que levou ao desenvolvimento de determinado raciocinio ou método. Além
disso, para compreender a realidade é necessario o uso de diferentes linguagens. Por
exemplo, ao fazer uma verificacao de uma conta corrente em um banco, um consumidor
ira4 fazer uso dos contetidos estudados na disciplina de Portugués e Matemética. Ao
decidir em um mercado sobre a alimentacao saudavel, estara utilizando os conceitos
aprendidos nas Ciéncias da Natureza (leia-se Biologia e Quimica). De fato, os conteu-
dos nao estao fracionados nas situagoes cotidianas, mas estao em um todo complexo e
aplicado. Portanto, a escola que visa formar cidadaos completos, também deve levar o
aluno a adquirir discernimento e conhecimentos pertinentes a tomada de decisoes em
diferentes momentos.

Na sociedade da tecnologia, espera-se que a escola trabalhe com a tecnologia tam-
bém. No curriculo oficial o dominio dos principios cientificos e tecnologicos deve estar
entre as competéncias desenvolvidas pelos alunos durante a educagao basica. Além
disso, nao é necessaria muita argumentacao quando se verifica o papel que a tecnologia

desempenha no cotidiano, na producao de bens e servicos.
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A escola, além de transmitir conhecimentos, é também um espaco de formacao para
o mundo do trabalho. Contudo, entende-se por trabalho nao o mero ato de repetir,
uma vez que trabalhos rotineiros sao realizados por robos em linhas de produgao. Por
trabalho entende-se a capacidade de associar a concepcao e a execugao de determinada
tarefa, resolvendo problemas resultantes e tomando decisoes acertadas. Todas essas sao
habilidades que podem ser previstas e desenvolvidas no contexto escolar. Assim, espera-
se que na escola o aluno desenvolva as habilidades necessarias para o trabalho e para a
cidadania, e possa continuar aprendendo em um ambiente dinamico e interdisciplinar

tal qual o atual.

2.2.1 A concepcao do ensino na area de Matematica e suas

tecnologias

A escola era anteriormente concebida como lugar para ler, escrever e contar. Hoje
trabalha-se com uma multiplicidade de linguagens, desde a lingua materna, a linguagem
matemética, até as linguagens usadas nas tecnologias da informacao.

Dentro de tal metodologia, como descrita pelo Curriculo do Estado de Sao Paulo,

concebeu-se que a escola deveria estar organizada em trés grandes areas:
e Linguagens e Codigos;
e (iéncias Humanas;

e (Ciéncias da Natureza e Matematica.

Observa-se que a Matematica encontra-se em conjunto com as Ciéncias da Natureza.
Certamente faria sentido a Matematica estar incluida na grande area de Linguagens e
Codigos, uma vez que é composta de sistemas simbolicos para leitura e interpretagao
do mundo. Do mesmo modo faria sentido estar junto as Ciéncias da Natureza, em
vista de sua proximidade em modelar fatos cotidianos, e estar historicamente ligada as
Ciéncias. De fato, a Matemaética acabou por ficar junto a grande area de Ciéncias da
Natureza.

Certamente pode-se afirmar que a Matemética em conjunto com a lingua materna
forma um par, no sentido de comunicar: com precisao (como na matematica) ou com
sentimento (como na Lingua Portuguesa). De fato, ndo é possivel reduzir um sistema
simbolico ao outro, uma vez que na Matematica deseja-se uma expressao tao exata e
facil de controlar quanto possivel, enquanto a flexibilidade da Lingua Materna possi-
bilita comunicar e mexer com os sentimentos de quem 1é. Ainda mais, a Matemaética
oferece a possibilidade de representar, estudar e analisar dados, na busca para trans-
formar informacao em conhecimento; em especial quando se junta a informética ao
contexto, a Matemética combina-se de forma quase perfeita com essa, tendo em vista

sua natureza, as vezes, algoritmica. O computador em si, como maquina de calcular, é
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uma ferramenta para a comunicacao, a servico das linguagens e da informacao; porém,
jamais substituird a capacidade de anélise exclusiva da raca humana.

A matematica se faz fundamental por sua importancia enquanto disciplina aplicada,
seja nas agoes de um consumidor, nas medidas, leitura e interpretacao de graficos, entre
outros. Por tais fatos, a contextualizacao ganha cada vez mais espago nos conteidos
escolares. Junto com a contextualizacao, também aparece a instrumentacao critica
para o mundo do trabalho, pensando em educar cidadaos atuantes para o beneficio da
sociedade.

O professor, enquanto agente guia para a situacao de aprendizagem, deve ter em
mente desenvolver em seus alunos especialmente trés pares de competéncias norteado-
ras: a expressao em conjunto com a compreensao, a argumentacao seguida da tomada
da decisdo (com base em um raciocinio logico, de analise racional) e a contextualiza-
¢ao em conjunto com a abstracao. O trabalho do professor torna-se muito mais rico
quando consegue propor situagoes-problema em que os alunos tenham de sintetizar e
tomar decisoes, diagnosticando, argumentando, propondo e decidindo sobre os topicos
abordados. Desse modo, aprende-se a resolver na Matematica e com a Matematica.

Segundo o Curriculo do Estado de Sao Paulo, um meio para tratar os temas é
exploré-los do ponto de vista histérico, onde a cultura mateméatica desenvolvida ao
longo dos séculos traz elementos que possibilitam uma compreensao e abertura para
o novo, ultrapassando as barreiras do que ja foi aprendido. Isso ocorre pois, apesar
do compreensivel fascinio pelo que é novo, na Matematica se valoriza muito o que foi
construido como conhecimento ao longo da histéria. Alguns saberes matemaéticos que
contribuiram para o desdobramento de muitas das tecnologias atuais continuam inques-
tionavelmente validos e aplicados, saberes tais que foram provados matematicamente,
inquestiondveis dentro de um contexto especifico.

Assim, pode-se dizer que a Matematica, em seus muitos desdobramentos e aplica-
coes, possibilita uma quantificacao da realidade, que algumas vezes resume e simplifica
a situacao estudada a dados passiveis de anéalise, facilitando a posterior intervencao e
transformacao da realidade.

Entendendo-se a Matematica como saberes, o Curriculo entao salienta que o uso
de maquinas calculadoras (onde o computador esta compreendido também) pode ser
util, uma vez que tarefas mecanicas cotidianas sao realizadas por tais. Ao aluno cabe
entao fazer projetos, ponderar sobre valores, desenvolver ideias: tarefas tais que nao
podem ser delegadas as maquinas. Diante do exposto, fica claro que o Tratamento da
informagao (entenda-se tal como andlise de porcentagens, médias, tabelas, graficos,
entre outros) ganha expressiva importancia, uma vez que faz-se necessario para en-
tender fenomenos diarios, bem como inferir e programar eventos presentes ou futuros.
Ainda mais, o Tratamento da Informacao esta presente em todas as disciplinas, sendo

muito rica a sua exploragao, sem prejudicar, contudo, os demais contetdos igualmente
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importantes.!

O Curriculo traz a atencao o fato de que nem sempre basta enumerar topicos a
serem trabalhados, mas é necessario visualizar as ideias que surgem por tras de tais
topicos. Uma ideia fundamental em determinada disciplina é aquela que é trabalhada
em diversos contetidos e topicos da disciplina, e ainda mais, aquela que ultrapassa os
limites da disciplina e é aplicada em outras disciplinas do curriculo.

O Curriculo do Estado de Sao Paulo apresenta uma simplificacdo na maneira de
ver os conteldos basicos, agrupando-os em trés grandes blocos tematicos: Numeros,
Geometria e Relacdes. E importante observar que cada um dos blocos teméaticos esta
presente direta ou indiretamente nos temas a serem trabalhados em todos os anos

escolares. Segue uma breve explicagao dos trés grandes blocos tematicos:

e Numeros: considera as noc¢oes de contagem, medidas e representacoes, fazendo
grande uso dos simbolos e operagoes matematicas. As ideias fundamentais sao a

equivaléncia e a ordem entre os niimeros.

e Geometria: envolve a percepcao das formas e relagoes entre os elementos de
figuras planas e espaciais, bem como sua concepcao, representacao e construcao.

E especialmente util 4 representacio da realidade.

e Relacoes: diz respeito as medidas e aproximacoes, bem como as relagoes métricas
em geral. Envolve as ideias de interdependéncia e de proporcionalidade, a fim de

comparar e analisar.

Em todos os blocos tematicos, o objetivo é representar e realizar o tratamento das
informacoes propostas na situacao-problema, levando a construcao do conhecimento.
Ainda mais, tendo em vista as possibilidades cotidianas, espera-se uma incorporacao
das tecnologias da informacao e comunicacao disponiveis, sempre sendo tal incorpora-
cao critica, de modo a desenvolver as habilidades daquele que aprende.

Além dos aspectos citados anteriormente, nao se pode esquecer que conhecer envolve
entender o significado, ou seja, que o conteudo deve ter significado para o aluno. Um
meio para se conseguir isso ¢ desenvolvendo um contexto, real ou ficticio, em que
se use o conceito. Nesse aspecto, pode ser muito util recorrer & histéria e estudar
o desenvolvimento de dado conceito, procurando entender o significado do que esté
sendo trabalhado. Igualmente interessante pode ser a problematizacao, ou construgao
de situagoes-problema, que permitam o estudo de determinado conceito de forma direta
ou indireta, por meio de questionamentos a serem respondidos e analisados. A medida
que faz perguntas, o aluno desenvolve sua propria inteligéncia, no sentido que se torna

um investigador, procurando também as respostas, desenvolvendo suas habilidades

ILembre-se aqui que as disciplinas visam desenvolver as competéncias de cada estudante, como
a capacidade de expressao, de compreensao, de argumentacao, trabalhando-as em diferentes temas e

contetidos, com 0 mesmo objetivo comum: a formacgao do cidadao.
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(exatamente o objetivo da escola: o desenvolvimento das habilidades). Problemas
desafiadores, como os de otimizacao, podem levar os alunos a desenvolver interesse no
assunto abordado, desafiando-se a encontrar a melhor solucao.

Para auxiliar o professor em sua pratica, os docentes do Estado de Sao Paulo
contam com os Cadernos do Professor, que apresentam orientacoes didaticas para a
realizacao dos trabalhos, em conjunto com os Cadernos do Aluno. O foco de tais fer-
ramentas é tornar a escola como uma oficina de articulacao e producao de ideias, de
criacdo. Claramente, entao, o aluno podera desenvolver suas competéncias pessoais,
como as capacidades para se expressar, compreender, argumentar, propor, contextu-
alizar e abstrair. Ao desenvolver tais competéncias pessoais, espera-se que os alunos
se tornem cidadaos investigativos e argumentativos, prontos para atuar e modificar a
realidade.

Finalizando essa série de observacoes, cabe ressaltar que o Curriculo trata de uma
orientacao geral, em especial no que se refere a principios e valores envolvidos, mas
a efetiva acao na sala de aula depende da mediacao do professor, da pratica docente

planejada antecipadamente e posteriormente executada em sala de aula.
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A Matematica faz uso de muitos conhecimentos adquiridos ao longo da historia da
humanidade, fruto de sua curiosidade e necessidade. Tais conhecimentos sao tantos que
podem ser utilizados diferentes métodos para ensiné-los aos estudantes, mobilizando-os
a aprender. Dessa forma, para o presente trabalho, escolhemos como tema central o
estudo da circunferéncia, tema historicamente rico e com iniimeras aplicacoes as mais
variadas situagoes.

O estudo inicial da circunferéncia da-se no Ensino Fundamental, apenas com uma
apresentacao breve do contetido e de “formulas” para calcular alguns itens solicitados.
No Ensino Médio o contetdo volta a aparecer, em geral no segundo ano, na area de
Geometria. Pelo Curriculo do Estado de Sao Paulo [3], o estudo da Matemética no
segundo ano do Ensino Médio deve contemplar a Geometria Espacial Métrica, apre-
sentando os estudos dos elementos da geometria de posicao, dos poliedros, prismas e
piramides, bem como o estudo dos cilindros, cones e esferas. Note-se aqui que o estudo
da circunferéncia aparece, portanto, de forma indireta ao estudar-se os topicos citados.

Como tal contetdo é trabalhado nos livros didaticos? Na segoes a seguir apresentam-
se as formas como os contetidos sao trabalhados juntos aos materiais de referéncia que
sao mais amplamente utilizados pelos professores da rede piblical, a saber os Cader-
nos do Aluno? [4] e os livros didaticos selecionados pelo Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD) [5, 6]. Também ¢é apresentado um breve resumo do PNLD e os li-
vros selecionados para 2015 por este programa, tendo em vista os alunos de Ensino
Médio. Na sequéncia apresentamos alguns pontos que julgamos especialmente inte-
ressantes em algumas das cole¢oes, ponderando sobre uma abordagem significativa do
tema, bem como a formacao completa do aluno como cidadao disposto para o exercicio
da cidadania.

Porém, antes de descrever os contetidos como trabalhados nos materiais de apoio,

a primeira parte deste capitulo é destinada a situar o leitor sobre o tema proposto,

ITomando como referéncia os materiais disponiveis na rede ptblica do Estado de Sio Paulo em
2015.

2Material de apoio ao Curriculo do Estado de Sdo Paulo, parte do Programa Sao Paulo Faz Escola,
distribuido gratuitamente a todos os alunos matriculados em escolas da rede publica do Estado de
Sao Paulo.
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apresentando as definicoes necesséarias ao contetido deste texto.

3.1 Conceitos basicos

Sao apresentadas a seguir algumas defini¢coes béasicas presentes no estudo da circun-
feréncia, visando um melhor entendimento dos contetidos citados nos livros didaticos e
Cadernos do Aluno.

Inicia-se esta apresentagao colocando-se o circulo como definido por Muniz Neto |7]

a partir da ideia de lugar geométrico:

Definicao 3.1. Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geomé-
trico (abreviado por LG) dos pontos que possuem a propriedade P é o subconjunto A
do plano que satisfaz as condicoes a sequir:

(a) Todo ponto de A possui a propriedade P.

(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a A.

Definicao 3.2. Dados um real positivo v e um ponto O do plano, o LG dos pontos do

plano que estao a distancia v do ponto O € o circulo de centro O e raio r.

De maneira concreta, o circulo de centro O e raio r é a curva plana obtida quando
posicionamos a ponta de um compasso sobre o ponto O e fixamos sua abertura como
igual ao comprimento 7. O livro do Projeto Araribd [8| destinado aos alunos do 8° ano

define da seguinte forma a circunferéncia:

Circunferéncia ¢é a figura geométrica formada por todos os pontos de um
plano que distam igualmente de um ponto fixo desse plano. O ponto fixo é
denominado centro da circunferéncia e a distancia constante ¢ a medida
do raio.

De maneira equivalente é a definicao de outros autores, como ocorre no livro do
Projeto Teldris |9], também no volume destinado aos alunos do 8° ano. E bastante co-
mum entre os autores de livros para Ensino Fundamental e Médio colocar nas defini¢oes
que circulo € a regiao plana formada por uma circunferéncia e sua regido interna 8],
circulo € a regidao plana limitada por uma circunferéncia e que o centro nao faz parte
da circunferéncia |9]. De modo que nos livros didaticos a circunferéncia é entendida
como o contorno, enquanto circulo ¢ a regiao delimitada por este contorno.

Retomando as defini¢es conforme Muniz Neto [7], temos que o complemento de

circulo no plano consiste de duas regioes:

o Limitada: que é denominada interior do circulo. Esta regiao é o conjunto dos

pontos P do plano cuja distancia ao centro O é menor que r, ou seja, OP < r.

e [limitada: denominada exterior do circulo. Esta regiao é o conjunto dos pontos

P do plano cuja distancia ao centro O é maior que r, ou seja, OP > r.
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Definicao 3.3. Dado um circulo I' de centro O e raio v, é denominado por raio do

circulo a todo segmento que une o centro O a um de seus pontos.

Como consequéncia imediata da Definicao 3.2, cabe notar que para qualquer ponto

escolhido do circulo o valor do raio sempre sera o mesmo.

Definicao 3.4. Uma corda de I' é um segmento que une dois pontos quaisquer do

circulo. O didametro de I' € uma corda que passa pelo centro do circulo.

Todo diametro de um circulo o divide em duas partes iguais, denominadas semi-
circulos. Reciprocamente, se uma corda de um circulo o divide em duas partes iguais,

entao tal corda deve, necessariamente, ser um diametro do circulo.

Definicao 3.5. Uma porcao de um circulo delimitada por dois de seus pontos corres-
ponde a um arco de circulo. Tomando-se dois pontos sobre um circulo I' sempre sao

encontrados dois arcos, denominados arco maior e arco menor.

Raio

(a) Raio (b) Corda

Arco

Diametro

(c) Diametro (d) Arco

Figura 3.1: Tlustragoes de raio, corda, diametro e arco.
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Nos livros didaticos para o Ensino Fundamental ja citados, sao encontrados os

equivalentes as definicoes 3.3 a 3.5, mostradas na Figura 3.1.

e Raio ¢ um segmento cujas extremidades sao o centro e um ponto qualquer da
circunferéncia. De modo equivalente, todo segmento que liga um ponto da cir-
cunferéncia ao centro é chamado de raio da circunferéncia. Além disso, todos os

raios tém a mesma medida de comprimento.

e Corda ¢ um segmento cujas extremidades sao dois pontos distintos quaisquer da

circunferéncia.

e Diametro é uma corda que passa pelo centro da circunferéncia, e todo diAmetro

mede o dobro do raio.

e Dois pontos sobre uma circunferéncia dividem-na em duas partes. Cada uma

delas é denominada arco de circunferéncia.

Um conceito fundamental para este texto é a definicao de angulo central. Nos livros

didaticos de Ensino Fundamental:

Definicao 3.6. Chamamos de dngulo central de uma circunferéncia todo e qualquer

angulo que tem como vértice o centro dessa circunferéncia.

Durante o Ensino Fundamental os livros didaticos estao trabalhando com angulos
em graus. E no Ensino Médio que o estudo dos angulos passa a ser feito também
em radianos, em especial quando se trata do ciclo trigonométrico, ou circunferéncia
trigonométrica. Entao o estudo do comprimento da circunferéncia (ou perimetro da
circunferéncia) e comprimento do arco sdo vistos com mais atengao.

As defini¢oes apresentadas por Muniz Neto nao sao usuais nos textos da Educagao
Basica ou do Ensino Superior consultados. Dessa forma, ao longo desse texto usaremos
a mesma terminologia dos livros didaticos.

Na sequéncia apresentamos trés resultados envolvendo o comprimento da circun-
feréncia de especial importancia para o uso no software que serd apresentado. As

demonstragoes desses resultados estao nos Apéndices A e B.

Teorema 3.1. Seja uma circunferéncia de centro em O e raio r. Entdao o perimetro,

ou comprimento C desta circunferéncia é dado por: C = 27r.

Corolario 3.1. Seja uma circunferéncia de centro em O e raio r. O comprimento de

um arco cujo dngulo central vale 0 (radianos) é dado por Or.

Teorema 3.2. Em uma circunferéncia de centro O e raio r, o comprimento C. de

uma corda delimitada por um dngulo central 6 é dado por:

0
=9 -
C. rsen <2>
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Figura 3.2: O comprimento C, de uma corda delimitada por um angulo central 6.

3.2 Estudo da circunferéncia: Ensino Fundamental

O material de referéncia principal para os professores da rede publica do Estado
de Sao Paulo quanto ao ensino de Matematica é o Curriculo do Estado de Sao Paulo:
Matemdtica e suas tecnologias [3|. Caracteristicas relevantes desse material ja foram
citadas no capitulo anterior.

Com relacao a organizacao dos contetidos ao longo dos anos, é possivel observar
que o estudo da Geometria ja aparece no 6° ano, com o estudo das formas geométricas
(planas e espaciais), bem como o célculo de perimetro e area das figuras planas. Mas
é no segundo bimestre do 7° ano que o estudo da Geometria vai sendo exposto em
mais detalhes. De acordo com o curriculo, o aluno deve desenvolver como habilidade a
compreensao da ideia de medida de um angulo (em graus), e saber operar com medidas
de angulos, bem como usar instrumentos geométricos para construir e medir angulos.
No terceiro bimestre do 7° ano é apresentado o niimero m como uma “razao constante
na Geometria”, que é trabalhado em meio as atividades de proporcionalidade. Como
habilidade espera-se que o aluno conheca o significado do ntimero 7 como uma razao
constante da Geometria, e também que ele saiba como utiliza-lo para resolver questoes
envolvendo o cumprimento da circunferéncia e suas partes. A maior énfase no estudo
da circunferéncia estd no quarto bimestre do 9° ano, onde o aluno ira trabalhar com
“corpos redondos”, incluindo os conceitos do niimero m, da circunferéncia, de circulo
e area do circulo. Como habilidade, o aluno deve conhecer a circunferéncia, seus
principais elementos, caracteristicas e suas partes. Além disso, deve compreender o
nlimero 7 como uma razao, e saber utilizd-lo para o calculo do perimetro e da area da
circunferéncia.

Na sequéncia é apresentado como estes assuntos sao abordados pelas referéncias

didéticas disponiveis: os Cadernos do Aluno e os livros didéticos.
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3.2.1 Os Cadernos do Aluno

O estudo da circunferéncia tem seu primeiro aspecto importante apresentado ja no
7° ano, onde o aluno comecara a ter contato com os angulos, compreendendo a ideia
de medida de um angulo (em grau), e sabendo operar com medidas de angulos, além
de usar instrumentos geométricos para construir e medir angulos.

A atividade inicial proposta pelo Caderno do Aluno® envolve a experimentacao por
meio da construcao de um “transferidor de papel”. o aluno deve recortar um quadrado
de papel e dividi-lo em 16 partes por segmentos que passem pelo “centro” do quadrado,

por meio de dobradura (como mostrado na Figura 3.3).

D C B

F G H
Figura 3.3: Cadernos do Aluno: apresentacao do conceito de angulos.

Cada uma das 16 subdivisoes do “transferidor” quadrado de papel é chamado de
tuti (nome escolhido pelos autores dos Cadernos do Aluno), cuja abrevia¢ao seria 1 ¢.
Utilizando-se desse transferidor de papel, o aluno é convidado a medir diversos angulos
que aparecem nos exercicios propostos (medidas em tutis). Utilizando a medida em
tutis o aluno deve investigar os angulos de quadrados e tridangulos, buscando reconhecer
padroes para as somas internas dos angulos nestas formas geométricas.

Na atividade de ntimero 10 é solicitado ao aluno que compare seu transferidor em
tutis com um transferidor tradicional, indicando que as subdivisoes em um transferidor
convencional recebe o nome de “grau”, como mostrado na Figura 3.4.

A finalizacao da atividade ocorre com a apresentacao dos angulos agudo, reto e
obtuso, bem como uso do transferidor usual.

Ainda nesse ano é apresentado o conceito de proporcionalidade, e como adicional
A esse conceito, é apresentado o contetido “Razdes constantes na Geometria: 7”. E
esperado que o aluno venha a conhecer o significado do nimero 7 como uma razao
constante da Geometria, posteriormente sabendo utiliza-lo para realizar calculos sim-

ples envolvendo o comprimento da circunferéncia ou de suas partes.

3Caderno do Aluno 4] volume 1 para 6* série/7%ano. Edigdo 2014-2017.
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Transferidor convencional Transferidor ruti
920°
2t
135°
1¢
30°
5t
4,5°

Figura 3.4: Cadernos do Aluno: transformando medidas de tutis para angulos.

!ii Atividade para investigacio!
Proporcionalidade na circunferéncia

Uma das caracteristicas mais importantes de uma circunferéncia é a equidistincia de
seus pontos em relagio ao centro. Por essa razio, ela é considerada a figura geométrica mais
perfeita em termos de simetria. Além disso, qualquer que seja a circunferéncia, sua forma é
sempre a mesma. Uma circunferéncia maior é uma ampliagio perfeita de uma menor. Serd,
entio, que hd proporcionalidade entre suas partes? E o que vamos verificar a seguir.

Material necessdrio: objetos circulares, por exemplo, um CD, uma lata de leite conden-
sado, uma moeda etc.; fita métrica; régua; compasso; folha de papel sulfite.

Figura 3.5: Cadernos do Aluno: apresentagao do comprimento da circunferéncia e do

nimero 7.

Observe a Figura 3.5*, que introduz a ideia do comprimento da circunferéncia por
meio da nocao de proporcionalidade. Nesse caso, como é comum nos livros de Ensino
fundamental, os alunos sao convidados a fazer uma série de medi¢oes em objetos circu-
lares, utilizando fitas métricas, bem como representar esses objetos em papel e calcular
o diametro deles. O centro da circunferéncia é encontrado ao se tracar o contorno dos
objetos em papel e tomar quatro pontos sobre tal contorno: o encontro das mediatrizes
tracadas a partir de dois pontos quaisquer tomados serd o centro da circunferéncia.
Sabendo o centro da circunferéncia, o aluno deve calcular o diametro, e apresentar
de forma resumida, em uma tabela, os resultados encontrados, como exemplificado na
Figura 3.6.

Logo a seguir, apos a apresentacao de alguns exercicios semelhantes & atividade

Y Caderno do Aluno [4] volume 2, 62 série/7°ano. Edi¢io 2014-2017.
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Registre as medidas do comprimento da circunferéncia (C) e do didmetro (D) do objeto
circular na tabela. Em seguida, calcule a razdo entre C e D. Registre também as medidas e
as razoes obtidas por quatro colegas que tenham escolhido um objeto diferente do seu.

Objeto circular | Comprimento C (cm) | Diimetro D (cm) Razio &

o

Média

Figura 3.6: Cadernos do Aluno: Tabela dos resultados encontrados nas medicoes.

experimental, os alunos encontram a questao:

Para uma circunferéncia perfeita, o valor da razao entre seu comprimento e
seu didmetro se aproxima de um valor constante, que vale aprorimadamente
3,14. A essa razao foi dado o nome de pi, representado pela letra do alfabeto
grego m. O wvalor da média que vocé calculou ficou acima, igual ou abairo

do valor de m? Se nao foi igual, a que vocé atribuiria essa diferenca?

A conclusao das ideias é feita algumas perguntas depois, onde o “método” para

calcular o comprimento da circunferéncia a partir do didmetro é explicado:

Se a razdao entre o comprimento da circunferéncia (C) e seu di@gmetro (D) é
constante e vale, aproximadamente, 3,1, 1sso significa que podemos calcular
C multiplicando D por esse valor. Ou seja, C = 3,1 - D. Da mesma forma,
conhecendo o comprimento C de uma circunferéncia, podemos obter seu
didgmetro dividindo C por 3,1.

Segue uma selecao de cinco problemas contextualizados sobre o contetido apresen-
tado, encerrando-se o topico.

Ao final do 9° ano, os alunos voltam a trabalhar com os topicos envolvendo a
circunferéncia, com o estudo dos “corpos redondos”, que inclui os conceitos do niimero 7,
a circunferéncia, o circulo e suas partes e a area do circulo. Apos este estudo, conforme
o curriculo, o estudante deve conhecer a circunferéncia, bem como seus principais
elementos, caracteristicas e suas partes; além de compreender o significado do 7 e
utilizd-lo no célculo do perimetro e da area da circunferéncia.

O importancia dos angulos e da circunferéncia é ampliada quando sao propostas

medicoes de distancias inacessiveis. Como exemplo, o Caderno do Aluno do 9° ano,
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Volume 2, na Situacao de Aprendizagem 4: Razoes trigonométricas dos dngulos agudos®
propoe como “Atividade de investigacao” a construcao de um teodolito caseiro, fazendo

uso de um transferidor, um copo plastico, arame e o tubo de uma caneta. A Figura
3.7 mostra como ficara o teodolito.

Figura 3.7: Cadernos do Aluno: exemplo da contrucao de um teodolito caseiro.

A instrucao de utilizacao é bastante clara e simples, como descreve o Caderno do
Aluno:

A wversao simplificada funciona como o aparelho verdadeiro. Com ele, é

possivel medir, a partir de uma posicao qualquer, o dngulo formado entre
dois outros pontos. Na horizontal ou na vertical, basta alinhar a indicacao
0° do transferidor com um dos pontos e girar a mira até avistar o outro

ponto. O ponteiro indicard de quantos graus é a variacao.

Seguem diversos exercicios de medicao de distancias inacessiveis, sendo que o pro-
fessor podera utiliza-los como referéncia para atividades diferenciadas fora da sala de
aula. Por exemplo, o exercicio de nimero 10 convida o aluno a determinar a largura
de uma rua com uso do teodolito para medir o grau « e uma fita métrica para tomar
as medidas de m e n, como exemplificado na Figura 3.8.

Ainda no 9° ano, o Caderno do Aluno, em sua Situacao de Aprendizagem 5: A
natureza do nudmero m traz uma investigacdo mais profunda do tema, com leituras e

andlise de textos sobre o tema e uma apresentacao do “célculo de 7 ao longo da historia™

Arquimedes resolveu fazer aproximacgoes por meio de poligonos requlares
inscritos e circunscritos a circunferéncia. A medida do comprimento da

circunferéncia estaria entre o perimetro do poligono inscrito e o perimetro

®0s Cadernos do Aluno sio divididos em Situacoes de Aprendizagens, e ndo em capitulos.
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“f— m —_— X —

Figura 3.8: Cadernos do Aluno: determinacao da largura de uma rua com o teodolito.

do poligono circunscrito. Quanto maior o numero de lados do poligono,
mais ele se aproximaria da circunferéncia, por dentro e por fora. (...)
Muitos outros matemdticos aplicaram o método de Arquimedes para obter

aproximacoes cada vez mais precisas do valor de .

Além disso, o texto também traz a explicacao para uma curiosidade muito comum

entre os estudantes:

Embora essa razao seja conhecida desde a Antiguidade, o nome e o simbolo
usados para representd-la so surgiram no século XVIIL. A letra 7, do alfa-
beto grego, foi escolhida por ser a primeira letra da palavra peripheria, cujo
significado € circunferéncia, ou seja, o contorno de um circulo. Também foi
nessa época que se fez uma das descobertas mais importantes sobre o m. O
matemdtico francés Johann Lambert consequiu provar que nao hd nenhuma
razao de numeros inteiros cujo resultado seja igual a w. Ou seja, ™ € um

numero irracional, cuja representacao decimal € infinita e nao periddica.

Na sequéncia verifica-se a Situacao de Aprendizagem 6: a razdio ™ no cdlculo do
perimetro e da drea do circulo. Logo de inicio a atividade apresenta o comprimento
da circunferéncia como o “desenrolar” da mesma, por meio de desenhos (veja a Figura
3.9) seguida da aplica¢do com a roda de um automovel, calculando quantos metros o
carro percorre em um giro completo da roda e outras situagoes semelhantes.

Ainda na mesma Situacao de Aprendizagem é apresentada historicamente a area

do circulo com base no Papiro de Rhind:

Um dos documentos mais importantes do antigo Egito ¢ o Papiro de Rhind,
encontrado no templo do farac Ramsés II. Ele foi copiado pelo escriba
Ahmés, por volta do ano 1650 a.C., e contém uma série de problemas ma-
temdticos. Ao que tudo indica, era uma espécie de manual de matemdtica
egipcia, transmitido de geracao em geracao. Acredita-se que esses conheci-
mentos existam desde a construcao das grandes piramides, hd quase 5 mal

anos.
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Figura 3.9: Cadernos do Aluno: “desenrolando” a circunferéncia.

Um dos problemas desse papiro tratava do cdlculo da drea de um circulo.
(...) A estratégia adotada consistia em aproximar a drea do circulo por

meio da drea de um octégono inscrito dentro do quadrado {(...)

A seguir, o estudante é convidado a repetir o processo apresentado, encontrando
por meio de malhas quadriculadas, por excesso e por falta, a area de determinadas
circunferéncias apresentadas. Finalmente, a formula para a area do circulo é deduzida
da forma usual (como apresentada na maioria dos livros didaticos), dividindo-se o

circulo em n tridngulos e calculando-se a soma das areas dos mesmos, como ilustragao

na Figura 3.10.

Figura 3.10: Cadernos do Aluno: deduzindo a formula para a area do circulo.

Logo ap6s o topico é encerrado com algumas questoes envolvendo as ideias relacio-

nadas ao setor circular.
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3.2.2 Ensino Fundamental: livros didaticos

Durante o processo de aprendizagem, o livro didatico faz uma ligacao entre a fala
do professor e os contetdos abordados. E interessante notar que, por melhor que
seja o professor, ou por mais bem preparado que esteja, nem todas as informagoes
que o professor oferece em aula sao plenamente compreendidas e memorizadas pelos
estudantes. Portanto, um material adicional é relevante para que o aluno compreenda
os contetidos mais a fundo, muitas vezes de perspectivas diferentes da proposta pelo
professor. Neste contexto o livro didatico oferece um recurso de grande valor para o
aluno em seus estudos; também para o professor ao preparar suas aulas.

Dentre as muitas fungoes desempenhadas pelo livro didético, destacam-se o desen-
volvimento de competéncias cognitivas e a ampliagao dos conhecimentos adquiridos,
auxiliando na aprendizagem. E também excelente instrumento para o professor, au-
xiliando o planejamento das aulas, a condugao metodologica escolhida e norteando as
atividades desenvolvidas. Contudo, cabe ao professor manter-se atento e utilizar o livro
didatico em conformidade com sua proposta, complementando os contetidos apresen-
tados no livro com outras informagoes e atividades, tendo em vista a diversidade de
suas turmas e as necessidades especificas de cada uma.

Verificando os livros aprovados para o PNLD ha excelentes opc¢oes. Tendo em
mente o tema escolhido para este texto, é interessante notar que na maior parte dos
livros didaticos a abordagem segue basicamente a mesma ideia do Caderno do Aluno,
apresentado anteriormente.

Uma das colegoes que é bastante conhecida pelos professores de Matematica é a de
autoria de Luiz Roberto Dante: Projeto Teldris - Matemdtica [9]. As observagoes a
seguir sao deste livro, embora existam outras opc¢oes, também de excelente qualidade,
disponiveis aos docentes.

J& no primeiro livro da colecao, para o 6° ano, no capitulo trés, os alunos terao
contato com a Geometria por meio do estudo dos sélidos geométricos, envolvendo os
poliedros e os corpos redondos. No mesmo capitulo também ¢é apresentada a ideia de
angulo.

Para a apresentacao dos corpos redondos, o autor explica de maneira bastante

sucinta:

Corpos redondos sao solidos geométricos que tém pelo menos uma super-
ficie nao plana, arredondada, e que por isso rolam. Os principais corpos

redondos sao: esfera, cilindro e cone.

Sao apresentados desenhos nos trés casos e a planificacao no caso do cilindro e do

cone. Segue uma interessante observacao para uma discussao em duplas:

E impossivel fazer a planificacao da esfera. Converse com um colega sobre

15850.
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Utilizando-se desta observacao, o professor podera incentivar reflexoes adicionais
sobre as propriedades mais simples da esfera. O capitulo do livro segue com a apre-
sentacao dos conceitos de ponto, reta e plano. Inicia-se entao o estudo dos angulos.
Por meio de imagens de situacoes cotidianas, como a vela de um barco, os ponteiros
de um relogio analodgico, uma escada, entre outras; os alunos sao incentivados a pensar
em objetos da sala de aula onde angulos podem aparecer. A definicdo formal é dada

logo a seguir:

Em Matemdtica, consideramos dngulo a figura geométrica formada por duas

semarretas de mesma origem.

Os angulos também sao interpretados como “giros” em uma pista circular ou o giro
dos ponteiros em um relogio analégico. A apresentacao segue com a explanacao dos
angulos reto, agudo e obtuso.

O estudo da Geometria volta a aparecer no segundo livro da colegao, voltado a
alunos de 7° ano. No segundo capitulo o estudo dos so6lidos geométricos, regioes planas
e contornos retoma os conceitos trabalhados no ano anterior. Logo na introducao do
capitulo o autor segue por uma abordagem historica para o calculo de areas, citando
brevemente o papiro de Rhind e os célculos babilonicos. Na sequéncia é feita uma
diferenciagao entre as figuras espaciais (ou solidos geométricos), as figuras planas, os
contornos (linhas fechadas) e as linhas abertas. O capitulo segue com a apresentacao
dos poliedros, planificagoes e simetrias.

Ainda no livro voltado aos alunos de 7° ano, o capitulo seis apresenta o tema:
Geometria: dngulos e poligonos. Como motivacao inicial para o estudo das formas
geométricas e angulos é apresentado o exemplo da fachada da Torre do Banco da China,
em Hong Kong, onde sao evidentes as figuras geométricas em seu design. O capitulo
segue com a apresentacao dos conceitos de angulos, em particular com a indicacao dos
angulos formados pela posicao dos ponteiros em um relogio analogico. A definicao é
apresentada da mesma forma como no volume anterior. Apos a apresentacao dos tipos
de angulos (raso, reto, agudo, obtuso e nulo) o estudante encontrard uma variedade
de exercicios sobre o tema; o capitulo também apresenta o transferidor e orienta seu
uso. Outros temas trabalhados envolvem as operagoes com as medidas dos angulos,
conceitos de angulos congruentes, adjacentes, complementares e suplementares, opostos
pelo vértice e bissetriz de um angulo.

No terceiro volume da colegao, voltado a alunos do 8° ano, ja no primeiro capi-
tulo, que trata de conjuntos numeéricos, é apresentado o ntimero 7 como um “nimero
irracional notavel”. Com o topico “Fazendo a gente aprende” o autor faz o convite
para que os alunos mecam o diametro (b) e o comprimento da circunferéncia (C) de
alguns objetos circulares com uma fita métrica, registrando os resultados obtidos em
uma tabela, como a mostrada na Tabela 3.1.

Usando uma calculadora o aluno deve encontrar o quociente de C por d para cada

objeto. A conclusao aparece como segue:
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Objeto | Comprimento da Circunferéncia (C) em ¢cm | Didmetro (d) em ¢cm | C: d
copo 22.9 cm 7,3 cm

pires 47,7 cm 15,2 cm

relogio

DVD

Tabela 3.1: Atividade do livro didatico.

O resultado da divisao de C por d dd sempre um nimero prozimo de 3,
qualquer que seja a circunferéncia. Fazendo medicoes com muita precisao,

0 quociente passa um pouquinho de 3.
Na sequéncia, concluindo o processo de experimentacao é apresentado que:
7 (pi) = Comprimento da circunferéncia(C) : medida do diametro (d)
Portanto:
Comprimento da circunferéncia (C) = w (pi) - medida do didmetro (d)

A mesma conclusao anterior é registrada na forma algébrica e o autor salienta
também que “a medida do diametro é o dobro da medida do raio”, resultando na
conhecida formula C=2 7 r. Sao propostos exercicios de fixacao e o contetido continua
com a apresentacao de outros nimeros irracionais.

O estudo dos angulos é retomado no capitulo trés por meio dos triangulos e qua-
drilateros, calculando seus angulos internos e externos e a soma destes. Contudo, ¢ no
capitulo seis, por meio do estudo da circunferéncia e circulo, que o estudo dos angulos
aparece de forma mais préxima ao necessario para a proposta deste texto, trazendo as
definicoes de angulo central, angulo inscrito e angulo de segmento em uma circunfe-
réncia. O capitulo seis comeca com a apresentagao da roda ao longo da historia, como
poderosa ferramenta ao longo dos tempos. A definicao de angulo central é bastante

uatil:

O dngulo central em uma circunferéncia € todo dngulo que tem como vértice

o centro dessa circunferéncia.

Logo em seguida também é apresentado a medida do arco delimitado por um angulo
central, bem como exercicios sobre os conteudos trabalhados.

No capitulo sete do mesmo volume destinado aos alunos do 8° ano, sao trabalha-
dos os conceitos envolvendo perimetros, dreas e volumes. Os conceitos que levam ao
comprimento da circunferéncia sao retomados com outros exemplos, levando a fixacao
da formula que serd amplamente utilizada na resolucao dos exercicios.

Para o quarto volume da colecao, este destinado aos alunos do 9° ano, o conteiido

aparece junto com o conceito de proporcionalidade, quando sao retomadas as ideias de
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razao e proporcao. Os conceitos fundamentais sao apresentados em caixas amarelas

logo no inicio do capitulo:

Razdo entre dois nimeros, com o sequndo diferente de zero, € o quociente

do primeiro pelo sequndo.

Duas razoes de mesmo valor formam uma propor¢ao.
O valor de 7 ¢é relembrado entao como a proporcionalidade na circunferéncia:

Considerando duas ou mais circunferéncias, a razao entre a medida do

comprimento e a medida do didmetro em quaisquer delas € sempre a mesma.

Cy Oy
Ay
Seguem exercicios utilizando o comprimento da circunferéncia, raio e diametro. O
capitulo seis do mesmo volume trata do estudo das relacoes métricas no triangulo
retangulo e na circunferéncia. De particular interesse é o topico sobre as relagoes
métricas na circunferéncia. Tal parte do capitulo inicia-se relembrando os conceitos
fundamentais de raio, didmetro, corda, segmento secante e segmento tangente, fazendo
bom uso de ilustragoes para cada situacao. Observacoes complementares ajudam os

estudantes a memorizar cada item com facilidade, relacionando-os, como segue:

O didgmetro mede o dobro do rato.

O didmetro é a corda de maior medida.

o Todos 0s raios tem a mesma medida.

o Segmento secante: uma de suas extremidades € um ponto fora da regiao
circular. Esse segmento tem dois pontos comuns com a circunferéncia,

sendo um deles a outra extremidade.

e Segmento tangente: segmento que estd sobre uma reta tangente a cir-

cunferéncia e o ponto de tangéncia € uma de suas extremidades.

Sao apresentadas as relacoes entre duas cordas de uma circunferéncia, entre dois
segmentos secantes a uma circunferéncia e entre um segmento secante e um segmento
tangente a uma circunferéncia, como mostrado na Figura 3.11.

Resumindo as relagoes métricas temos que:

(a) Relagao entre duas cordas de uma circunferéncia (Figura 3.11.a): em toda circun-
feréncia, quando duas cordas se cruzam, o produto das medidas das duas partes

de uma é igual ao produto das medidas das duas partes de outra.

(b) Relacdo entre dois segmentos secantes a uma circunferéncia (Figura 3.11.b): em
toda circunferéncia, se tracamos dois segmentos secantes a partir de um mesmo
ponto, o produto da medida de um deles pela medida de sua parte externa é igual

ao produto da medida do outro pela medida de sua parte externa.
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a) AP - BP = CP - DP b) PA - PB = PC - PD ¢) (PA)?2 =PB - PC
(a) (b) (c) (PA)

Figura 3.11: Relacoes métricas na circunferéncia.

(¢) Relagdo entre um segmento secante e um segmento tangente a uma circunferéncia
(Figura 3.11.c): em toda circunferéncia, se tracamos, a partir de um mesmo
ponto, um segmento tangente e um segmento secante, o quadrado da medida
do segmento tangente ¢é igual ao produto da medida do segmento secante pela

medida de sua parte externa.

Seguem exercicios de aplicagao dos conceitos. No capitulo oito do mesmo volume,
sob o topico de perimetro de uma circunferéncia, a relacao entre o comprimento de uma
circunferéncia e a medida de seu didmetro volta a aparecer. Por meio da abordagem
histérica, o autor vai explicando os esforcos realizados por diferentes povos a fim de

encontrar uma aproximacgao para o ntmero 7. Ao final da explicacao o autor salienta:

Como vocé jd estudou no 8° ano, hoje sabemos que m é um nimero irraci-
onal. Entretanto, para efetuar cdlculos, usamos valores aproximados para

T como 3,14.

O estudo segue com o comprimento de um arco de uma circunferéncia e o perimetro
de um setor circular. Também é apresentada a area do circulo, calculada de duas ma-
neiras diferentes: dividindo o circulo em setores e usando aproximagoes por poligonos
regulares. Para a divisao do circulo por setores é usada uma ilustracao muito usual,

proxima a apresentada anteriormente, agora representada na Figura 3.12.

Figura 3.12: Deduzindo a férmula para a area do circulo.

Um aspecto bastante interessante ¢ o céalculo feito por meio das aproximacoes por

poligonos regulares. O livro retoma o fato (calculado nos capitulos anteriores do livro)

de que a area da regiao determinada por um poligono regular é dada por A = % em
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que a é a medida do apétema e P é o perimetro. Deste modo, observando a sequéncia
de ilustracoes do livro, como mostrada na Figura 3.13, é bastante légico concluir que
a medida que o poligono se aproxima de um circulo, seu apdétema® se aproxima do

raio do circulo. Ainda mais, o perimetro do poligono passa a ser o comprimento da
circunferéncia, e a conclusao é imediata:

_aP_r-Zm’
22

:7TT2

A

Entao: A = mr2.

--=-9
fe——--®
P

)

Figura 3.13: Deduzindo a férmula para a area do circulo.

Um quadro resumo apresenta os conceitos basicos sobre a circunferéncia e o circulo,
bem como suas formulas. Segue uma variedade de exercicios contextualizados.

Como conclusao, cabe salientar que o apresentado aqui para esta colecao também
aparece de forma bastante proxima em outras colecoes consultadas, tornando evidente
que os alunos tem muitas oportunidades de realizar o estudo da circunferéncia ao longo
do ensino fundamental. Mais ainda, estao preparados para o Ensino Médio a fim de
aprofundar seus conhecimentos bésicos.

Na Tabela 3.2 apresentamos um resumo das informacdes consideradas ao longo
desta se¢ao com respeito ao Estudo da Circunferéncia presentes no Curriculo do Estado
de Sao Paulo, Cadernos do Aluno e no livro didatico de Dante [9)].

6Considerando um circulo e um poligono inscrito de n lados, definimos como apétema de uma
figura poligonal o segmento de reta que parte do centro da figura formando com o lado um angulo de
90°. O apoétema é perpendicular ao lado do poligono.
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Ano Curriculo do Estado de Cadernos do Aluno Livro didatico de
Sao Paulo referéncia: Dante
6° ano E feito o estudo das for- | No volume 2 a Situacdo | O capitulo 3 tem por tema
mas geométricas (planas e | de Aprendizagem 4 trata | “Geometria: sélidos geo-
espaciais). do tema: “Perimetro, area | métricos, angulos e poligo-
e arte usando malhas geo- | nos”.
métricas”.
7° ano Em geometria sao estuda- | O volume 1, na Situacao | O capitulo 2 traz o tema
dos os angulos (em graus) | de Aprendizagem 5 tem o | “Geometria: sélidos geo-
e a circunferéncia. Tam- | tema “A geometria dos &n- | métricos, regides planas e
bém, é feito o uso de | gulos”. No volume 2, a Si- | contornos”. No capitulo 6
instrumentos geométricos | tuagdo de Aprendizagem 3 | é apresentado o tema “Ge-
para construir e medir an- | tem por tema “Razdes na | ometria: angulos e poligo-
gulos. Em proporciona- | Geometria”. nos”.
lidade, aparece o topico:
“razoes constantes na Ge-
ometria (m)”.

8% ano O capitulo 1 trata de
“Conjuntos  numeéricos”,
onde aparece o quadro
“Numeros irracionais no-
taveis: o notavel nimero
7. O capitulo 6 trata do
estudo da “Circunferéncia
e circulos”, e o capitulo 7
tem por tema “Perimetros,
areas e volumes”.

9° ano O estudo dos corpos re- | No volume 2 as Situagoes | O capitulo 4 tem por

dondos retoma o numero | de Aprendizagem 4 a 7 | tema ‘“Proporcionalidade
m, a circunferéncia, o cir- | tratam dos temas: “Ra- | em Geometria”, enquanto
culo e suas partes e a drea | zOes trigonométricas dos | os capitulos 6 e 7 trazem
do circulo. angulos agudos”, “A natu- | os temas “Relagoes mé-
reza do nimero Pi (7)”, “A | tricas no tridngulo retan-

razao 7 no calculo do peri- | gulo e na circunferéncia” e

metro e da area do circulo” | “Introducao & Trigonome-

e “Cilindros”. tria” (com poligonos regu-

lares inscritos em uma cir-

cunferéncia). J4 o capi-

tulo 8 tem por tema “Peri-

metros, areas e volumes”.

Tabela 3.2: O estudo da circunferéncia no Ensino Fundamental.

A proxima secao apresenta o contetido conforme abordagem dos materiais disponi-

veis para o Ensino Médio.
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3.3 Estudo da circunferéncia: Ensino Médio

O Ensino Médio apresenta um aprofundamento dos contetidos estudados no En-
sino Fundamental, resultando em uma preparacao para o mundo do trabalho ou a
continuidade dos estudos em nivel superior. Do aluno ingressante no Ensino Médio
espera-se que tenha cumprido de forma satisfatéria os contetdos propostos para o En-
sino Fundamental, de forma que possa prosseguir com os estudos, aprofundando os
temas anteriores e aprendendo novos. Deste modo, os materiais de referéncia para o
Ensino Médio apresentam uma continuacao logica do apresentado anteriormente, con-
tinuando a “construcao” do conhecimento do aluno. Ao professor cabe avaliar o quanto
sua turma efetivamente aprendeu e compreendeu os contetidos anteriores e adaptar seu

trabalho a realidade da turma & qual leciona.

3.3.1 Os Cadernos do Aluno

Como salientado anteriormente, o Governo do Estado de Sao Paulo fornece aos
alunos da rede publica estadual os Cadernos do Aluno, material que estd de acordo
com o Curriculo Estadual e serve como norteador no trabalho do professor.

As ideias relacionadas ao estudo da circunferéncia aparecem ja no primeiro ano,
em conjunto com o estudo do triangulo retangulo. No segundo semestre do primeiro
ano do Ensino Médio, o Caderno do Aluno |3] apresenta a Situacdo de Aprendizagem
6: Dos tridgngulos a circunferéncia: vamos dar uma volta? O objetivo da unidade é
apresentar o circulo trigonométrico, com as relacoes do seno, cosseno e tangente para
os diversos angulos existentes. Na Situacao de Aprendizagem 7: Poligonos e circunfe-
réncias: reqularidades na inscricao e circunscri¢ao os estudantes tem a oportunidade
de verificar os angulos mais utilizados por meio da inscricao de poligonos, facilitando a
compreensao dos mesmos. O conceito fundamental trabalhado tem a ver com o angulo
central, uma vez que o aluno j& possui este conhecimento de seus estudos no Ensino
Fundamental.

Na Situacao de Aprendizagem 8: A hora e a vez dos tridngulos nao retdngulos, o
estudo torna-se bastante proximo do tema deste texto. Logo na primeira questao, o
aluno é convidado a ponderar sobre a relacdo entre um angulo inscrito e um angulo

central:

Mostre que, se um dngulo o € inscrito em uma circunferéncia, sua medida
¢ igual G metade da medida do dngulo central 0 correspondente. (Veja a
Figura 3.14.a).

Seguem exercicios sobre a Lei dos Senos e propriedades gerais de triangulos retan-
gulos. Contudo, logo a seguir, na questao de niimero quatro, o aluno iré exercitar seus

conhecimentos sobre angulos inscritos e angulo central, como segue:
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(a) Questao 1: Trabalhando com éangulos  (b) Questdao 4: Trabalhando com &angulos
inscritos e angulo central. inscritos e angulo central.

Figura 3.14: Cadernos do Aluno: 1° ano do Ensino Médio.

Um dngulo o inscrito em uma circunferéncia de didgmetro 10 m subentende

uma corda de 5 m. Determine a medida de o em graus. (Veja a Figura
3.14.b).

Assim, é esperado que o aluno retome seus conhecimentos anteriores em preparacao
para os contetidos abordados no segundo ano do Ensino Médio.

O estudo da circunferéncia aparece de forma direta ou indireta em varios momentos,
ajudando no desenvolvimento de diversos contetidos, ainda que nao seja o assunto em
questao. Por exemplo, tomando-se o Caderno do Aluno para o primeiro semestre do
segundo ano, em sua Situacdao de Aprendizagem 2, o estudo da periodicidade passa pelo
modelo da circunferéncia trigonométrica. Nesta Situacao de Aprendizagem a ideia de
unidade é apresentada com uma volta completa do Sol em torno da circunferéncia, que
corresponderd ao periodo de um ano e, desenhando uma escala sobre o eixo vertical, serd
possivel associar angulos de giro do Sol a medidas de segmentos (Veja a Figura 3.15). O
contetido é trabalhado como proposta para o estudo da circunferéncia trigonométrica,
e dirigido para tal finalidade.

A razao entre o comprimento e o didmetro, e entre o comprimento e o raio sao
relembrados. Na mesma sequéncia o conceito de radianos aparece de modo bastante

simples:

“Um radiano é a medida de um arco de comprimento igual ao do raio da

circunferéncia.”

A Figura 3.16 ilustra a situacdo. O estudante é convidado a ponderar sobre quantos
radianos equivalem a meia circunferéncia e também a um arco. Angulos centrais e arcos
também sao analisados partindo das medidas em radianos, finalizando o topico com a

construcao de graficos com eixos marcados em radianos.
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Sentido do
movimento
aparente do Sol

J

F

Comprimento da sombra em
m dia entre o equinécio de
outono e o solsticio
de inverno

v

(a) (b)

Figura 3.15: Cadernos do Aluno: uma volta completa do Sol implementada em uma

escala simplificada no eixo vertical, medida em fragoes do raio da circunferéncia (R).

3,14 RAD
_1RAD__
- s

Figura 3.16: Cadernos do Aluno: a ideia de radianos.

Novamente de forma indireta, o estudo da circunferéncia volta a aparecer com o
estudo do cilindro, no segundo semestre do segundo ano. No contexto da Situacdo de
Aprendizagem 6 o estudante ird calcular o volume do cilindro, conhecidas a area da
base (portanto um circulo) e a altura do cilindro. Na Situacao de Aprendizagem 7, no
estudo dos cones, a area do circulo também esta presente.

E na Situacio de Aprendizagem 8, com o titulo Esfera: conhecendo a forma do
mundo, que o estudo da circunferéncia aparece de modo mais significativo. A esfera
é apresentada como o resultado da revolucao de um circulo ou semicirculo em torno
de um eizo que passa pelo seu didmetro. Assim, a superficie esférica guarda muitas
aproximacoes com a circunferéncia, sendo que ela representa o conjunto de pontos do
espaco que equidistam do centro. Também sao apresentadas as nogoes de fuso esférico
e cunha esférica, como pode ser visto na Figura 3.17.

Na mesma Situacao de Aprendizagem também é apresentado o volume da esfera,
tendo por base a deducao a partir dos volumes do cilindro e do cone, como mostrado

na Figura 3.18.
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-

(a) (b) (c)

Figura 3.17: Cadernos do aluno: apresentacao da esfera, fuso e cunha esférica.

Figura 3.18: Cadernos do aluno: calculo do volume da esfera.

Observando atentamente a primeira da sequéncia de Figuras 3.18.c é possivel perce-
ber que, para o hemisfério mostrado é clara a relacao R? = d?+a?, e assim a? = R?—d>.
Ainda mais, como mostrado na Figura 3.18.b o angulo que o cone faz com a base do
cilindro é de 45°, deste modo b = d visto que estes foram um tridngulo retangulo isos-
celes com a lateral do cone. De posse de tais informacgoes, é possivel calcular as areas
na secao do hemisfério, do cilindro e do cone. Chamando-as respectivamente de A,

Ay e Az temos que:

A1:7T'CI/2
AQZTF'RQ
A3:7T'b2

Comparando as expressoes anteriores, é possivel perceber que:
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A = Ay — Ay
Al=7n-R>—7n-d°

Como o valor de d é arbitrario, o resultado pode ser generalizado. Utilizando as
férmulas para o volume do cilindro e do cone, bem como as areas obtidas anteriormente,

obtém-se que:

Vhemisfério = Veilindro — chone

1
Vhemisfério =T- R3 - gﬂ- : R3

2
§7T‘R3

Lembrando que o volume da esfera é o dobro do volume do hemisfério temos que:

Vhemisfério =

4
‘/esfera = 577- : R3

Para a area da superficie esférica, o material em questao aplica o método da de-
composicdo em pequenas regides, “aproximadamente” planas, que formam pequenas
piramides, sendo a base de cada uma delas uma pequena area da superficie esférica
e a altura da piramide é o raio da esfera. Sabe-se, entao, que o volume total destas
pequenas piramides resulta no volume total da esfera. Usando 5; para a base de cada
pequena piramide, lembrando que sua altura serd R, segue da féormula para o volume
de piramides que:

1

Também, o volume da esfera calculado anteriormente é: V = §WR3. Igualando as
expressoes é facil notar que a soma das areas S, Sy, - - ,.5,, agora chamada apenas de

S, vale:
S = 47 R?.

Exercicios complementares finalizam o conteido proposto para o ano.

Para o terceiro ano do Ensino Médio, os alunos passam por uma breve introducao
a Geometria Analitica Plana, tendo no Caderno do Aluno do primeiro semestre um
contato com as féormulas para a circunferéncia e cénicas, bem como os tragados dos

graficos e seus principais elementos.
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3.3.2 Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)

Como acontece no Ensino Fundamental, os professores do Ensino Médio também
tém a sua escolha uma série de colecoes que podem ser adotadas para o uso em sala de
aula. A avaliagao das obras inscritas no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)
podem ser encontradas no Guia de livros diddticos PNLD 2015: Ensino Médio. Para o
PNLD 2015/Ensino Médio foram seis as cole¢oes aprovadas. A escolha do livro didatico
por parte do docente visa ampliar suas ferramentas na apresentacao dos contetdos
propostos, sempre tendo como objetivo desenvolver as habilidades dos alunos. Para
os professores da rede publica do Estado de Sao Paulo, trata-se de uma ferramenta

adicional a ser utilizada em conjunto com os Cadernos do Aluno.

\

U
MATEMATICA ol I
PAIVA |

S

R e CONTEXTO &
Conexdes APLICACOES

- Matemdtica

€3

(b) Dante, L. R. [11]

MATEMATICA
ENSINO MEDIO

(d) Iezzi, G. et al. [13] (e) Smole K. C. S. et al. [14] (f) Souza, J. R. [15]

Figura 3.19: Colecoes indicadas no PNLD.

Ao comentar as propostas dos livros didaticos, deve-se ter em mente o papel que
desempenham junto aos estudos no Ensino Médio, lembrando o disposto pela Lei de
Diretrizes e Bases da Educagao Nacional, em seu artigo 35, a saber, que o educando
consiga consolidar e aprofundar os conhecimentos adquiridos, preparar-se para o tra-
balho e a cidadania, desenvolver sua formagao ética e a autonomia intelectual e do

pensamento critico, bem como compreender os fundamentos dos processos produtivos.
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Portanto, o livro didatico pode ser para o aluno uma ferramenta de consolidacao, am-
pliacao e aprofundamento de seus conhecimentos, contribuindo para sua autonomia.
Do mesmo modo, pode contribuir & pratica docente, auxiliando o professor no plane-
jamento de suas aulas, favorecendo sua formacao didatico-pedagogica, e constituindo
referéncia na gestao das aulas.

Que a matemaética é de importancia fundamental j& foi explicitado em diversos mo-
mentos no presente texto, e é ressaltado com grande énfase no Guia de livros diddticos
PNLD 2015. Assim, o ensino da matematica nao pode deixar de capacitar os estudan-
tes para planejar acoes e projetar solugoes, argumentar, interpretar, avaliar e estimar,
empregando seus conhecimentos e conceitos fundamentais para resolver problemas e si-
tuacgoes. Pela proposta do PNLD 2015, os autores também foram convidados a incluir
em suas obras Objetos Educacionais Digitais (OEDs), sendo tais recursos multimidias
integrados a proposta da obra. Estes, por sua vez, devem desempenhar um papel su-
plementar a proposta didatico-pedagbgica da colecao, possibilitando a exploracao de
seus aspectos e contetiidos. Com bom planejamento, o docente pode fazer do livro didé-
tico uma ferramenta ttil em sua realizacao didria, tendo em vista o projeto pedagogico
da escola, e o objetivo maior de desenvolver as habilidades necessarias para que seus
alunos se capacitem como cidadaos conscientes.

Os livros que fazem parte do PNLD 2015 sao mostrados na Figura 3.19. Na sequén-
cia sao feitos alguns comentarios gerais sobre esses livros e como os mesmos abordam
o tema escolhido. Nao se trata de julgamento, mas de consideracoes sobre aspectos

positivos presentes nos livros.

3.3.3 Estudo da circunferéncia: propostas dos livros didaticos

As propostas dos autores dos livros didaticos aprovados pelo PNLD sao levemente
diferentes quando se diz respeito a apresentacao dos contetidos, ainda que o contetido
trabalhado seja o mesmo. Também ha mudancas na sequéncia em que estes aparecem,
bem como nos conhecimentos que cada autor pressupoe que os estudantes tenham.
Aqui é apresentado um breve resumo da forma como os livros apresentam o estudo da
circunferéncia.

Os autores de Conexoes com a Matemadtica, por exemplo, tomam por pressuposto
que o aluno teve um bom desenvolvimento no Ensino Fundamental, e ja tem mentaliza-
das as formulas para a area da circunferéncia, pois sao utilizadas em alguns exercicios
logo no primeiro volume da colecao, antes de haver uma explicagao ou revisao do tema.
O mesmo ocorre com a colecao Matemdtica: Contexto e Aplicagoes, onde o autor Luiz
Roberto Dante também faz uso da ideia de circunferéncia dentro do capitulo dois, sob
o topico de funcoes. Na subsecao que trata de coordenadas cartesianas é apresentada
ao aluno a equacao de uma circunferéncia, dados o ponto do centro e o raio. Logo
em seguida é explicado que o grafico de uma circunferéncia nao representa uma funcao

(uma vez que a explicac¢do esta no capitulo que estuda fungoes).
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Por outro lado, outros autores optam por fazer uma revisao dos contetdos anterior-
mente trabalhados e aprofundar o tema. E o caso encontrado na Colecao Matemdtica
Paiva, onde o autor Manoel Paiva escolhe o quarto capitulo do primeiro volume para
realizar o estudo da circunferéncia, do circulo e o célculo de areas. O inicio do capitulo
traz uma abordagem historica de como Eratoéstenes calculou com bastante precisao
o comprimento da terra por volta de 240 a.C., utilizando ferramentas bastantes pro-
ximas as que serao abordadas ao longo do capitulo. Na sequéncia o autor retoma a
diferenca entre circunferéncia e circulo, as nogoes de arcos e cordas, bem como as po-
si¢oes relativas entre reta e circunferéncia, e entre duas circunferéncias. Sao propostos
trés exercicios ao estudante e o capitulo segue com a apresentacao do angulo central de
uma circunferéncia, do angulo inscrito em uma circunferéncia e do angulo de segmento.
O perimetro da circunferéncia recebe entao especial atencao por meio da abordagem
historica, retomando os feitos de Arquimedes de Siracusa e suas aproximacoes para o
nimero . Apds a apresentacao do calculo de areas de outras figuras planas, o livro
chega a explanacao da area do circulo, feita de modo bastante préximo ao relatado
anteriormente: partindo da aproximagao do circulo por um poligono regular com n
lados, formando entao n tridngulos isosceles e calculando a area destes n triangulos.
As éreas do setor circular, segmento circular e coroa circular também recebem atencao.
Dentre os varios exercicios propostos aos alunos, vale ressaltar um exercicio extraido
do ENEM 2004 como segue:

Uma empresa produz tampas circulares de aluminio para tanques cilindri-
cos a partir de chapas quadradas de 2 metros de lado, conforme a figura
3.20. Para 1 tampa grande, a empresa produz 4 tampas médias e 16 tampas
pequenas. As sobras de material da producao didria das tampas grandes,
médias e pequenas dessa empresa sao doadas, respectivamente, a trés enti-
dades: I, II e III, para efetuarem reciclagem do material. A partir dessas

informacoes, pode-se concluir que:
7N T
K / N A L

(a) (b) ()

r N

Figura 3.20: Tlustracao para a questao do ENEM.

(a) a entidade I recebe mais material do que a entidade I1.

(b) a entidade I recebe metade de material do que a entidade III.
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(¢) a entidade II recebe o dobro de material do que a entidade III.

(d) as entidades I e II recebem juntas, menos material do que a entidade
111

(e) as trés entidades recebem iguais quantidades de material.

A resolucdo é bastante imediata: a tampa grande possui raio de 1m, a média
possui raio de 0,5m e a pequena raio de 0,25m. Os quadrados possuem area de
A = (2)-(2) = 4m?®. Para calcular a area do que sobra em cada chapa, retira-se da
area da chapa as areas das tampas circulares. Para cada entidade, obtém-se:

Entidade I:

4—7-1’=4—7x

Entidade II:

Entidade III:

1\ 2
4—16 W(Z) =4—-7

Logo as trés entidades recebem iguais quantidades de material.

Cabe ressaltar que por haver pequenas variacoes no modo como o contetido é abor-
dado nas diferentes colegoes, alguns exercicios aparecem em outros momentos nos textos
didaticos. Exemplo disto é o exercicio anterior, que também aparece no livro de Joamir
Souza [15], em seu segundo volume, no capitulo sete, destinado ao estudo das areas de
figuras planas.

Apesar das variacoes existentes em cada colecao no tocante a forma como os contet-
dos sao abordados, é fato que no inicio do segundo ano, as colecoes indicadas trazem de
forma bastante satisfatoria o estudo de arcos envolvendo a circunferéncia trigonomé-
trica (ou ciclo trigonométrico, conforme cada cole¢do). De um modo geral os autores
trazem as explicagoes dos angulos tanto em graus quanto em radianos, em conjunto
com o estudo das fungoes trigonométricas. Nas colecoes onde os conteudos envolvendo
o comprimento da circunferéncia e a area do circulo nao foram tratados no primeiro
volume, o estudo é feito no segundo volume. O comprimento da circunferéncia em geral
é apresentado a partir de sua visao historica, com o estudo da evolugao do niimero .
A area do circulo também é apresentada de maneira bastante proxima ao ja comentado
anteriormente: aproximando-se o circulo por meio de poligonos regulares inscritos, fa-
zendo sua divisao em triangulos e tomando-se a soma das areas destes triangulos. O
estudo da area da coroa circular, setor circular e segmento circular também estao pre-
sentes em algumas das colecoes indicadas. Além destes, o estudo dos corpos redondos
retoma boa parte dos contetidos trabalhados com o circulo e a circunferéncia.

Para exercitar os conhecimentos adquiridos pelos estudantes, exercicios resolvidos

e propostos de boa qualidade estao presentes nas colegoes, alguns deles com muitas
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indicacoes de exercicios de vestibulares. Um bom exemplo aparece logo no primeiro
capitulo do livro Conexoes com a Matemdtica, obra coletiva cujo editor responsavel é
Fabio Martins Leonardo. Ali, em exercicios complementares, marcado como “desafio”

aparece uma interessante questao da FUVEST, como segue:

A figura abaizo representa duas polias circulares Cy e Cy de raios Ry = 4cm
e Ry = 1em, apotadas em uma superficie plana em Py e Py, respectivamente.
Uma correia envolve as polias, sem folga. Sabendo-se que a distdncia entre
os pontos P, e Py é 3v/3em, determinar o comprimento da correia. (A

situagao esta ilustrada na Figura 3.21).

51

3v3em

Figura 3.21: Conexoes com a Matemdtica: questao do vestibular FUVEST 2004.

360° — 0

-

3V3em

B 3vV3em

Figura 3.22: Ilustracao da resolucao da questao do vestibular FUVEST 2004.

Como é verificado na Figura 3.22, o comprimento total L das partes da correia que

estao sobre a polia é dado por:

(360° — 6)
360°

PoliaCllez -2-m-4
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0
360°

Do enunciado, o comprimento entre os pontos P; e P, é 3v/3. Tomando novamente

PoliaCQ:ng -2-m-1

como referéncia a Figura 3.22, notemos que os triangulos BO;05 e AO10O5 sao seme-
lhantes, portanto os comprimentos PP, e (Q1()2 sao iguais. Assim, os comprimentos
das partes da correia que nio estdo em contato com a polia somam 6v/3cm. Para de-
terminar 6 observe que tgg = %5 =3 e 0° <6 < 180° Assim: g = 60°, e portanto
0 = 120°. O comprimento total da correia é dado pela soma de L,, L, e da parte da

correia que nao esta em contato com as polias:

(360° — 120°) 120°
360° At g 2T L OVB
2 1
L=32:2m 44227 1+6V3

L =6(m+V3)em

Cabe observar que por ser uma questao de segunda fase de vestibular, o raciocinio é
mais complexo e nao tao imediato. Apesar disso, é apresentado como exercicio “desafio”
proposto aos alunos com maior interesse, ou a sala toda, conforme critério do professor.
Outros exercicios semelhantes aparecem nas demais colecgoes.

Os terceiros volumes das colegoes encerram os contetidos propostos para o Ensino
Médio, por vezes apresentando o estudo da circunferéncia com algum rigor adicional.
A circunferéncia é trabalhada na maior parte das colecoes a partir de sua representacao
na Geometria Analitica, bem como suas equacoes geral e reduzida. Também sao apre-
sentados aos estudantes os conceitos de posicao relativa entre ponto e circunferéncia,
reta e circunferéncia, bem como a posicao relativa entre duas circunferéncias.

Da importancia dos contetdos abordados, sao apresentados diversos momentos de
contextualizacao, em geral trazendo atencao aos satélites de posicionamento global
(GPS), métodos para deteccao de tsunamis, e até mesmo obras de arte, como as de
Victor Vasarely”. Como atividade complementar o docente tem muitos textos de apoio
e pode fazer uso das tecnologias digitais durante as aulas. O livro Coneroes com a
Matematica ainda traz a foto de uma cena do filme Tempos modernos, onde Charles
Chaplin protagoniza um operério, em uma critica a massificagdo do ser humano com
o advento da era industrial, agora como que fazendo parte de uma engrenagem no
sistema - a circunferéncia movendo os tempos e promovendo a evolucao das maquinas.

Outros tépicos trabalhados usualmente no terceiro ano do Ensino Médio tem a ver
com o estudo dos corpos redondos e das secgbes conicas (parabola, elipse e hipérbole).
Na Tabela 3.3 apresentamos um resumo das informacoes consideradas ao longo desta
secao com respeito ao estudo da circunferéncia no Ensino Médio presentes no Curriculo

do Estado de Sao Paulo, Cadernos do Aluno e nos livros didéticos.

"Colecao Novo olhar - Matemdtica, de Joamir Souza, volume trés, capitulo seis.
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Ano Curriculo do Estado de Cadernos do Aluno Livros didéaticos
Sao Paulo

12 série Sao estudados os poligo- | No volume 2 as Situagdes | Matemaética Paiva: O ca-
nos regulares: inscri¢do, | de Aprendizagem 6 a 8 | pitulo 4 realiza o estudo
circunscri¢do e pavimenta- | tém os temas: “Dos trian- | da circunferéncia. As
¢ao de superficies. gulos & circunferéncia: va- | areas do setor circular,

mos dar uma volta?”, “Po- | segmento circular e coroa
ligonos e circunferéncias: | circular também recebem
regularidades na inscricao | atencao.

e na circunscricao” e “A

hora e a vez dos tridngu-

los nao retangulos”.

28 gérie Em trigonometria estuda- | No volume 1 a Situacao | Nas colegoes onde os con-
se a adicdo de arcos. Ja | de Aprendizagem 2 trata | teddos envolvendo o com-
em geometria métrica es- | do tema “A periodicidade | primento da circunferén-
pacial sao estudados os ci- | e 0 modelo da circunfe- | cia e a &area do circulo
lindros, cones e esferas. réncia Trigonométrica”. O | nao foram tratados no pri-

volume 2, nas Situagoes de | meiro volume, o estudo é
Aprendizagem 6 a 8 abor- | feito no segundo volume.
dam os temas: “Cilindros:

uma mudanca de base”,

“O movimento de ascen-

sao: piramides e cones”

e “Esfera: conhecendo a

forma do mundo”.

3% série Os topicos sao vistos a | No volume 1 a Situa- | A circunferéncia é traba-
partir da Geometria anali- | ¢do de Aprendizagem 4 | lhada na maior parte das
tica, com a equagao da cir- | tem o tema “Circunferén- | cole¢oes a partir de sua re-
cunferéncia, posigoes rela- | cias e coOnicas: significa- | presentacdo na Geometria
tivas entre retas e circun- | dos, equagoes, aplicagdes”. | analitica, bem como suas
feréncia e nogoes de coni- equagoes geral e reduzida.
cas.

Tabela 3.3: O estudo da circunferéncia no Ensino Médio.

Das observacoes anteriores é possivel notar que os contetidos envolvendo o estudo
da circunferéncia aparecem em quase todos os anos finais do Ensino Fundamental (de
6° a 9° ano) e Ensino Médio. O aluno que nao compreender o conteido proposto
em um primeiro momento terd a oportunidade de retomar este conteiido ao longo
de sua vivéncia escolar, o que visa gerar uma aprendizagem significativa. Seguindo
a mesma ideia, exercicios contextualizados buscam aproximar o que o estudante esta
aprendendo em sala de aula da realidade, mostrando que a Matemética é aplicivel em
muitos aspectos da vida cotidiana. Por fim, exercicios selecionados de acordo com as

propostas dos livros didaticos buscam assegurar que o aluno desenvolva suas habilidades
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e competéncias, a medida que ele pode verificar o que estudou e quais conhecimentos
precisa aprofundar ainda.

Mas nao sao apenas os livros didaticos que podem fornecer uma 1til ferramenta para
o docente em sala de aula. Com as novas tecnologias digitais cada vez mais presentes
em todos os aspectos da vida cotidiana, estas podem se tornar ferramentas para uso

em sala de aula. O capitulo seguinte abordara este assunto.






4 Uma proposta usando recursos

multimidias

E indiscutivel a presenca constante de computadores nas mais variadas areas de
pesquisa e conhecimento. Qutrora restrito a poucos, nos tultimos anos presenciou-
se a expansao das tecnologias a todos. Na atual sociedade, ¢ muito comum que os
alunos tenham (e tragam a escola) aparelhos como telefones celulares (muitas vezes do
tipo smartphone), tablets ou mesmo notebooks. Pela legislagdo vigente, o uso de tais
aparelhos (em especial os aparelhos celulares) é restrito durante as aulas. Inegavel,
contudo, ¢ o fato de que tais itens chamam a atencao dos alunos, trazendo atencao a
quanto estes sao interessados em tecnologias digitais.

O professor, por outro lado, tem a tendéncia de continuar a utilizar-se dos meios
anteriormente concebidos para a realizacao do seu trabalho, digam-se a lousa e o giz.
Nao se trata de modificar ou invalidar as concepcoes de ensino-aprendizagem propos-
tas, pelo contrario, aqui apresenta-se uma proposta para incorporar contetidos digitais
as aulas, buscando motivar o aluno ao inserir tecnologias no contexto da sala de aula.
Tal atitude é justificivel, tendo em vista as tecnologias existentes, bem como o acesso
as mesmas nas salas de informética ou por meio de projetores (conectados a um com-
putador) na sala de aula.

Muitas sao as possibilidades para se incorporar as tecnologias a aula. Mesmo pro-
curando em quaisquer sites de busca na Internet é possivel encontrar uma variedade
de atividades a serem realizadas em aula. Muitos docentes, inclusive, tem criado suas
paginas pessoais de Internet expondo suas experiéncias com tais atividades, a fim de
ajudar e motivar outros a fazerem o mesmo.

O site m3.ime.unicamp.br contém a colecao M3 Mateméatica Multimidia, com re-
cursos educacionais multimidia para uso em aula (sua tela inicial é mostrada na Figura
4.1). Tais recursos foram desenvolvidos pela Unicamp com incentivo federal. O site
contém mais de 350 recursos educacionais digitais, entre videos, dudios, experimentos
e softwares. A distribuicao nao comercial é livre, uma vez que os recursos estao sob
uma licenca Creative Commons.

J& na péagina inicial do site é possivel procurar por recursos educacionais, navegar

pelas midias existentes (experimentos, videos, softwares e dudios) ou pelos temas: ana-
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T — @ &
Recursos educacionais multimidia para - g
a matematica do ensino médio. ot uNICAMB

Inicio Recursos educacionais Justificativa pedagogica Historico Colaboradores E

Esse & o portal principal da cole¢ao M? Matematica

Multimidia, gue contém recursos educacionais Encontre 05s recursos certos Para sua aU-la
multimidia em formatos digitais desenvolvidos pela

Unicamp com financiamento do FNDE, SED, MCT e MEC Procure algum termo (tema, conteiido, etc.)

para o Ensino Médio de Matemética no Brasil.

Sdo mais de 350 recursos educacionais no formato

de videos, audios, softwares e experimentos, que estdo o
g i j # i Ou navegue pelas midias
licenciados sob uma licenga Creative Commons - é i 5 o
i : iy G experimentos, videos, softwares ou dudios.
permitido copiar, distribuir, exibir, executara obra e

criar obras derivadas, mas ndo é permitido o uso
. : : : : ou pelos temas
comercial ou o relicenciamento sobre uma licenga mais el » ) ) . _
i anélise de dados e probabilidade, geometria e medidas ou nimeros e fungdes.
restritiva.

Figura 4.1: Tela inicial do site m3.ime.unicamp.br.

lise de dados e probabilidade, geometria e medidas ou ntimeros e fungoes. No presente
trabalho sera utilizado o recurso educacional “Corrida no lago” para motivar o estudo
da circunferéncia e assuntos relacionados. Neste aspecto, pode-se dizer que a proposta
deste texto difere da proposta do software, que pretende usar os conhecimentos ja

adquiridos pelos alunos para resolver um problema de otimizacao.

4.1 Objetivos da proposta

Como descrito anteriormente, muitos contetdos envolvendo o estudo da circunfe-
réncia sao vistos no Ensino Fundamental e Médio. Um destes contetidos envolve a
medicao de angulos em radianos. No Ensino Fundamental o aluno ja teve contato com
os conceitos de comprimento da circunferéncia e angulos (medidos em graus). Como
é possivel observar nos livros didaticos e demais materiais de referéncia, o estudo da
medida dos angulos em radianos é proposto como tema no Ensino Médio, em geral no
inicio do segundo ano. Por exemplo, o Caderno do Aluno, volume 1, destinado ao 2°
ano do Ensino Médio, traz em sua Situacao de Aprendizagem 2 o tema A periodicidade
e 0 modelo da circunferéncia trigonométrica, sendo que o conceito de radianos aparece
em especial a partir do exercicio 13. Nos livros didaticos também ¢ comum o estudo de
angulos em radianos ser trabalhado em conjunto com a circunferéncia trigonométrica,
no inicio do segundo ano do Ensino Médio.

O recurso educacional (software) apresentado na sequéncia tem por objetivo relem-
brar ao aluno os conceitos ja aprendidos no Ensino Fundamental sobre a circunferéncia,
e apresentar a ideia de dngulos medidos em radianos. Por envolver conceitos simples

da disciplina de Fisica e algumas nogoes de graficos de funcdes, um bom momento
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para ser utilizado ¢ no inicio do segundo ano do Ensino Médio, possibilitando também
um trabalho em conjunto com a disciplina de Fisica, cujas nogoes sao necessarias a

realizagao da atividade.

4.2 Descricao do recurso educacional: software “Cor-

rida no lago”

Utilizando o site anteriormente citado, apos verificacao de diversos recursos dis-

poniveis, o escolhido foi o jogo “Corrida no Lago™

. Na Figura 4.2 podemos notar as
caracteristicas do software, conforme apresentadas no site. Observe-se que o objetivo
do software é utilizar conceitos ja adquiridos para resolver um problema de otimizacao.
Ao longo do texto, porém, sera apresentado o software como recurso para retomar o
estudo da circunferéncia, com a finalidade de motivar o calculo dos angulos medidos

em radianos.

Corrida no Lago e
SOFTWARE @

Utilizar conhecimentos de Fungdes, Conteddos
Geometria Plana e Fisica para « FiSICA
resolver um problema de = OTIMIZAGAQ
otimizagdo. « GEOMETRIA PLANA
« FUNCOES
« CINEMATICA
« CORRIDA

= SOFTWARE EDUCACIONAL

Objetivos

1. Utilizar conhecimentos de
Fun¢oes, Geometria Plana e
Fisica para resolver um

problema de otimizacao

Figura 4.2: Bloco inicial contendo informagoes do software.

10s créditos cabem ao autor do recurso: Leonardo Barichello [16].



62 Uma proposta usando recursos multimidias

Clicando no titulo da atividade “Corrida no lago”, encontramos a tela de informacoes
iniciais contemplando o guia do professor e o link para a atividade. Clicando no link

para a atividade, encontramos a tela mostrada na Figura 4.3.
Corrida no Lago

Sera que a matematica pode te ajudar em uma corrida
em um lago, na qual os competidores podem contorna-
lo correndo ou atravessa-lo a nado? Neste software,
voce vera que sim: basta juntar geometria plana,
fungdes e um pouco de fisica.

Iniciar software

Figura 4.3: Péagina inicial da atividade “Corrida no lago”.

No mesmo site é possivel encontrar informacgoes para o desenvolvimento da ativi-
dade no Guia do Professor. Segundo o Guia do Professor e a apresentacao inicial ao
aluno, o software propoe um problema de otimizagao baseado em uma corrida em um
lago circular com raio igual a 50 metros. Cada competidor podera escolher como rea-
lizara o trajeto de um lado a outro diametralmente oposto: apenas correndo, apenas
nadando, ou correndo até certo ponto (definido em graus, a partir da largada) e depois
nadando. O software se mostra bastante completo no que diz respeito aos conteidos,
pois envolve Geometria Plana, problemas de otimizacao, funcoes e analise de grafi-
cos, bem como conceitos bésicos de Fisica. O objetivo é encontrar a melhor solucao
para chegar ao ponto diametralmente oposto do lago, sendo, portanto, um problema
de otimizacao. Segundo o Guia do Professor, a recomendacao é que a atividade seja
realizada em duplas, por um periodo de duas aulas.

Clicando em “Inicar software”, ap6s uma breve introducao, o aluno podera escolher
a atividade em que deseja comecar pelo “Mapa de atividades”, como mostrado nas Fi-
guras 4.4, 4.7 e 4.9. Na primeira atividade, serao realizadas simulacoes simples, onde
ele podera “treinar sua intuicao” sobre o que acontece para cada angulo de salto esco-
lhido, compreendendo como a disputa funciona e levantando suas primeiras hipoteses.
Na segunda atividade o aluno encontrard uma proposta para algebrizar o problema,
podendo escolher os valores para as velocidades dos competidores, e descobrir qual é
a melhor estratégia para vencer. Na terceira atividade é feita a andlise da estratégia
vencedora, generalizando os resultados anteriores e possibilitando a experimentacao do
mesmo a partir da analise de gréaficos gerados pelo software, com os dados de entrada
escolhidos pelos alunos.

E importante observar que o professor podera utilizar com seus alunos apenas uma

atividade se desejar contemplar um aspecto tnico do software, como por exemplo é o
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caso do grafico da funcao, analisado na Atividade 3. Contudo, para uma melhor com-
preensao do estudante, bem como desenvolvimento completo da atividade, é altamente
recomendavel que todas as atividades sejam feitas com atencao.

Selecionando o ntmero 1, e clicando em “Fazer atividade” o estudante é levado a
pagina da primeira atividade, onde encontrara as regras para a atividade, instrucoes e

trés questoes a serem respondidas com uso do software dinamico presente na paginaZ.

4.2.1 Atividade 1: Primeiras simulacoes

AN

Primeiras simulacdes
Mesta atividade, vocé podera simular tal corrida para

diferentes competidores, elaborando, assim, suas
primeiras hipoteses sobre o problema.

Vocé ainda ndo comegou esta atividade.

Fazer atividade

Figura 4.4: Mapa de atividades: primeiras simulacoes.

O quadro inicial da Atividade 1 (parte 1) apresenta as regras da corrida, enfatizando
que os competidores possuem o mesmo desempenho, ou seja, as velocidades quando
correndo sao as mesmas para os dois competidores, bem como as velocidades nadando.
Os competidores terdo a opgao de correr em volta do lago circular (de raio 50 metros)
e entao nadar a partir do ponto que saltarem. Ambos iniciam em terra e podem saltar
no lago a qualquer momento, terminando o percurso nadando. O objetivo é encontrar
o melhor momento para saltar no lago e terminar a competicao nadando, sendo que o
salto no angulo 0° indica realizar todo o percurso nadando, e o salto no angulo 180°
indica realizar todo o percurso correndo. Como é bastante usual, vence o competidor
que chegar antes ao destino, ou seja, procura-se o menor tempo possivel.

Ao estudante é indicado que neste primeiro momento os dois competidores correm
a 10 m/s e nadam a 2 m/s. Com ajuda do recurso presente na pagina, o estudante é
convidado é realizar simulagoes, conforme mostrado na Figura 4.5.a, onde o angulo «

se refere ao ponto em que o competidor A salta para a agua, e o angulo  ao ponto

20 software requer o Java instalado no computador, pois trata-se de um programa desenvolvido no
Geogebra. Além disso, em determinados sistemas operacionais, como ocorre no Windows 10, o usuario
precisaré utilizar um navegador de Internet compativel com o Java e fazer confirmagoes adicionais em
janelas de sistema.
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em que o competidor B salta (Angulos em graus). A Figura 4.5.b mostra a situagdo no

caso do competidor A, exemplificando o angulo « e o percurso por terra e nadando em

destaque.
i Salta para
nadar
EA
X o Eit | I Inicio
ing'.l\c o l:l = Largada!

(a) (b)

Figura 4.5: Recurso para a realizacao da primeira atividade.

Ao realizar as simulacoes, o aluno também deve responder as trés questoes propos-
tas, indicando quem é o vencedor para cada caso. Ao final, a pagina traz a indagacao:
“Voceé ja tem alguma hipotese sobre a melhor estratégia nessa disputa?’. Se tiver res-
pondido corretamente as trés questoes, o aluno poderd continuar a atividade, caso
contrario, serd convidado a responder novamente a questao que errou.

Seguindo para a parte 2 da Atividade 1, o aluno deve escolher as velocidades que
deseja usar para os competidores correndo e nadando. A velocidade correndo é a
mesma para os competidores A e B, e o mesmo acontece com a velocidade nadando.
Inicialmente é feita a observacao de que os valores utilizados para as velocidades na
parte anterior sao préximos das velocidades de corredores e nadadores olimpicos, por-
tanto espera-se que os alunos indiquem velocidades menores que essas. Ao escolher
as velocidades, o aluno deve responder a questao 4, realizando cinco disputas entre
os competidores, escolhendo os angulos em que devem saltar na agua, por meio do
mesmo recurso ilustrado na Figura 4.5. Durante a realizacao da disputa, é construida
automaticamente uma tabela comparativa dos valores de salto dos competidores e do
vencedor, como ilustrado na Figura 4.6.

Durante essa primeira atividade o aluno tem a oportunidade de exercitar seu racio-
cinio l6gico dedutivo, por meio de testes e simulagoes. Do ponto de vista matemaético,
ele precisa utilizar as ideias de angulo central para determinar o angulo em que o
competidor ird saltar e comecar a nadar. Na atividade seguinte a parte matemética

aparece com maior énfase. A primeira atividade se encerra com a questao: “Para essas
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Questdo 4

Agora, simule pelo menos 5 disputas, no quadro
ao lado, com as velocidades definidas acima. Os
resultados ficardo registrados na tabela abaixo.

o (Competidor A) | B (Competidor B)

0.00° 180.00° E
45.00° 135.00° B
90.00° 90.00° Empate
135.00° 45.00° A
180.00° 0.00° A

v Corrigir item

Figura 4.6: Atividade 1, questdao 4: um exemplo da realizacao de cinco simulagoes.

velocidades, vocé conseguiu encontrar a melhor estratégia?”.

4.2.2 Atividade 2: Resolvendo o problema

Resolvendo o problema
Nesta atividade, vocé usara conceitos de matematica

e de fisica para encontrar a estratégia vencedora
nesse tipo de disputa.

Vocé ainda ndo comecou esta atividade, mas é
recomendavel que vocé faca primeiro a

atividade 1.

Figura 4.7: Mapa de atividades: resolvendo o problema.

O objetivo da atividade 2 envolve algebrizar o problema para valores de velocidades
escolhidos pelos aluno e, entao, descobrir qual a melhor estratégia para vencer. Além
disso, nesta atividade os alunos devem encontrar uma funcao do tempo total em termos
do angulo em que o competidor salta para a agua.

No software ha perguntas para cada etapa da algebrizacao, de modo que esta possa
ser confirmada até a elaboracao do resultado. Além disso, ha recursos visuais mos-
trando os elementos geométricos envolvidos, bem como “dicas” para os estudantes
resolverem as questoes propostas. Para a realizacao da atividade o professor deve

introduzir os conceitos envolvidos em medida de angulos em radianos, uma vez que o
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aluno precisa responder algumas questoes que envolvem tal conceito. O contetido pode
ser apresentado diretamente pelo professor, ou com uso do material didatico disponi-
vel (Caderno do Aluno e livro didatico). O Guia do Professor traz o desenvolvimento
algébrico esperado. Contudo, o desenvolvimento apresentado a seguir é do ponto de
vista do aluno.

A primeira questao indaga sobre a medida do arco Dy em funcao do angulo z, dado
agora em radianos, conforme mostra a Figura 4.8.a. Conforme a definicao proposta na
maior parte dos livros didaticos: a medida angular do arco € igual a medida do dngulo
central correspondente. Agora o comprimento do arco Dp pode ser encontrado por
uma simples regra de trés, lembrando que o comprimento da circunferéncia ¢ dado por

C = 27R, onde R é o raio. Entao resolvemos a seguinte “regra de trés”:
b

Angulo Comprimento
2m 2rR
Xz DT

Logo, Dr = %% = zR. Tomando R = 50m temos Dt = 50x.

Raio do lago = 50m Raio do lago = 50m

& x

| Chegada

O \
\

A % Q”Qmo ~

(a) (b)

Largada

)
*e

Ralo do lago = 50m.

(c) (d)
Figura 4.8: Atividade 2, parte 1: resolvendo o problema.

J4 a segunda questdo indaga sobre o valor do angulo indicado na Figura 4.8.b. E



Descri¢ao do recurso educacional: software “Corrida no lago” 67

evidente que se trata do angulo suplementar ao angulo x, portanto seu valor é m — .
Ainda na segunda questao o aluno deve responder a medida da corda D,4, conforme
mostrada na Figura 4.8.c. A dica que aparece se o aluno “errar” a questao é que, com
essa corda, é possivel formar um tridngulo iso6sceles com dois raios do circulo. A situacao
¢ mostrada na Figura 4.8.d. Utilizando os pontos indicados, note-se que o angulo AOC
= m — x, e o triangulo AOC' é isosceles. Tracando uma altura a partir de O, esta
divide o angulo AOC e o segmento AC ao meio, criando dois triangulos retangulos.

Aplicando-se as relagdes trigonométricas para o triangulo OQ A encontra-se:

sen(W;$> —mém—f)o.sen(?r;x)

20

Entao:

C'A = 100.sen (7T ; x)

Do resolvido anteriormente, pode-se notar que o aluno devera lembrar conceitos
de trigonometria, o que ¢ importante para o desenvolvimento geral das atividades do
segundo ano do Ensino Médio, uma vez que os angulos em radianos sao apresentados
em conjunto com o ciclo trigonométrico (ou circunferéncia trigonométrica).

Partindo para a terceira questao, é necessario que o aluno relembre um pouco de
Fisica (ndo mais que o béasico, que é apresentado no tltimo ano do Ensino Fundamental
e trabalhado de modo suficiente no primeiro ano do Ensino Médio):

velocidade média = M
tempo

Visto que a terceira questao envolve encontrar o tempo gasto pelo competidor cor-
rendo e saltando em funcao de x, é mais conveniente utilizar a féormula anterior no

formato?:

distancia

tempo =
P velocidade média

Cabe observar que os valores para a velocidade correndo ou nadando foram pré-
fixados pelo aluno no inicio da atividade, sendo um valor numérico. Chamando de V¢ a
velocidade do competidor correndo, e Vi a velocidade do competidor nadando, tem-se

que 0s tempos gastos sao:

50z __100. sen(”gz)
TC =V e TN = Vn

Prosseguindo para a parte 2 da Atividade 2, é apresentada pelo software a férmula
para o tempo total do percurso, em funcao de x, para o competidor correndo e depois
pulando na agua no angulo = para continuar nadando a partir de entdo (observe que

desde o inicio desta atividade, = estd sendo medido em radianos):

3Nos dois casos, consideramos os denominadores diferentes de zero.
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50x N 100. sen(™5*)
Ve VN

Junto a férmula, é apresentado o grafico da funcao e sao feitas perguntas de inter-

Ttotal =

pretacao do grafico: o maximo da fun¢ao (maior tempo de percurso possivel), o angulo
para esse maior tempo (valor em radianos no grafico, e sua conversao em graus), o
tempo se o competidor optar por apenas nadar ou apenas correr, € 0 menor tempo
possivel do percurso, bem como o momento em que deveria “saltar na agua” para obter
esse tempo.

A conclusao da atividade traz uma pergunta curiosa, levando naturalmente o aluno
a atividade seguinte: “Serd que essa resposta é valida para qualquer situacao, ou seja,

para quaisquer velocidades do competidor?”

4.2.3 Atividade 3: Generalizando o resultado

Generalizando o resultado
Mesta atividade, vocé podera analisar a melhor

estratégia para vencer essa disputa para qualquer
par de velocidades.

Vocé ainda ndo comegou esta atividade, mas é
recomendavel que vocé faca primeiro a

atividade 2.

Figura 4.9: Mapa de atividades: generalizando o resultado.

A atividade 3 do software visa generalizar a solugao apresentada do problema. Nesta
atividade o aluno ird trabalhar com graficos dinamicos. Com base nesses, é possivel
verificar uma diversidade de combinagoes das velocidades (correndo e nadando) e seus
resultados, simplesmente movendo os seletores que determinam a velocidade quando o
competidor estd em terra e em agua, como mostrado na Figura 4.10 e observando o
grafico resultante.

O estudo do grafico e sua interpretacao fisica levam o aluno a compreender a impor-
tancia de uma analise mais profunda do problema. Por exemplo, o aluno ir4 facilmente
notar que os pontos de minimo da fungao obtida ocorrem nos seus extremos (conside-
rando o intervalo do dominio), ou seja, a melhor estratégia de disputa é fazer todo o

caminho correndo ou andando, conforme a velocidade em cada caso.
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segundos S0x 2"EO0sin{T/2-3/2)
TR=gt

g ======cmemcemm———= Velocidade emterra=45
_.—

Welocidade por dgua=1
_.—

radianos

T T T
8] 0.20 o.ya 1.18 2 1.08 2.36 275 ™ .53
-10 1

-20

Figura 4.10: Atividade 3: Simulacdes no grafico “tempo” e “angulo de salto”.

O professor pode “se convencer” deste fato por fazer uma analise mais profunda
da funcao, por exemplo, verificando que no intervalo dado a funcao possui apenas
um ponto critico, e a segunda derivada é sempre negativa (concavidade sempre para
baixo, logo os menores valores ocorrerao em um dos extremos, e nunca no interior do
intervalo). Esta analise, porém, é para a compreensao do professor, uma vez que tais
conteudos nao estao previstos para o Ensino Médio.

A atividade 3, portanto, pode ser considerada “adicional”, ao passo que aprofunda
os conhecimentos desenvolvidos pelos estudantes mais atentos. As questoes propostas
sao apenas duas: a primeira questiona a melhor estratégia se as velocidades em terra
e em Agua sao iguais, enquanto a segunda questiona sobre a velocidade necessaria em
adgua para que os tempos nos casos extremos sejam iguais, dado que a velocidade por
terra é de 3 m/s.

Finalizando a terceira atividade, o aluno deve dar um exemplo (no caderno) de uma
maneira para haver empate entre os competidores quando estes escolhem momentos
diferentes para trocar de meio (o que equivale a encontrar um contra-exemplo para

verificar que a fun¢ao nao é injetora).

4.3 Observacoes adicionais para o professor

Como comentado anteriormente, é possivel fazer uma demonstracao mais aprofun-

dada das caracteristicas do gréifico da funcao “tempo total” por meio de derivadas.
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E fato que a maior parte das turmas de Ensino Médio nao fard o desenvolvimento a

seguir, contudo, aqui é apresentado como resolucao adicional para o professor.
Primeiramente, considere a funcao

50 100. sen(Z==
Tiotar = & + ( 2 )

Ve Vi
Para os casos extremos do intervalo trabalhado temos que:

50-0 100.sen(*=2 100
T;fotal(o) = VC + v ( 2 ) = V_
N N

50 -7 100.sen(Z=Z 507
,—Ttotal(ﬂ-> = + ( 2 )

Ve Vn

Ve
Ainda mais, derivando com relacao a x encontra-se:
d 50  50.cos(5* 1 cos(=
_Ttotal:__#:w __M
dx VC VN VC VN

Como a funcao é diferenciavel, temos que o ponto critico é encontrado tomando
%Ttoml = (. Nesse caso:

-
Vn Ve

T™T—x Vi
2N — v
cos( 5 ) e
& <7T ; x) = arccos (“;—Z)
Vn
Sr=1—2. —
=" arccos (VC)

Dado que o intervalo é [0, 7], entao obtém-se apenas um valor para x quando dados

os valores de Vi e Vi, assim temos apenas um ponto critico. Verificando os intervalos

de crescimento e decrescimento da funcao é possivel concluir se esse ponto critico se
refere a um maximo ou minimo local. De fato:

d 1 cos(%5%)
—Thotas =50 | — — ——2~

Analisando a derivada:
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1 cos(5%)

e v
COS(”Q;‘”) 1
T

COs (W ; :z:) < %

T ; ’ > arccos (%)
—Tx > arccos (%) — g
% < g — arccos (%)

Vi
<m—2 —
r < 7 — 2arccos ( Ve )

Deste modo, a derivada é positiva até o momento descrito pelo ponto critico, sendo

negativa a partir de entao. Entao é possivel concluir que o ponto critico ¢ um ponto
de maximo local. A mesma conclusao é obtida ao se verificar a segunda derivada de

Ttotal:

d? ~ 25.sen(%5F)
dgrittd =TT
A funcao seno é sempre positiva no dominio escolhido, de modo que a segunda

4 Visto a funcdo ser “suave” e seu ponto critico ser um

derivada é sempre negativa.
méaximo local, conclui-se que a funcao ira apresentar seu ponto de minimo em uma das

extremidades, conforme os valores de Tio10:(0) € Thopar ().

4.4 O papel do professor

Na secao anterior foram descritas as caracteristicas do software, mas o modo como
sera utilizado em sala de aula dependera muito do professor. Em seu plano de aula o
professor podera utilizar o recurso como uma introducao ao estudo da circunferéncia no
Ensino Médio para o calculo de angulos em radianos. Nesse caso, o professor utilizaria
o software em conjunto com o material didatico, sempre realizando intervengoes cons-
trutivas a medida que os alunos resolvem as propostas do recurso educacional. Cabe

salientar, porém, que como requisito, os alunos ja devem ter uma nocao de funcoes e

4Lembrando que Vy > 0.
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também de Fisica, visto serem temas que aparecem como auxilio na resolucao do pro-
blema. Desta forma, a atividade proposta é bastante completa, onde o professor podera
verificar quais conteidos, competéncias e habilidades seus alunos ja desenvolveram, e
quais merecem maior atencao nas aulas.

Ainda, ao preparar o contetido para a aula, é importante pensar nas possiveis
dificuldades que os alunos podem encontrar durante o experimento. Possivelmente a
primeira parte serd a mais simples, visto envolver “tentativa e erro”, enquanto a segunda
e terceira partes podem demandar um pouco mais de trabalho por parte do professor
e alunos. Como condutor das aulas, cabe ao professor inferir de modo construtivo ao
verificar as dificuldades dos alunos.

Apesar do uso de um recurso multimidia, nao se exclui o uso da lousa e das anotacoes
no caderno. O professor pode incentivar os alunos a fazerem anotagoes em seus cadernos
ao longo do desenvolvimento da atividade, suas hip6teses e como estas se confirmam ou
como precisam ser revistas. A sugestdo do autor da atividade também leva em conta
possiveis dificuldades, salientando que o trabalho pode ser realizado em duplas, sempre
a critério do professor, de acordo com as dificuldades da turma.

Mas o software apresentado é apenas um, dentre os muitos disponiveis no site, e
mesmo na rede mundial de computadores. Na sequéncia sao apresentados mais algumas

opcoes para o docente ao preparar suas aulas.

4.5 Outras possibilidades para o tema usando o site
M3

No acesso ao site m3.ime.unicamp.br, pesquisando na colecao M? Matematica Mul-
timidia, pelo contetido “circunferéncia” encontramos mais alguns recursos a disposicao
do professor, que podem ser utilizados de acordo com o objetivo da aula e do contetddo
trabalhado. A Tabela 4.1 apresenta alguns dos recursos do site, bem como uma breve
descricao dos mesmos. Além de softwares, também hé recursos em audio, video e ex-
perimentos. Assim, o professor pode avaliar qual ferramenta sera mais produtiva de
acordo com o material disponivel em sua escola e das habilidades desenvolvidas pelos
seus alunos.

Cabe lembrar que de acordo com o contetido a ser trabalhado, é possivel encontrar
muitos outros recursos disponiveis no site. Além disso, em uma busca simples na
Internet é possivel encontrar outras possibilidades para aplicacao em sala de aula.
Lembramos também que todo recurso encontrado na Internet deve ser analisado pelo
professor para posterior aplicacao em sala de aula, levando em conta sua qualidade e
pertinéncia aos contetidos estudados.

Na sequéncia apresentamos um recurso bastante interessante existente no mesmo

site j& citado.
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Tipo Titulo Descricao

Audio Tudo comeca em pizza Donatello e Michelangelo conversam sobre a relagao
do didmetro e a area de um circulo para fazer as

pizzas de seu novo empreendimento.

Audio Inveja dos anéis de Apresenta a resolucao de um problema de geometria
Saturno usando os conteidos de Comprimento da Circunfe-

réncia.
Audio Tamanho da Terra Ptolomeu, Cristévao Colombo e Eratéstenes discu-

tem um dos maiores feitos da ciéncia da Antiguidade:

calcular a circunferéncia da Terra.

Video As aventuras do Apresenta o método de Eratostenes para o calculo
Geodetetive 1: A da. circunferéncia da Terra.

circunferéncia da Terra

Video Medindo a Terra Uma professora explica sobre a universalizacao do

sistema métrico. Para isso faz uso da Geometria.

Experimento| Montanhas geométricas Neste experimento o aluno construiréd diversos poli-
gonos usando papelao e areia. Entao aplicard con-
ceitos basicos de geometria plana e espacial para ela-

borar hipéteses sobre o que observa.

Experimento| Poligonos e circunferéncia | O problema proposto envolve a soma das areas deli-
mitadas por duas figuras geométricas: um poligono
regular e uma circunferéncia. O contetdo trabalhado

inclui o estudo da funcao quadréatica.

Tabela 4.1: Alguns recursos disponiveis no site.

4.5.1 Software: “Geometria do Taxi — Formas Geométricas”

Aqui destacamos outro software: “Geometria do Taxi — Formas Geométricas” [17].
O objetivo deste software é utilizar o sistema de coordenadas cartesianas no plano e
a nocgao de “distancia do taxi” para explorar as formas geométricas de circunferéncia e
circulo na “geometria do taxi”. A Figura 4.11 apresenta a tela inicial do software.

E bastante interessante que nesse software o aluno pode exercitar seu raciocinio por
“sair” das questoes usuais, verificando geometrias com as quais nao esti acostumado.
Por exemplo, a Figura 4.12 apresenta o conceito de circunferéncia na “geometria do

taxi”. A pagina do software explica:

Todos 0s pontos que vocé marcou estao a mesma distancia da casa do amigo.
Estes pontos fazem parte do que podemos considerar, na Geometria do Tdxi,

como uma circunferéncia com centro na casa do amigo.

Perguntas bem elaboradas questionam os alunos sobre a possibilidade de férmulas

gerais na “geometria do taxi™:
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Geometria do Taxi - Formas

Geométricas

S0FTWARE

0 nome “geometria do taxi", como

€ conhecida a geometria aqui

apresentada, vem da associagdoa

Conteildos
GEOMETRIA DO TAX
CIRCUNFERENCIA.

trafegar por ruas. A distdncia entre METRICA
dois pontos no plano cartesiano TAXISTA
com uma malha quadriculada é DISTANCIA
medida pelo ndmero de guadras

CRCULD
percorridas no trajeto de um ponto
ao outro. Nas atividades propostas

Rep Objetivos

o aluno escolhe no mapa as i o
1. Utilizar o sistema de

“esquinas™ onde colocar quatro ;
coordenadas cartesianas no

pontos de referéncia (sua casa, a N o
] plano e a nocdo de dist3ncia do
escola, a casa deum amisgo e a 2
. taxi para explorar as fermas
lanchonete) e & solicitado a Ji ; e
geométricas de circunferéncia

considerar distdncia como o . i .
E L e circulo na geometria do taxi.

nimero minimo de quadras

a serem percorridas para se irde

um ponto a outro (distdncia do

taxi}. Depois & convidado a pensar

no gue corresponde aos conceitos

de circunfer@ncia e circulo na

seometria do taxi.

Figura 4.11: Tela inicial do software: “Geometria do Téaxi — Formas Geométricas”.

Com base nessas observagoes, responda: quantos pontos tém uma circunfe-

réncia de raio R?

o 3R -1
© 2.R + 2
o /R
o R?

Na sequéncia pergunta-se pela “expressao que dé a quantidade de esquinas que
podem ser alcancadas, a partir de um determinado ponto, percorrendo-se uma distancia
menor ou igual a R quadras”. Aqui é apresentado o conceito de circulo na “geometria
do taxi”.

O software é bastante dinamico, e o aluno pode marcar os pontos na tela para

responder as questoes. Como acontece com o software apresentado anteriormente,
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Legenda:

h Casa do amigo - Sua casa [H Escola B8 lanchonete

Figura 4.12: “Geometria do Taxi — Formas Geométricas™ o conceito de circunferéncia.

aqui também se faz uso do caderno para anotacoes ao longo do desenvolvimento das
atividades. E uma ferramenta muito interessante, que pode complementar os estudos
de acordo com a programacao do professor para a turma.

Das ferramentas apresentadas, cabe lembrar que de vital importancia é que os
conteudos matematicos fiquem claros aos estudantes, sendo que estes possibilitem aos
alunos desenvolverem suas habilidades. Portanto, ao escolher a ferramenta de apoio
(software, dudio, video ou experimento), o contetido ndo pode estar excessivamente
além dos conhecimentos ja adquiridos pelos estudantes, uma vez que geraria desin-
teresse. Saber o momento certo da aplicacao da atividade nao é algo que possa ser
determinado em um texto, mas é algo dinamico, sendo que o momento ideal pode di-
ferir mesmo entre duas turmas de um mesmo ano. Assim, cabe ao professor o papel
de mediador, com bom planejamento das aulas, tendo em vista as possibilidades e
dificuldades de cada turma, concluindo com um bom desenvolvimento das atividades,

resultando em conhecimento.






5 Conclusao

Ao longo do texto procurou-se fornecer informagcoes tuteis ao docente, fazendo uso
de ferramentas ao seu alcance para a pratica didatica em sala de aula. Logicamente,
contudo, cada docente ird planejar suas aulas de acordo com sua turma, do tempo
disponivel e das ferramentas que deseja utilizar. Assim, entende-se que a pratica do-
cente nao pode estar limitada a um ou mais textos, uma vez que é dinamica por lidar
com pessoas, estas ultimas em constante transformacgao, movidas pela cultura, pelas
tecnologias, pela midia, entre outros.

Nesse contexto, sem se esquecer do contetido, o professor é o profissional do ensino
que tem o desafio de transmitir seus conhecimentos, tendo como objetivo construir e
desenvolver as habilidades de seus alunos. Para cumprir com tal desafio, o professor
deve ter em mente o que se espera de sua atuacao, cumprindo suas aulas de acordo
com as propostas oficiais, conforme comentadas anteriormente neste texto. Afinal, se
trabalhar de modo independente da sociedade, o professor pode facilmente deixar de
transmitir uma colecao de saberes que futuramente seré cobrado de seus estudantes,
prejudicando-os.

Além de conhecer as propostas oficiais relativas ao ensino, o docente precisa conhe-
cer bem a bibliografia disponivel para suas aulas, fazendo bom uso do livro didatico.
E reconhecida a presenca de muitos materiais de qualidade disponiveis ao professor,
mas estes nao terao nenhum efeito se o professor nao tomar tempo para estuda-los e
programar seu uso. Um método por vezes utilizado é o de comparar diversos materiais,
buscando extrair atividades de todos eles, de modo que se complementem. Ao longo
deste texto foram mostrados diversos materiais de qualidade, que podem contribuir em
muito para o fazer do docente em sala.

Vindo a complementar os anteriores, sem ter a capacidade de substituir quaisquer
um deles, estao as ferramentas digitais, por meio dos muitos sites e jogos didaticos
tao amplamente disponiveis. Cabe observar que muitos destes estao registrados sob
licengas livres, permitindo sua copia e distribuicao (desde que sem fins comerciais).
Durante seu planejamento o professor encontrara sugestoes de ferramentas digitais em
muitas das Colecoes que foram citadas durante o texto. Outros objetos digitais podem
ser encontrados em uma pesquisa na Internet. Como salientado, os objetos digitais nao

tém a finalidade de substituir as demais ferramentas de ensino, mas devem ser bem

7
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articulados pelo professor de modo a complementa-los.

Em seu planejamento antecipado, o professor encontrard outros temas que nao
foram abordados neste texto, como a realidade de cada aluno em sua sala de aula e
na comunidade, as habilidades desenvolvidas anteriormente pelos alunos, o interesse
(ou a falta deste) por parte dos alunos, entre outros. Na realidade, cada tema alistado
anteriormente tem o potencial para a escrita de um texto exclusivo, tao abrangentes que
sao. Entendendo que este texto nao esgota as possibilidades em sala de aula, cabe ao
docente explorar possibilidades na formulacao e execucao das aulas, por vezes errando
e sentindo a frustracao resultante, por vezes acertando, e sentindo grande alegria e

satisfacao por ensinar: compartilhar seus saberes!



A Comprimento de uma
circunferéncia, de um arco e de uma

corda

Neste Apéndice A apresentamos alguns resultados que foram utilizados ao longo do

texto.

Teorema A.l. Seja uma circunferéncia de centro em O e raio r. Entao o perimetro,

ou comprimento C desta circunferéncia é dado por: C = 27r.
A demonstracdo aparece no Apéndice B, utilizando ferramentas de Célculo.

Corolario A.1. Seja uma circunferéncia de centro em O e raio r. O comprimento de

um arco cujo dngulo central vale 0 (radianos) é dado por Or.

Demonstracao: Pelo resultado do Teorema A.1, temos que o comprimento de uma
circunferéncia de centro O e raio r vale 2rr. Tomando-se um arco cujo angulo central
vale 0 radianos e usando o conceito de proporcionalidade, sendo o comprimento do

arco, temos que:

Angulo Comprimento
2T 27r
0 x
Entao,
2mrl
xr = = x =0r.
2T

Teorema A.2. Em uma circunferéncia de centro O e raio r, o comprimento C. de

uma corda delimitada por um dngulo central 0 € dado por:

0
C. = 2rsen <§>
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LS

Figura A.1: Demonstracao do Teorema A.2.

Demonstracao: Seja I' uma circunferéncia de centro em O e raio r. Tomando-se
dois pontos sobre a circunferéncia, digamos A e B, temos a corda AB. Como é possivel
verificar na Figura A.1, o tridngulo ABO é is6sceles, de base AB. Assim, o ponto médio
de AB constitui a altura do triangulo, dividindo-o em dois triangulos retangulos. Seja
M tal ponto médio. A altura também dividiu o angulo central 6 em dois angulos iguais

a g. Aplicando os conceitos de trigonometria:
0 AM
sen | = | = —
2 r

mzr-sen<g)

Como M é ponto médio de AM, é imediato que AB = 2AM. Deste modo:

0
C.=2r-sen (5) )



B O estudo da circunferéncia por

meio do Calculo Diferencial e Integral

E apresentado a seguir como o conceito de comprimento de curva é abordado no
Ensino Superior, sendo este topico de grande importancia na formacgao do professor,
apesar de tal conceito nao ser apresentado desta maneira no Ensino Fundamental ou
Médio.

Figura B.1: Aproximagao por um poligono.

Tratando o problema de forma geral, consideramos uma curva C' definida pela
equacao y = f(x) , onde f é continua em um intervalo a < z < b. Seja P uma particao
de [a,b] dada por a = xy < 1 < 9 < ... < x, = b. E denotaremos por P;(z;, f(z;)) os
pontos do grafico de f relativos a particdo P. Unindo cada P;,_; a P; por um segmento
de comprimento |P;_; P;| temos que o comprimento L da curva C' é aproximadamente
o mesmo da poligonal com vértices Py, P, ..., P, e a aproximacao fica melhor quando
n aumenta. Portanto, pode-se definir o comprimento L da curva C' com a equacao
y = f(z), a < x < b, como o limite dos comprimentos desses poligonos inscritos (se o

limite existir):

L= lim le |Pi_1P)
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82 O estudo da circunferéncia por meio do Célculo Diferencial e Integral

A definicdo dada pela equacao anterior nao é muito pratica, mas é possivel obter
uma formula integral para L no caso onde f tem derivada continua (geralmente f
é entao chamada de funcao suave, onde uma pequena mudanca em z produz uma
pequena mudanga em f'(x)).

Tomando Ay; = y; — y;_1, entao

|Pi1 Pyl = \/(% — 2 1)+ (Y — Yi1)? = \/(Ax)2 + (Ay;)?

Aplicando o Teorema do Valor Médio para f no intervalo [x;_1, z;], observa-se que

existe um ntimero z; entre x;_; e x; tal que

f@i) = flzica) = f/(@7) (2 — 2i1)
Ay; = f'(z])Ax

Assim,

PsPl = (Bl + (Byi)
— VB + [P AT
= VIF @R A

Retomando a definicao inicial:

L= Jim 3 1PaPl = lim 30 VIH PGP Ar

Entao, usando a defini¢ao de integral definida, temos:

L_/ VI @) Pda

Observe que essa integral existe porque a funcdo g(z) = /1 + [f'()]? é continua.
Portanto, a formula do comprimento de arco para a curva y = f(z), se [’ for

continua em [a, b] é dado por

L= / V14 [f(x)]2de.

De posse dessa formula, é possivel calcular o comprimento da circunferéncia. E
conhecido que uma circunferéncia com centro na origem e raio r é gerada pela equacgao
2% + y?> = r?. Como ela é simétrica em relacdo aos eixos, entdo o comprimento total
da circunferéncia é quatro vezes o comprimento do grafico pertencente ao primeiro
quadrante. Nesse caso: y = /72 — z2. Entao:

-9 —
f@) = VT > o) = s = s
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Assim:

- / VIt @) P

[ ()

Resolvendo a integral indefinida:
_ x2 22
/\/1+ —a:z dx—/\/ —:c2 2_562)611'
—x% + a2 1
72 dx—/ —x2 7‘/ T’Q—ZL‘de

Substituindo: & = rsenf e dr = r cos 0df), onde 0 esta no intervalo [0, 7], obtém-se:

r cos 0df r cos 0df r cos 0df

L=r =T =7r [ ———
\/r? — (rsenf)? /r?(1 —sen?0) 7 cos

:r/d0:T0+C:r-arcsenE—l—C,
r

pois x = rsené.
Tomando-se os limites de integragao, temos:

T T

r 0
L= |:7“ - arcsen —:| = |:’I“ - arcsen —:| — |:7" - arcsen —1 =
r r

rio

[r-arcsen 1] — [r - arcsen 0] = L = Tg.

Lembre-se aqui que o comprimento encontrado se refere apenas ao primeiro qua-

drante. Denotando o comprimento total da circunferéncia por Ly temos:

Lr=4-L = Ly =2nrr.

Também é possivel encontrar a area da circunferéncia usando ferramentas do Cal-
culo. Novamente, tomando uma circunferéncia com centro na origem e raio r, gerada
pela equaciao 22 + y? = 72, toma-se a funcdo y = v/r? — 22. Como a circunferéncia é
simétrica em relacao aos eixos, entao a area total da circunferéncia é quatro vezes a
area do grafico pertencente ao primeiro quadrante, dada por y = v/r2 — 22, no inter-
valo [0,7]. Como salientado por Guidorizzi [18|, definimos a &rea entre o grafico e o
eixo z como sendo a integral fabf(m)dm no caso em que f(x) é uma fungao integravel
qualquer, com f(z) > 0 em [a, b]. Entdo, a area de um quarto da circunferéncia é dada

por:
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A :/ Vr? — z2dx
0

Calculando a integral indefinida anterior, substituindo z = rsenf e dx = r cos 6d#,

us
72

/\/r2—(rsen9)2-rc089d9—/r\/l—sen29-rcosed9

onde 6 esta no intevalo [0, 5], obtém-se:

= /7’2\/ cos? 6 - cos 0df = /r2 cos? 6df = r? / cos? db

Para resolver esta tltima integral usamos as identidades:

cos(2a) = cos® a — sen® o
sen?a + cos®> a = 1,

temos

cos(2a) = cos® a — (1 — cos* @) = 2cos® o — 1.

Isolando cos? o temos:
2., 1 N cos(2a)
cos’a = =
2 2

Retomando a integral anterior, temos:

1 20 0 20
7“2/00520616’:7"2/54_&2)619:7,2 (§+Seni )>

Colocando os limites de integracao na transformacao temos que a integral esta no

T

, 5]. Assim, a drea calculada sera:

e IO )
o[ (3= ()]

Multiplicando o resultado para os quatro quadrantes, chega-se a resposta esperada:

7T7”2.

intervalo [0

V]

A resposta esperada confirma os métodos anteriores utilizados e amplia os conhe-

cimentos do professor.
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