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“Algo s6 é impossivel até que alguém

duvide e prove ao contrario.”

(Albert Einstein)



RESUMO

O Maximo Divisor Comum (MDC) e o Minimo Multiplo Comum (MMC) séo assuntos
da teoria dos niumeros com diversas aplica¢cdes que podem nos ajudar a solucionar
problemas do nosso cotidiano. O propdsito deste trabalho é fazer uma abordagem
destes conteudos partindo de conceitos mais bésicos, que sdo ensinados no ensino
fundamental da educagdo béasica, bem como, fundamentacdes teodricas mais
elaboradas vistas no ensino superior. Para isto, é feita uma revisdo sobre a
divisibilidade e a divisdo euclidiana. Em seguida, aborda-se o maximo divisor comum
€ 0 minimo multiplo comum nos inteiros. Finalmente, conclui-se com o estudo do
dominio euclideano e a existéncia do maximo divisor comum entre dois elementos.
Para ilustrar a relevancia de tais conceitos, varios exemplos de aplicacdes dos

mesmos sao apresentados neste trabalho.

Palavras-chave: Maximo divisor comum. Minimo mdultiplo comum. Dominio
euclideano.



ABSTRACT

The Greatest Common Divisor (GCD) and The Least Common Multiple (LCM) are
subjects of number theory with various applications that can help us solve our daily
problems. The aim of this work is making an approach about these contents, starting
from the most basic concepts that are taught in elementary school of basic
education, as well as, theoretical foundations that are seen in higher education. In
order to do that, first it is done a review of divisibility and Euclidean division. Then, it
addresses the greatest common divisor and least common multiple in whole. Finally,
with the study of Euclidean domain and the existence of the greatest common
divisor. In order to illustrate the relevance of such concepts, several examples of

applications are presented in this work.

Keywords: Great common divisor. Least common multiple. Euclidean domain.
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1 INTRODUCAO

Existe uma frase no livro Didatica da Matematica do professor de
matematica Roland Charnay que diz: "O aluno deve ser capaz ndo so de repetir ou
refazer, mas também de ressignificar diante de novas situa¢cdes, adaptando e
transferindo seus conhecimentos para resolver desafios". Esse pensamento vem
transmitir o que seria ideal para a aprendizagem dos nossos alunos, mas
infelizmente a realidade encontrada nas salas de aulas € um pouco diferente, pois,
muitas vezes notamos que eles aprendem 0 processo, mas nao conseguem
entender o significado que existe por tras dele.

Uma situacdo que exemplifica claramente este fato é o ensino de Maximo
Divisor Comum (MDC) e de Minimo Mdltiplo Comum (MMC) na educacédo bésica,
principalmente no ensino fundamental, pois pouco se fala sobre o que eles
significam e suas aplicacdes.

Embora os conceitos de Maximo Divisor Comum e de Minimo Mdultiplo
Comum aparecam em varios resultados tedricos e na resolucdo de problemas,
principalmente, para o Conjunto dos Numeros Naturais no Ensino Fundamental e
Médio, e seguidamente, para os NUmeros Inteiros no Ensino Superior, sua aplicagao
mais comum no ensino basico € no célculo com fragdes ordinédrias, isto &, ao
simplificar fracdes é que os textos didaticos usam o MDC e para comparar, somar ou
subtrair fragbes, que aparece o MMC.

Os PCNs deixa bem claro sua posigcédo sobre o ensino desses assuntos

na educacéo bésica:

“ ... Conceitos como os de multiplo e divisor de um ndmero natural ou o
conceito de ndmero primo podem ser abordados neste ciclo como uma
ampliacdo do campo multiplicativo, que ja vinha sendo construido nos ciclos
anteriores, e ndo como assunto novo, desvinculado dos demais. Além disso,
€ importante que tal trabalho ndo se resuma a apresentacdo de diferentes
técnicas ou de dispositivos praticos que permitem ao aluno encontrar,
mecanicamente, 0 minimo multiplo comum e maximo divisor comum sem
compreender as situacdes-problema que esses conceitos permitem
resolver.” (PCNs, Terceiro e Quarto Ciclos do Ensino Fundamental -
Matematica, 2a Parte, Conteldos propostos para o ensino de Matematica
no terceiro ciclo, p. 66).

Talvez, a forma de transmitir esses assuntos, sem dar muito sentido ao

que se esta fazendo, venha do fato dos professores de matematica nao possuirem
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um conhecimento mais amplo dos mesmos e assim faltam recursos para que sejam
ensinados de outras formas.

Neste sentido, esse trabalho objetiva elaborar um material que venha
fazer uma abordagem mais abrangente sobre MDC e MMC e que sirva de apoio
aos professores para que possam compreender melhor o contetdo. Esta pesquisa
trata tanto de resultados mais simples, que sdo demonstrados nos livros didaticos
do fundamental quanto das proposi¢fes, propriedades e exercicios mais elaborados
que sdo Vvistos no ensino superior e com isso, mostrar que sua utilidade vai muito
além de servir como ferramenta para trabalhar com fragfes ordinarias.

No segundo capitulo fazemos uma revisdo de assuntos importantes da
teoria dos numeros para que possamos ter um melhor entendimento dos conceitos
de MDC e de MMC. Discorremos sobre divisibilidade nos numeros inteiros
apresentando suas definicbes e aplicagbes, em seguida, tratamos da divisdo
euclidiana.

Ja no terceiro e quarto capitulos, mostramos as principais defini¢cdes,
teoremas e proposi¢des que fundamentam os conceitos de MDC e MMC no conjunto
dos Inteiros, onde utilizamos o Algoritmo de Euclides como uma das principais
ferramentas para o calculo do MDC. Também apresentamos alguns exemplos de
aplicagbes desta fundamentacdo tedrica, bem como, os principais métodos
utilizados pelos professores do ensino basico para a obtengdo do MDC e do MMC
nos numeros naturais. Finalizamos com uma demonstragdo de métodos geométricos
apresentado na Revista do Professor de Matematica para o calculo do MDC e do
MMC.

E por fim, no ultimo capitulo estudamos os dominios e que através dos

quais analisamos a condi¢do de existéncia do MDC para outras classes de numeros.
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2 REVISAO DE TOPICOS DA TEORIA DOS NUMEROS.

Nesse capitulo abordamos a divisibilidade e a divisdo euclidiana visando
maior embasamento para o estudo do maximo divisor comum e do minimo mdultiplo

comum.
2.1 DIVISIBILIDADE NOS INTEIROS

Definicao 2.1.1 Dados dois numeros inteiros a e b, diremos que a divide b,
escrevendo a| b, quando existir um numero inteiro c tal que b = c-a. Neste caso,
diremos também que a € um divisor ou um fator de b ou, ainda, que b € um multiplo

de a. Quando a n&o dividir b, representamos esse fato por a /b.

Exemplo 2.1.1: 3|6, pois 6 = 2:3, temos também 5| 0, pois 0 = 0-5, mas 7 /10 pois

ndo existe nenhum ndmero inteiro tal que aconteca a igualdade 10 = c-7.

Proposicédo: 2.1.1 Sejam a, b, c € Z. Tem-se que:

i) 1|a,alaealo.
i) Sealbeb|c, entdoalc.
Demonstragéao:

i) As provas decorrem das seguintes igualdades; a = a-1, a = 1-a e 0 = a.0,
respectivamente.
i) Se a|b e b|c implica que existem r e s € Z tais que b = r-a e ¢ = s-b, com isso

teremos: ¢ =s'b =s-(r-a) = (s'r)-a, o que mostra que a| C.
Proposigéo 2.1.2. Se a, b, ¢, d € Z, entdo: a| b e ¢|d = ac| b-d.
Demonstragéo: Se a| be c| d, entdo existemr, s € Z tais que, que b =r-aed = s-c.

Logo, b-d = (r-a)-(s-c) = (r-s)-(a-c) o que nos mostra que a-c| b-d.

Proposigéo 2.1.3. Sejama, b, c €Z e ¢ # 0. Entdo ac|bc & a|b.

Demonstragéao:
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(=) Seja a-c| b-c entédo existe um s € N tal que b-c =s-a-c, logo b-c = s-a-c = 0 logo
c(b-s-a)=0.

Como ¢ # 0, temos que b —s-a=0entdo b =s-a e logo a| b.

(&) Vamos agora supor que a| b entéo existe umt € Z tal que b = t-a. Parac € Z
temos que b-c =t-a-c de onde a-c | b-c.

Portanto, a-c|b-c a|b.

Proposicéo 2.1.4. Sejam a, b, c € Z, tais que a | (b  ¢c). Entdo a| b < a|c.

Demonstragéao:

Suponhamos que a | (b +c). Comisso, deve exister e Z tal que b + ¢ = r-a.

(=) Se a | b, temos que existe s € Z tal que b = s-a. Agrupando as duas igualdades,
teremos que s-a+ c=r-a. Issoacarretac=ra-s-a= (r-s)-a.Portanto a| C.

Agora suponha que a| (b - c), logo existe um inteiro n tal que b — ¢ = n-a.

(&) Se a| c entdo existira outro inteiro m tal que ¢ = m-a. Ao substituir a segunda
igualdade na primeira temos que b - m-a = n-a, logo b = m-a + n-a = (m + n)a.

Portanto a| b.

Proposicdo 2.1.5 Sejam a, b, ¢ € Z, tais que a| be a|c, entéo a| (xb + yc), para

todox,y € Z.

Demonstracgdo: Se a |b e a|c, entdo existemre s € Z, taisque b=raec = s-a,

entdo x-b +y-c = x-(r-a) + y-(s-a) = (x-r)-a + (y-s)-a = (xr +y-s)-a, logo a| (x-b + y-c).

— 545362

Exemplo 2.1.2: Prove que o nimero N - 7 ndo é divisivel por 5.

Solug&o: Suponha que N é divisivel por 5, entdo temos que 5*°% -

7 = 545362

7 = 5¢. Logo,

- 5q, ou seja, 7 é divisivel por 5, 0 que é um absurdo. Portanto 5%%% - 7

néo é divisivel por 5.

Proposicéo 2.1.6: Sejam a e b inteiros ndo nulos,sea|beb|a, entdoa==Db.
Demonstragdo: Como a | b e b | a, existem p e q inteiros tais que:

b=a-pea=b-q.
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Assim,a=(a-p)-q,ouseja,a=a-(p-q), isso implica que a(pg—1) =0,

entéo temos que p-q =1, ou seja, p = g = +1. Portanto, a = tb.

Observacédo 2.1.2: O Principio da Boa Ordem diz que em todo subconjunto C, ndo

vazio, dos naturais; existe ¢ € C, tal que ¢ < x, para todo x € C.

Proposicédo 2.1.7. Dados a, b € N, temos que: a | b, entdo a<b.

Demonstragdo: Se considerarmos que a |b, Entéo existe ¢ € Z tal que b = c-a.
Como a, b >0, entdo c € N. Como 1 <c, segue-se que a<a-c=b.

Proposic&o 2.1.8. Sejama, b € Z e n € N. Temos que a + b divide a®** + b*™**,

Demonstragdo: A prova é feita por indugédo sobre n.

Fazendo n =1 temos que mostrar que a + b divide a° + b®.
a*+b’=a*+a’h-a’h+ b=
a’(a +b) + b(b*—a?) =
a’(a+b)+b(b-a)(@+b)=
(a+b)@®+b(b-a)

O que mostra que a + b divide a* + b*

Suponhamos que (a + b)|a®™* + b*™*
(a+ b)l g2 +1 y p2(ntl) + 1

2(n+1)+1+ b2(n+1)+1 :az_a2n+1_ bz_a2n+1+ bz_a2n+1+ b2_b2n+1:

, entdo vamos mostrar que

Temos a
(az _ bz)aZn +1 + bz(aZn +1 + b2n + l).

Mas sabemos que a + b divide a? - b? = (a + b)(a - b) e, por hipétese de

20+ 1 p? * 1 decorre das igualdades acima e da

2(n+1)+1+ b2(n+1

inducédo temos que, (a + b)|a
Proposicao 1.1.4. que (a + b)| a )* 1 Mostrando, assim, o resultado

para todo n € N.

Proposicéo 2.1.9. Sejam a; b € Z e n € N. Temos que a + b divide a®" - b*".,

Demonstracgao: A provar é feita por inducéo sobre n.
Podemos observar que a proposi¢do é valida para n = 1, pois a + b divide
a’-b?=(a+b)(a-b).
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Suponha que (a + b)| (8" - b™). Vamos mostrar que (a + b)| (@*"* ¥ - b*"* D),
TomamOS a2(n+ l) _ b2(n+ l) - az_aZn _ b2_a2n + b2_a2n _ b2_b2n - (az _ bz)aZn + bz(aZn _ bZn).
Mas sabemos que (a + b)| (@®> - b? e, por hipétese de inducdo temos que,
(a + b)| (@ - b®, decorre das igualdades acima e da Proposicdo 1.1.4. que

(a+b)| (@"* Y+ b*"* V) Mostrando, assim, o resultado para todo n € N.

Exemplo 2.1.3: Temos que 7| 175, pois 175 = 4°? - 3?2 e pela proposi¢&o a cima

temos que 7| (4%? - 3*?).

Exemplo 2.1.4: (OBMEP - 2015) Sejam a e b dois digitos diferentes de zero néo
necessariamente diferentes. O nimero de dois digitos ab é chamado de curioso, se
ele for um divisor do nimero ba, que é formado pela troca da ordem dos digitos de
ab. Ache todos os niimeros curiosos. Observagéo: O trago sobre os nimeros serve

para distinguir o produto a - b do nimero de dois digitos ab.

Solucédo: Podemos escrever ab como 10a + b, assim como bha = 10b + a. Se
10a + b é divisor de 10b + a, temos 10b + a = (10a +b)k, onde k € um inteiro menor
ou igual a 9 ja que os dois niumeros possuem dois digitos. Segue que:

10b + a = (10a +b)k

10b + a +10a +b = (10a +b)(k +1)

11(a + b) = (10a +b)(k +1).

Pela dltima equagéo, o nimero (10a +b)(k +1) deve ser multiplo de 11. Como k £ 9,
temos k + 1 < 10 e, consequentemente, k + 1 ndo possui fator 11, implicando que
10a + b deve ser multiplo de 11. Todos os numeros de dois digitos multiplos de 11
possuem digitos iguais e isso nos permite concluir que necessariamente a = b.
Quando a = b, ab = ba. e, certamente, um divide o outro. Portanto, o conjunto dos
nameros curiosos é {11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99}

Exemplo 2.1.5: Mostre que 6| n(n + 1)(2n + 1), para todon € N.

Solugéo: Primeiramente vamos usar a inducdo sobre n.
Verificamos que se n = 1 a afirmacao € valida, pois teremos (1)(2)(3) = 6 que

é divisivel por 6.
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Agora vamos mostrar agora que se 6| nn + 1)2n + 1), ou seja,
nin + 1)(2n + 1) = 6k, para algum k, n que pertenga aos naturais entdo
6|+ 1)(n+1) +1)2(n+ 1)+ 1), isto é existe um g que também pertenca aos
naturais tal que (n + 1)(n + 1) + 1)(2(n + 1) + 1) = 64.

Desenvolvendo a expressao (n + 1)[(n + 1) + 1][2(n + 1) + 1] temos que:
(n+1)(n+2[2n+1) +2] =

nin +1)(2n+3)+2(n+1)2n +3) =

n(n +1)(2n + 1) + 2n(n + 1) + 2(n + 1)(2n + 3).

Aplicando a hipotese de indugéo a Ultima expresséo € igual a:
6k+2(n+ 1)[n+(2n + 3)] =

6k +2(n+1)(3n+3) =

6k+2(n+1)[3(n+1)] =

6k + 6(n + 1)? =

6[k + (n + 1)’] = 6q onde q € N como queriamos provar.
Portanto, 6|n(n + 1)(2n + 1), para todo n € N.

Exemplo 2.1.6: Para quais valores de a € N teremos que (a — 2) | (a%+ 4)?
Solug&o: Suponha que (a - 2) | (a® + 4) ent&o existe g € N tal que a° + 4 = (a - 2)q
isto é: a®- 8 + 12 = (a - 2)q, entdo (a — 2)(@®+ 2a + 4) + 12 = (a — 2)g, com isso,

(a—-2)g-(a—2)@*+2a+4)=12,logo (a-2)[q- (a®+ 2a+ 4)] = 12 e isso implica
que q - (@° +2a + 4) = q%. Como, q - (a° + 2a + 4) € N, temos que 0s possiveis

valores para a seréo: 8,6,5,4e 3.

Exemplo 2.1.7: Se a # b, mostre que, paratodon € N, n = 2,

a-b" 1 2 2 1
— =a"" "+a" " “b+..+ab"+b" "

Solugéo: Para essa demonstragdo vamos usar indugéo sobre n = 2 quando b # a.

2 p? b)(a-b
Para n = 2 temos a’ - b% = (a - b)(a + b) :,aa_b _ (a+ a)_(;l ) — a4 b, logo

é valido.
Vamos supor que exista um n € N tal que seja verdade:

a" —-b™ _

—>—=a""'+a" " +a" b’ +. .. +ab""?+b"". Devemos mostrar que também é

valido paran + 1, ou seja, temos que provar que:
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n+1_bn+1 _ _ _ _ _
a — :an+an 1+an 2b+an3b2+___+abn 2+bn 1+bn.
Desenvolvendo a expressdoa"*'—b"**temosa"*'-b"*'=aa"-bb"=

aa" +ab"-bb"-b-b"=aa" -ab"+ab"-b-b" =a@"-b") +b"(a-b).
Massea"-b"=(a—-b)(a" '+a" b+a" %?+---+ab” 2+b"" 1Y), entdo
an+1_bn+1:a[(a_b)(an-l+an-2b+an-3b2+.”+abn-2+bn-l)]+bn(a_b):

an+l_bn+l:(a_b)[a(an-l+an-2b+an-3b2+ . +abn-2+bn-l)+bn]:

al+1_ pn+1

——=a'+a" '+a" % +a" %?+ .. +ab" ?+b"" " +b".Como querfamos

provar.

2.2 DIVISAO EUCLIDIANA

Nessa etapa do capitulo sera apresentada a divisdo euclidiana, como

também, alguns exemplos e aplicacdes.

Teorema 2.2.1. Sejam a e b dois nimeros inteiros com a # 0. Existem dois unicos
nimeros inteiros q e r tais que b =a - q +r; com 0 < r < |a|. Neste caso,

chamaremos:

b - Dividendo;
a - Divisor;
g - Quociente;

r - Resto.

Demonstragdo: Vamos utilizar na demonstracdo desse teorema o Principio da boa
ordenagéo que diz: Todo conjunto ndo vazio A de inteiros ndo negativos possui um
menor elemento.
Existéncia: Tome que b > a. Considere o conjunto S ={b,b-a,b-2a,...,b-n-a},
comn inteiroe b -na=0.

O Principio da boa ordenacdo diz que esse conjunto tem um menor
elemento r, temos entdor=20er=b — aqg, ou seja, b =aq +r, comq € Z. Temos
ainda que r < a, pois se isso ndo ocorrer teriamos r = a, logo r — a =2 0 e com isso

b-ag-az=0entdob -a (q+ 1) <r, portanto r ndo seria 0 menor elemento de S.
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Unicidade: Vamos supor que existam g, qi, reri € Z, tais que b = aq; + r;
com0 <r<a. Tomando b =aq +r, e igualando b = aq; + ry, teremos:
aqg+r=ag; +rilogoag-aq; =r; - recomisso a-(q - qi) = r— r, e portanto, a
divider; -r. Mas ser;<aer<a,temos |r1 — r| < ae como a divide r; - r, teremos

r,-r =0, logo, r; =r. Desta forma, aq = aq;, como, por hipétese a # 0, temos q = Q.

Exemplo 2.2.1: Encontre o quociente e o resto da diviséo de 32 por 5.

rn=32-15=27
r,=32-2-5=22
r;=32-3-5=17
r,=32-4.5=12.
rs=32-55=7
re=32-6-5=2.

Portanto g =6 e r =2, escrevendo assim 32 = 6-5 + 2.

Exemplo: 2.2.2 Vamos achar os multiplos de 7 que se encontram entre 1 e 144.

Solugéo: Pelo algoritmo da divisdo temos que:

144 =7-20 + 4;
Ou seja, o maior multiplo de 7 que cabe em 144 ¢é 7-20, onde 20 é o quociente da
divisdo de 144 por 7. Portanto, os multiplos de 7 entre 1 e 144 séo: 7:1, 7-2, 7-3, ...,

7-20 e, consequentemente, sdo em nimero de 20.

Exemplo 2.2.3: (OBMEP - 2015) Um grilo pode dar pulos de duas distancias: 9 e 8
metros. Ele disputa uma corrida de 100 metros que vai até a beira de um penhasco.
Quantos pulos o grilo deve dar para chegar ao fim da corrida, mas sem passar do

ponto final e cair do penhasco?

Solucéo: Sejam x o ndmero de pulos de 9m e y o numero de pulos de 8m.
Queremos determinar x + y, sabendo que: 100 = 9x + 8y = 8(x +y) + x. Como 100
deixa resto 4 na divisdo por 8, 0 mesmo deve ocorrer com 0 humero 8(x +y) + x. Ou
seja, x deve deixar resto 4 na divisdo por 8 pois 8(x + y) j& € multiplo de 8. Se x > 4,
saberemos que x é pelo menos 8-1 + 4 = 12 que é o proximo numero que deixa

resto 4 por 8 depois de 4. Se o grilo der 12 pulos de 9m, ele chegard a 9-12 = 108 m
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e caird do penhasco. Logo, x = 4 e apds sua substituicdo na equagcdo acima,
podemos concluir que y = (100 - 9-4)/8 = 8.

Portanto, o grilo deve dar 4 + 8 = 12 pulos.

Exemplo 2.2.4: (OBMEP - 2015) Os numeros que s&o inteiros positivos elevados ao
quadrado sdo chamados quadrados perfeitos, por exemplo, 16 é um quadrado
perfeito, pois é igual a 4°. Um fato curioso é que nimeros que sdo quadrados
perfeitos deixam apenas restos 0 ou 1 na divisdo por 4. Com isso podemos provar,
por exemplo, que 2014 ndo € um quadrado perfeito, pois 2014 deixa resto 2 na
diviséo por 4.

a) Sabendo que todo numero inteiro impar € da forma 2k + 1, mostre que os

quadrados perfeitos impares deixam resto 1 na divisdo por 8.

Solucéo: Ao desenvolver o produto notavel relativo ao quadrado de um nimero
impar temos:

(2k +1)? = 4K? + 4k +1 = 4k(k +1) + 1.
Como pelo menos um dentre k e k + 1 é par, segue que k(k + 1) € par e que
4k(k + 1) é multiplo de 4 - 2 = 8. Consequentemente, 4k(k +1) + 1 deixa resto 1 na

diviséo por 8.

Exemplo 2.2.5: Seja a um inteiro. Provar que um dos inteiros a, a + 2, a + 4 €

multiplo de 3.

Solucgéo: Aplicando o algoritmo da divisdo por 3 temos que a = 3g + r, sendo
0<r<3.Ser=0temos a = 3q. Logo a é mdltiplo de 3.

Ser=1temos a=3qg + 1, somando 2 membro a membrotemosa+2 = 3q+1+ 2,
ousejaa+2=3q+3=3(q+1).Logoa+ 2é multiplo de 3.

Ser=2temos a = 3q + 2, somando 4 membro a membro temos a+ 4 =3q + 2 + 4,
ousejaa+4=3q+6=3(q+2).Logo, a+4é miltiplo de 4.

Portanto se a € um inteiro entdo um dos inteiros a, a + 2 ou a + 4 € multiplo de 3.

Exemplo 2.2.6: O dobro de um namero dividido por 5 deixa resto 1. Qual é o resto

da divisdo desse namero por 5?



21

Solucéo: Sabemos que o ndmero inteiro n procurado satisfaz 2n = 5m + 1, para
algum inteiro m. Entéo o produto 5m = 2n - 1 de 5 por m é impar, o que implica que
m é impar. Assim, m = 2k + 1, para algum inteiro k e, portanto,

2n=5m+ 1 =52k +1) +1 =10k + 6 = 2(5k + 3), ou seja, n = 5k + 3 deixa resto 3

na divisdo por 5.

Exemplo 2.2.7: se n é impar, entdo n?- 1 é divisivel por 8.

Solucg&o: Se n é impar, entdo n é da forma 2k + 1; k € N. Logo n®-1=(2k + 1)*- 1
= 4Kk* + 4k + 1 - 1= 4k(k + 1), mas como o produto de dois nimeros naturais
consecutivos sempre é par, temos k(k + 1) sera par, com isso, n> - 1 = 8q, onde

q € N. Portanto, n® - 1 é divisivel por 8.

Exemplo 2.2.8: Demonstre que o quadrado de um inteiro € da forma 8n ou 8n+1 ou
8n + 4.

Soluc&o: Seja m um numero inteiro. Podemos escrever m = 4k, m = 4k + 1,
m=4k+2oum=4k + 3.

Se m = 4k entdo m? = 16k* = 8(2k?) = 8n.

Sem=4k+ 1lentdom’=(4k + 1)°=16k*+8k+1=8 (2k* +Kk) +1=8n + 1,

Se m =4k + 2 entdo m® = (4k + 2)? = 16k?® + 16k + 4 =8 (2k® + 2k) + 4 = 8n + 4.

Se m =4k + 3 entdo m? = (4k + 3)> = 16k* + 24k + 9 = 16k*> + 24k + 8 + 1 =
8(2k? + 3k + 1) +1=8n+1.

Exemplo 2.2.9: (OBMEP - 2015): Sejam p, q e r trés nimeros primos maiores que 3.
Sabe-se que o numero p + g + r também é primo. Mostre quep+q,p+rouq+ré

um multiplo de 6.

Solugéo: Primeiramente vejamos que, se um namero n € maior que 3 e deixa resto
0, 2, 3 ou 4 na divisdo por 6, entdo esse niumero ndo pode ser primo. Para isso,
basta mostrar que o numero pode ser escrito como o produto de dois nameros
maiores que 1:

n=6m+0=2-3-m,

n=6m+2=2(3m+1);

n=6m+3=3:(2m +1);
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n=6m+4=2(3m+2).

Logo, numeros primos maiores que 3 deixam resto 1 ou 5 na divisédo por
6. Apliquemos isso aos numeros do enunciado. Como p + g + r também é primo,
podemos concluir que os trés ndo podem deixar todos os restos iguais a 1 ou todos
restos iguais a 5, pois isso faria com que p + g + r fosse um multiplo de 3 maior que
3 e naturalmente ndo poderia ser primo. Entdo, dentre os nimeros p, q e r, pelo
menos um deixa resto 1 e pelo menos outro deixa resto 5 na divisdo por 6.

Somando-o0s, chegamos a um namero multiplo de 6.

Exemplo 2.2.10: Dados trés inteiros, X, y, z, tais que x* + y* = z%, mostre que x e y

ndo sdo ambos impares e que xy é multiplo de 6.

Solugéo: Suponha por absurdo x e y impares. Sendo x =2m+ 1ley =2n + 1 com
m, n € Z. Como x* + y*> = z% logo 4m® + 4m + 1+ 4n® + 4n + 1= 7% com isso
4(m?+ m +n®+n) + 2 = 7z°, entdo 4p + 2 = z%, mostrando que z° é par. Portanto z é
par também. Fazendo z? = 4g°. Com isso, 4p + 2 = 4q?, dividindo por 2 ambos os
membros temos que : 2p + 1= 29 o que é um absurdo.
Agora vamos mostrar que xy € um multiplo de 3.
Também a prova sera por absurdo. Suponha que x e y ndo sdo mdltiplos
de 3,logox=3q:1+triey=3q2+r,ecom{ry rz} C{1, 2}. Temos que :
X2+ y? = (301 + r1)? + (302+ 12)* = 991 + 6qary + r1°+ 902 + 6l + 1> =3z +2 # 27,
pois temos que:
Sez=3k-> z2=3w;
Sez=3k+1-7°=3w, +1
Sez=3k+2-572=3wz +1
Logo um absurdo e Como x e y ndo sdo impares e Xy € multiplo de 3 entdo xy

€ multiplo de 6.

Observagéo 2.2.1: Podemos usar os inteiros — 8, 15 e 17 para tratar do exemplo a
cima. Fazendo x = - 8, y = 15 e z = 17 podemos observar que ( - 8 )*+ (15)% = (17)*
e que — 8 e 15 ndo sdo ambos impares e também que o produto (- 8)(15) = - 120 é

um multiplo de 6
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3 MAXIMO DIVISOR COMUM

No capitulo 2 foi abordado o conceito de divisor de um namero inteiro
dado, ou seja, a é divisor de b se existe q tal que b = a-q. Agora vamos analisar os
divisores comuns de dois inteiros dados, em particular, o maior destes divisores
comum, é chamado de maximo divisor comum (MDC). Apés apresentar a definicdo
do MDC vamos analisar suas propriedades, bem como, trabalhar com métodos
praticos que auxilie na obtencdo do MDC nos numeros inteiros e em seguida
resolver situacdes problemas que envolvam o assunto. Por fim, apresentaremos 0s
principais métodos ensinados pelos professores para o calculo do MDC de ndmeros

naturais no ensino basico.

3.1.1 MAXIMO DIVISOR COMUM NOS INTEIROS

Sabemos que se b é divisivel por um inteiro a, entdo - a divide b, Com
isso podemos determinar o conjunto dos divisores inteiros de um namero inteiro b,

representado por D(b).

Exemplo 3.1.1:

D(12)={+1,+2,+3,+4,+6e+12}
D(18)={+1,+2,+3,£6,+9e + 18}
D(25) = {+ 1, + 5 e + 25}

Observando os conjuntos D(12) e D(18), Notamos que existem numeros
comuns entre os mesmos. Se denominarmos o conjunto D(12,18), como sendo o

conjunto dos divisores comuns de 12 e 18, temos que: D(12,18) ={ £1, + 2, + 3, + 6}.

Em Hefez (2005) encontraremos a seguinte definicdo de méaximo divisor

comum.

Definicdo 3.1.1: Diremos que um numero natural d é um méximo divisor comum
(MDC) de a e b, ndo simultaneamente nulos, se possuir as seguintes propriedades:
d>0

ii) d é um divisorcomumde aedeb, e
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i) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

Exemplo 3.1.2: Se os divisores comuns positivos dos inteiros 12 e 18 sao tais que,
D(12,18) ={£1,%+ 2, + 3, 6}. Logo o MDC dos numeros 12 e 18 ser 6.

De fato, se d é um mdc de a e b, e ¢ é um divisor comum desses
nameros, entao ¢ < d. Isto mostra que o maximo divisor comum de dois nimeros € o
maior dentre todos os divisores comuns desses dois humeros.

Em particular, se d e do s&o maximos divisores comuns de um mesmo par
de numeros, entdo d < d; e d; < d, e, consequentemente, d = d;, ou seja, 0 mdc de
dois numeros é unico.

Vamos representar o MDC de dois numeros inteiros a e b por (a, b) e como o
MDC de a e b ndo esta sujeito a ordem em que s&o tomados, temos que
(a, b) = (b, a).

Observacdo 3.1.1: Se a e b sdo numeros inteiros ndo ambos nulos, se existir o
MDC de a e b, entdo: (a, b) = (- a, b) = (a, - b) = (- a, - b). Com isso, quando o MDC
de dois numeros for calculado, podemos sup6-los ndo negativos. Como mostra a

proposicao seguinte:

Proposicéo 3.1.1: Se a e b forem inteiros ndo nulos entéo:

i) (a, b) = (lal, |bl);

i) (a, b) < min{|a|, |bl}.

Demonstragdo: A prova de i) € facil ver, pois os divisores comuns de a e b sdo os
mesmos divisores comuns de |a| e |b|. Temos ainda, se d = (a, b), entdo d € positivo
e, como divide |a] e também divide |b|, com certeza vamos ter d < |a| e d < |b|,

terminando a prova de ii).

Observacgodes 3.1.2:

i) (a,1) = 1.

i) (&, 0) =|al, coma# 0.

iil) Se a é divisor de b, entdo (a, b) = a.

iv) Se (a, b) = 1, entédo a e b s&o denominados primos entre Si ou coprimos.

a) (23,1) = 1
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b) (5,0)=5
c) (8,16) = 8, pois é divisor de 16.
d) (-5, 15) = (5,- 15) = (-5, - 15) = (5,15) = 5.

Outra maneira de calcular o MDC, a qual é ensinada no ensino
fundamental do ensino béasico, de dois ou mais nimeros naturais é fazendo a
decomposicdo desses numeros em fatores primos. O processo é 0 seguinte:

1) Sera feita a decomposi¢éo desses numeros em fatores primos;

2) O MDC sera o produto dos fatores primos comuns.

Exemplo 3.1.3: Vamos calcular o MDC entre 36 e 54:
Solucéo: 36 =2x2x3x3e54=2x3x3x 3. Entdo o MDC ser& o produto dos

fatores primos comuns: (36, 54) = 2x 3 x 3 =18.

Observacédo 3.1.3: O Teorema Fundamental da Aritmética nos diz que Todo namero
natural n maior que 1 pode ser escrito como um produto:
a;_ _ay_ Qas

—_ a
N=p;'p°p3° . D"
onde m =1 & um nimero natural, @; € N e p; é primo paratodo1<i<m.

Observacéao 3.1.4: O MDC de dois numeros quando decomposto em fatores primos,

€ o produto dos fatores comuns a eles cada um elevado ao menor expoente.

Escrevendo a fatoracdo de 36 e 54 na forma de poténcia temos:
36 =22x3% e 54=2x23%. Portanto (36, 54) = 2 x 3° =18.

Exemplo 3.1.4: (OBMEP - 2007) O produto de dois numeros de dois algarismos
cada € 1728. Se o méximo divisor comum (MDC) deles é 12, quais sdo esses

ndmeros?

Solug&o: Como 12 € o MDC dos dois numeros e cada um tem dois algarismos, 0s
Unicos candidatos sdo os multiplos de 12 menores do que 100, ou seja, 12, 24, 36,
48, 60, 72, 84 e 96.

Como 1728 = 12x12x12 = 2° x 3%, o0s multiplos 60 (com fator 5) e 84 (com
fator 7) ndo séo divisores de 1728. Também 1728 + 12 = 144 e 1728 + 96 = 18, de
modo que a lista reduz para 24, 36, 48 e 72, com 24 x 72 = 36 x 48 = 1728. Como 0
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MDC de 24 e 72 é 24, temos uma Unica solucdo, a saber, 36 e 48, cujo produto é
1728 e o MDC é12.

Exemplo 3.1.5: calcular o M.D.C. entre 3000 e 900:

Solugdo: Temos que 3000 = 2® x 3 x 5% e 900 =2?°x3*x 5°% Logo
(3000, 900) = 22 x 3 x 5% = 300.

Utilizaremos os conceitos de conjuntos para calcular o MDC entre 3000 e
900. Para isso chamaremos de P(3000) e P(900), respectivamente, os conjuntos dos
fatores primos de 3000 e 900. Sendo assim, o MDC desses dois numeros sera dado

pelo produto dos elementos da interse¢cdo desses dois conjuntos.

P(300 P(900)

Figura 1: Conjuntos com as fatora¢ces de 3000 e 900. Fonte : Autor.

Logo o MDC de 3000 e 900 sera dado por:
(3000, 900) = P(3000) N P(900) = 2-2-3-5-5 = 300.

O método acima nem sempre € o melhor de ser aplicado, pois, a
fatoracdo pode ser bem trabalhosa quando forem dados nimeros grandes. Existem
outros métodos préaticos que permitem obter o maximo divisor comum de dois
inteiros, sem passar pela fatoracdo em primos, e um deles é conhecido como
algoritmo de Euclides.

O lema abaixo auxiliara no entendimento do Algoritmo de Euclides e ele é

mais conhecido como Lema de Euclides.

Lema de Euclides 3.1.1: Dados a, b, n € N com a < na < b. Vale a seguinte

igualdade: (a, b) = (a, b - na).
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Demonstragéo: Seja (a, b - na) = d, logo d| (b — na), mas também d| a (hipotese),
com isso d| (b - na) + na, portanto d| b, assim d é um divisor comum de a e b, agora
resta saber se d € maximo dos divisores comuns. Sendo ¢ € N um divisor comum de

ae b, nesse casoc|aec|b, logo c| (b - na), e entdo c| d. Portanto (a, b) = d.

A constatacdo da existéncia do MDC dada foi dada por Euclides no livro
(Os Elementos, Livro VII). O algoritmo de Euclides € um método bem pratico para
obter o maximo divisor comum entre dois numeros inteiros, j& que o MDC é o maior
inteiro que divide os dois valores sem deixar resto. O algoritmo inicialmente foi
descrito apenas para ndmeros naturais e comprimentos geométricos, mas em
seguida foi estendido para outras classes de numeros. Em Hefez (2005)

encontraremos a demonstracdo desse método.

Teorema 3.1.1 Dados a, b € N, podemos supor a < b. Se a=1 ou a = Db, ou ainda
a| b, j& vimos que (a, b) = a. Suponhamos, entdo, que 1 <a <b e que a /b. Logo,
pela divisdo euclidiana, podemos escrever:
b=aqgq;+r,com0<rn<a:
Temos duas possibilidades:
a) Se r1| a, e, nesse caso, pela observacao 2.1.2 iii) e pelo Lema de Euclides, temos
que:ry=(a, r) = (a, b - gia) = (a, b), e termina o algoritmo, sendo temos:
b) r1 [a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de a por r1, obtendo a = riqz + rz,
com 0 <r,<r;: Novamente, temos duas possibilidades:
a’) r2|r1, e, em tal caso, novamente, pela observacédo 2.1.2 iii) e pelo Lema de
Euclides, temos que:
rp = (r1, r2) = (r, a-qor1) =(r;, @ = (b - q1a, a) = (b, a = (a, b), e paramos, pois
termina o algoritmo, sendo temos
b)) r; Xrl, e, nesse caso, podemos efetuar a diviséo de r; por r,, obtendo r; = r,qz + r3;
com 0 <rs< ry:

Este procedimento ndo pode continuar indefinidamente, pois teriamos
uma sequéncia de numeros naturais a > r, > r,>. . . que ndo possui menor elemento,
0 que ndo é possivel pelo Principio da Boa Ordenacéo. Logo, para algum n, temos

que rn| rh-1 0 que implica que (a, b) =r,.

Vejamos um exemplo que ilustra melhor o teorema acima.
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Exemplo 3.1.6: Qual € maximo divisor comum de 2248 e 1042?

Solugéo: Primeiramente vamos usar a divisdo euclidiana e vamos notar que
(2248,1042) é igual ao (1042, r), como foi visto anteriormente, e que r € o resto da
divisdo de 2248 por 1042, e assim, repetindo sucessivamente a divisdo euclidiana
teremos:
2248 =1042-2 + 164
1042 =164-6 + 58
164 =58-2 + 48
58 =48-1 + 10
48 =10-4 +8
10=8-1+2
8=24+0.

Ou seja, do algoritmo de Euclides temos: (2248,1042) = (1042,164) =
(164, 58) = (58, 48) = (48, 10), e por fim é igual ao (10, 8) = 2, ou seja, (2248, 1042)
=2.

Entdo € notdrio que o Algoritmo de Euclides propicia uma maneira préatica

de fazer o MDC de dois nimeros como a soma de dois multiplos dos nimeros em

guestao.
Podemos apresentar o algoritmo & cima usando o seguinte dispositivo
pratico:
Quociente 2 6 2 1 4 1 4

2248 | 1042 | 164 58 48 10 8 2

Resto 164 58 48 10 8 2 0

Vamos escrever o Algoritmo de Euclides de tras para frente, pois sera

apresentada uma informagéo complementar de grande importancia:

Das igualdades acima podemos escrever:
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2=10-81
8=48-104
10 = 58 - 48-1
48 = 164 - 58-2
58 = 1042 - 164-6
164 = 2248 - 1042-2

Com isso temos,
2=10-81
=10- (48-10-4) -1
=10-48-1+ 104
=10-5-48-1
= (58 - 48:1) -5 - 48:1
=58-5-48-5-48-1
=58.5-48-6
=58.5 — (164 - 58-2)- 6
=58-5-164-6 + 58:12
=58-17 - 164-6
= (1042 - 164-6)-17 - 164-6
=1042-17 - 164-102 - 164-6
=1042-17 - 164-108
=1042-17 — (2248 - 1042-2)-108
=1042-17 - 2248-108 +1042-216
=1042-233 — 2248-108

Sendo assim, podemos escrever:
2 =(2248,1042) =(1042, 2248)=1042-233 - 2248-108 = 1042-233 + 2248-(-108).

Esse processo nos traz a um resultado muito importante na matematica
que infelizmente algumas explicagbes no ensino fundamental omitem um fato
interessante a respeito do méaximo divisor comum de dois inteiros: O de que
podemos expressé-lo como uma combinacgéo linear desses dois nimeros, ou seja:
se dfor oMDC de a e b, entdo é possivel encontrar inteiros x e y tais que

d=xa+yb.
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Teorema 3.1.2 (Relagdo de Bézout). Seja d o maximo divisor comum de a e b.

Ent&o existem x; e y; inteiros, tais que d = xia + yib.

Demonstragdo. Seja A o conjunto de todas as combinacdes lineares xa + yb, com x
e y inteiros. Obviamente, A contém nlimeros negativos, positivos e também o zero.
Vamos escolher x; e y; tais que ¢ = x;a + yib seja o menor inteiro positivo

pertencente ao conjunto A.

Primeiramente, sera provado que c | a e ¢ | b. Supondo que c t a, logo,

pelo Teorema 2.2.1, existemge rtaisquea=q-c+rcom0 <r <c. Portanto,
r=a-qg-c=a-q(xa+yb)=(1-gxi)a+ (-qyi)b.

Isto mostra que r € A, o que € uma contradicdo, umavez que 0 <r<ce,
por hipétese, ¢ € o menor elemento positivo de A. Logo c | a e de forma anéloga se

prova que c | b. Dai, ¢ | d pois d = (a, b), portanto ¢ < d.

Como d é o maximo divisor comum de a e b, entdo, existem inteiros q; e

g tais que a = q;-d e b = g-d e, portanto,
C=Xp-a+yr-b=x3-0:-d +y;-02-d = d-(X1-q1 + y1-(2) 0 que implicad | c.
Logod < c,ecomo c <d, segue que ¢ =d =Xxja + yib.
Proposicéo 2.1.2: Sejam a, b € Z. Temos (a, b) = 1 se, e somente se, existem
inteiros x e y tais que 1 = ax + by.

Demonstragdo: Pelo Teorema, esta claro que se (a, b) = 1 entdo existem inteiros x
ey tais que 1 = ax + by. Por outro lado, se existem tais inteiros e d = (a, b) entdo d|a
e d|b, mas, assim, d|(ax + by), ou seja, d|1. Deste modo, d = 1 0 que termina a

demonstracgao.

~. 2n+8 . . ,
Exemplo 3.1.7: Provar que a fragéao a5t irredutivel para todonumero natural n.

Solugéo: Usando o algoritmo de Euclides temos que:
4n+15=(2n+8) -1 +2n + 7,
2n+8=(2n+7)-1+1,
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2n+7=(2n+7) -1.
Entdo o (4n + 15, 2n + 8) = 1 e, portanto 4n + 15 e 2n + 8 s&o primos entre si para

qualquer valor de n.

Exemplo 3.1.8: Sejan € N. Mostre que: (2n+1,9n+4) =1

Solucéo: Observe que 9n + 4 > 2n + 1, pelo algoritmo de Euclides segue que
IN+4=4x2n+l)+ (n+0)entdo2n+1=2xn+1,logol1=1x(2n + 1)+ (-2) x n,
comisso,1=1x(2n+ 1)+ (-2)[9n + 4 — 4 x (2n + 1)], isto &,
1=(-2)x(On+4)+9x(2n +1). Entdo o (2n + 1, 9n + 4) = 1 s&o primos entre si.

Propriedades do Maximo Divisor Comum.

Proposicéo 3.1.3. Dados a e b nimeros inteiros e n um inteiro positivo, tem-se que
(na, nb) = n(a, b).

Demonstragéo: Seja d = (a, b), pelo teorema 2.1.1 existem x e y inteiros de modo
qued=xa+yb. Comod|aed|b, segue da proposigéo 1.1.3 que:

nd | na e nd | nb, com n inteiro, portanto nd | (na, nb)

Agora como (na, nb) | na e (na, nb) | nb, temos que:

(na, nb) | xna + ynb = n(xa + yb) = nd.

Logo, como nd | (na, nb), (na, nb) | nd e (ha, nb) >0, segue da proposi¢do 1.1.6 que

(na, nb) = nd, ou seja, (na, nb) | n(a, b).
b
Proposicéo 3.1.4. Se c > 0 e a e b sdo divisiveis por c, entdo (% , E) = % (a, b).

~ ~ s a b ;
Demonstragao: Como a e b sao divisiveis por C, segue que E e E Sa0 numeros

. i b o
inteiros. Substituindo a por% e b por P tomando k = ¢ na Proposicéo 2.1.3 chega-

se ao resultado desejado.

Proposicdo 2.1.5: Sejam a, b, ¢, d € Z. Valem as seguintes propriedades do

maximo divisor comum:

i) se (a, b) = d entédo (%,g) =1;
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ii)sea|bce(a, b)=1entdo a]c.

Demonstragdo: Para a demonstragcdo de (i), usamos o Teorema e escrevemos

" , a b . .
d = ax + by. Entdo, como d | ae d | b temos que os numeros g €550 naturais e,

, . a b . . . p
além disso, 1= PR 2 Assim, pela proposigdo anterior, concluimos que

(%'g) = 1. Agora para a prova (de ii) temos que se a | b-c e (a, b) = 1 entdo existem
inteiros g, x e y tais que:

aq=b-cel1=ax+Dby. (x)
Para garantir que a | ¢, devemos mostrar que existe s € Z tal que ¢ = a's. Para
chegar nesta afirmac¢é&o, vamos multiplicar a segunda equagéo em (*) por c:
Cc=axc +££;y, ou seja,c=a(x-c + q-y),coms € Z, 0 que prova a proposigao.

aq s

Proposicéo 3.1.6: Se a, b, ¢, d € Z entéo vale o seguinte:
. ~_ab
i)sealc,b|cef(a, b):dentao%|c;

ii)sealc,b]|ceaebsaoprimos entre si entdo a-b | c.

Demonstracdo: E suficiente fazer a prova do item (i), pois o item (ii) € um resultado
imediato do mesmo.

Se a | c entdo existe um g € Z tal que c = a-q.

E também se b | ¢ entdo existe um k € Z tal que ¢ = bk

E ainda se o (a, b) = d entéo existem x, y € Z tais que d = a-x + b-y. Com isso, ao
multiplicar a ultima equagéo por ¢, obtemos:

dc= a-x-\_g + by g , OU seja,

bk aq

ab . .
dc = abix-k+y-q), com m € Z. Mas como Tpertence aos inteiros, logo,

m

a-b . , ab
c=—m,istoé,—|c.
d d

3.2 APLICACOES ENVOLVENDO O MAXIMO DIVISOR COMUM
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Nesta se¢do do capitulo seréo resolvidos alguns problemas envolvendo

0S conceitos sobre o MDC.

Problema 3.2.1: (OBMEP - 2013) Um prédio tem trés escadas diferentes, todas
comecgando na base do prédio e terminando no topo. Uma escada tem 104 degraus,
outra tem 117 degraus, e a outra tem 156 degraus. Sempre que os degraus das trés

escadas estdo na mesma altura, h4 um andar. Quantos andares tem o prédio?

Solucdo: Chamaremos de X, Y e Z as trés escadas, que tém 104, 117 e 156
degraus, respectivamente. Seja x 0 numero de degraus da escada X entre cada dois
andares, y o numero de degraus da escada Y entre cada dois andares, e z 0 nUmero
de degraus da escada Z entre cada dois andares. Dividindo o numero total de
degraus de uma escada pelo numero de degraus que esta escada tem entre cada

dois andares, obtém-se o0 nimero de andares Logo,

104 117 156

Onde d é o numero de andares do prédio. Ou seja, d € um divisor comum de 104,
117 e 156. Além disso, d deve ser o maior possivel, pois x, y € z sdo 0S menores
possiveis. Portanto, d € o MDC de 104, 117 e 156. Calculando o MDC de 104, 117 e
156 pelo método da decomposicéo de fatores primos tém que:

104 = 2313
117 = 3213
156 = 22313

Com isso, obtemos o nimero 13 como o MDC. Logo, o nUmero de andares deste

prédio é 13.

Problema 3.2.2 O piso da sala de uma casa com o formato retangular, medindo
45 m x 3,6 m serd revestido com ceramicas quadradas, de mesma dimensao,
inteiras, de forma que ndo figue espago vazio entre ceramicas vizinhas. As
cer@micas serdo selecionadas de modo que tenham a maior dimensdo possivel.

Nesse caso a dimensao do lado da ceramica sera?
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Solucgédo: Primeiramente, vamos converter essas dimensbes da sala para
centimetros: 4,5 m=450cme 3,6 m =360 cm

Para escolher a dimensdo adequada do cerdmica que ir4 revestir o piso retangular
devemos fazer o MDC de 450 e 360. O método que vamos escolher para resolver

este problema ser& o Algoritmo de Euclides.

Quociente 1 4
450 360 90
Resto 90 0

A ceramica quadrada que ir4 revestir a sala retangular terd 90 cm x 90 cm de

dimensoes.

Problema 3.2.3 (Olimpiada Inglesa) Se x e y séo inteiros tais que 2xy divide

x?+y? - x, prove que x é um quadrado perfeito.

Solucdo: Seja d = (X, y), isso implica que x = d-a ey = db, coma e b sendo

coprimos. Do enunciado, temos:
2a-b-d?|d*a’+d*b?’-da=>d? d*a®+d*b*-da=>d’|-da=d]|a

Logo, a = d-c, para algum c. Como x |y? obtemos que d*c | d®>b?, ou seja, c|b® e
(c, b = c. Usando que (a, b) = 1 e que todo divisor comum de b e ¢ também é um
divisor comum de a e b, podemos concluir que (c, b) = 1 entdo (c, b% = 1. Portanto,
c=lex=d’c=d%

Problema 3.2.4: Mostre que a| b-c se, e somente se,-—— | c.

(a b)
Solugéo:

(=) Vamos supor que a| b-c, com isso, bc = ka. Para todo a, b € N temos que

a by . .
=1, entdo ——= = 1, para todo x, y pertencentes aos inteiros .
o (ab)) @ TP yP
acx bcy . . . axc kay .
Mas fazendo, + = c, isso implica que + = ¢, com isso,

(a,b) (a,b) (a,b) (a,b)

——( xc + ky)= c, portanto se a| b-c entdo —— | c.

(b) (b)
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<) A h a 3 _ . a . b = ab_[rb]
(&) Agora suponha que @b) | c, entdo c = r—(a’b) , com isso cb = r(a’b) il o a.
a
Portanto, se —— | c entdo a| b-c.
(ab) | |

Problema 3.2.5 (ENEM 2015) Um arquiteto esta reformulando uma casa. De modo a
contribuir com o meio ambiente, decide reaproveitar thbuas de madeira retiradas da
casa. Ele dispde de 40 tdbuas de 540 cm, 30 de 810 cm e 10 de 1080 cm, todas de
mesma largura e espessura. Ele pediu a um carpinteiro que cortasse as tabuas em
pedacos de mesmo comprimento, sem deixar sobras, e de modo que as novas
pecas ficassem com o maior tamanho possivel, mas de comprimento menor que 2
m.

Atendendo ao pedido do arquiteto, o carpinteiro devera produzir:

a) 105 pegas.

b) 120 pecas.

c) 210 pegas.

d) 243 pegas.

e) 420 pegas.

Solucéo: Decompondo em fatores primos os numeros 540, 810 e 1080 teremos:

540 = 22-3%51,
810 =2" 3*5'
1080 = 2% -3* 5*
Portanto o MDC desses trés nimeros sera 2*. 3° 5'= 270.
O comprimento de cada peca deve ser um divisor de 270 e como deve ser o maior
possivel e menor que 200 cm (2m), que sera 135 cm.
A quantidade de pecas obtidas pelo carpinteiro foi:
(40x540 + 30x810 + 10%x1080) / 135 = 420 pecgas.

Problema 3.2.6 (ENEM 2015): O gerente de um cinema fornece anualmente
ingressos gratuitos para escolas. Este ano serdo distribuidos 400 ingressos para
uma sessédo vespertina e 320 ingressos para uma sessdo noturna de um mesmo
filme. Véarias escolas podem ser escolhidas para receberem ingressos. Ha alguns

critérios para a distribuicdo dos ingressos:
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1) cada escola deverd receber ingressos para uma Unica sessao;

2) todas as escolas contempladas deverdo receber o mesmo nimero de ingressos;
3) ndo havera sobra de ingressos (ou seja, todos os ingressos serdo distribuidos).

O numero minimo de escolas que podem ser escolhidas para obter ingressos,

segundo os critérios estabelecidos, é

a) 2.
b) 4.
c) 9.
d) 40.
e) 80.

Solugéo: Usando o Algoritmo de Euclides vamos encontrar o mdc de 400 e 320:

1 4
400 | 320 | 80
40 0

Com isso, cada escola tera 80 ingressos, logo 720/80 = 9 sera 0 numero

minimo de escolas que podem ser escolhidas.

3.3 UM METODO GEOMETRICO PARA OBTER O MAXIMO DIVISOR COMUM.

Na revista professor de matemética (RPM), edigcdo 29, existe um artigo
interessante, do professor Zelci Clasen de Oliveira, que fala de um método
geométrico para obtencdo do MDC. O método consiste basicamente assim:

Dados dois numeros naturais a e b, construimos um retangulo com essas
dimensbes. Cobrindo esse retangulo com os maiores quadrados possiveis, o lado do
menor quadrado serd o MDC entre a e b.

Esse método utiliza o principio das divisdes sucessivas, visto atraves de

uma imagem geomeétrica.

Exemplo 3.2.1: Calcular o mdc entre 60 e 36:

Solugéo: Observe, na figura abaixo, o retangulo de dimensdes 60 e 36. Vamos

cobrir esse retangulo com os maiores quadrados possiveis. Temos um quadrado de
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lado 36, um quadrado de lado 24 e dois quadrados de lado 12. Isso quer dizer que
o MDC entre 60 e 36 é 12.

12 12

36

36 24

60
Figura 2: Interpretacdo geométrica do MDC. Fonte : Autor.

Exemplo 3.2.2: Um engenheiro deseja construir uma casa num terreno retangular
de dimensbes de 18 m de frente e 80 metros de profundidade. Mas antes deseja
cercar o terreno com estacas. Se tiver uma estaca em cada canto do terreno e
utilizar a mesma distancia entre duas estacas seguidas, qual o numero minimo de

estacas utilizadas?

Solucéo: O problema envolve o conceito de MDC. Se for o utilizado o Método
geomeétrico ele pode ser resolvido da seguinte forma.

Observe, na figura abaixo, o retangulo de dimensbes 80 por 18. Em
seguida vamos dividir esse retdngulo com os maiores quadrados possiveis. Serdo
quatro quadrados de lado 18, dois quadrados de lado 8 e 4 quadrados de

lado 2. Portanto o MDC entre 80 e 18 sera 2.

2222
111

8
18 .

18 18 18 18 8

Y
80

Figura 3: Interpretacdo geométrica do MDC. Fonte : Autor.

Na profundidade de 80 m teremos: 80: 2 = 40 estacas, somadas com as 40 do
lado paralelo teremos 80 estacas.
Na frente de 18 m vamos ter: 18: 2= 9 estacas, somadas com as nove do lado

paralelo teremos 18 estacas. Portanto ao todo serdo 80 + 18 = 98 estacas.
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4 MINIMO MULTIPLO COMUM

Como foi realizado no capitulo anterior com o maximo divisor comum,
também utilizaremos a mesma metodologia com minimo multiplo comum nesta
secdo. Primeiramente serd apresentada sua definicdo, em seguida, suas
propriedades, aplicacdes e principais métodos ensinados no ensino fundamental. E
por fim também ilustraremos um método geométrico que foi demonstrado na revista

do professor de matematica.

4.1 MINIMO MULTIPLO COMUM NOS INTEIROS

Sendo n um numero inteiro, tal que n # 0. Se multiplicarmos n pelo
conjunto dos numeros inteiros, Z = {..., -5, - 4-3,-2,-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, ...},

obteremos o conjunto M(n), denominado o conjunto dos multiplos de n.

Exemplo4.1.1:

a) M(6) = {... ,-24,-18,- 12, - 6, 0, 6, 12, 18, 24 ... }
b) M(- 8) ={...,-32,-24,-16, - 8, 0, 8, 16,24, 32...}
¢) M(10) ={..., =30, - 20,- 10, 0, 10, 20, 30, ...}

Observacédo 4.1.1: notamos que, 0 inteiro zero é mdultiplo de todo namero inteiro, e
que M(n) = M(- n).

Ao comparar os conjuntos M(6) e M( - 8), observamos que nesses
conjuntos constam alguns ndmeros comuns. Se denominarmos o conjunto M(6, - 8),
como sendo o conjunto dos multiplos comuns dos inteiros 6 e de - 8, temos que:
M(6,-8)={.,+24,+48,+72,...}

Definic&o 4.1.1: Considere a e b inteiros ndo nulos. O minimo mdaltiplo comum de a

e b é o menor dentre os multiplos positivos comuns de a e b.



39

Defini¢c&o 3.1.2: Outra maneira de definir o minimo multiplo comum de dois numeros

€ se ele possuir as seguintes propriedades:

()m>0
(if) € um maltiplo comum de a e b;

(iii) se ¢ € um multiplo comum de a e b, entdo m| C.

Suponha que m e m’ sdo dois minimos multiplos comuns de a e b,
entdo, temos de (ii) que m| m’' e m’| m. Mas se m e m’ sdo ndmeros naturais, temos
que m = m’, 0 que prova que o minimo multiplo comum, se existir, ele serd unico.
Agora, se m é o MMC de a e b e k € um multiplo comum de a e b, entao m| k. Logo,
se k é positivo, temos que m < k, afirmando que m é o menor dos multiplos comuns

positivos de a e b.

Observacéao 4.1.2: Vamos representar o MMC de dois numeros inteiros a e b, ndo

nulos, por [a, b]. Temos ainda que [- a, b] = [a, -b] = [- &, - b] = [a, b].

Proposicéo 4.1.1 Dados a e b inteiros positivos. Entdo se a € mdltiplo de b, teremos

que [a, b] = a.

Demonstragdo: Sabemos que os multiplos comuns de a e b sédo mdltiplos de a. Mas
também, se um namero € multiplo de a igualmente serd multiplo de b, ou seja, um
multiplo comum de a e b. Com isso, o conjunto dos multiplos comuns de a e b terdo
0s mesmos elementos do conjunto dos mdltiplos de b. Mas, Como o menor multiplo

positivo de a € ele mesmo, tem-se que [a, b] = a.
Exemplo 4.1.2: [5, 10] = 10.

Proposicéo 4.1.2: Dados dois numeros inteiros a e b, ambos n&o nulos, temos que
[a, b] existe e [a, b](a, b) = | a-b]|:

Demonstragdo: Vamos dizer que a, b €N, e que k :%, logo temos que,

_ . b _ a o
k= a—(a,b) =b _(a,b)’ logo a| ke b| k. Agora, dado um c que seja multiplo comum de a

b

. a

e b, entdo temos que ¢ = na = n'b. Com isso, h+—= = n~——, mas sabemos do
a @b) ~ "(ab)
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a b a
capitulo anterior que, —— sao primos entre si, portanto —— divide n’ e que
P e @) © @by **°P P (ab) q
k = ——b divide n’b que é igual a c.

(b)

Baseado na proposi¢do acima, podemos através Algoritmo de Euclides
calcular o minimo multiplo comum de dois inteiros, para isso, devemos dividir o

maodulo do produto dos dois nimeros pelo seu MDC.

Exemplo 4.1.3: O méximo divisor de dois numeros € igual a 12 e o minimo mdultiplo

comum deles é igual a 72. Se um deles é igual a 24, qual o outro?

Solucéo: Chamando de x o nimero a ser encontrado e pela a proposicdo a cima
temos que: (X, 24)[x, 24] = x- 24 logo,12- 72 = 24 - x, entdo 864 = 24 - x, portanto
X = 36.

Exemplo 4.1.4: O produto de dois naturais a e b é igual a 100. Sabendo que
[a, b] < 50, determine os possiveis valores de a e b.

Solucao: Pelo teorema acima, temos ab = (a, b)[a, b] e como 100 = 22 . 57, ent&o:
100 = 22 . 5%=(a, b)[a, b] <2 - 5% - (a, b). Entéo (a, b) > 2. Assim, a e b tém fator
comum maior que 2 e como ab =22 - 52, as possiblidades sdo:a=2-5eb=2-5
oua=5eb=22.5,

Exemplo 4.1.5: Se m é um multiplo comum n&o nulo de a e b, mostre que:

1

= [a, b]@(m m)

a'b
Solucgéo:

(=) Seja m um multiplo comum de a e b, logo a| m e b| m, e com iSso, m = x-a e
m = y-b.

Se m = [a, b], entdo pela definicdo a cima temos que [a, b]-(a, b) = ab de onde
(m-a, m-b) = a-b dai, se dividirmos a-b por ambos membros da igualdade teremos
que:

1
E(m'a, mb) = 1= (g,%) = 1. Portanto, se m= [a, b] = (g,%) =1.
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(<) Agora, digamos que (g,%) =1, e se m é multiplo de a e b, temos que m =x -a

e m=y-b, logo (x,y) =1. Comisso, (m-Xx, m-y)=m, sendo m - x e m- y multiplos

de ae b, e como m|mx e m|m-y, e mé o menor dos multiplos de a e b, segue que

m m
m = [a, b]. Portanto, (; ) 3) =1=>m=]a, b].

Proposicéo 4.1.3: Sejam a, b inteiros ndo nulos e n natural, mostre [na, nb] = n[a,b].

Demonstracdo: Pela proposi¢cdo 3.1.2 segue que [na, nb](na, nb) = na - nb, agora
usando a preposicao 2.1.3 do capitulo anterior temos que na - nb =n[na , nb](a,b),

isso implica que n- (Z—i) = [na, nb], logo n[a, b] = [na, nb] como queriamos provar.

O conceito de MMC entre dois numeros inteiros pode ser estendido a

mais de dois niUmeros. Podemos encontrar a proposi¢ao que fala disso em Hefez.

Definic&o 4.1.3 Diremos que o namero natural m é um mmc dos inteiros ndo nulos
ai, ..., an, S€ M € um multiplo comum de a;, .., an, €, se para todo multiplo comum m’

desses numeros, tem-se que m | m’. E facil ver que o mmc, se existe, é Gnico, sendo

denotado por [ay, ..., a)].

Proposicdo 4.1.4: Sejam a;, ..., a, numeros inteiros ndo nulos. Entdo existe o
namero [ay, ..., an] € [a1, ..., @n-1, @] =[a1,. . ., [An -1, &1]].

Demonstragdo: Teremos que provar que, se existe [ai, . . . , [@n - 1, &n]], entéo

acontecera a igualdade acima.
A existéncia do MMC segue facilmente disso, por inducéo.
Sejam=[ay,... ,[@n-1, an]]. LOQO, &3,. . .,an-2€ [an -1, &n] dividem m.

7

Como a, - 1| [an - 1, an] € an|[an _ 1, ap], segue que m é um multiplo comum de

ai, . . ., an. Por outro lado, suponha que m’ seja um multiplo comum de a, . . ., an.
Logo, ai|m’, . .. , an-2|m e [an-1, @] | m’; dai concluimos que m’ é multiplo de
m=J[ai, ..., [an -1, an]

Exemplo 4.1.6: Em uma casa h& quatro lampadas, a primeira acende a cada 27

horas, a segunda acende a cada 45 horas, a terceira acende a cada 60 horas e a
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quarta s6 acende quando as outras trés estdo acesas ao mesmo tempo. De quantas

em quantas horas a quarta lampada vai acender?
Solucéo: Para resolver o problema vamos calcular o MMC entre 27, 45 e 60.
[27, 45, 60] = [27, [45, 60]] =[27, 180] = 540.

Nessa parte do capitulo vamos mostrar como é trabalhado o ensino do

MMC de dois ou mais nimeros naturais nos primeiros anos do ensino fundamental.

O MMC de dois ou mais numeros naturais é dado pelo produto de seus
fatores primos positivos, comuns e ndo comuns, elevados aos seus maiores

expoentes.

Exemplo 4.1.7: Calcule:
a) [360, 150].

Solucéo: Escrevendo os numeros 360 e 150 na forma fatorada temos:
360=2%3".5e150=2"3 5%
Assim, [360,150] = 23. 3% 52 = 1800.

Do mesmo modo que fizemos com o MDC, vamos utilizar as ideias sobre
conjuntos para encontrar o MMC do exemplo a cima.

Chamando P(360) e P(150), respectivamente, os conjuntos dos fatores

primos de 360 e 150, entao:

P(360) P(150)

Figura 4: Conjuntos com as fatoracfes de 360 e 150. Fonte : Autor.

Logo o MMC de 360 e 150 sera dado pelo produto da unido dos elementos P(360) e
P(150), ou seja:
(360, 150) = P(360)UP(150) = 2-2-2-3-3-5-5 = 1800.

b) [250, 420].
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Colocando os elementos em fatores primos temos:
250 = 2.5°

420 = 2%.3.5.7

Assim, [250, 420] = 22.3-5%.7= 10500.

Fazendo pelo diagrama:

P(250) P(420)

Figura 5: Conjuntos com as fatorac@es de 250 e 420. Fonte: Autor.

Entdo: [250, 420] = P(250) U P(420) = 2-2-3-5-5-5-7 = 10500.

Nesta parte do capitulo falaremos de um dos métodos mais aplicados
para o calculo do MMC, de dois ou mais numeros naturais, conhecido como
decomposicdo simultdnea em fatores primos. Nesse método os numeros dados séo
divididos simultaneamente por um ndmero primo comuns. Se o resultado for uma
divisdo exata, sera usado na sequencia do célculo o quociente dessa divisdo. Mas,
se o resultado dessa divisdo néo for possivel de forma exata para todos os valores,
repetimos o numero que nao foi dividido. Este processo segue até aparecer o
ndmero 1 em todas as sequéncias de divisdes. Dai, resultando que o MMC sera o

produto dos fatores primos utilizados nessa fatoragao.

Exemplo 4.1.8: Trés satélites artificiais giram em torno da Terra em Orbitas
constantes. O tempo de rotagdo do primeiro € de 42 minutos, do segundo é de 72
minutos e do terceiro é de 126 minutos. Em dado momento eles se alinham em um
mesmo meridiano, embora em latitudes diferentes. Eles voltardo em seguida a

passar simultaneamente pelo mesmo meridiano depois de:

Solucéo: Para encontrar o tempo em que os satélites irdo se alinhar novamente no
mesmo meridiano temos que encontrar o MMC do tempo de rotacdes dos trés

satélites, logo:
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42,72,126
21, 36, 63
21, 18, 63
21, 9,63

7, 3,21
7,1, 7
1,1, 1

N wWwow NN NN

[42, 72, 126] = 2:2:2:3-3-:7 = 504. Ou seja, os trés satélites irdo se alinhar
novamente a 504 minutos do Ultimo alinhamento que equivale a 8 horas e 24

minutos.

4.2 APLICACOES ENVOLVENDO O MINIMO MULTIPLO COMUM

Nesta secdo do capitulo vamos apresentar algumas aplicacdes

envolvendo os conceitos sobre o MMC.

Problema 4.2.1: (PROFMAT - 2011) O méximo divisor comum entre dois nimeros
naturais é 16 e o minimo multiplo comum desses nimeros € 576. E correto afirmar
que:

(a) Os dois numeros sdo maiores que 50.

(b) O produto dos dois nimeros € maior que 8000.

(c) Os dois numeros sao multiplos de 32.

(d) Os dois numeros séo divisores de 96.

(e) Um dos nimeros é multiplo do outro.

Solucéo: Usando a Proposigdo 3.1.2 temos que o produto de dois numeros € igual
ao produto do seu MDC pelo seu MMC, logo 16 x 576 = 9216 > 8 000. Portanto a
opcao (B) é a verdadeira. O par (16, 576) é contraexemplo para (A), (C) e (D), e 0
par (64, 144) é contraexemplo para (E).
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Problema 3.2.2 (OBMEP - 2015) Em uma lousa sdo escritos os 2014 inteiros
positivos de 1 até 2014. A operagdo permitida é escolher dois nimeros a e b, apagé-
los e escrever em seus lugares os numeros mdc(a, b)(Méximo Divisor Comum) e
mmc(a,b)(Minimo Mdaltiplo Comum). Essa operagdo pode ser feita com quaisquer
dois numeros que estdo na lousa, incluindo os numeros que resultaram de
operacdes anteriores. Determine qual a maior quantidade de numeros 1 que

podemos deixar na lousa.

Solug&o: A maior quantidade de nimeros 1 que podemos deixar € 1007. Primeiro
vamos mostrar como obté-los. Para isso, basta tomar os pares de numeros
consecutivos, (1, 2), (3, 4), (5, 6),..., (2013, 2014) e realizar a operagado em cada par.
Sabendo que numeros consecutivos ndo tém fator comum, cada um dos maximos
divisores comuns serd 1. N&o é possivel obter mais do que isso, pois a quantidade
de nameros pares ndo se altera no decorrer das operagdes. Isso ocorre, pois, se
operarmos com dois numeros pares, teremos como resultado dois numeros pares,
se operarmos com dois numeros impares teremos como resultado dois nimeros
impares e se operarmos com um numero par e um numero impar obteremos
também um ndmero par e um nimero impar. Come¢camos com 1007 nimeros pares

e sempre teremos 1007 nimeros pares.

Problema 4.2.3 Mostre que (a, b) = [a, b], se e somente se , a=Db.

Solucgéo:

(=) Suponha que (a, b) =[a, b], entdo pela Proposi¢do 3.1.2 temos que:

[a b](a, b) = ab, isso implica que [a, b]* = ab. Chamando m = [a, b] talque m=xae
m = yb dai,

m? = (xa)’ = ab — x?a = b ou

m?=(yb)’=ab —»y*h=a.

Substituindo um no outro temos que:

y’(x’a)=a — (yx)?’=1—>x=y=1,logoa=bh.

() Sejaa =bentéo, [a, b] =[a, a] =a e (a, b) = (a, a) = a, Portanto [a, b] = (a, b).

Problema 4.2.4 (OBMEP - 2009) Uma doceira foi ao mercado comprar ovos para

fazer 43 bolos, todos com a mesma receita, que requer menos do que nove ovos. O
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vendedor repara que se tentar embrulhar os ovos que a doceira comprou em grupos
de dois, ou de trés, quatro, cinco, ou seis ovos, sempre sobra um ovo. Quantos ovos
ela usa em cada bolo? Qual € o menor nimero de ovos que a doceira vai gastar

para fazer os 43 bolos?

Soluc&o: Como os 43 bolos tem a mesma receita, o numero de ovos que a doceira
precisa € um multiplo de 43. Por outro lado, esse numero também é um mudltiplo de
2,3,4,5e6 acrescidode 1. OMMC de 2, 3,4,5e 6 € 60, mas 60 + 1 =61 ndo é
multiplo de 43. Precisamos, entdo, encontrar um numero com essas duas
propriedades:

 é multiplo de 43;

e acrescido de 1 é mdltiplo de 2, 3, 4,5 e 6.

Lembre também que como a receita gasta menos de 9 ovos, 0 nimero que estamos

procurando “e menor do que 43 x 9 = 387. Temos:

60 x 2 + 1 =121 ndo é multiplo de 43
60 x 3 + 1 =181 ndo é multiplo de 43
60 x 4 + 1 = 241 ndo é multiplo de 43
60 x 5+ 1 = 301 é multiplo de 43

60 x 6 + 1 = 361 ndo é multiplo de 43

Podemos parar por aqui porque 0s proximos numeros serdo maiores do que 387.

Logo, a doceira comprou 301 ovos

Problema 4.2.5 Sejam a, b e c trés niUmeros naturais ndo nulos. Mostre que:
abc = [a, b, c](ab, ac, bc):

Solugéo: Chamando de d o MDC de a e b, como (ab, ac, bc) = (ab, (ac, bc)), entéo:
(ab, ac, bc) = (ab, (ac, bc)) = (ab, c(a, b) = (ab, cd):, isto implica que :

abcd
[ab.cd]’

(ab, ac, bc) = (ab, cd) =

Por outro lado, [a, b, c] =[[ a, b] ,c] = [%, c] = [am, c], onde b = md.

ab, ac, bc) = abed ~_ _abed ~_ abed _ _abc _ _abe Portanto
(@b, ac, bC) = Trdl T fmded] - damd © famd  fabd ’

abc = [a, b, c](ab, ac, bc) como queriamos provar.
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Observagédo: am = [a,b], pois (a,b)[a,b] = ab = d[a,b] =amd = am = [a,b]

4.3 METODOS GEOMETRICOS PARA O CALCULO DO MINIMO MULTIPLO
COMUM.

No capitulo anterior foi apresentado um método geométrico para o célculo
do Méximo divisor comum. Esse método usa o conceito das divisdes sucessivas de
dois numeros naturais adaptada a geometria.

A mesma revista, na edicdo 32 também traz um artigo, escrito pelos
professores Mario Lucio Cardoso e Otanio Alves Gongalves, que fala de um modelo
geométrico para o céalculo do MMC. Esse método pode ser descrito como:

1) Tomemos um retdngulo ABCD de lados m e n. O retédngulo devera estar
subdividido em quadrados unitarios.

2) Partindo de um dos vértices do retangulo, tragamos as diagonais dos quadrados
unitérios observando a seguinte ordem:

a) tragcamos a diagonal do quadrado que tem o vértice coincidente com o veértice
escolhido do retangulo.

b) tragamos, a partir do vértice no qual paramos, as diagonais dos quadrados que
tém um angulo oposto pelo vértice com o quadrado anterior ou, na auséncia desse
quadrado, tracamos a diagonal do quadrado ao lado e a partir do vértice onde
paramos.

c) As diagonais dos quadrados unitarios devem ser tracadas até que se chegue a
um dos outros vértices do retangulo ABCD.

d) Contamos quantos quadrados tiveram suas diagonais tracadas. O namero

encontrado é o MMC de me n.

Exemplo 4.3.1: Dois navios fazem viagens entre dois portos. O primeiro a cada 6
dias, o segundo a cada 8 dias . Se esses navios partirem juntos, depois de quantos
dias voltardo a sair juntos, novamente?

Primeiramente, vamos construir um retangulo dividido em quadrados
unitérios, com dimensfes 8 por 6. Depois iremos escolher um vértice desse

retangulo para iniciar as ligagdes das diagonais.
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D YANEE
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A B
Figura 6: Interpretacdo geométrica do MMC. Fonte : Autor.

Portanto, ao chegar ao outro vértice do retangulo foram contabilizados
24 diagonais nos quadrados unitarios. Isso significa que o MMC entre 8 e 6 sera 24.

Apesar desse método ser interessante para nossos alunos, ele néo
seria muito prético para o célculo do MMC envolvendo nimeros de valores alto, pois
seria um pouco trabalhoso construir o retangulo subdividido em quadrados unitarios
para em seguida tragcar suas diagonais.

No encerramento desse capitulo vamos destacar um novo método
muito interessante que possibilita mostrar o mesmo tempo o MDC e o MMC de dois
nameros naturais. Esse procedimento também foi demonstrado pelo professor
Marcelo Polezzi na revista professor de matemética edigdo 51. Para realizar tal feito

devemos seguir as etapas:

1. Faca um retangulo de dimensdes inteiras ae b, dividido em quadradinhos
unitérios.
2. Escolha um vértice do retangulo e trace sua diagonal. Marque pontos na

interse¢do dessa diagonal com os vértices dos quadradinhos unitarios.

3. Contabilize em quantos segmentos esses pontos dividem a diagonal: E esse

numerod é o MDC de a e b.

4. Agora faca linhas verticais (horizontais) passando por cada um dos pontos que
vocé marcou, unindo dois lados opostos do retdngulo. Conte o ndmero de
quadradinhos unitérios existentes em qualquer um dos d retadngulos determinados

por essas linhas verticais (horizontais): Esse nimero m é o MMC de a e b.
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Exemplo 4.3.2: A figura a seguir ilustra o procedimento paraa =12 e b = 20.

i 3

L4

\ J
/

12

Figura 7: Interpretacéo geométrica do MDC e do MMC. Fonte: Autor.

A diagonal est4 dividida em quatro partes iguais, logo, (12, 20) = 4.
O numero de quadradinhos existentes em qualquer um dos trés

retdngulos é 5 x 12 = 60, Portanto [12, 60] = 60.
Justificativa do método

Chamando o MDC entre a e b de d e supondo que existam p e q
nameros inteiros tais que a = d-p e b = d-q, onde p e q sdo coprimos. Fagcamos um

sistema de coordenadas ortogonais com a origem em um dos vértices do retangulo.

b peegd (@, B)

Figura 8: Reta de equacaoy = E X.
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. b . , A
Se observarmos a reta de equacéo y =xea diagonal desse retangulo.

b
Notemos que 2 = %, com isso, (0,0); (p, 9); (2p, 2q); ...; (d-p ,d-q) pertencem a reta

da diagonal. Logo existem d + 1 coordenadas inteiras, com a mesma distancia entre
elas.
Para provar que sdo apenas essas as coordenadas inteiras que pertence

a essa diagonal, vamos supor que (r, s) esta contido nessa diagonal e possui

o b ~
coordenadas inteiras, logo s = Jr= % r. Entdo s-p = q-r e, como (p, q) = 1, tem — se

que s =tqger=tp, com0 <t<d Logo, a diagonal fica dividida em d pedacos
iguais.

Se asd + 1 coordenadas sdo igualmente espacgadas, os dretangulos
obtidos na condicdo 4 tém a mesma &rea m. Com isso, md =a'b, o que prova

qgue m =[a, b] e m é também o nimero de quadradinhos contido nos retangulos.
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5 A EXISTENCIA DO MAXIMO DIVISOR COMUM

Vimos que o MDC existe nos inteiros. Nesta Ultima etapa do trabalho
abordaremos sobre o dominio Euclideano, ilustrando alguns exemplos, bem como
0s seus principais resultados para enfim chegar ao objetivo principal que é
demonstrar a existéncia do maximo divisor comum entre dois elementos em outros
conjuntos numéricos.

Sabemos que nem sempre dois niumeros possuirdo o MDC. Por exemplo,
temos os pares de elementos 4 e 2 + 2V3i. Podemos observar que ambos s&o
divididos por 2 e 1 + V3i, mas os mesmos ndo s&o mdltiplos um do outro, portanto 4
e 2 + 2V3i ndo podem ter MDC. Com isso, para tratar da existéncia do MDC entre
dois elementos temos que conhecer outras classes de numeros, mas
especificamente os dominios euclideanos.

Antes de falarmos dos dominios euclideanos apresentaremos algumas
definicbes que serdo bastante Gteis para que possamos entender melhor a estrutura

desses dominios.
5.1 ANEIS

Definicdo 5.1.1: Um anel (A, +, -) € um conjunto provido de uma operacdo chamada
de adicdo e expressada por + e outra operagcdo chamada de multiplicacdo e

denotada por - e que atendam os seguintes requisitos:
Al. Paratodo x,y,z €A, (x +y) +z=x+ (y+ z) (associatividade da adi¢céo);

A2. Existe 0 € Atal que para todo x € A, x + 0 =x e 0 + x = x (existéncia do elemento

neutro referente a adi¢cdo);

A3. Para todo x € A existe um Gnicoy € A, expressado pory = - x, talque x +y =0

ey + x = 0 (existéncia do inverso aditivo);
A4d. Paratodo x,y € A, x +y =y + x (A adigdo é comutativa);

A5. Paratodo x, Yy, z € A, (X-y)-z = X-(y-z) (A multiplicagdo € associativa);
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A6. Paratodo x,y, z € A, x-(y + z) = x-y + x-z ( A adi¢do é distributiva relativamente a

multiplicag&o).

A7. Dizemos que um anel (A, +, -) é um anel com unidade se satisfazer a seguinte

propriedade: Existe 1 € A - {0}, talque x - 1 =1 - X = X, qualquer que seja x € A.

A8. Dizemos que um anel (A, +, -) € comutativo se satisfazer a seguinte propriedade:

Paratodox,y€E A, X -y=Yy - X.

Definicdo 5.1.2: Dado um anel comutativo A, ele sera dito um dominio de
integridade desde que possua a propriedade:
Para todo a, b € A, se a-b = 0, entdo a = 0 ou b = 0, ou seja, A € um dominio de

integridade se, e somente se, para todo a, b € A\ {0}; tem - se que a-b # 0.

Exemplo 5.1.1: Os conjuntos dos numeros inteiros, racionais, reais e os dos

ndmeros complexos sdo exemplos de dominios de integridade.

Definicdo 5.1.3: Seja A um anel comutativo. Um elemento a € A invertivel com

relagdo ao produto € denominado uma unidade.

Exemplo 4.1.2: Os numeros 1 e -1 sdo as unidades nos conjuntos dos inteiros.

Definicdo 5.1.4: Seja B um subconjunto ndo vazio de um anel A sera dito um

subanel de A se, com as operac¢des de A, continuar ainda sendo um anel.

Exemplo 5.1.3: 2Z é um subanel de Z. Mais geralmente, nZ € Z sdo subanéis, para
todo n =0 . De fato, para todo a, b € nZ = a = nky, b = nky, com kq, k; € Z. Assim,
a-b=n(ki-k2) eEnZea-b=n(ks kzn) €nZ.

Definicdo 5.1.5: Um subconjunto ndo vazio B de um anel A é um subanel de A se,
e somente se, as seguintes condi¢des sao atendidas:

() 0 € B;

(i) 1 € B;

(i) se a; b e B, entdoa + b € B;

(v)sea;beB,entdoa- b € B;

(v) se a € B, entdo - a € B.
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Observacdo 5.1.1: todo subanel A dos numeros complexos necessariamente
contém os inteiros, pois possui 0 e 1 e é fechado para as operacdes de adicdo e de
subtracdo. Logo, Z é um subanel de A. Além do mais, todo subanel dos nimeros
complexos é um dominio de integridade, ja que o conjunto dos complexos é um

dominio de integridade.

Definicdo 5.1.6: um anel (K, +, -) sera chamado de corpo se ele possuir a seguinte
condi¢cdo: Todo elemento diferente de zero de K possui um elemento inverso com

respeito a multiplicagéo, isto €, Para todo x € K \{0}, existe y € K tal que xy = 1.

Exemplo 5.1.4. Com as operag¢fes usuais, o anel dos inteiros Z € um dominio que

nao € corpo. Ja os conjuntos R, Q, C sao corpos.

Definigcdo 5.1.7: Um subconjunto K de um corpo M que, com as operagbes de

adicdo e de multiplicacéo de M, é ainda um corpo, sera chamado de subcorpo de M.

Definicdo 5.1.8: Um elemento a € A é dito irredutivel se para toda fatoracdo a = b-c

temos b unidade ou c unidade.

Definicdo 5.1.9: Um funcdo N : A — N é dita norma de A se satisfaz as seguintes
condigoes:
(i) N(ab) = N(a)N(b) paratodo a, b € R;

(i) N(a) = 1 se, e somente se, a é unidade em A.

Definicdo 5.1.10: Seja (A, +, -) um anel e seja | um subconjunto ndo vazio de A.
Dizemos que | € um ideal de A se:
e X+ye€l paratodox,ye€l

e axEe€l paratodoac€A.

Exemplo 5.1.5: {0} e R s&o os ideais triviais de R.

Exemplo 5.1.6: seja n = 0 um inteiro. O subconjunto de nZ = { zn | z € Z} é umideal
do anel dos inteiros. Mais geralmente, seja (A, +, -) um anel e sejam ai, ay,..., &
elementos do anel A. Entdo, o subconjunto:

Aa; + Aa, + ...+ Aa; ={ a;xs + axXz + ... + a |x1, X2, ..., Xt € A} € um ideal de (A, +, *)

que sera denotado por (a, ay, ..., &).
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Definicdo 5.1.11: Um dominio de integridade A que contenha um elemento
identidade € um anel principal se todo ideal | em A é da forma | = {(a), para algum
a € A, ou seja, um ideal € principal quando ele € gerado por um Unico elemento

pertencente a A.

Definicdo 5.1.12: Um dominio A é chamado de dominio principal se todo ideal de A

for principal.

Exemplo 5.1.8: O anel Z € um exemplo de dominio principal, pois todos os seus

ideais séo principais.

5.2 DOMINIO EUCLIDEANO

Basicamente o algoritmo de Euclides fala que no conjunto dos inteiros é
possivel fazer a divisdo de um elemento a por um elemento b gerando “um resto
pequeno”, ou melhor, dizendo, um resto onde seu valor absoluto ser& menor que o
valor absoluto de b. Vamos tentar generalizar esse conceito. Mas, para que iSso
ocorra devemos ter um conjunto munido de duas operac¢des (adicdo e multiplicagdo)
e um modo que possamos determinar que um elemento seja menor que o outro.
Esse sera o conceito de um dominio Euclideano, ou seja, € a generalizacdo do

algoritmo de divisdo dos inteiros para anéis (dominios de integridade) em geral.

Definicdo 5.2.1: Um dominio euclideano (D, +, -,v) € um dominio de integridade
(D,+, -) e uma funcdo v dos elementos ndo nulos de D dos inteiros ndo negativos

tais que:

1. Para todos os pares a, b de elementos de D para os quais b # 0 existemqe r
em D tais que:
a=bg+re0=rouv(r)<v(b).
2. Para todos os pares a, b de elementos de D paraos quaisa#0eb #0

v(a) < v(ab).
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Teorema 5.2.1: O conjunto G, denominado de Inteiros gaussianos, onde todos os
ndmeros complexos da forma a + bi, tal que a e b sdo nimeros inteiros e tem como

norma N(«x) = < serd um dominio euclideano, onde o« = a + bi.

Demonstragdo: Teremos que N(x) = 0 se, e somente se « = 0. Com isso, N(x) = 1,
para todo « # 0. Sabemos da definigdo 4.1.9 que N(x ) = N(x)N(f), logo N(x S) =
N(x).

Se x e f # 0. Entdo temos que achar p e o tais que «x= - g + p, onde p = 0 ou

N(p) < N(p). Como B#0 segue que p = X - f- 7 = ,8(% - 0 ), e sabemos dos

. _ 2 . 2 2| & 2
nimeros complexos que N(p) =pp = |p|% dai | p|2 = |B | |E - ¢|% Logo
x 2 x 2
N(p) < N(p). Se |E - g|*< 1. Agora temos que escolher ¢ € G tal que |E -o|?<1.
oC
Sejax=a+bief=c+die E = X + yi onde x e y sdo numeros reais. Tomaremos

os inteiros 6 e § tais que |x—9|<%e|y—6 |<Zlesejaa:9+6i, entdio; o € G e

« . - -
|5 -ol7=lx+yi-@+60)]|?= [(x- 6)+ (y-0)i|*= (x- 0]+ (v-8)’ <z+3=5<1

Assim encontrando o ¢ desejado e fazendo p = « - § o teremos provado o teorema.

Exemplo 5.2.1: Se k for um corpo. Entéo, o anel de polinémios K[x] € um dominio

Euclidiano.

De fato, Chamamos ¢(p(x)) = grau(p(x)). O segundo requisito do dominio Euclideano
é imediato. Vamos nos atentar na primeira condi¢do. Se f(x) = 0 ou grau f(x) < grau
g(x), entdo nada a fazer. Suponha que f(x), g(x) € K[x], e grau f(x) = grau g(x), faga

f(x) = apnx" +. .. + ap e g(x) = bpx™ +. . . + bo. Note que fi(x) = f(x) - Z—”x”‘mg(x) é tal
que grau fi(x) < grau f(x) e f(x) = Z—”x”‘m g(x) + fi(x). Se fi(x) = 0 ou grau f(x) < grau

g(x), entdo nada mais a fazer. Caso o contrério, refaca o processo para fi(x) e ache
f2(x), que atenda fi(x) = p(x)-g(x) + f2(x) com grau fy(x) < grau fi(x). Se fo(x) = 0 ou
grau fy(x) < grau g(x), entdo acabou. Se ndo, repita as etapas até achar um fy(x)
apropriado. Portanto K[x] € um dominio Euclideano.

Veremos algumas definicbes envolvendo o algoritmo euclidiano em um

dominio euclideano (D, +, -, v).
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Lema5.2.1: Sea € D, a#0, entdo v(a) > v(1).
Demonstragédo: Se 1- a = a resulta que v(1) < v(a).
Lemab5.2.2: Se 0 #a € D, entdo v(a) = v(1) se, e somente se, a € unidade.

Demonstragédo: Se a for unidade, logo existe um elemento c € D, tal que 1 = a-c.
Com isso, v(a) < v(a-c) = v(1) < v(a), portanto v(a) = v(1). Do mesmo modo, se
v(a) =Vv(1), e se fazendo 1 = a-q + ronde 0 =r ou v(r) <v(a) = v(1). Onde essa ultima

desigualdade n&o pode ocorrer, logo 0 =re a| 1. Portanto a sera uma unidade.

Teorema 5.2.2. Considere D um dominio euclidiano. Entdo D serd um dominio de

ideais principais.

Demonstragdo: Considere | um ideal de D e ¢ a fungcdo que atende as
determina¢des de um dominio euclidiano. O subconjunto dos inteiros ndo negativos
{o(X): x €1} admite um menor elemento. Considere x €1 tal que ¢(x) € o minimo do
conjunto, ou seja, se y € |, entdo ¢(x) < ¢(y). Note que o ideal gerado por x, (x), esta
contido em |. Seja agora z € |. Entéo, existemq, r € | tais que z=xq +r,comr =0 ou
¢(r) < ¢(x). Note que, como z, g € |, temos r € |. Logo, r ndo pode satisfazer (r) < ¢(x),
e entdo, temos r = 0. Segue que z = gx, € entao, z € (x). Dai (x) = |, ou seja, | € um

ideal principal. Como | é arbitrério, segue que D é um dominio de ideais principais.

Lema 5.2.3: Sejam a e b # 0 Pertencentes a um dominio de integridade (D, +, -, v).
Seja b =aq +r. Se b e r possuem um maximo divisor comum d, entdo d € 0 maximo

divisor comum de a e b.

Demonstragdo: Se a = bq + r é claro que cada divisor de b e r € um divisor de a, em
particular d deve dividir a. Logo d € um divisor comum de a e b. Por outro lado
r = a— bg e assim qualquer divisor comum, c, de a e b divide r e entdo é um divisor
comum de b e r. Logo c dividir um maior divisor comum de b e r, em particular c| d.
Portanto, d é o maior divisor comum de a e b.

Agora veremos uns dos principais teoremas a respeito do maximo divisor

comum. Sua demonstragéo podemos encontrar em DEAN (1974).
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Teorema 5.2.3: (Existéncia do M D C) Seja (D, +, -,v). Um dominio euclideano. Se
a, b € D e um deles é ndo nulo, entdo a e b tem um maior divisor comum e, além

disso, existem elementos x, y € D tais que se d = MDC(a, b) entao:
d=ax+by.

Demonstragéo: Se b| aou a| b, entdo o teorema torna — se trivial. Se por exemplo,
b| a,entdoo (a,b)=b=a-0+b-1.Logo o teorema vale em particular, quando um
dos a e b € uma unidade ou quando eles, mas ndo ambos, é zero. AsSsumimos agora
que b # 0 e procedemos por indugdo sobre m, o minimo de v(a) e v(b). A inducdo
comeca no valor minimo de m, precisamente v(1) que ocorre quando a ou b € uma
unidade e sabemos entao que o teorema € valido. Nossa hipétese de indugéo supde
o teorema vélido para quaisquer dois elementos c, d quando ¢ ou d é zero ou o
minimo de v(c) e v(d) € menor do que m. Suponhamos que agora a = 0 ou
m = v(b) < v(a). Temos a = bg + rcom 0 =r ou v(r) < v(b). Se r = 0 entdo b| a,eo
teorema vale. Se v(r) < v(b) = m, entdo por indugéo existe MDC (b, r), e para algum
w, z € D temos que MDC(b, r) = bw + rz. Pelo lema 4.2.3 sabemos que cada
MDC(b, r) € um MDC(a, b) e assim temos MDC(a,b) = MDC(b, r) = bw + rz =

bw + (a—-bqg)z=az + b(w - qz).
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6 CONCLUSAO

Nesta pesquisa apresentamos de forma mais abrangente os conceitos
envolvendo o méaximo divisor comum e o0 minimo maltiplo comum tendo como
destaque o capitulo 4 que fala da condicdo de existéncia do MDC entre dois
elementos.

Um dos principais objetivos desse trabalho é que ele possa trazer uma
contribuicdo tanto para professores de matemética quanto para estudantes do
ensino bésico, pois nele é possivel encontrar assuntos mais elaborados visto no
mestrado do PROFMAT, como também, diversas aplicagbes envolvendo as
definicbes de MDC e de MMC nas olimpiadas de matemaética, em especial a
OBMEP.

No decorrer do trabalho, também podemos destacar nos capitulos 02 e 03
as formas geométricas para obter o MDC e o MMC. Seria uma abordagem bem
interessante e ladica para os professores acrescentarem esses métodos em suas
aulas, até por que os livros didaticos ndo costumam trabalhar essas metodologias
em seus materiais.

Por fim, espero que esses assuntos da matematica tdo ricos em
aplicacdes e que podem ser empregados no nosso cotidiano possam ser ensinado
nas escolas de modo diferente. Que eles deixem de ser vistos, no ensino
fundamental da educagédo basica, como meros instrumentos para serem trabalhados
com fragOes e possam ser olhados como instrumentos para a resolucdo de diversas

aplicacgoes.
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