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Resumo

Iniciado com uma apresentacdo dos principais teoremas, defini¢cdes e propriedades que tratam
sobre 0s nimeros primos e conduzem ao Teorema Fundamental da Aritmética (TFA), este trabalho
tem como objetivos, expor uma base teérica minima necessaria ao educador que pretende lecionar o
conteddo mencionado ao sexto ano do Ensino Fundamental e ainda propor uma metodologia de
ensino composta por cinco aulas, cuja abordagem dos conceitos foi feita de acordo com a Teoria dos
Campos Conceituais proposta por Gerard Vergnaud. Descrevemos assim, nosso objeto matematico,
0 TFA, e em seguida expomos um conjunto de aulas que contam com atividades ludicas, como jogos,
a dindmica de construcdo dos conceitos mediante o debate cientifico e ainda com a resolucdo de

problemas como ferramentas que otimizam o processo de ensino aprendizagem.

Palavras chave: Numeros primos, Teorema Fundamental da Aritmética, Teoria dos Campos

Conceituais, jogos, resolucdo de problemas, Ensino Fundamental.



Abstract

Started with a presentation of the main theorems, definitions and properties that treat about
prime numbers and lead to the Fundamental Theorem of Arithmetic (TFA), this paper aims to expose
a minimum theoretical basis necessary for the educator who wants to teach the contents mentioned
the sixth year of the Elementary School and to propose a teaching methodology consists of five
classes, whose approach to the concepts, was done according to the Conceptual Fields Theory,
proposed by Gerard Vergnaud. Therefore we describe our mathematical object, the TFA, and then
expose a set of classes that rely on amusement activities, such as games, dynamic construction of
concepts through scientific debate and with problem solving as tools that streamline the process of

teaching and learning.

Key words: Prime numbers, Fundamental Theorem of Arithmetic, Conceptual Fields Theory,

games, problem solving, Elementary School.
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Capitulo 1

Introducéo

O ensino da Aritmética na Educacdo Bésica nos mostra uma faceta de insucesso na
aprendizagem escolar. Direcionando o foco para o campo pedagdgico, na busca pela causa da ndo
assimilacdo dos conceitos, constata-se que o tratamento dado aos mesmos e a forma como sédo
levados as salas de aula tradicionais, conduzem o aluno a memorizacao de algoritmos e de definicdes
vazios de sentido. Assim, quando os mesmos séo indagados, por exemplo, a respeito do processo
utilizado em tais algoritmos, ou ainda sobre conexdes entre as definicdes mencionadas, nota-se que,
em geral, as respostas ndo apresentam indicios de que haja um dominio s6lido sobre os entes
matematicos.

Quando os objetivos da disciplina ndo séo alcancados e o estudante se vé limitado a memorizar
e reproduzir uma série de regras, cujos significados e aplicac@es ele desconhece, acaba tomando para
si, a ideia de que os conhecimentos matematicos sao inatingiveis, fortalecendo o mito socialmente
construido de que o aprender matematica fica restrito a um grupo seleto de pessoas, cujo intelecto
seria mais evoluido. Este cenario desafiador, nos incita a buscar meios de inserir na pratica
pedagOgica procedimentos como o exercicio do questionamento advindo do estudante, do
pensamento cientifico, da criagdo de problematizagdes, para que haja o resgate do interesse pelo
estudo da Matematica. Em substitui¢do as aulas expositivas, onde o professor simplesmente projeta
seu conhecimento para a turma com a dinamica: definicdo — exemplo — exercicio, propomos estimular
a construcdo das estruturas matematicas, num processo regido pelo professor e protagonizado pelo
aluno, a prética argumentativa, o uso e a elaboragdo de demonstracdes adequadas ao nivel de
escolaridade dos educandos. Séao estes alguns dos instrumentos que poderiam promover a
consolidagéo do conhecimento, contudo, sdo raramente vistos no cotidiano escolar.

A busca de uma didatica que favorega o desenvolvimento do pensamento critico nas aulas de

matematica, é descrito nos Parametros Curriculares Nacionais:

“E desejavel que no terceiro ciclo® se trabalhe para desenvolver a
argumentacdo, de modo que os alunos néo se satisfacam apenas com a

producdo de respostas a afirmag6es, mas assumam a atitude de sempre



tentar justifica-las. Tendo por base esse trabalho, pode-se avanc¢ar no
quarto ciclo para que o aluno reconheca a importéancia das demonstragfes

em Matematica, compreendendo provas de alguns teoremas.” (PCN, p. 70).

Tomamos como topico a ser discutido neste trabalho, 0 Teorema Fundamental da Aritmética.
De grande importéncia € o ensino desse tema, pois contempla nog¢des basicas essenciais como a de
namero primo, por exemplo, além de ter grande aplicabilidade na resolucdo de problemas e no
desenvolvimento de conceitos mais avangados. Temos como objetivo tragar um caminho para uma
aprendizagem sélida dessa teoria.

Assim, diante da problematica educacional relativa ao ensino da Matemaética, em especial da
Aritmética, que foi apresentada, trazemos, primeiramente, um suporte teérico, que acreditamos ser a
bagagem minima de conhecimento da qual o educador deve ter se apossado para realizar uma boa
aula, contendo as principais definicdes, propriedades e teoremas a respeito do nosso objeto
matematico, o Teorema Fundamental da Aritmética. Em seguida apresentamos uma proposta de
metodologia de ensino, que conduz ao TFA, construida a luz da Teoria do Campos Conceituais de
Gerard Vergnaud. Partiremos da nocdo de divisibilidade, com uma ampla discussdo sobre as
propriedades inerentes & tal conceito, descreveremos o processo de divisdo euclidiana, destacaremos
a importancia dos nameros primos, chegando por fim ao TFA. Esta proposta destina-se as turmas do
sexto ano do Ensino Fundamental, sendo organizada em um conjunto de cinco aulas, com uma média
de duracdo de 100 minutos cada. Neste procedimento, procuramos enfatizar a importancia das
interacdes entre os individuos em trabalhos em grupo, contando com uma ferramenta de grande
eficacia no ensino da matematica: os jogos. Além disso, destacamos a grande relevancia que possui
o0 conhecimento advindo do proprio estudante, sua capacidade de debater e construir conceitos. Nao
deixamos porém de encaminhar as ideias construidas a uma regido de formalidade, natural e
necessaria a assimilacdo das propriedades dos objetos matematicos.

Nesta sugestdo metodoldgica, partimos de uma problematica, induzindo os estudantes a
criarem seus esquemas de investigacdo e resolugdo, destacando os invariantes envolvidos e
valorizando formas diversas de representagdo, assim como 0S mecaniSmos que promovem
transformacédo de uma representacdo em outra. Ao fim de cada atividade buscaremos a construcao
das definicbes e o desenvolvimento do raciocinio légico-dedutivo atraves da elaboracdo e
interpretacdo de propriedades e teoremas.



Capitulo 2

Objeto matematico: O Teorema Fundamental da Aritmética

Ao educador cabe ndo somente ter se apropriado dos conceitos que pretende ensinar, é
necessario que sua esfera de conhecimento seja mais abrangente. Elaborar uma metodologia de
ensino dotada de estratégias que estimulem a capacidade de deducdo, a memorizacdo e a
habilidade de generalizar é possivel quando o profissional de educacdo matematica se envolveu
de forma mais avancada com o0s teoremas e propriedades que embasam suas aulas.
Consideramos que 0s topicos que serdo abordados a seguir sdo essenciais para o educador
conceber uma forma prépria de trabalhar, num nivel adequado as turmas do sexto ano do Ensino
Fundamental, com as ideias de divisibilidade, multiplos, divisores, divisdo euclidiana, nimeros
primos e o Teorema Fundamental da Aritmética. A maneira como tais conceitos sdo discutidos
nesse primeiro momento de aprendizagem pode guiar o estudante a uma concepcao solida, em
seu futuro contato com tépicos menos elementares. Logo, entendemos que o educando ndo deve
limitar-se a reproducéo. Para subir os degraus da abstracdo, ele precisa construir definigdes,
refletir e argumentar sobre conceitos e processos matematicos, orientado pelo professor que

domina o assunto em patamares mais elevados.

2.1 Divisibilidade: Conceitos e Propriedades

Iniciaremos a discussado sobre divisibilidade, no conjunto dos numeros naturais, em um
caminho distinto dos livros didaticos tradicionais. Usualmente o que vemos nas salas de aula é
a definicdo de divisibilidade atrelada a nogéo de divisao euclidiana. Um niimero é considerado
divisivel por outro quando sua divisdo por ele deixa resto zero. Ao partir dessa premissa,
podemos levar os alunos a pensar que a divisao somente pode ser realizada quando um namero
é divisivel por outro, criando um obstaculo para a aprendizagem de posteriores divisdes que

deixam restos ndo nulos.
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Assim, partiremos da ideia de que um numero é divisivel por outro quando é multiplo

do mesmo.

2.1.1 Definigéo de Divisibilidade

Considere dois numeros naturais d e D, teremos que d divide D, escrevendo d|D, quando
existir qeN tal que D = qd. Podemos afirmar ainda que d é um divisor ou um fator de D, ou,

ainda, que D é um multiplo de d, ou que D é divisivel por d.

Assim a sentenca d|D nos diz que existe um ¢ tal que D = qd. A mesma pode ser negada
através da simbologia dtD, significando que ndo existe nenhum nimero natural g tal que D =
qd.

2.1.2 Propriedades da Divisibilidade

Proposicéo 1

Sejam ny, nz, n3 € N. Tem-se que

i) Todo nimero natural é divisivel por 1, ou seja,1|n1;

ii) Todo nimero natural € divisivel por ele mesmo, ou seja, ni|ns;

iii) Todo nimero natural € divisor de zero, ou seja, nz|0.

iv) O unico nimero que tem o zero como divisor é o préprio zero, ou seja, 0jn1 < n1 = 0.

V) Se n1| n2 € nz| nz, entdo ni| na.

11



Demonstracao

(i) Decorre diretamente da igualdade ny =ng - 1;
(i) Decorre diretamente da igualdade ny =1 - ng;
(ii1) Decorre diretamente da igualdade 0 = 0 - ny;

(iv) Partiremos do principio que 0| n1; temos com isso que existe g € N tal que ny =q - 0, 0 que

implica ny = 0. Para a reciproca basta observar que 0|0, o que foi provado (iii);

(ii1) n1| n2 e nz| n3 logo existem qz, g2 € N, tais que n2 = gin1 € Nz = g2 N2. Substituindo o valor

de n da primeira equagdo na outra, obtemos

N3 = g2n2 = q2(q1n1) = (0201)N1,

0 gque nos mostra que Nni| Nna.

Consideraremos entdo o caso 0 | 0 (estamos assumindo que O € N) e, portanto, todo

ndmero natural divide 0. Assim, 0 tem infinitos divisores.

Definicéo
Tomando como verdade que d|D e que d # 0. Seja g € N tal que D = qd. O numero

natural g, univocamente determinado, é chamado de quociente de D por d e denotado por q =
D

4

Proposicéo 2
Se n1, N2, N3, N4 € N, entdo

Nn1n2 e nN3ns = ninsjnzna.

12



Demonstracao

Se n1|n2 e n3|n4, entdo 3 g1, g2 € N, n2 = qin1 € ng = gans. Portanto, n2ns = (g102)(N1n2),

logo, ninz|nzna.

Em particular, se ni|nz, entdo n1q|n2q, para todo q € N.

Proposicéo 3

Sejam d, D1, D2 € N, D1 > D3 tais que d|(D1 = D2). Entdo

dD1=d|D2.

Demonstragéo
Partiremos do principio que d|(D1 + D2). Logo, existe g € N tal que D: + D2 = qd.
Entdo, se d|D1, temos que existe g1 € N tal que D1 = g1d.

A partir das duas igualdades acima, temos

qud + D2 = qd,

Com isso temos que D2 = (q — g1)d, logo d|Do.
Analogamente para o caso em que d| Da.

Observando a outra premissa, partiremos do principio que d|(D1 — D2). Logo, existe q

€ N tal que D; — D> = qd.

Entdo, se d|D1, temos que existe g: € N tal que D1 = q:d. Juntando as duas igualdades

acima, temos

qud — D2 =qd,

13



Com isso temos que D2 = (g1 — g)d, logo d|D-.

Proposicéo 4
Se d, D1, D2 € N sdo tais que d|D; e d|D2, entéo para todo X, y € N

d|(xD1 + yDy).

Demonstracao
d|D: e d|D2 implicam que existem gz, g2 € N tais que D1 = q:d e D2 = g2d. Logo,
XD1 +yD2 = x(q:d) + y(q2d) = (xqs + ygz)d.

Com isso, d|(xD1 + yDy).

Proposicéo 5
Dados d, D € N, onde D # 0, temos que

diD = d <D.

Demonstracao

De fato, se d|D, existe q € N tal que D = qd. Como D # 0, temos que ¢ # 0, logo 1 <q

e, consequentemente, d < gd = D.

Podemos deduzir da proposi¢éo 5, dois importantes resultados:

(i) O unico divisor 1 é ele mesmo.
Claro,sedeNed|l,entio0<d<1,logod = 1.
(i) Um namero natural D, possui um namero finito de divisores.

Como, para D # 0, temos que todo divisor d de D é tal que d < D, segue-se, nesse €aso,

que D tem um numero finito de divisores que estdo no intervalo 1 <d <D.

14



Note que a relacdo de divisibilidade em N é uma relacdo de ordem, pois

i) é reflexiva: vn €N, nj|n.
ii) € transitiva: se n1|n2 e nz|n3, entdo ny|ns.

ii) € antissimétrica: se ni|nz e nz|n1, entdo ny = no.

2.2 Algoritmo da Divisao

Processo de Divisao Euclidiana

Veremos agora um importante resultado descrito por Euclides, em sua mais famosa
obra, Os Elementos. Esse resultado trata do fato de que dados dois nimeros naturais d e D, com
d # 0, é sempre possivel realizar a divisdo de D por d, ainda que haja um pequeno resto. Tal
algoritmo, continua sendo a forma mais pratica de se efetuar uma divisdo com resto, e por isso,
€ marcante sua presenca nas salas de aula e nos livros didaticos de matematica do Ensino

Basico.

Teorema

Sejam D e d dois nimeros naturais com d # 0. Existem dois Unicos nimeros naturais q

e r tais que

D=dg+r, comoO<r<d.

Onde D é chamado de dividendo, d de divisor, g de quociente r de resto.

15



Demonstracao
SeD<dentiog=0er=D.SeD=d, entdo q=1e r =0. Suponha, entdo, que D > d.

Provaremos primeiro a existéncia: Considere, enquanto fizer sentido dentro do conjunto

dos naturais, 0s nimeros:

D,D-d,D-2d,D-23d, ..., D—-nd, ..., como sendo elementos de um determinado

conjunto S.

Pelo Principio da Boa Ordem, o conjunto S formado pelos nimeros acima possui um

menor elemento r = D — qd. Queremos mostrar que r < d.
Temos duas possibilidades:
Se d|D, o resultado é imediato, jaque r=0<d.

Pensaremos agora no caso em que dtD, ou seja, r # d. Fica claro que r < d, pois se néo,
admitiriamos a existéncia de um numero natural a < r tal que r = a + d. Consequentemente,

sendor=a+d=D -qd, teriamos
a=D-(g+1)deS,comac<r,
Essa sentenca contradiz a hip6tese, que afirma ser r o menor elemento de S.
Logo, temos que D =dq + r com r < d, 0 que prova a existénciade g e'r.

Agora provaremos a unicidade: Tomando a diferenca entre dois elementos distintos de
S temos um mudltiplo de d. Sendo o valor minimo desta diferenca igual ao préprio d. Logo, se r
=D-dger’'=D-—dg’,comr<r’<d,teriamos »'—r >d, 0o que implicaque »’>r+d > d,

que é um absurdo. Com isso, »’ =r, €, por consequéncia, dg’ =dgeq’ =q.

Podemos entdo escrever uma nova definicdo para divisibilidade: Dizemos que d divide

D, se, e somente se, 0 resto da divisdo euclidiana de D por d € zero.

Com o resultado que nos garante a unicidade de q e r na divisao euclidiana de D por d,

construiremos a funcdo que segue:

Denotamos por g,4(D) o quociente da divisdo do nimero D por d, definimos a fungéo

quociente por d como segue:
da ‘N —- N

D—Qq(D)

16



Corolario

Dados dois nlimeros naturais D e d com d > 0, existe um Unico nimero natural n
(=q4(D)) tal que

nd <D< (n+1)d.

Demonstragéo

Pela divisdo euclidiana, temos que existem g, r € N, nicos, com 0 < r < d, tais que D

=dq + r. Considere n = q, esta provado.

O natural g4(D) pode ser também interpretado como o maior natural menor ou igual do

, - D
que o numero racional -

De fato, temos que, se r é o resto da divisdo de D por d, entdo

qa(D)d < D = qq(D)d + r <(qq(D) + 1)d,logo,

D
qq4(D) < =< qq4(D) + 1.

2.3 M.D.C. e Algoritmo de Euclides

2.3.1.Méaximo Divisor Comum
Definicéo

Sejam dados dois nimeros naturais ni e ny, distintos ou ndo. Um ndmero natural d sera

dito um divisor comum de nz € nz se d|ny e d|n..

17



Definicéo

Diremos que um numero natural d >0 é um méximo divisor comum (mdc) de n1 e nz, se
possuir as seguintes propriedades:
i) d é um divisor comum de ni e ny;

ii) d é divisivel por todo divisor comum de nz € ny, ou seja, se ¢ € um divisor comum de ny e ny,

entdo c|d.

A unicidade do mdc fica garantida na condicéo (ii) acima. Note que, se d e d’ sdo dois
mdc de um mesmo par de nimeros, entdo, d | d’ e d’ | d, 0 que, juntamente implicam que d =
d’.

Denotaremos por mdc(nz, n2) 0 mdc de n1 e nz. Além disso, temos pela definicdo que

mdc(n1, nz2) = mdc (n2, ny).

Propriedades:

(i) mdc (0,n) =n

@i)mdec (1,n) =1

(iti) mdc (n,n) =n

(iv) Paratodo N € N, temos que n|N < mdc (n, N) =n.

(V)ymdc(n,N)=0<=n=N=0

18



Demonstracao

(i) Como zero € divisivel por todo numero natural, temos que n é divisor de zero. E sendo n

divisivel por todos os divisores de n, por definicdo, decorre que (0, n) =n.
(if) 1 é o unico divisor de 1. E sendo 1 também divisor de n, decorre que (1, n) = 1.
(iii) Como n ¢é divisivel por todos os divisores de n, temos por definicdo que (n, n) =n.

(iv) De fato, se n|N, temos que n é um divisor comum de n e N, e se d € um divisor comum de

ne N, entdo d divide n, o que mostra que n = mdc (n, N).
A reciproca é clara, se mdc (n, N) = n, segue-se que n divide N.

(v) Como todo numero natural divide 0, o mdc dene N, onde n =N =0, é 0, pois esse é um
divisor comum de n e N e é o0 Unico nimero divisivel por todos os divisores de O.
Reciprocamente, se 0 mdc de n e N é 0, entdo O divide n e divide N, mas o Unico namero

divisivel por 0 é o préprio 0, logon =N =0.

Provaremos agora a existéncia do mdc de qualquer par de nimeros naturais, ambos ndo

nulos.

Iniciaremos mostrando que o maximo divisor comum de dois ndmeros, ndo ambos

nulos, guando existe, é efetivamente o maior dentre todos os divisores comuns desses nUmeros:

Seja d >0 um mdc de n e N, ndo nulos, partindo do principio que exista, e seja ¢ um

divisor comum qualquer desses numeros, entédo c divide d e, portanto, ¢ < d.

Lema

Sejam n, N, a € N. Se existe mdc (n, N - an), entdo, mdc (n, N) existe e
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mdc (n, N) = mdc (n, N - an).
Demonstracao

Seja d = mdc (n, N —an). Como d|n e d|(N — an), temos que d divide N =N —an + an.
Com isso, d é divisor comum de n e N. Partiremos agora do principio que ¢ seja um divisor
comum de n e N. Logo, ¢ € um divisor comum de n e N — an e, portanto, c|d. Concluimos que

d = mdc (n, N).

2.3.2.Algoritmo de Euclides

O método para o célculo do mdc, apresentado a seguir, € comumente conhecido por
Algoritmo de Euclides, que foi descrito no Livro VII, em Os Elementos. E assim como o
algoritmo da divisdo j& apresentado, essa € mais uma ferramenta utilizada na metodologia atual

do Ensino Bésico.

Dados n, N € N, podemos supor n < N. Sen=1oun =N, ou ainda n|N, ja vimos que
mdc (n, N) = n. Entdo, partiremos do principio que 1 < n < N e que n t N. Logo, pela divisao

euclidiana, podemos escrever

N=nq, +r;, com0<r <n.
Teremos dois casos:
a) r1|n. Logo, r; = mdc (n, r;) j& sabemos pelo lema apresentado que
r; =mdc (n, ;) =mdc (n, N - g;n) = mdc (n, N),

0 que finaliza o algoritmo.
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b) r; + n. Em tal caso, podemos efetuar a divisdo de n por r;, obtendo

N=rq, +1,, cOm0<r, <r.

Novamente, teremos dois casos:

a’) ry|ry. Nesse caso, r, = mdc (1, ) € hovamente, pelo Lema 5.2,

r, =mdc (ry, r,) = mdc (ry, n - g,r;) =mdc(ry, n) = (N - g.n, n) = mdc (N, n) = mdc (n,

N), o que finaliza o algoritmo.
b’) r, t ;. Neste caso, podemos efetuar a divisdo de r; por r,, obtendo
n=T1yq3 tr3, comO0 <13 <13.

E assim sucessivamente até que o processo pare. O fim do processo é garantido, pois,
caso contrario, teriamos uma sequéncia de numeros naturais n > r; > r, >+ que ndo possui
menor elemento, o que ndo é possivel pelo Principio da Boa Ordenacéo. Logo, para algum m,

temos que 7, |1, -1, 0 que implica que mdc (n, N) = 7;,,.

Nas salas de aula do 5° e 6° anos do Ensino Fundamental, o algoritmo de Euclides

assume uma outra representacao, mais clara e acessivel ao publico, que traremos a seguir.

Comecgamos com o algoritmo da divisdo N por n, N = nq, +r;e colocamos os nimeros

envolvidos no seguinte diagrama:

q1
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A seguir, continuamos efetuando a divisdo n = r;q, + r,€ colocamos 0s ndmeros

envolvidos no diagrama

q1 |92
Niln|h
|13

Prosseguindo, enquanto for possivel, teremos

1 qz | 43| - n-1 n An+1

2.3.3. Propriedades do mdc

Sejam n, N € N*. Definimos o conjunto
Jin,N)={aeN*;3 x,ye N, a=xn-yN}.

Por definicdo temos que

JIN,n)={beN*;3x,yeN, b= yN- xn}.

Lema

Tem-se que: J(n, N) = J(N, n) # @.
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Demonstracao

Inicialmente mostraremos que os dois conjuntos sdo iguais. Pelo carater simétrico do

resultado com relagdo a n e N, basta mostrar que J(n, N) < J(N, n).

Seja a € J(n, N), entdo a = xn — yN com x, y € N. Pela Propriedade Arquimediana,
existem numeros naturais p e q tais que pn >y e gN > x. Tomando m = max {p, q}, tem-se que

mn >y e mN > x. Portanto,

a=xn-yN=(mn-y)N—-(mN-x)n € J(N, n)

Agora, note que n € J(n, N) e, portanto, J(n, N) # 0.

O resultado acima e a Propriedade da Boa Ordem garantem que existe min J(n, N).

Teorema

Sejam n, N € N* e seja d = min J(n, N), entéo
i)déomdcdeneN;e

i) J(n, N) = {md; m € N}.

Demonstracao

(i) Tome que c divida n e N, logo ¢ divide todos os numeros naturais da forma xn — yN.

Portanto, c divide todos os elementos de J(n, N), e, consequentemente, c|d.
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Provaremos agora que d divide todos os elementos de J(n, N). Seja a € J(n, N) e suponha,

por absurdo, que d t a. Logo, pela divisao euclidiana,
a=dg+r, comO0<r<d.

Comoa=xn-yNed=uN-vn, paraalguns x, y, u, v € N, segue-se que

r=(x+aqv)n—(y+qu)NeJn N),
0 que é um absurdo, pois d = min J(n, N) e r < d. Em particular, d|n e d|N.

(ii) Dado que Id = I(un — vN) = (Iv)n — (lu)N € J(n, N), é claro que

{Id; 1 € N} c J(n, N).

Mas, ja foi provado que todo a € J(n, N) é tal que d|a, e, portanto,

J(@a, b) c {Id; | € N}.

Corolario
Quaisquer gue sejam n, N, x € N* tem-se que
mdc (xn, xN) = x mdc (n, N).
Demonstracgéo

Note inicialmente que

J(xn, xN) =xJ(n, N) ={xa;a€J(n, N)}

24



O resultado decorre do teorema e do fato de que
min xJ(n, N) =x min J(n, N).
Corolario

Dados n, N € N, tem-se que

n N ) =
mdc(n,N)’ mdc (n,N)

mdc (

Demonstracao
Temos que

mdc (n, N) mdc (—— Al

mdc (n,N)’ mdc (n,N)) =

n
mdc (n,N)’

N
mdc (n,N)

= mdc (mdc (n, N) mdc (n, N) )=

=mdc (n, N),

0 que valida o resultado.

Definicéo

Dois numeros naturais n e N serdo ditos primos entre si, ou coprimos, se mdc (n, N) =

1; ou seja, se 0 Unico divisor comum de ambos € 1.

Proposicédo 6
mdc(n,N) = 1< existem nimeros naturais X e y tais que xn —yN =1,
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Demonstracao

(I::>)Partind0 do principio que n e N sdo primos entre si. Logo, mdc (n, N) = 1. Temos

que existem numeros naturais x e y tais que xn —yN = mdc (n, N) = 1.

(<::I)Partindo do principio que existam numeros naturais x e y tais que xn —yN = 1. Se

d = mdc (n, N), temos que d|(xn — yN), o que mostra que d|1, e, portanto, d = 1.

Lema de Gauss

Sejam n1, nz e n3 nimeros naturais. Se nz|n2ns e mdc (ng, n2) = 1, entdo n1|ns.

Demonstracao

Se n1|n2ns, entdo existe a € N tal que nznz = nia.
Se mdc (n1, n2) = 1, entdo, pela Proposicdo 10, temos que existem x, y € N tais que
Xn1—yny = 1.
Multiplicando por nz ambos os lados da igualdade acima, temos que
N3 = XN1N3 — yn2na.
Substituindo nzn3 por nia nesta ultima igualdade, temos que
N3 = XN1N3 — ynia = ny(xn3 — ya)

e, portanto, ny|ns.
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Corolario

Dados ny, nz, n3 € N, com n2 e nz ndo ambos nulos, temos que

nzjni e najn & —22—|

mdc(ny,nz)

Demonstracao

J& sabemos que ny = xnz = ynz para alguns x, y € N. Entdo,

ny n3

X = .
mdc(ny,nz) y mdc(ny,nz)

n2 ns
mdc(ny,ns)’ mdc(ny,ns)

Como mdc ( ) = 1, decorre que ———2—]|

2
mdc(nz,n3)'y € mdc(nz,n3)n3|yn3' Como

ynz = ng, a implicag&o direta fica provada. A reciproca é analoga.

Definicéo
Vamos ampliar agora a definicdo de mdc de dois nimeros naturais para 0 mdc de m

ndameros naturais:

Um namero natural d sera dito mdc de dados numeros naturais n,,..., n,,, ndo todos

nulos, se possuir as seguintes propriedades:

i) d € um divisor comum de n,,..., Ny,.

ii) Se ¢ é um divisor comum de n,,..., n,,, entao c|d.
Denotaremos 0 mdc por:

mdc (n4,...,)-
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Proposicéo 7
Dados numeros naturais n,,..., n,,, hdo todos nulos, existe o seu mdc e
mdc (nq,...,n,,) = mMdc (nq,..., Mpp—1, ).
Demonstragéo

Provaremos por indugao sobre m (= 2). E facil ver que param = 2, o resultado € valido.
Partiremos do principio que o resultado vale para m. Para provar que o resultado é valido para
m + 1, basta mostrar que se d é 0 mdc de ny,..., (N, Nm41), €NtA0 d € 0 mdc de ng,..., Ny,

Nm+1, 0 quUe prova também a existéncia.

Sejad o mdc de n4,..., (N, Mm41)- LOQO, d|n4,..., d|n,,—;€ dlmdc(n,,, n,,+,). Portanto,

diny,..., gy, dlny,e ding.,q.

Por outro lado, seja ¢ divisor comum de n4,...,nym, Ny +1; 1090 € € um divisor comum de

Nyyeer -1 € MAC(n,,, Nmae1); €, portanto, c|d.

Definicéo

Os naturais ny,..., n,, seréo ditos primos entre si, ou coprimos, quando mdc(ny,..., n,,)

2.4. Minimo Maltiplo Comum

Definicéo
Um ndmero natural é um multiplo comum de dois numeros naturais dados se ele é

simultaneamente multiplo de ambos 0s numeros.
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Um namero natural m é um minimo maltiplo comum (mmc) dos numeros naturais n; e

N2, S€ possuir as seguintes propriedades:

(i) m é um maltiplo comum de n1 e no, e

(ii) se ¢ € um multiplo comum de n1 e nz, entdo mjc.

Considerando que o minimo mdltiplo comum existe, sua unicidade é garantida em (ii),
pois temos que se ¢ € um maltiplo comum de ny e n2 entdo m|c e consequentemente m < ¢, ou

seja, m é o menor dos multiplos comuns.

O minimo maltiplo comum de n e ny, se existe, é denotado por mmc (N, n2).

Corolario

O mmc (ng, n2) =0 se, e somente se, N1 =0ounz =0.

Demonstragéo

Se mmc (nz, n2) = 0, entdo 0 divide ninz, que é multiplo de n1 e de nz, logo ninz =0 e,
portanto, n; = 0 ou n2 = 0. Reciprocamente, se n1 = 0 ou nz = 0, entdo 0 é o Unico multiplo

comum de nz e nz, logo mmc (ng, n2) = 0.

Proposicédo 8

Dados dois nimeros nz e np temos que m = mmc (N1, N2) existe e:

mmc (N1, n2). mdc (ng, N2) = n1no.
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Demonstracao

nin;

Vamos escrever m = )
mdc (nqny)

como

nz nq

mdc (nqng) N2 mdc (nqyny) '
temos que ni|m e nz|m. Portanto, m é um multiplo comum de n1 € na.

Seja ¢ um multiplo comum de nz e nz; logo, ¢ = any = bny, para a, b € N. Decorre que:

ng _ n;
mdc (n1ny)  mdc (nyny)
Ja sabemos que —=2— e —2 30 primos entre si, seque-se, que ———
q mdc (nyn,) ~ mdc (nyny) P  S€¢ » mdc (nyny)

nq

divide b, e, portanto, m =
mdc (nqny)

n2 divide bn que, é igual a c.

Corolario

Se nz1 e n2 s8o nUmeros inteiros primos entre si, entdo mmc (N1, N2) = N1nz.

Vamos ampliar agora a definicdo de mmc de dois numeros naturais para 0 mmc de k
ndmeros naturais:

Um ndmero natural m é um mmc dos naturais ndo nulos n,,..., n,, se m ¢ um mdaltiplo
comum de ng,..., n, €, se para todo maltiplo comum c¢ desses nimeros, tem-se que mjc.

E facil ver que o mmc, se existe, é o tnico, sendo denotado por mmc (ny,..., ng).
Proposicéo 9

Sejam n4,..., n; numeros naturais nao nulos. Entdo existe o nimero mmc (n4,..., ng) €

mmc (ny,..., Ng—q1 Ng) = MMC (Ny,..., MMC (Ng_1 Ng)).
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Demonstracao

Seja m = mmc(ny,..., mmc(ng_1 ng)). Logo, ny,..., ng_, € mmc(ny_q ng) dividem m.
Como ny_s|mmc(ng_q ng) € nglmme(n,_1 ng), segue que m € um maltiplo comum de ny,...,

ng.

Por outro lado, suponha que ¢ seja multiplo comum de ny,..., n,. Logo, n4|[c,..., ni_,|C

e mmc(ng_, ny)|c; dai segue que ¢ € maltiplo de m = mmc(ny,..., mmc(ng_q ng)).

2.5 Numeros Primos

O conceito de numero primo € um dos mais importantes na Matematica. Estes niUmeros
desempenham papel fundamental na Teoria dos NUmeros e estdo associados a muitos
problemas famosos que permanecem sem solugdes apesar dos esfor¢os de varios matematicos

ao longo dos anos.

2.5.1 Conceito e propriedades

Um ndmero natural maior do que 1 que s6 possui como divisores 1 e ele proprio é

chamado de nimero primo.

Dados dois numeros primos p e g € um ndmero natural n qualquer, decorrem da

defini¢do acima os seguintes fatos:
1) Se p|g, entdo p =q.

De fato, como p|q e sendo g primo, temos que p = 1 ou p = ¢. Sendo p primo, tem-se

que p >1, o que acarreta p = Q.
I1) Se p + n, entdo mdc(p, n) = 1.

De fato, se mdc(p, n) = d, temos que d|p e d|n. Portanto, d = p ou d = 1. Mas d # p, pois

p 4 n e, consequentemente, d = 1.

Um namero maior do que 1 e que ndo € primo sera dito composto.
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Portanto, se um numero natural n >1 é composto, existird um divisor natural n, de n tal

que 1 < ny; < n. Logo, existira um nimero natural n, tal que

n=nyn,, coml<n; <nel<n,<n

Lema de Euclides

Sejam n1, nz, p € N, com p primo. Se p|ninz, entdo p|ni ou p|n2.

Demonstragéo

Se p|n1 ndo h& mais o que demonstrar. Suponha que p 4 n1. Entdo mdc (p, n1) =1, e 0

resultado segue-se do Lema de Gauss.

Corolario

Se p, p1,..., Pn S80 NUMEros primos e, se p|p;...pn, €Ntdo p = p; paraalgumi=1,..., n.

Demonstragéo

Use o Lema de Euclides, inducdo sobre n e o fato de que, se p|p;, entédo p = p;.

2.5.2 O conjunto dos numeros primos € infinito

E no livro IX, na proposicao 20, que esta o resultado mais interessante da obra. Nesta
proposicéo, Euclides prova que hd infinitos nimeros primos, usando a reducdo ao absurdo:

Suponha seja finito 0 nimero de primos. Tome P como sendo o produto de todos esses nimeros

32



e ainda, consideremos, K =P + 1. Logo, K ndo pode ser primo, pois a hipotese seria contrariada,
uma vez que P € produto de todos os primos. Assim, sO nos resta afirmar que K é composto e
deve entdo ser medido por algum p, primo. Porém, p ndo poderia ser um fator de P, pois
automaticamente seria também fator de 1. Assim, p € um primo diferente daqueles que sao

fatores de P, levando ao absurdo.

2.5.3 A distribui¢do dos nimeros primos

Sabendo que existem infinitos nimeros primos, podemos nos perguntar como obter uma
lista contendo os nimeros primos até uma dada ordem. Um dos mais antigos métodos para
elaborar tabelas de nimeros primos € devido ao matematico grego Eratostenes, que viveu por
volta de 230 anos antes de Cristo. O método, chamado de Crivo de Eratdstenes, permite
determinar todos 0s numeros primos até a ordem que se desejar, mas ndo é muito eficiente para

ordens muito elevadas.

Como exemplo, vamos utilizar o crivo de Eratostenes para encontrar 0s nimeros primos

menores que 120.

Primeiramente, escrevemos todos os numeros naturais de 2 a 120. Em seguida

riscaremos todos 0s nimeros compostos de acordo com o que segue:

Primeiro riscamos todos os multiplos de 2 maiores que 2, que é o primeiro nimero

primo.

O segundo numero primo é 0 menor numero maior que 2 que nao foi riscado, isto é, o

3. Agora riscamos todos os multiplos de 3 maiores que 3 (note que alguns ja foram riscados).

O menor numero maior que 3 que ainda néo foi riscado, 0 5, é o terceiro numero primo.

Entdo riscamos todos os multiplos de 5 maiores que 5 (0s que ainda ndo foram riscados).

Por fim, riscaremos os multiplos do 4° namero primo (com excecdo dele mesmo) que é

0 menor nimero maior que 5 ainda néo riscado, isto é, 0 7.

O lema a seguir, devido ao préprio Eratostenes, nos mostra que para encontrar 0s primos

menores que 120 ndo precisamos repetir além do numero 7 o procedimento descrito acima.
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Lema

Se um ndimero natural n >1 ndo é divisivel por nenhum niimero primo p tal que p? <n,

entdo ele é primo.

Demonstragéo

Se n é composto entdo ele é divisivel por algum primo p. Se p? < n nada ha para
demonstrar. Se, por outro lado p2>n entdo n = pny com n12 < n, pois se N1 > n entdo n? = (pny)?
= p2n12 > nn = n2, o que é uma contradi¢do. Se n1 é primo nada h4 mais para demonstrar. Se,
porém, n; € composto entdo existe um primo g < n1 que divide nz e portanto n e, assim, gjn e g2
< n. Portanto, na nossa tabela de nimeros de 2 a 120, devemos ir até alcancarmos o primo 7,

pois o préximo primo é 11, cujo quadrado supera 120.

2 o o ls [o]r e [ w]n [»
13 | |15 1}5/17,1/8/19}2/2/1/%2324/
AL A A AL AC A AL ararars
a0 | o [0 |ole |80 s
o |5 |57 9 (w0 | |57 9 9| o
q |5 |5 |y o oo | | |0 |0 |20
w s | e e |
AN Arararararar:
97 | 98" | 98" | 100 |01 |19Z° 103 | 1047 | 105" | 106|107 | 108"
00 |6 [ |2 |1 |1 |57 |30 |7 |57 | 0




Note que o Lema acima também nos fornece um teste de primalidade, pois, para

verificar se um dado nimero n é primo, basta verificar que ndo é divisivel por nenhum primo p

menor que Vn.
Né&o existe um padrdo em relacdo a proximidade de dois primos consecutivos.

Note, por exemplo, que na tabela acima vemos que ha varios pares de nimeros primos
que diferem de duas unidades. NUmeros primos com essa propriedade sdo chamados primos

gémeos. N&o se sabe ainda se existem infinitos pares de primos gémeos.
Em contrapartida existem também primos consecutivos arbitrariamente afastados.

Observe que, dado n, a sequéncia (n + 1)! + 2, (n+ )1+ 3,..., (n + 1)! + n + 1, de
nameros naturais é formada por n nimeros consecutivos compostos. Repare que o k-ésimo

namero desta sequéncia € divisivel por k + 1.

Em relacdo a densidade de nimeros primos em um determinado intervalo, denotemos

por 7(n), a quantidade de nUmeros primos menores ou iguais a n.

Legendre e Gauss, analisando tabelas, chegaram a conclusédo de que essa fungdo tem um
crescimento proximo ao de ﬁ Por volta de 1900, J. Hadamard e Ch. de la Vallée-Poussin,

independentemente, provaram o profundo Teorema dos NUmeros Primos, cujo enunciado €

simplesmente

lim (n) (L
n—ooco N Inn

)y t=1

2.6 Teorema Fundamental da Aritmética

2.6.1. Enunciado e Demonstracéo

Todo numero natural maior do que 1 ou € primo ou se escreve de modo Unico (a menos

da ordem dos fatores) como um produto de numeros primos.
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Demonstragéo

Provaremos por inducgdo sobre um ndmero natural n > 2. Para n = 2, o resultado se

verifica.

Partiremos do principio que o resultado € valido para todo nimero natural menor do que
n e vamos provar que vale para n. Se 0 ndmero n é primo, nada temos a demonstrar.
Suponhamos, entéo, que n seja composto. Entdo, existem nimeros naturais n, e n, tais que n

=n;n,, coml<n; <nel<n, <n. Pelahipdtese de inducdo, temos que existem numeros

primos py,...,by € qq,...,qs tais que n; = p4,...,.p, € Ny, = q4,...,45. POrtanto, n =p,,....p;-q1,...,.4s-

Vamos, agora, provar a unicidade da escrita. Suponha que tenhamos n =py,...,p, =
q1,---.qs, ONde 0S p; € 0s q; s&o numeros primos. Como p,|q,,...,9s, pelo corolario acima, temos
que p; = q; para algum j, que, apos reordenamento de q;,...,q5, podemos supor que seja q;.

Portanto,

P2---Pr = q2.-.Gs-:

Como p,...p, <n, a hipdtese de inducdo acarreta que r = s e 0s p; € q; sdo iguais aos

pares.

2.6.2. Aplicacgdes do Teorema Fundamental da Aritmetica

Uma das aplicagdes mais recorrentes do TFA em turmas do Ensino Bésico é o uso do

mesmo para determinar a quantidade de divisores de um namero natural n.

Seguem duas proposic¢Ges que nos dardo uma formula pra encontrar o quantitativo de
divisores e ainda uma outra ndo tdo usual, que nos fornece o valor da soma dos divisores de um

ndmero natural.
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Proposicéo 10
Sejan = p;*...py"um nimero natural. Se m é um divisor positivo de n, entéo:

m=pP. pPr onde0 < B <oy parai=1,..r.

Demonstracao

Considere m um divisor de n e seja p? a poténcia de um primo p presente na

decomposicdo de m em fatores primos. Como p#|n, decorre que p# divide algum pf“', por ser

. . aj
primo com os demais P; /e, consequentemente, p =p,e 0 < B < ;.

Proposicédo 11

Seja n = p;*..p;", a decomposicdo de um nuimero n >1 nas condi¢des do Teorema
Fundamental da Aritmética. Entdo, o nimero de divisores positivos de n e a soma de todos

esses divisores estdo dados, respectivamente, por

d(n) = (@ + D(az + 1) - (ar +1).

pa1+1
s(n) = 1p1

az+1 ar+l
-1 pzz -1 prr T =

-1 pem1 T prd
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Demonstracao

Constatamos na proposi¢ao anterior que existem tantos divisores positivos de n quanto niUmeros

da forma
m= pfl...pf’", onde0< B; < a;,parai=1,..,r.

Note gque, de acordo com tal critério, os divisores positivos de n sdo todos os termos do

desenvolvimento do produto

S=@{+ pi+ ..+ ). @I+ p3+ ot P32) . (P2 + PEH .+ DT

Como cada parénteses contém a; + 1 parcelas, 1 <i<r, logo, pelo principio fundamental

da contagem, temos que o total de divisores de n e consequentemente o total de termos de S é:
d(n) = (a; + )(az +1) = (ay +1).

Por construgdo temos que S = s(n). Tomando a formula que da a soma dos termos de

uma progressdo geomeétrica, temos:

0 1o Pt T
pi +pitp = ,1<i<r.
pi—1
Logo,
S(n) _ pzlz1+1 1 p;zz+1 _1 p(rxr+1 _1
pi-1 p2-1 7 pp-1

A decomposicdo de nimeros naturais em fatores primos revela toda a estrutura
multiplicativa desses numeros. Podemos entédo, a partir dela encontrar o mdc e 0 mmc de dois
ndmeros naturais ny e nz. Seguem os teoremas que fundamentam essa outra aplicacdo do TFA

também explorada em classes do Ensino Basico.
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Teorema

Sejam n1= pf‘l...pff" e n2= pfl...pf". Pondo y; = min{e;, i}, 6; = max{a;, B},
i =1,..,n, tem-se que

(i) mde(ng, n2) = plt..plt.

(i) mme(ny, ny)= pot..pln .

Demonstracao

(i) Sabemos que p!*...p)™ é um divisor comum de nz e n2. Seja ¢ um divisor comum de
n1 e n; logo, ¢ = p;*...p;" , onde & < min{a;, f;} €, portanto, c|p}*...p}™ . Como todo divisor

comum de ny e n € divisor de p!*...p}", temos que: mdc(ny, n2) = p!*..pk".

(ii) Sabemos que pfl...pgné um maltiplo comum de nz e n2, Seja m um maltiplo como
—€1 Er &1 &n &1 On
de nienz logo, m=p;*..p," , onde & = max{a;, f;} e, portanto, p;*...p,"| m. Como p;*...p,

é divisor de todo multiplo como de n: e n2, temos que : mmc(ny, n2) :pfl...pgn.
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Capitulo 3

Sequéncia Didatica

3.1 Base tedrica para a construcao das atividades: Teoria dos Campos

Conceituais

A construcdo dos conceitos e teoremas e o desenvolvimento do raciocinio 16gico-dedutivo,
devem ser de presenca marcante no ensino da Matematica. Para tanto, contamos com duas estratégias
hoje amplamente defendidas. A primeira delas é o ensino da matematica através da resolucéo de
problemas. Para fundamentar essa proposta, lembramos que os Pardmetros Curriculares Nacionais
(1998):

“Enfatizam que o fato de o aluno ser estimulado a questionar sua propria resposta, a

questionar o problema, a transformar um dado problema numa fonte de novos problemas, a
formular problemas a partir de determinadas informac0es, a analisar problemas abertos — que
admitem diferentes respostas em funcdo de certas condi¢fes — evidencia uma concepcao de ensino
e aprendizagem ndo pela mera reproducéo de conhecimentos, mas pela via da acéo refletida que

constroi conhecimentos”.

Deparar-se com um problema por si s6, ja faz com que o aluno sinta-se minimamente curioso
a respeito de sua solugdo. Quando 0 mesmo se V€ ativo no processo por essa busca, tendo o seu
repertorio de conhecimento reconhecido e explorado através de discussdes e debates, existe entdo o
surgimento real da motivacdo. Solucionada a questdo, sdo levados a concluir que ndo somente
aplicaram o que ja sabiam, mas que construiram novos conceitos e moldes de resolucgéo.

A outra estratégia estd na utilizagdo do ludico dos jogos, do estimulo, e da intera¢do social
que eles proporcionam, para a descoberta de propriedades matematicas, para treino e memorizacao

de conceitos ja assimilados, para a formulagdo de novas teorias. Segundo Borin(1998):
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“Dentro da situagdo de jogo, é impossivel uma atitude passiva e a motivagdo é grande,

nota-se que, ao mesmo tempo em que estes alunos falam de mateméatica, apresentam também um
melhor desempenho e atitudes mais positivas frente a seus processos de aprendizagem. A
introducdo dos jogos nas aulas de matematica é a possibilidade de diminuir os blogueios
apresentados por muitos dos alunos que temem a matematica e sentem-se incapacitados para

aprendé- la.”

Os mecanismos mencionados podem ser agregados numa mesma metodologia. A base tedrica
que daré suporte a tal metodologia, bem como seré aporte para a superacao da defasagem de contetdo,
sera a Teoria dos Campos Conceituais de Gérard Vergnaud. Segundo ele, o conhecimento conceitual
deve emergir a partir de situacGes-problema, no geral propostas pelos docentes, que possuam
significacdo para o aluno, objetivando fornecer potencialidades para a aquisi¢do de novos conceitos

e compreensao de suas estruturas.

“O saber se forma a partir de problemas para resolver, quer dizer,

de situacdes para dominar. [...] Por problema é preciso entender,

no sentido amplo que lhe atribui o psic6logo, toda situagdo na

qual € preciso descobrir relacdes, desenvolver atividades de exploracao,
de hipotese e de verificacdo, para produzir uma solucgéo

(Vergnaud, 1990).”

Este pesquisador considera que 0s conceitos matematicos estdo sempre interligados, formando
uma rede complexa, o que é denominada por ele como Campo Conceitual. Sua proposta diz que a
analise de uma situacao problema nédo pode ser feita usando somente uma ideia isolada. Se pensarmos
por exemplo no processo de fatoracdo de um ndmero em fatores primos, podemos observar com
clareza, que trataremos simultaneamente de diversos topicos: multiplicacdo, divisao, potenciacao e
numeros primos seriam alguns deles. Assim, um campo conceitual € um grupo de situagdes, que para
serem dominadas progressivamente, faz-se necessario uma variedade de conceitos, de procedimentos
e representagdes simbolicas conectadas.

Se, para Vergnaud, conceitualizar € o centro do processo cognitivo, devemos expor a Vvisao
que este tem da estrutura dos conceitos. Para o autor, o0 conceito € constituido por trés conjuntos:

v S: O conjunto das situagdes. A analise de um campo conceitual se inicia a partir de

situagdes, que sdo responsaveis pelo sentido que é atribuido ao conceito;
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v I: O conjunto dos invariantes. Representam aquilo que se preserva nos conceitos e em
seus processos de manipulagdes. Sao suas propriedades e os teoremas relacionados. Os invariantes
simbolizam o significado do conceito;

v R: O conjunto das representacdes simbdlicas. Sdo as diversas formas em que um
conceito pode se apresentar, uma ideia pode ser descrita, por exemplo, através de um gréfico, tabela,
por uma linguagem algébrica ou ainda pela propria linguagem idiomatica tanto oral, quanto escrita.

Trata-se do significante do conceito.

Situagdes

Representagoes Invariantes

Grande é a importancia dada a nogdo de esquema nesta teoria. Para Vergnaud (1993), o
conceito de esquema designa a atividade organizada que o sujeito desenvolve em face de uma
certa classe de situacdes. Ao verificar um esquema utilizado por um aluno frente a um
problema, construindo sua solugdo, podemos selecionar os elementos cognitivos que fizeram,
ou ndo, com que a acdo desse sujeito fosse operatoria. A analise de um esquema que alcangou
seu objetivo, leva o educador a inferir, por exemplo, se 0 meio utilizado foi o mais eficiente.
Além disso, a observacdo de um esquema equivocado, da ao professor ferramentas para buscar
a superacao de davidas, ja que poder revelar o ponto em que o aluno esté tendo dificuldades
para explorar e aplicar propriedades que estdo sendo ensinadas. A partir desses dados o
educador consegue elaborar um planejamento mais adequado a seu grupo, aprimorando sua

técnica e ampliando as chances de sua turma obter um bom rendimento.
Os ingredientes de um esquema, séo, segundo Vergnaud (1993):

v' Metas e antecipacOes: Apresentada uma situacdo, o sujeito pode esperar certos
efeitos ou eventos, premeditar o resultado de algumas escolhas, comegando a

elaborar assim uma estratégia;
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v Regras de a¢do: Busca de informacéo, do conhecimento que valide a estratégia,
e ainda do controle dos resultados da acéo;

v Invariantes operatérios: Sdo os conhecimentos que ddo base a formagdo do
esquema. S80 0s teoremas-em-acdo, que consistem nas proposicoes
consideradas verdadeiras, que estdo relacionadas ao objeto de estudo, e 0s
conceitos-em-acdo, que sdo as categorias de pensamento, de defini¢des

consideradas como pertinentes.

v’ Possibilidades de inferéncias: Diferentes possibilidades de raciocinios para
efetuar o desenvolvimento da solucdo de uma situacdo-problema, a partir dos

invariantes operatdrios contidos no repertério do sujeito.

Ha ainda duas classes distintas de situacdes a serem consideradas quando se fala sobre
elaboracéo de um esquema. Existe aquela em que o individuo estd dotado das habilidades e conceitos
necessarios ao seu tratamento, onde o que se busca, ao se propor esse tipo de situacdo, é aprimorar.
Nesta classe observa-se a automatizacao de um esquema, uma padronizacao, que leva a uma resolugédo
quase que espontanea.

O segundo grupo de situagdes, requer do individuo tempo de reflexdo e exploracdo, pois
trabalha no ambito da producéo, da criacdo. Aqui 0 sujeito em acdo ndo possui ainda todas as
competéncias necessarias para a manipular o caso. Com isso, podem surgir metas equivocadas, regras
de acdo ineficientes e escolhas incorretas dos invariantes operatorios. Ocorrendo dessa forma, o
educador deve orientar a manipulacdo da situacdo, o que leva o aluno, em seguida, a percepcao do
erro e a busca pelo esquema eficaz.

Entende-se que em um planejamento de ensino completo ambas as situacdes devem ser
exploradas. As habilidades de reproduzir e memorizar sdo pilares essenciais para a apreensdo de

novas ideias, para a producédo e elaboracdo de métodos novos.
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3.2.Aula 1: “Entre Retangulos e Divisibilidade”

Atividade 1: Construcdo de Retanqulos

Objetivos Gerais

Compreender que todo numero natural pode ser escrito como um produto de dois

fatores;

Construir uma representacdo geométrica para os conceitos de fator, divisor e maltiplo;

Obijetivos Especificos

Construir a definicéo de divisibilidade, de divisor e de multiplo;

Registrar as seguintes igualdades matematicas e perceber a equivaléncia entre as

mesmas: a.b=c,c:b=aec:a=b,coma,b, e c naturais.
Demonstrar as propriedades:
Sendo a um nimero natural, temos:
1) 1 é divisor de a;
2) a é divisor de a;

3) a é divisor de zero.

Iniciar a discusséo sobre nimeros primos e nimeros compostos.
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Organizacéo da Classe

Os alunos devem trabalhar em duplas para a realizacdo da atividade.

Material Didatico

Folha de papel quadriculado, onde cada quadrado tem 1cm de lado;

Fichas de registro, semelhantes a que segue, com um namero maior de linhas, ja que
faz-se necessario a observacdo de um grande nimero de casos e suas regularidades, para a extracao

das propriedades.

NUmero de Unidades Igualdades Envolvendo Igualdades Envolvendo

Quadradas Produtos Divisbes

Procedimento

Em posse das fichas e do papel quadriculado, a dupla seguira as indicac@es do professor, que

vai expor pra turma as seguintes situacdes-problema:

Quantos retangulos podemos formar, cuja a area seja, por exemplo:

a) 12 cm??
b) 9 cm??
c) 13 cm??

O docente vai conduzir sua turma as solugdes graficas:
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b)

Em seguida, acompanhara também o preenchimento da ficha que foi entregue:

Numero de
Unidades Quadradas

Igualdades

Envolvendo Produtos

Igualdades

Envolvendo Divisdes

12=12 .1 12:1=12 12:12=1
12cm? 12=3.4 12:3=4 12:4=3
12=2.6 12:2=6 12:6=2
9cm? 9=9.1 9:1=9 9:9=1
9=3.3 9:3=3
13cm? 13=13.1 13:1=13 13:13=1
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Note que os exemplos contemplam os trés, dos quatro principais casos: O primeiro, um
nimero composto que ndo € quadrado perfeito, o segundo um nimero composto que é quadrado
perfeito, podendo ser fatorado como o produto de dois primos, e o Gltimo um numero primo.

Como exercicio poderiamos propor que um numero composto que é quadrado perfeito e ndo
pode ser fatorado como o produto de dois primos, 0 que consideramos como sendo o0 quarto caso,
fosse indicado. Por exemplo, o professor apresentaria a turma o desafio de descobrir, dessa vez sem
sua intervencado, quantos retangulos com a area igual a 36cm? poderiam ser construidos. E ainda que
preenchessem a ficha, tomando sua corre¢cdo como uma avaliacdo parcial da aula.

Vale ressaltar que sdo precisos ainda mais objetos singulares para que os alunos possam
compreender as propriedades. Poderia ser de grande valia pedir que os alunos escolhessem outros
valores para serem trabalhados. Essa atitude promove uma maior participacdo da classe e ainda
complementa o quadro de exemplos.

E essencial que os casos aparecam nas situagdes propostas, para que o educando possa
concluir que existem numeros que dardo origem a mais de um retangulo, todos com largura e
comprimento distintos, outros que dardo origem a retangulos com largura e comprimentos distintos e
a um quadrado e que outros sO poderdo ser representados por um Unico retangulo com largura e
comprimento distintos, onde a medida do comprimento é sempre igual a 1.

Fugindo um pouco da atividade, partindo para um pensamento mais abstrato, o professor
poderia entdo, ja pensando em preparar uma base para assimilacdo dos conceito de nimero primo e
ndmero composto, perguntar a turma:

v Que outros nimeros s6 podem ser representados por um Unico retangulo?
v" Qual é o Unico numero par que é representado por um Unico retangulo?
v" Por que s6 existe um nimero par que pode ser representado por um Unico retangulo?

E importante mencionar ainda que, dependendo do nivel da turma, talvez se faca necessaria
uma revisdo de alguns conceitos no inicio da aula. Um possivel erro que deve ser evitado, ja com
comentarios anteriores a atividade, é o de pensar que retangulos 3 x 4 e 4 x 3 sdo distintos.

Faz-se necessario também, recordar com a turma os conceitos de retangulo e quadrado, bem
como suas propriedades, enfatizando que todo quadrado é um retangulo com os quatro lados

possuindo a mesma medida.
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Construindo Defini¢des e Demonstracoes

Seja qual for o curso de matemaética, deve-se colocar em prética sempre o debate cientifico,
que consiste em levantar uma problematica, deixar que os estudantes questionem, ou sejam guiados
pelos questionamentos do professor, de acordo com o perfil da turma, e que levantem possiveis
solucdes e estratégias para o0 assunto proposto. Tal pratica tem como pressuposto que € preciso estar
ativo no jogo cientifico para ter o interesse despertado pela ciéncia, para compreender o alcance real
de seus resultados e consequentemente, na resolucéo de problemas, aplicar esses resultados.

Na metodologia apresentada, a primeira etapa para a conducdo aos critérios que compdem
uma definicdo, foi realizada: A apresentacdo de objetos singulares vinculados a uma situacéo,
retdngulos e suas areas, com a qual a turma ja& estava familiarizada. Além disso, foram trabalhadas
duas representacdes, a geométrica e a aritmética, estando envolvidos varios invariantes, por exemplo,
0s conceitos de multiplicacdo, de divisdo e de igualdade. Nessa segunda fase que sera apresentada, o
professor orientador vai levantar questionamentos, oralmente ou expostos no quadro ou ainda em
ficha complementar para que o estudante faga o registro de suas ideias, de forma que os invariantes
dos conceitos que pretendemos formar, se apresentem de forma explicita. Seguem algumas
possibilidades:

v Todo numero natural pode ser representado como um retangulo, de area igual ao

mesmo?
v Qual é o menor nimero de retdngulos que pode representar um nimero natural?
v Existe algum retdngulo, de mesmo comprimento, que apareca em todos 0s casos?

Apds esse debate, exemplos podem ser discutidos e outras questdes levantadas:

12 pode ser escrito como o produto 12 . 1, ou seja, ele € resultado da multiplicacdo de 12 por
1, assim como é de 3 por 4 e 2 por 6. Logo, podemos dizer 12 é multiplode 1, 2, 3, 4, 6 e 12.

Pensando de forma geral, quando um nimero A é maltiplo de um nimero B? Respostas como
as que seguem podem ser aceitas como corretas, levando em consideracdo o devido grau de
maturidade matematica do grupo:

“Toda vez que A for a resposta da multiplicacdo de B por outro niimero”.

“Quando B vezes algum numero ¢ igual a A”.

12 quando dividido por 1, gera 12 partes, 12 quando é dividido por 2, gera 6 partes e ainda 12
quando dividido por 3, gera 4 partes. Assim, podemos dizer que os divisores de 12sédo 1, 2,3,4,6¢€
12, e ainda que 12 é divisivel por 1, 2, 3, 4, 6 e 12.

Generalizando mais uma vez, o que faz com que um nimero A seja divisor de um numero B?
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“Quando B pode ser divido em partes iguais por A”.

Quando entdo podemos afirmar que um numero divide o outro? Qual é a definicdo de
divisibilidade?

Propomos que esta definicdo seja dada pelo educador e analisada pela turma:

“Um numero natural A divide um nimero B, se podemos encontrar um numero C, onde
B=C.A”

Tal definicdo deve ser trabalhada em detalhes, ja que o estudante do sexto ano ndo tem ainda
o conhecimento pleno da linguagem algébrica, mesmo ja tendo tido o contato breve com a ideia de
que letras podem representar nUmeros.

Um bom questionamento seria: Quais sdo as possibilidades de A e C se B for o numero 12?

SeC=12,entdéo A=1.

Se C =1, entdo A = 12. E assim sucessivamente. Tendo em mente que o ideal seria 0 docente

iniciar revelando as respostas e deixar que os alunos completem o raciocinio.

As demonstracGes das propriedades mencionadas podem ser guiadas pelo educador ou ainda
apresentadas e interpretadas com o grupo. Para a turma, sendo A um ndmero natural, podemos

explicitar:

A=1.A, logoondmeroléoquedeA?

A=1.A, logoonudmero A é o que dele mesmo?

Assim, podemos dizer que todo numero é divisivel por quais valores? Com isso mais uma

propriedade é construida:

6
.

O debate da divisao do zero néo foi realizado com a malha quadriculada, pois néo faz sentido
representar o zero por um retangulo. Contudo, como estamos tratando o conceito de divisibilidade
também com outra representacdo que nao a grafica, podemos buscar diversos exemplos como os que

seguem e depois pedir aos alunos uma concluséo:

0=0.12, 0=0.9,0=0.13

Assim como, 0 =0 . A. Logo, todo nimero é um divisor de zero.

49



As ideias de divisibilidade, divisor e multiplo foram contempladas nesta aula, através da
proposta inicial de uma situacdo-problema, foi explorada em seguida com um debate e ainda foi
finalizada com algum rigor matematico coerente com uma turma de sexto ano do Ensino
Fundamental. Acreditamos que dessa forma, os alunos possam subir um degrau de abstragcdo rumo a

compreensdo do Teorema Fundamental da Aritmética.

3.3.Aula 2: “Divisao Euclidiana e o Jogo dos Restos”

As provas de varios teoremas relacionados ao processo de divisdo euclidiana sdo muitas vezes
inacessiveis aos alunos que compdem o sexto ano do Ensino Fundamental, principalmente quando
abordadas com o rigor da matematica avancada. Contudo, podemos trabalhar com as turmas muito
além do que a simples exposicdo de resultados e propriedades, dados como verdades nao passiveis
de questionamentos.  Esta aula, traz a proposta de uma atividade que, apesar de ndo demonstrar
formalmente sua validade, ilustrara diversas caracteristicas da Relacdo Fundamental da Divisao:

Dados os nimeros naturais d e D, com d diferente de zero, temos que existem dois Unicos

nUmeros naturais g e r, tais que:
D =dg + r, com r maior ou igual a zero e menor que d.

Vale ressaltar, que o0 grupo ja possui certa pratica na aplicacdo de tal algoritmo, advinda do
estudo do mesmo em séries anteriores, portanto a relacdo citada é um conceito que ja se encontra em
construcdo. Além disso, ja existe consolidada, no geral, a nomenclatura para cada um dos termos
relacionados na igualdade acima:

D é chamando de dividendo, d de divisor, g quociente e r de resto.

Logo, a abordagem algébrica ndo esta fora da realidade do grupo.

Atividade 1: Dividindo com material concreto
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Objetivos gerais

Atribuir significado aos elementos de uma situacdo em que se distribui certo nimero

de objetos em grupos iguais;

Associar a atividade com o algoritmo da diviséo.

Obijetivos Especificos

Reconhecer que a quantidade de pratos na qual o nimero de feijdes pode ser

distribuido igualmente sem deixar resto representa um divisor de tal nimero;

Evidenciar que a maior quantidade possivel de pratos para que a atividade possa

acontecer € igual ao numero de feijdes;

Reconhecer que todo nimero natural é divisivel sempre por 1 e por ele mesmo;

Perceber a existéncia de nimeros que s6 possuem dois divisores;

Associar o conceito de multiplo as divisdes com resto zero.

Organizacéo da Classe

Os alunos devem trabalhar em duplas para a realizacdo da atividade.

Material Didatico

Um recipiente com feijoes;
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Um conjunto de 6 pratinhos;

Fichas de registro semelhantes as que seguem:

N° de pratinhos N° de grdos em cada Resto N° total de gréos

prato

| O B~ Wl N

Procedimento

As quantidades de pratos e feijoes nessa primeira atividade nédo serdo escolhidas ao acaso,
para que o estudante possa evidenciar a forma de registro, que futuramente também ser& adotada no
Jogo dos Restos, buscando assim, a garantia da evolugdo correta do jogo e da extracdo das
propriedades da Divisdo Euclidiana dos registros efetuados.

O professor pedira que a primeira ficha seja preenchida com o nimero total de 10 feijdes, a
segunda com 12 e a terceira com 19. Tais fichas serdo entregues as duplas, assim como 0s seis
pratinhos e o pote com feij0es.

O total de feijoes devera ser repartido, de forma que todos os pratos devem ter o mesmo
namero de feijdes, recebendo cada um o maior nimero possivel. Primeiramente utilizardo apenas 1
prato, em seguida 2, e assim sucessivamente, até o sexto prato.

Exemplificamos o procedimento com a ficha que segue, para um total de 19 feij0es:
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N° de pratinhos N° de grdos em | Resto N° total de grdos
cada prato
1 19 0 19
2 9 1 19
3 6 1 19
4 4 3 19
) 3 4 19
6 3 1 19

A reflexdo sobre o processo e os resultados quando uma atividade ludica é finalizada faz-se
essencial para que a mesma deixe de ser apenas uma forma de “brincar” com conceitos matematicos
para se tornar uma ferramenta de construcdo do conhecimento. Contudo, essa reflexdo ndo pode ser

limitada a fala do educador, ela deve aparecer em forma de discussdo envolvendo toda a turma.
“As regras ou os principios do “debate cientifico”, conforme estabelecidas por Legrand
(1990), parecem permitir aos alunos praticar realmente, em sala de aula, atividades cientificas —
questionamentos e formulacdes de raciocinios — que, guardadas as devidas propor¢es, séo da
mesma natureza das atividades desenvolvidas por especialistas nas comunidades de pesquisa.”

Propostas de questdes a serem sugeridas pelo professor ao fim da atividade:

v Qual o maior nimero de pratos que pode ser utilizado na realizagdo dessa atividade,
quando utilizamos 10 feijoes? E 12? E 19?

v Sem ampliar a tabela, considerando todas as possibilidades de pratos, quais as

quantidades de pratos que ndo deixam resto para esse valor? O que essas quantidades representam?

v Crie sentencas utilizando as palavras divisor e multiplo, relacionadas aos elementos da

tabela.

Atividade 2: Jogo dos Restos
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Os objetivos gerais e especificos da Atividade 1, também sdo buscados nesse momento, além

dos que seguem:

Obijetivos gerais:

Trabalhar o ladico dos jogos, bem como sua competitividade caracteristica, para o

desenvolvimento das ideias matematicas e interagfes com o grupo;

Construir a Relagdo Fundamental da Divisao.

Obijetivos especificos:

Observar que o resto de cada divisdo € sempre maior ou igual a zero, e que nunca

ultrapassa ou € igual ao valor do divisor;

Listar os possiveis valores de restos para diversos divisores;

Reconhecer que a adi¢cdo do resto ao produto do nimero de pratos pelo nimero de

gréos por prato resulta no total de gréos;

Utilizar a igualdade acima citada para o calculo mental do total de feijoes.

Organizacéo da Classe

Os alunos devem trabalhar em duplas para a realizacéo da atividade.

Material Didatico

Um recipiente com feijoes;
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Um conjunto de pratinhos;

Fichas de registro semelhantes as que seguem, com um maior nimero de linhas:

N° de pratinhos N° de grdos em Restos N° total de gréos

prato

Um dado com seis faces.

Procedimento

O jogo consistird em: Cada aluno da dupla, vai retirar inicialmente um punhado de feijdes do
recipiente, sem conta-los. Em seguida, jogara o dado e o resultado obtido ir& determinar o nimero de
pratos que o mesmo devera pegar. Os feijoes serdo distribuidos nos pratos, seguindo as regras:

1) Os pratos devem conter 0 mesmo numero de feijoes, recebendo sempre o maior
namero possivel;

2) Os valores devem ser registrados nas fichas dadas;

3) Ganharé a partida quem ficar com o maior resto, apds essa reparticao.

Consideramos que um nimero minimo de 5 partidas deve ser considerado para observacao e
generalizacdo das propriedades.

Duas concepgdes erroneas que podem ser consideradas pelo grupo como verdades, mas no
decorrer do jogo serem classificadas de forma correta sao:

v Quanto maior o numero de feijées no punhado, maior sera o resto.

v Quanto maior o numero de pratos menor sera o resto.

A invalidacéao dessas afirmagdes pode ser feita pela citagdo de contra exemplos. Vamos expor

um caso que ira tornar falsa a primeira conclus&o:
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N° de pratinhos N° de graos Restos N° total de gréos
em cada prato
6 8 0 48
6 6 4 40

A tabela acima pode ser explicitada e o professor assim consegue ressaltar com mais clareza,
que a conclusdo esta errada. Note que, no contra exemplo dado quando o numero de feijdes é 48, 0
resto € zero, ja quando o total de feijoes é 40 o resto é 4 e no entanto, 48 é maior que 40, sendo o resto
deixado por 48 menor que o deixado por 40, o que contradiz a afirmacéo.

Os contra exemplos dirigem-se habitualmente as premissas universais quando pretendemos
refutd-las. Uma premissa universal sera falsa se encontrarmos pelo menos uma situacdo em que a
mesma ndo pode ser aplicada.

Essa estratégia, deve certamente ser explicada em detalhes ao grupo, dando a turma uma
importante ferramenta logica para resolucdo de diversos exercicios e compreensdo de futuras
demonstracoes.

Dando continuidade, observamos que esse debate serve para iniciarmos a discussao sobre os

possiveis valores do resto. Alguns questionamentos podem ser levantados pelo professor:

v Quando o resto € igual a zero, temos uma divisdo exata. 1sso significa que o total de

feijOes é o0 que do nimero de pratos?

v Seria possivel que o resto de feijdes fosse maior que o nimero de pratos? Qual parte

das regras do jogo estaria sendo infligida caso isso ocorresse?

v Analise as possibilidades de restos para 0 nimero de pratos igual a 15, a 80 e a 100
por exemplo. O que podemos concluir a respeito dos possiveis valores dos restos em relacdo aos

valores dos divisores?

A sentenca algebrica pode ser apresentada como conclusdo do raciocinio acima construido,
sendo importante uma revisdo prévia da simbologia para as relagcbes de maior e menor:

Designando o resto por r e o divisor por d, temos:

0<r<d
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Construcdo do Teorema da Divisao Euclidiana

A construcdo do Teorema sera feita a partir da observagdo dos valores registrados ao longo
do jogo nas fichas. Cada aluno reconhecera com o auxilio do professor em sua propria ficha que a
adicdo do resto ao produto do nimero de pratos pelo nimero de grdos por prato resulta no total de
gréos. Essas igualdades serdo escritas em uma ficha auxiliar como a que segue, sendo os dados das
quatro primeiras colunas, os obtidos durante as partidas no Jogo dos Restos, ja registrados numa ficha

anterior.

N° de pratinhos N° de grédos em | Restos N° total de graos Igualdades
prato

O Teorema da Divisdo Euclidiana sera apresentado no quadro, no formato ja exposto na breve
introducdo dessa aula, com base na observacdo dos objetos singulares, ja que sua demonstracdo ndo

esta ao alcance da turma, porém deve-se deixar claro que tal formalidade existe e é necesséria.

Avaliar o aprendizado de forma continuada é uma excelente estratégia, para que o educador
acompanhe a evolucdo de sua turma, bem como possa rastrear as duvidas do grupo. Para a verificacdo
da aprendizagem, uma atividade que pode ser aplicada de imediato, seria o preenchimento individual

de uma tabela semelhante a que segue:

N° de pratinhos | N° de grdos em | Restos N° total de graos | Igualdades
prato
3 12 2 38 38=12.3 +2
5 7 4 39 39=7.5+4
2 23 1
15 3 78
8 2 90
13 134
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3.4.Aula 3: “Desvendando o Segredo dos Numeros Primos”

Os numeros primos estdo presentes no curriculo do sexto ano, sendo, portanto, um assunto
que é abordado nas salas de aula pelos educadores que seguem o conteldo programatico proposto.
Contudo, nota-se que os estudantes, podem até ter memorizado a definicdo de tais numeros, porém,
ndo associa a mesma ao Teorema Fundamental da Aritmética, nem tdo pouco ao MDC e ao MMC. O
tratamento dado a esse objeto matematico, no geral, tem um caréter segmentador, analisa a ideia de
forma isolada. Tal conceito ndo pode ser compreendido em separado, a constru¢cdo do mesmo deve
ser iniciada com discussdes envolvendo multiplos, divisores e o proprio processo de divisdo
euclidiana.

As atividades sugeridas nessa aula visam consolidar o conceito de numero primo ja
introduzido nas aulas anteriores, através do trabalho em grupo num ambiente lGdico. Sua definicéo
sera construida a partir de dindmicas que ajudam a estruturar o pensamento dos alunos, incentivam a
criatividade e a capacidade de analisar e deduzir.

Presume-se que os alunos que participardo dessa atividade tenham trabalhado com os
conceitos de multiplicagdo e potencia¢do em expressdes numéricas. Contudo, uma breve revisao seria

aconselhavel antes de iniciar as etapas propostas.

Atividade 1: Desvendando o Segredo dos NUmeros Primos

Objetivos Gerais

Desenvolver a habilidade de associar elementos;

Trabalhar a generalizacdo a partir da observagéo de propriedades comuns;

Estimular a capacidade de criacéo e o trabalho em grupo.
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Obijetivos Especificos

Definir nmero primo e nimero composto;

Iniciar a discusséo sobre decomposicdo em fatores primos;

Revisitar os processos de multiplicacdo e potenciacao.

Organizacéo da Classe

Os alunos irdo trabalhar em grupos com entorno de 4 alunos, que serdo formados da seguinte
maneira: Cada aluno da turma receberd um cartdo com uma expressdo matematica. Cabe a cada
estudante, para a formacéo das equipes, resolver sua expressdo e encontrar 0s colegas que tenham
obtido o mesmo resultado, ou ainda associa-las pela aplicacdo da nocdo de poténcia, 0 que seria um
procedimento que indicaria o aprendizado das propriedades de potenciacdo. As expressdes seréo

sempre fatoracbes em fatores primos. Seguem exemplos de cartdes:

2.2.2.32.5 23.32.5

2.2%2.32,5 2.3.3.5

Apos a formagdo dos grupos, o professor abre para debate o critério que levou os alunos a
compor as equipes, aléem de questionar os mesmos sobre a estratégia utilizada. Seria interessante

tomar um grupo como exemplo, expor as expressdes de seus cartdes no quadro e trabalhar as mesmas.
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Material Didatico

== Cartdes contendo as expressdes;

= CartBes com 0s numeros primos menores que 10 e sua respectiva representacdo

simbolica;

== Cartbes com numeros compostos fatorados usando a simbologia atribuida a cada

namero primo citado no item acima;

== Cartolina, tesoura, lapis de cor e caneta hidrocor.

Procedimento

Cada grupo recebera cartdes como 0s que seguem:

1-A A

A O

6

s-A. A A

9
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10- A Y

12-A A ©

Direcionados pelo professor os alunos deverdo deduzir que:

2= A

3-@
5=

Os cartdes acima devem estar previamente preparados e serem expostos no quadro apos a

deducdo da classe.

Alguns questionamentos devem ser feitos pelo professor:

v Seria possivel decompor 2, 3 e 5 como a multiplicacdo de nimeros diferentes de 1 e

deles mesmos?

v Quantos e quais sdo os divisores de 2, 3 e 5?

v Existe alguma relacédo entre as respostas dadas nas questfes anteriores?

Em seguida, cada grupo sera orientado a descobrir a resposta de apenas uma das perguntas

abaixo:
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v Quais numeros entre 6 e 12 tem exatamente dois divisores?

v Quais nimeros entre 12 e 18 tem exatamente dois divisores?

v Quais numeros entre 18 e 24 tem exatamente dois divisores?

E assim sucessivamente, de acordo com a quantidade de equipes formadas, possibilitando a

cada uma delas encontrar apenas dois nimeros primos em cada intervalo.

Apds essa etapa, os alunos deverdo criar simbolos para 0os nimeros encontrados e apresenta-

los a turma em cartdes confeccionados por eles.

Para construir a defini¢cdo de niamero primo o educador faz o debate final:

v O que todos esses nimeros tem em comum?

v Tais nimeros podem ser incluidos no conceito de Numeros Primos. Como podemos

defini-los?

O professor deve orientar a turma e chegar a definicéo:

Numeros Primos sdo nameros naturais maiores do que 1, que s6 sdo divisiveis por 1 e

por eles mesmos.

Devemos acrescentar ainda que 0s nimeros que ndo sao primos, sdo chamados de numeros
compostos. Para fixar a ideia, propomos que a turma poderia confeccionar um “jogo da memoria”
onde os pares serdo formados por um nimero composto e por sua respectiva decomposicao em fatores
primos, feita utilizando os simbolos criados pelos grupos e os apresentados pelo professor. Um

modelo das pecas desse jogo encontra-se no anexo 1.
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3.5. Aula 4: Método da Arvore para a Decomposicdo em Fatores

Primos

O Teorema Fundamental da Aritmética, TFA, nos diz que todo nimero inteiro maior que um,
ou € primo, ou se escreve de maneira unica, a menos da ordem dos fatores, como um produto de
numeros primos. A demonstracdo desse teorema €, para 0s alunos do sexto ano do Ensino
Fundamental, de entendimento complexo. Contudo, defendemos aqui, mais uma vez, que o fato de
um determinado conceito matematico ter uma definicdo mais abstrata ou de um teorema ter uma
demonstracdo que utiliza linguagens e conhecimentos mais avangados, ndo significa que o professor
deve simplesmente expor 0s mesmos esquivando —se de uma discussdo sobre o assunto. A
generalizacdo do processo de decomposicdo em fatores primos, que conduz ao TFA, poderia ser feita
com a turma, através da observacdo, manipulacéao e criacdo de exemplos, selecionando de tais casos
particulares as propriedades que lhes sdo comuns, construindo a partir delas tal teorema. Sabe-se que
a generalizacdo de propriedades através da observacdo de diversos objetos, incluidos no contedo de
certo conceito, ndo é 0 movimento matematico considerado com o rigor adequado aos padrdes dessa
ciéncia. Esse fato ndo pode ser ignorado, a classe tem que estar ciente de que é um processo de
experimentacao, baseados em uma teoria ja provada. Ressaltamos novamente, que a demonstracao
formal ndo seria uma boa ferramenta para ser usada com este grupo de alunos, mas sua existéncia
deve ser informada, inclusive para atrair aten¢fes sobre uma matematica bem mais avancada e ainda
desconhecida por esse publico.

Apresentaremos nesta aula o Método da Arvore para Decomposicdo em Fatores Primos como
alternativa para a formulacéo de casos que ilustrem o TFA aplicado ao conjunto dos nimeros naturais.
Esta forma de representar a fatoracdo nos permite observar que pode existir mais de uma maneira de
se efetuar este algoritmo chegando a um mesmo resultado, além de proporcionar mais clareza na
determinacdo dos divisores do nimero que estd sendo fatorado. Podemos também extrair deste
modelo diversas igualdades envolvendo multiplicagOes e divisoes, elucidando suas propriedades e a

reversibilidade entre elas, como sera abordado nas duas atividades que seguem.
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Atividade 1: Aprendendo o Método da Arvore

Objetivos Gerais

Revisar e aplicar os conceitos de multiplicacdo e divisao, bem como suas propriedades
e a reversibilidade entre elas;

Decompor um numero em fatores compostos e em fatores primos.

Objetivos Especificos

Reconhecer que todo numero natural maior que um, ou € primo, ou pode ser

decomposto de maneira unica, a menos da ordem dos fatores, como um produto de nimeros primos;

Reconhecer e aplicar o conceito de nimeros primos nesse processo de decomposicao;

Destacar as igualdades envolvendo multiplicacdo, divisdo e potenciacdo incluidas

nesse processo de decomposicao;

A partir da observacdo da decomposicdo de um nimero em fatores primos, determinar

seus divisores.

Organizacdo da Classe

A turma ficara organizada em duplas, porém cada aluno fara seu registro individual. O objetivo

da formag&o de duplas é a troca de informacdes e ideias durante a atividade.

Material Didatico

Quadro e caneta para quadro;

Caderno e caneta pra o registro da atividade;
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Ficha de avaliag&o.

Procedimento

Inicialmente serdo apresentados exemplos da decomposi¢éo de um numero em fatores primos
através do Método da Arvore, para posterior generalizacdo do algoritmo. Escolhemos um caso em

que o numero ao ser fatorado, nos da mais de uma possibilidade para a construcao da arvore:

/\
/\
/\ \

A descricdo oral detalhada de cada caso ¢ essencial para a aprendizagem. Faremos a descri¢cdo

do exemplo acima, como sugestédo para o professor:
A primeira coisa que devemos nos perguntar é€: O nimero 24, pode ser escrito como o produto

de dois nimeros, sendo ambos diferentes de 1?
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A resposta para essa pergunta é sim, ja que 24 é um nimero composto.

Pesando em quais seriam esses dois nimeros, chegamos a uma das possibilidades: 12 e 2, 24 =
12 .2.

Faremos 0 mesmo raciocinio tanto para 2 , como para 12.

A0 nos questionarmos se 2 pode ser escrito como o produto de dois fatores ambos diferentes de
1, chegamos de forma simples a resposta, que é ndo, ja que 2 é primo. Assim, nos resta repetir o
numero 2 na linha abaixo até o final do processo.

Em relacdo ao 12, escolhemos a opcdo 3 e 4, jaque 12 = 3.4.

Finalizando o processo, focamos nos nimeros 3 e 4. O numero 3 sera repetido na linha de baixo,
pois j& sabemos que 3 é primo, contudo o nimero 4, pode ser escrito como o produto de 2. 2.

Assim, na dltima linha, encontramos: 2, 2, 2 e 3.

O que isso significa?

Temos que 24 pode ser escrito como o produto: 2 . 2. 2. 3, ou ainda, que 24 = 23 . 3.

Neste mesmo caso, o professor pode apresentar também para a turma a construgdo de uma outra

arvore:

b)

/\

/\
/\

A Ultima linha apresenta os numeros 3, 2, 2, e 2. O que isso significa? Podemos afirmar que 3.
2 3 =23 3?7 Relembrar a propriedade comutativa da multiplicacdo é de extrema importancia nesse

momento, para tomar a sentenga 3. 2 3 = 23 .3 como verdadeira.
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E por fim, pedir aos alunos que pensassem em mais uma forma de decompor o nimero 24.

Expondo no quadro um modelo de resposta:

c)

/\
/\ /\

Em cima dessas trés formas distintas de decomposic¢éo que levam ao mesmo resultado, podemos
explorar diversas igualdades envolvendo multiplicacéo e diviséo.

No item (a), por exemplo, temos:

24=12.2 24:2=12
24=2.4.3 24:12=2
24=2.2.2.3 € 12:3=4
12=4.3 12:4=3
4=2.2 4:2=2

E ainda pode-se deduzir os divisores do numero 24 a partir da observacdo de suas
decomposicdes, lembrando a turma que todo numero é divisivel por um e por ele proprio. Assim, 0
conjunto dos divisores de 24 é {1,2,3,4,6,8,12,24}.

Finalizada essa exposicdo para a classe, pode-se iniciar uma discussdo de uma verséo
generalizada para a realizacdo de uma decomposi¢do em fatores primos para um numero qualquer.

Para trabalhar a habilidade de exteriorizar o raciocinio através da escrita, o educador pode pedir
aos estudantes que respondam a seguinte questao:

v" Como vocés explicariam para alguém o processo de decomposicdo em fatores primos

de um numero n, sendo n natural e maior do que 1?
Explicitar um processo como esse, sem divida ndo é algo simples, tanto pela natureza do
exercicio, como pelo fato de ndo ser usual na pratica pedagdgica. Permitir que os alunos escrevam
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sem intervengdes, entregando ao professor suas producgdes, é uma boa forma de avaliar como o0s
mesmos atuam diante dessa tarefa, tida como complexa.

Posteriormente, o professor ird expor uma forma de escrever as regras do algoritmo para a
decomposicdo de um numero em fatores primos:

Dado um namero natural n, devemos determinar dois nimeros a e b, diferentes de 1, tais que n
= a. b. Se esse procedimento ndo for possivel, temos que n € um numero primo, o que finaliza a
operacdo. Caso seja possivel, temos que n é composto e, repetiremos o processo com a, determinando
dois numeros c e d, tais que, a = ¢ . d, e ainda com b, determinando dois nimeros f e g, tais que b =
f.g. Se esse processo ndo for possivel com a ou b, significa que um ou outro sdo primos, devendo ser
reescritos na linha seguinte. Mais uma vez a ideia serd aplicadaac, d, f e g, e assim sucessivamente,
até que todos os numeros restantes em uma linha sejam primos.

Aprofundando a discusséo sobre tal mecanismo de decomposicéo, o professor poderia levantar
a seguinte ideia:

v" Temos necessariamente que, dado um ndmero natural n, pensar em exatamente dois
nameros a e b, tais que n =a . b? Ou poderiamos pensar em trés numeros X, Y, zZ tais que
n=X.Y. z ouainda, quatro nimeros m, n, p, g, taisquen=m.n.p. g, € assim
sucessivamente?

Espera-se que o dialogo com a classe leve a conclusdo de que quanto maior o nimero de
fatores que pudermos determinar num primeiro momento, mais rapidamente chegaremos a

decomposicdo em fatores primos, segue o exemplo:

24

SN
A

Ao fim da aula o professor propde uma pequena avaliacdo, que sera realizada pela dupla, com
registros individuais. A proposta é de uma avaliacdo curta, que consiste em apresentar arvores de

decomposigdo incompletas, visando determinar se os alunos compreenderam o processo de
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decomposi¢do em si, e ainda se perceberam as relacdes de multiplicacdo e divisdo implicitas no

mesmo.

Ficha de Avaliacdo

Complete as arvores de decomposicao que seguem:

a)

25/100\
SN N

b)
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Atividade 2: O jogo da Arvore

Objetivos Gerais:

Trabalhar a interacdo social, a criatividade e as ideias matematicas de

decomposic¢do, multiplicacéo e divisao através do ladico dos jogos;

Desenvolver o célculo mental e a agilidade do raciocinio.

Obijetivos Especificos:

Praticar a decomposi¢cdo de um numero em fatores primos;

Reconhecer igualdades envolvendo multiplicacdo e divisao presentes na arvore

de decomposicdo dos niumeros dados.

Organizacéo da Classe

A turma ficara dividida em grupos de 4 alunos. O grupo seré dividido em duas

duplas, que competirdo durante a atividade.

Material Didatico

Quadro e caneta para quadro;

Cronbmetro;

Folha de papel A4,
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Caneta.

Procedimento

As regras do jogo serdo apresentadas a turma:

v" Serdo jogadas 5 partidas;

v' Em cada partida um numero serad anunciado pelo professor, devendo o

mesmo ser decomposto por cada dupla, pelo método da arvore;

v Em seguida a dupla tentara extrair de cada decomposicéo o maior nimero

possivel de igualdades envolvendo multiplicacdes e divisdes;

v Vence a dupla que no intervalo de tempo predeterminado construir a

arvore de forma correta, extraindo da mesma o maior numero de igualdades.

O intervalo de tempo de cada partida pode ser negociado com a turma, tendo é claro que contar
com o bom senso do professor e sua analise em relacdo ao nivel em que a classe se encontra para
realizacdo dos calculos. Também deve-se levar em conta os nimeros que foram selecionados para a

realizacdo da atividade e o grau de dificuldade de suas decomposices.

Ao termino das atividades, o educador iniciara um debate, cujas questdes levantadas, servirdo
de suporte pra o entendimento do enunciado do TFA que sera exposto em seguida.
v" Diante da observacdo dos casos, um nimero sendo primo, pode ser fatorado como um

produto de nimeros primos? Por qué?

v Todo nimero composto admite uma decomposi¢ado cujos fatores sejam todos nimeros

primos?

71



v O processo de decomposicdo de um nimero composto é Unico? E seu resultado € Unico?

Tendo sido realizada essa discussdo, o educador expde no quadro o enunciado do TFA, que
deve ser registrado. Sua demonstracdo formal, como ja foi mencionado, ndo deve ser apresentada, ja
gue ndo condiz com o conhecimento matematico da classe, mas sua existéncia e sua funcéo de real

validagéo do teorema deve ser mencionada.

3.6. Aula 5: Resolucéo de Problemas

A sequéncia didatica proposta por nos seréa encerrada com uma sugestdo metodoldgica
envolvendo a resolucdo de problemas, que vao abordar os conceitos associados a divisibilidade,
nameros primos e o0 Teorema Fundamental da Aritmética. Nesta aula, trazemos a estratégia do
ensinar matematica atraves do desenvolvimento e analise da solucdo de questdes.
Primeiramente, devemos deixar clara a diferenca entre exercicio e problema. Consideramos um
exercicio quando o tratamento do caso exige somente a reproducdo, quase que automatica, de

uma técnica, para que alcancemos o objetivo final. Temos, de acordo com Pozo(1998) que:

“(...)uma situacdo somente pode ser concebida um problema na medida em que
exista um reconhecimento dela como tal, e na medida em que n&o dispomos

de procedimentos automaticos que nos permitam soluciona-la de forma mais
ou menos imediata, sem exigir, de alguma forma, um processo de reflexdo ou

uma tomada de decisdes sobre a consequéncia de passos a serem seguidos. ”

Ainda, segundo P0zo(1998), consideramos que o problema impBe um desafio, a
vivéncia de um caso diferenciado, isto é, a solucdo ndo é construida por meio de um caminho
rapido e direto, mas atraves de a¢Oes que exigem a explicitacdo de estratégias, conhecimentos
conceituais e atitudes.

A riqueza de se trabalhar matematica através da resolugdo de problemas estd na
oportunidade de estudar com os alunos diferentes esquemas, e com intervencées pertinentes,
guia-los por suas estratégias distintas, rumo ao mesmo resultado. Propicia ao professor ter
contato direto com os erros dos estudantes, o0 que permite um replanejamento, sinalizado por

uma referéncia concreta.
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Problema 1
As contas AB x C = 195 e CDE + F = 88 estdo corretas, sendo A, B, C, D, Ee F

algarismos diferentes. Qual é o algarismo que representa a letra F? (OBMEP 2015)

DlE|-[F[=]8]8]

[ofo]=[n]o]x[w[>]

Este problema nos apresenta uma solucdo que desperta a curiosidade dos alunos. O
ponto de interesse e questionamento esta na necessidade de realizar tentativas, até chegar a
resposta correta. A maioria dos estudantes acredita que saber resolver uma questdo implica em
desenvolver uma meta que leve diretamente ao resultado, sem pausas para erros e
reformulagdes. Se a estratégia envolve tentativa e erro, no geral somos indagados: “Mas ¢
assim, tentando?” “Nao tem um jeito direto?” Os estudantes chegam a indagar a respeito da
legitimidade desse método, por ndo ser explorado com frequéncia em sala de aula.

Se, ao desenvolver a questdo perante a turma, o educador escolheu um caminho, que
ndo leva a solucdo do problema, sem antes deixar claro para a classe que trata-se de uma
tentativa a partir da escolha aleatéria de uma das possibilidades, pode criar um clima de
desconfianga. Portanto, é interessante que antes de iniciar a investigacdo, o professor faca uma
abordagem franca sobre o caso, discutindo o fato de que ao se optar por uma direcdo podemos

ou ndo alcancar o objetivo.
Analisaremos o primeiro dado: AB x C = 195. Partiremos para a decomposicao de 195

em fatores primos:

Tomando essa fatoracao:
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N\
N

3 5 13

Podemos ser levados a crerque A=6,B=5e C =3.

Passariamos a anélise do segundo dado: CDE + F = 88. Como estamos supondo que C
= 3, de acordo com o que constatamos a partir da fatoragdo acima, teriamos 3DE + F = 88.
Assim, recordando a relacao de reversibilidade entre a divisdo e a multiplicacdo, buscamos o
numero de um algarismo que quando multiplicado por 88, nos dd um nimero de trés algarismos,
iniciado por 3. Testaremos cada caso:

88.2=176

N&o efetuaremos a multiplicacdo por 3, uma vez que os algarismos buscados tem que
ser distintos.

88 . 4 = 352, a solucdo é um numero de trés algarismos iniciado por 3, mas ndo serve
como resposta, pois B =5 e D = 5, 0 que contraria a hipotese de B e D serem algarismos
distintos.

88.5=440,88.6=528,88.7=616,88.8=704¢88.9=792.

Com isso, esgotamos todas as possibilidades e ndo encontramos uma que se enquadre
no padrdo procurado.

Faz-se necessario analisar a outra possibilidade de fatorac&o:
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195

/N

2N

5 3 13

Por essa outra decomposicao, podemos supor que A=3,B=9eC=5.

Buscamos agora o nimero de um algarismo que quando multiplica 88, nos da como
resposta um numero de trés algarismos iniciado por 5. O nimero procurado € o0 6:

88 .6 =528.

Logo,A=3,B=9,C=5D=2E=8eF=6.

Problema 2

Qual é 0 menor nimero, ndo nulo, que devemos multiplicar por 1485 para que ele seja
um cubo perfeito?

Além dos conhecimentos sobre decomposicdo de um ndmero em fatores primos,
precisaremos ainda tratar sobre propriedades de potenciacdo e sobre a definicdo de cubo
perfeito, ao longo da resolucdo dessa questdo. Como todos esses tdpicos ja foram trabalhados
com os alunos, de acordo com o curriculo previsto, ndo é preciso que o professor, antes de
lancar a questdo, faca qualquer tipo de revisao, pois assim acabaria por indicar qual caminho
seguir durantes a resolucdo da questdo. A postura que se busca de um aluno ao resolver um
problema é a investigativa. Uma vez que 0s conceitos envolvidos foram vistos, cabe ao
educando revisar em seu material buscando sanar possiveis davidas conceituais. Considerando
claro, que essa postura nem sempre € a usual, o professor pode guiar essa pesquisa e incentiva-

la.
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Iniciaremos com a fatoracdo do nimero 1485:

1485

/\
| //\\

Assim, 1485 =5, 33.11.

Para que um numero seja um cubo perfeito, 0os expoentes de cada um de seus fatores
primos que se encontram em sua decomposicdo, devem ser multiplos de 3. Como estamos
buscando o menor numero que ao ser multiplicado por 1485 resulte num cubo perfeito,
queremos:

5%, 3¥.11?.5.33.11=5%,3%, 113

Aplicando a propriedade das poténcias a respeito da multiplicacdo de poténcias de
mesma base, podemos de deduzir que x =2,y =0 e z = 2. Logo, 0 numero que buscamos é 52
. 112 = 3025.

Problema 3

Achar todos os pares de nimeros primos p € ¢, tais que p — g = 3.

O enunciado desta questao pode induzir o aluno a sair numa buscar desenfreada de pares
de nimeros primos que satisfacam a condicdo dada, sem antes refletir sobre as informacoes que
foram apresentadas. Em especial, a palavra “todos” leva o estudante a imaginar de forma
erronea que existe mais de um par como solucao.

A prética da analise minuciosa dos dados de um problema também néo faz parte do
cotidiano do aluno. Refletir sobre os dados do enunciado e tentar extrair dos mesmos sugestdes
de conceitos e teoremas que fundamentem um esquema de resolucdo é algo que precisa ser
incentivado pelo professor.

Mais uma vez, esse problema exige que o aluno relembre a propriedade que nos diz que
se o resultado da subtracdo de dois nimeros naturais € um namero impar, entdo esses nUmeros

tem paridades diferentes.
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Como p e g sdo numeros primos e ja € de conhecimento do grupo que o Unico nimero
primo par é o 2, chegamos a conclusdo de que q = 2. Com isso, p = 5.

Assim, a solucéo do problema € Unica, p=5eq=2.

Problema 4

O produto de trés nameros € igual a 1105. Sabendo que, nenhum dos nimeros possuem
trés algarismos e que a soma dos algarismos do maior nimero é igual ao dobro da soma dos
algarismos do nimero do meio, determine a diferenca entre 0 maior e 0 menor nimero.

Essa € uma questdo interessante cujo o enunciado apresenta trés informacdes sobre 0s
numeros procurados:

v’ Sé&o trés nimeros cujo o produto é 1105;

v" Nenhum dos nimeros possuem trés algarismos;

v' A soma dos algarismos do nimero maior é igual ao dobro da soma dos
algarismos do nimero do meio.

A atitude que se espera do aluno é que ele realize a decomposicdo de 1105 em fatores

primos:

1105
5 221
5 13 17

Pela observacdo da fatoracdo, conclui-se que 0s numeros séo 5, 13 e 17.

Parece, em um primeiro momento, que as duas Ultimas condigdes fornecidas pelo
enunciado sdo desnecessarias. Esse fato pode ser trabalhado pelo professor, levando esses
questionamentos a turma:

v Se ndo houvessem as duas Gltimas condi¢Ges dadas pelo enunciando, a resposta

do problema seria a mesma?
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v Se nédo houvesse apenas a Ultima condicdo exposta no enunciado, qual seria a
resposta?
Ora, excluindo-se as duas Ultimas condicdes teriamos como possiveis solugdes:
(1,5, 221), (1,13,85), (1,17,65) e (5, 13, 17)
E ainda, excluindo-se somente o Gltimo dado, teriamos como possiveis solucdes:
(1,13,85), (1,17,65) e (5, 13, 17)

Alterar 0 enunciado de um problema e verificar os efeitos sobre a solu¢do do mesmo, é
uma boa estratégia para estimular o raciocinio 1dgico dedutivo e a capacidade de interpretacao
de um texto.

A partir da abordagem feita, concluimos que o reconhecimento da legitimidade da
estratégia de resolucdo por tentativa e erro e do tipo de problema onde cabe essa estratégia, 0
desenvolvimento da atitude investigativa, da iniciativa de pesquisa de itens j& estudados que
precisam ser revistos para o desenvolvimento de uma questdo, o estimulo a concentragdo para
a leitura detalhada de um enunciado, bem como para a associacdo do texto com conceitos e
teoremas que fazem parte do repertorio do aluno, a sele¢do dos dados contido no problema e a
interpretacdo de suas implicacGes sobre a solucdo encontrada foram alguns dos topicos
envolvendo competéncias e habilidades trabalhados nos problemas propostos. Nota-se entéo,
que ao inserir na pratica pedagogica a cultura do ensino através da resolucdo de problemas,
ampliamos as possibilidades de aprendizagem. Passamos a valorizar ndo apenas o acimulo de
conhecimento, mas o desenvolvimento das estruturas mentais associadas ao pensamento l6gico,

a criacdo de metas e a elaboragéo de esquemas.
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Capitulo 4

Considerac0es Finais

Acreditamos que o publico que compde hoje turmas do Ensino Basico necessita de uma
abordagem dindmica da matematica, tanto para uma compreensao mais solida da disciplina
quanto para ter o interesse despertado pela matéria. O dinamismo de uma metodologia é
entendido por nés como a caracteristica de uma aula que possui a insercdo de debates e
discussBes sobre 0s conceitos que estdo sendo construidos, o levantamento de problematicas
gue instiguem o pensamento cientifico, a valoriza¢do do conhecimento advindo do estudante e
dos questionamentos levantados por ele. A ideia de um ensino tradicional ndo se encaixa mais
na realidade de nossos alunos, esperar que 0S mesmos assumam um postura passiva, que se
limitem a ouvir e registrar a fala e a escrita que o professor expde e ainda assim tenham uma
aprendizagem significativa, ndo € de fato uma postura realista.

Visando agregar a pratica educacional, o dinamismo e a construcdo de ideias
mencionados acima, este trabalho abordou entdo, topicos relacionados ao conceito de nimero
primo e ao Teorema Fundamental da Aritmética, almejando relatar as principais defini¢oes,
propriedades e teoremas, que serviriam de base ao professor que pretende ensinar tais conceitos
ao sexto ano do Ensino Fundamental.

Além disso, foi apresentada uma sugestdo metodoldgica para a consolidacdo do
Teorema Fundamental da Aritmética baseada na construgdo do conhecimento através do debate
cientifico, do engajamento promovido pelo jogos matematicos, do incentivo a criatividade e da
busca por um padrao, ainda que limitado, de formalidade matemaética. Utilizamos como suporte
tedrico a Teoria do Campos Conceituais, promovemos situa¢fes, problemas, desafios e
competices a serem vencidos, trabalhando diversas representagbes como a algébrica, a
aritmética, a geométrica e a ludica, selecionando e destacando a importancia de invariantes,
propriedades comuns, na busca da conceitualizacdo, ou seja, da formacao propriamente dita do
conceito, o TFA.
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Anexo

JOGO DA MEMORIA COM NUMEROS PRIMOS

A tabela que relaciona os primeiros primos com os simbolos escolhidos pode ficar exposta no

guadro para orientar o jogo.

Nimeros primos Simbolo
: A
3 @
: *
7 =
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Seguem as sugestdes para as peg¢as que irdo compor o jogo:

10

14
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