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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar encaminhamentos metodologicos capazes de tor-
nar o ensino da matematica mais prazeroso e interativo. Neste sentido o trabalho que sera
desenvolvido aqui abordard o estudo de algumas curvas especiais como a Curva de Agnesi, a
Epicicloide, a Hipocicloide e destacara com maior profundidade o estudo da Cicloide abordando
a suas principais propriedades com énfase na Tautdcrona e Braquistocrona. Todo trabalho reali-
zado neste estudo mostra que a mateméatica pode assumir um papel importante na sala de aula,
ajudando a desenvolver a aprendizagem de outras disciplinas gracas as praticas experimentais
aliadas ao desenvolvimento de contetdos interdisciplinares. Na literatura fala-se muito em in-
terdisciplinaridade, mas na maioria dos textos nao se mostra como é possivel fazé-la, ou seja,
pouco se faz realmente. Este trabalho descreve o contetido e mostra como realizar atividades
integradoras que venham a melhorar o ensino de outras ciéncias e permite desenvolver outras
habilidades (além do raciocinio matematico) no aluno. Este trabalho nao se encerra aqui, ele
é o primeiro passo para outros estudos que melhorem o ensino da matematica, em particular
da geometria. Introduzir o conteiido de forma que a curiosidade do aluno seja instigada ja
& um grande passo no ensino dessa disciplina. E este o objetivo deste trabalho, despertar a
curiosidade dos envolvidos através das praticas experimentais sem tao pouco deixar de lado a

parte teorica.

Palavras chaves: Curva de Agnesi, Epicicloide, Hipocicloide, Cicloide, Tautocrona, Braquis-

tocrona.



Abstract

This work aims at presenting methodological referrals able to make mathematics teaching more
enjoyable and interactive. In this sense, the work that will be developed here will address the
study of some special curves like the Agnesi Curve, the Epicycloid, the Hypocycloid and will
focus in greater depth the study of Cycloid addressing its main properties with an emphasis on
Tautochrone and Brachistochrone. All work performed in this study shows that mathematics
can play an important role in the classroom, helping to develop the learning of other disciplines
thanks to allied experimental practices to the development of interdisciplinary content. In the
literature there is much talk on interdisciplinarity, but most texts do not show how it can be
done, that is, little is done really. This paper describes the content and shows how to perform
integrative activities that will improve the teaching of other sciences and allows students to
develop other skills (in addition to mathematical reasoning). This work does not end here, it is
the first step to other studies that improve the teaching of mathematics, especially geometry.
Introduce the content so that the curiosity of the student is instigated is a big step in the
teaching of this discipline. This is the objective of this work, arouse the curiosity of those

involved through experimental practices without so little put aside theoretical part.

keywords: Agnesi Curve, Epicycloid, Hypocycloid, Cycloid, Tautochrone, Brachistochrone.



Lista de Figuras

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
211
2.12
2.13
2.14
2.15

3.1

3.2

3.3
3.4

3.5
3.6
3.7
3.8

Construcao da curva de Agnesi . . . . . . . .. ..o 23
Curva de Agnesi. . . . . . . . . 24
Desenvolvimento da Cicloide . . . . . . ... .. ..o 25
Cicloide . . . . . o o e 26
Particula deslizando sobre a cicloide invertida . . . . . . ... .. .. ... ... 28
Desenho de um relogio de péndulo por Huygens em seu livro Horologium. . . . . 31
Péndulo cicloidal segundo a construcao de Huygens. . . . . . . . . .. ... ... 32
Trajetoria da particula . . . . . . . . . . ... 32
P descreve a epicicloide . . . . . . ... 36
P continuando o movimento . . . . . . . ... Lo 36
Epicicléide com R=2r . . . . . . . . . 38
Cardidide R =17 . . . . . . . . 39
P descrevendo uma hipocicloide. . . . . . .. ..o 40
P continuando o movimento. . . . . . ... ..o 41
Hipocicloide (R = 4r), também chamada de Astroide. . . . . . . .. .. ... .. 42

Placa de isopor fixada em uma parede para evitar que se desloque durante a
construcao da cicldide . . . . ... 44
Construcao do tragado da cicloide com o uso de isopor, cano PVC e lapis para
quadro branco . . . . . . .. 45
Cicloide com as paredes laterais que sao necessarias para evitar que a esfera caia 46

Cicloide pronta ja com uma superficie de fita adesiva para reduzir as trepidagoes

e oatritocomaesfera . . . . . ..o 46
Verificagao experimental do problema da tautécrona . . . . . . . . .. ... ... 47
Verificagao experimental do problema da braquistécrona . . . . . .. .. .. .. 48
Curva Cicloide . . . . . . . 0 50
Half de madeira. . . . . . . . . . . . ol



3.9 Half de concreto. . . . .

3.10 Parte externa do Museu.

3.11 Parte interna do Museu.

10



Sumario

Introducao

Enfoque Histoérico

1.1 Gilles Persone de Roberval (1602-1675) . . . . . . . . . ... ... ... .....

1.2 Evangelista Torricelli (1608-1647) . . . . . . . . . . ...

1.3 Blaise Pascal (1623-1662) . . . . . . . . . .

1.4 Christiaan Huygens (1629-1695) . . . . . . . . . . . . . ... ... ... ...

1.5 Familia Bernoulli . . . . ... ... .. oo
1.5.1 Jakob Bernoulli (1654-1705) . . . . . . . . . ...
1.5.2  Johann Bernoulli (1667-1748) . . . . . . . . ... .. ... ... . ...

Parametrizacao de algumas curvas planas

2.1 Curvade Agnesi. . . . . . . . . e

2.2 Cicloides . . . . . . o
2.2.1 Propriedades da cicléide . . . . .. .. ... 0oL
2.2.2 O problema da Braquistécrona . . . . . .. ...

2.3 Epicicloide . . . . .o

2.4 Hipocicloide . . . . . . . . .

Construcao da Cicléide e Aplicagoes

3.1 Proposta experimental para ser desenvolvida em sala de aula . . . . . .. .. ..
3.1.1 Construcao da Cicléide . . . . . .. . ... .. .. ...
3.1.2  Verificacao das Propriedades da Cicloide . . . . .. ... ... ... ...

3.2 Uma Proposta Interdisciplinar no Ensino Médio . . . . . .. ... ... ... ..

3.3 Uma Proposta Interdisciplinar na Graduacao . . . . . . . .. ... . ... ....

3.4 Aplicagoes da Cicloide . . . . . . . . . ..
3.4.1 Skate Vertical Half Pipe . . . . . .. ... ... ... ... ........

11

13

16
16
17
18
19
20
20
21

23
23
25
26
32
35
39



3.4.2 Arquitetura

Consideragoes Finais

Referéncias

12



Introducao

Uma das tarefas mais dificeis no ensino da matematica é ilustrar experimentalmente os resul-
tados de um teorema porque algumas vezes as conclusoes sao tao abstratas que é preciso muita
habilidade para mostrar na préatica. Mas quando se consegue visualizar com algum experimento
essas conclusoes imediatamente despertam em todo o piblico muita atencao. Apesar da sua
grande importancia, ainda hoje a abordagem de contetidos mateméticos podem ser considera-
dos subdimensionados na maioria das escolas, devendo-se entao, questionar: Como é possivel
ampliar a importancia dada a matemaética nos ambientes escolares? O que se deve fazer para
resgatar o ensino dessa ciéncia entre os discentes, favorecendo a sua aprendizagem conceitual
e o desenvolvimento de habilidades e competéncias especificas? Este trabalho visa, em parte,
responder a essas questoes, sinalizando encaminhamentos metodologicos capazes de tornar o
ensino da matematica mais prazeroso e interativo. Neste sentido o trabalho que ser& desenvol-
vido aqui abordara o estudo de algumas curvas especiais e destacara com maior profundidade

o estudo da cicléide abordando a suas principais propriedades.

A matematica constitui uma constru¢ao humana historicamente situada, tendo seus contor-
nos delineados pelos contextos sociais, econémicos e culturais de cada época. Nessa perspectiva,
a abordagem historica da producao dos conhecimentos cientificos e, em particular, a reproducao
de experimentos historicos relevantes constituem recursos que podem contribuir grandemente
para que os estudantes tenham o seu interesse despertado para a construcao de novos conheci-
mentos e, além disso, compreendam alguns aspectos inerentes as ciéncias, como o seu carater
empirico que deve ser abordado de modo contextualizado (SANTOS,2012). Nos tltimos anos
houve uma disseminacao dos computadores nas escolas, mas infelizmente nao ha o uso correto
dessas tecnologias porque o professor nao foi orientado corretamente na Universidade a usar
softwares especificos com a finalidade de ensinar matematica. Naturalmente essas ferramentas
nao tém o objetivo que deveria ter. Infelizmente se d4 pouca énfase aos experimentos e a
maioria dos conceitos matematicos que sao explorados em sala de aula parecem distantes da

realidade do discente.
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Este trabalho tem como objetivo incentivar alunos de graduacao, professores e interessados
a desenvolver experimentos simples com alunos do Ensino Fundamental e Médio nas areas das
Ciéncias Exatas e apresentar em eventos, como feira de ciéncias, por exemplo. Serda abordada
uma sugestao experimental na area da geometria, desde a construcao do experimento com
materiais reciclaveis até a sua execucao. Os futuros professores de matematica e profissionais
interessados podem desenvolver esse experimento na sua instituicao e testar nas escolas de

Ensino Fundamental e Médio.

Alguns questionamentos podem ser feitos em relacao ao trabalho. O que queremos com essa
proposta? Queremos envolver alunos, professores e outros profissionais no desenvolvimento
deste trabalho com o intuito de despertar em todos participantes o gosto no aprendizado da
matematica. O que motiva este trabalho? A geometria nao é bem compreendida no Ensino
Fundamental e Médio e por isso a matemética ¢ uma das disciplinas mais odiadas em todos os
niveis. Como tornar a geometria mais atrativa em todos os niveis de conhecimento? Segundo
Comenius, por volta de 1650, o ensino deveria dar-se do concreto ao abstrato, justificando que
o conhecimento comeca pelos sentidos e que s6 se aprende fazendo. Locke, em 1680, dizia da
necessidade da experiéncia sensivel para alcancar o conhecimento. Cerca de cem anos depois,
Rousseau recomendou a experiéncia direta sobre os objetos, visando a aprendizagem. Pestalozzi
e Froebel, por volta de 1800, também reconheceram que o ensino deveria comecar pelo concreto;
na mesma época, Herbart defendeu que a aprendizagem comeca pelo campo sensorial. Pelos
idos de 1900, Dewey concordava com o pensamento de Comenius, ressaltando a importancia da
experiéncia direta como fator basico para construcao do conhecimento, e Poincaré recomendava
o uso de imagens vivas para clarear verdades matematicas. Mais recentemente, Montessori
legou-nos intmeros exemplos de materiais didaticos e atividades de ensino que valorizam a
aprendizagem através dos sentidos, especialmente do tatil, enquanto Piaget deixou claro que
o conhecimento se da pela agao repetida sobre o objeto; Vygotsky, na Rissia, e Bruner, nos
Estados Unidos, concordaram que as experiéncias no mundo real constituem o caminho para a

crianga e o adolescente construirem seu raciocinio (LORENZATO,2006).

Em cada educador, a seu modo, reconheceu que a acao do individuo sobre o objeto é basica
para a aprendizagem. Em termos de sala de aula, durante a acao pedagogica, esse reconheci-
mento evidencia o fundamental papel que o material didatico pode desempenhar na aprendiza-
gem e que as dinamicas utilizando objetos concretos contribuem para a aproximacao dos alunos

com a disciplina. Educar matematicamente, permite que o aluno raciocine, descubra e interaja

14



criticamente com colegas e professores. A proposta é a de instigar o aprender da matemaética
nao como um ato mecanico de decorar e aplicar féormulas, mas compreender que ela esta na
vida, muito antes de ser aprendida ou apresentada no espaco escolarizado. A experimentacao

¢ o melhor caminho para comecar.
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Capitulo 1

Enfoque Histoérico

Estudaremos nesse trabalho as curvas cicloidais: cicloide, epicicloide e hipocicloide. Entre-
tanto para dar sustentacao nas afirmacoes que serao feitas, principalmente sobre a cicloide,
inicialmente vamos conhecer um pouco de sua historia e dos célebres matematicos que contri-
buiram para seu desenvolvimento, nos atentaremos no problema proposto por Johann Bernoulli,

que no século XVII desafiou as mentes mais brilhantes do seu tempo.

1.1 Gilles Persone de Roberval (1602-1675)

A designacao para a catedra de Ramus no Collége Royal, que Gilles Persone de Roberval
manteve durante cerca de quarenta anos, era determinada a cada trés anos, com base em um
exame competitivo, cujas questoes eram postas pelos detentores. Em 1634, Roberval ganhou o
concurso, provavelmente porque havia desenvolvido um método de indivisiveis semelhante ao de
Cavalieri; nao revelando seu método a outros, conseguiu conservar sua posi¢ao na catedra até
sua morte, em 1675. Mas isso significou que ele nao recebia reconhecimento pela maior parte
de suas descobertas e que ele se envolvia em numerosas querelas a respeito de prioridades. A
mais amarga dessas controvérsias foi referente a cicloide, curva a que veio a ser aplicada a frase
"a Helena dos geometras'", por causa da frequéncia com que provocou querelas durante o século
dezessete. Mersenne, em 1615, tinha chamado a atencao dos mateméticos para a cicldide,
tendo talvez ouvido falar da curva por meio de Galileu; em 1628, quando Roberval chegou
a Paris, Mersenne propos ao jovem que estudasse a curva. Em 1634, Roberval foi capaz de
demonstrar que a drea sob um arco da curva é exatamente trés vezes a area do circulo gerador.
Em 1638, ele tinha descoberto como tragar a tangente a curva em qualquer ponto (problema
resolvido mais ou menos ao mesmo tempo também por Fermat e Descartes) e tinha achado o

volume gerado quando a area sob um arco gira em torno da reta de base. Mais tarde ainda,
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achou os volumes gerados por revolugao da area em torno do eixo de simetria ou em torno
da tangente no vértice. Roberval nao publicou suas descobertas relativas a cicldide (que ele
chamou de trocoide, da palavra grega para roda), porque ele pode ter desejado propor questoes

semelhantes para possiveis candidatos a sua catedra (BOYER,2012 p.251).

1.2 FEvangelista Torricelli (1608-1647)

O ano de 1647, em que Cavalieri morreu, foi também o da morte de outro discipulo de Ga-
lileu, o jovem Evangelista Torricelli. Mas, em muitos aspectos, Torricelli representava a nova
geragao de matematicos que estava construindo rapidamente sobre as fundacoes infinitesimais
que Cavalieri tinha esbocado de modo bem vago. Se Torricelli nao tivesse morrido tao prema-
turamente, a Italia poderia ter continuado a partilhar a lideranca nos novos desenvolvimentos;
porém a Franca é que veio a ser o incontestavel centro da matemética durante o segundo tergo
do século dezessete. Torricelli estudou matemaética em diversas instituicoes jesuitas antes de
estudar com Benedetto Castelli, de quem foi secretario por seis anos. Ele se interessou pela
cicloide, talvez por sugestao de Marin Mersenne, talvez por meio de Galileu, a quem Torricelli,
como Mersenne, admirava grandemente. Em 1643, Torricelli enviou a Mersenne a quadratura
da cicloide, e, em 1644, publicou uma obra intitulada De dimensione parabolae, em que incluiu
a quadratura da cicldide. Torricelli nao mencionou o fato de Gilles Persone de Roberval ter
chegado a esses resultados antes dele, e por isso, em 1646, Roberval escreveu uma carta acu-
sando Torricelli de plagio, dele e de Fermat (sobre maximos e minimos). E claro agora que a
prioridade na descoberta cabe a Roberval, mas a prioridade na publicacao é de Torricelli, que
provavelmente redescobriu a 4rea e a tangente independentemente. Roberval usara o método
dos indivisiveis para o problema da area; Torricelli deu duas quadraturas, uma usando o método
de Cavalieri dos indivisiveis e a outra pelo antigo método de exaustao. Para achar a tangente a
curva, ele empregou uma composicao de movimentos, reminiscente da tangente de Arquimedes

a sua espiral.

A ideia da composi¢ao de movimentos nao era original nem de Torricelli nem de Roberval,
pois Arquimedes, Galileu, Descartes e outros a tinham usado. Torricelli poderia ter derivado
a ideia de qualquer desses homens. Tanto Torricelli quanto Roberval aplicaram o método

cinematico também em outras curvas.
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Torricelli foi um dos mais promissores mateméaticos do século dezessete - frequentemente
chamado o século do génio. Mersenne tornara a obra de Fermat, Descartes e Roberval conhecida
na [talia, tanto por sua correspondéncia com Galileu a partir de 1635 como durante uma
peregrinacao a Roma em 1644. Torricelli logo dominou os novos métodos, embora sempre desse
preferéncia ao tratamento geométrico em relagao ao algébrico. A breve associacao de Torricelli
com o idoso e cego Galileu, de 1641 a 1642, tinha despertado no jovem também o interesse
pela fisica, e hoje ele é provavelmente mais lembrado como inventor do barémetro do que como
matematico. Se tivesse vivido mais, é possivel que se tornasse o inventor do calculo; mas uma
doenca cruel pos fim a sua vida prematuramente, em Florenca, poucos dias antes de completar

trinta e nove anos (BOYER,2012 p.236).

1.3 Blaise Pascal (1623-1662)

Na noite de 23 de novembro de 1654, das 22 h e 30 min até cerca de 24 h e 30 min, Pascal
experimentou um éxtase religioso que fez com que abandonasse a ciéncia e a matematica pela
teologia. O resultado foi que escreveu Lettres provinciales e Pensées; s por um breve periodo,
de 1658 a 1659, é que Pascal voltou a matematica. Uma noite em 1658, uma dor de dentes ou
mal-estar impediu-o de dormir e, para se distrair da dor, ele voltou-se para o estudo da cicldide.
Milagrosamente, a dor melhorou, e Pascal tomou isso como um sinal de Deus de que o estudo
da matematica nao lhe desagradava. Tendo achado certas areas, volumes e centros de gravidade
associados a cicloide, Pascal propos meia duzia de tais questoes aos mateméticos do seu tempo,
oferecendo um primeiro e um segundo prémio para as solugoes - e indicando Roberval como
um dos Juizes. A publicidade e o senso de tempo eram tao fracos entao que s6 duas colecoes
de solugoes foram apresentadas e continham pelo menos alguns erros de célculo. Pascal, por
isso, nao concedeu nenhum prémio; mas publicou suas proprias solugoes, com outros resultados,
tudo precedido por uma Histoire de la roulette em uma série de Lettres de A. Dettonville. As
questoes do concurso e as Lettres de A. Dettonuville focalizaram o interesse sobre a cicldide, mas
despertaram um "vespeiro" de controvérsias. Os dois finalistas, Antoine de Lalouveére e John
Wallis, ambos matematicos competentes, se aborreceram por lhes serem negados os prémios;
e os matematicos italianos ficaram indignados, porque a "Historia da Cicloide" de Pascal
praticamente desconhecia os méritos de Torricelli, sendo concedida a prioridade na descoberta

apenas a Roberval.
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Muito do material contido nas Lettres de A. Dettonville, como a igualdade entre os arcos
de espirais e pardabolas, bem como as questoes do concurso sobre a cicldide eram conhecidos
por Roberval e Torricelli; mas parte disso aparecia impresso pela primeira vez. Se Pascal nao
tivesse morrido, como Torricelli, logo depois de completar trinta e nove anos, ou se tivesse se
dedicado mais constantemente & matematica, ou se fosse mais atraido por métodos algoritmicos
que pela geometria e pela especulacao sobre a filosofia da matematica, ha pouca divida de que

poderia ter-se antecipado a Newton e Leibniz em sua maior descoberta (BOYER,2012 p.256).

1.4 Christiaan Huygens (1629-1695)

Christiaan Huygens, membro de uma proeminente familia holandesa e filho do diplomata
Constantin Huygens, foi encorajado em suas atividades matematicas, quando jovem, tanto por
Descartes quanto por Mersenne, que eram associados de seu pai. Christiaan se tornou um
cientista de reputacgao internacional, que é lembrado pelo principio que tem seu nome na teoria
ondulatoria da luz, pela observacao dos anéis de Saturno e pela real invencao do relogio de
péndulo, sua descoberta matematica mais importante. Huygens sabia que as oscilacoes de um
péndulo simples nao sao estritamente isdcronas, mas dependem da amplitude da oscilagao. Em
outras palavras, se um objeto é colocado sobre o lado de uma superficie hemisférica lisa, e é
largado, o tempo que leva para chegar ao ponto mais baixo serd quase, mas nao exatamente,
independente da altura em que foi largado. Aconteceu que Huygens inventou o relégio de
péndulo quase ao mesmo tempo em que se realizava o concurso de Pascal sobre a cicloide, em
1658, e ocorreu-lhe considerar o que aconteceria se a superficie hemisférica fosse substituida
por outra, cuja seccao fosse um arco de cicloide invertido. Huygens ficou satisfeitissimo ao
observar que em tal caso, o objeto chegara ao ponto mais baixo exatamente no mesmo tempo,
qualquer que seja a altura sobre a superficie interna em que o objeto seja colocado na partida.
A cicloide é verdadeiramente uma tautdcrona; isto é, sobre um arco de cicldide invertido, um
objeto escorregarid de um ponto qualquer até o fundo exatamente no mesmo tempo, qualquer
que seja o ponto de partida. Huygens fez alguns relogios de péndulo assim, mas verificou
que, ao funcionar, eles nao eram tao precisos quanto os que dependiam das oscilacoes de um
péndulo ordinédrio simples, que sao praticamente is6cronos para oscilacoes muito pequenas

(BOYER,2012 p.260).
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1.5 Familia Bernoulli

Na historia da ciéncia, principalmente na matemaética esta familia ocupa um lugar impar
pois foi a familia que produziu o maior nimero de matematicos célebres. Em trés geracoes
teve doze matemaéticos, que trabalharam com aplicacoes do calculo & mecanica e a astronomia,

desempenhando um papel fundamental no desenvolvimento da mateméatica moderna europeia.

Neste trabalho estudaremos um pouco sobre dois dos membros desta célebre familia: sao
os irmaos suicos, Jacques Bernoulli e Jean Bernoulli, frequentemente conhecidos também pela
forma anglicizada de seus nomes, James e John (ou pelos equivalentes alemaes, Jakob e Johann).
Jakob Bernoulli estudou teologia e Johann Bernoulli estudou medicina por insisténcia do pai,
ambos, porém encontraram sua verdadeira vocagao quando os primeiros artigos de Leibniz,
entre 1684 e 1686, foram publicados na Acta Eruditorum. Eles aprenderam o "novo calculo"
e iniciaram ampla correspondéncia com Leibniz tornando-se seus mais importantes discipulos.
Os dois estavam entre os primeiros e perceberam a poténcia espantosa do célculo e aplicaram

esse instrumento em varios problemas.

1.5.1 Jakob Bernoulli (1654-1705)

Jakob Bernoulli foi professor de mateméatica em Basileia desde 1687 até sua morte. Ele logo se
interessou por séries infinitas, e em seu primeiro artigo sobre o assunto, em 1689, ele apresentou
a bem conhecida "desigualdade de Bernoulli" (1 4+ x)" > 1+ nz, onde x é real e z > —1 e
x # 0 e n é um inteiro maior que 1. A ele é também frequentemente atribuida a demonstracao
de que a série harmonica é divergente, e que a soma dos inversos dos quadrados é convergente,

ou seja:

il— 1+1+1+1+--- é divergente, e
n 27374 gente,
1

n=1
i - 1+1+1+i+ ¢ convergente
n=1 n2 - 4 ) 16 "

Correspondendo-se frequentemente com outros mateméaticos de seu tempo, Jakob Bernoulli
estava a par dos problemas populares, muitos dos quais ele resolveu independentemente. Entre
esses estavam os de achar as equagoes da catenaria, da tratiz e da isécrona. Jakob Bernoulli foi
o primeiro matemético a utilizar a palavra "integral" com sentido ligado ao calculo na resolugao
do problema da curva is6crona publicada na Acta eruditorium em 1690. No campo das equacoes

diferenciais, Jakob Bernoulli contribuiu com o estudo da "equagao de Bernoulli" ¢ + P(z)y =
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Q(x)y"™ que ele, Leibniz e Johann Bernoulli resolveram - Johann por redu¢ao a uma equagao
linear mediante a substituicao z = y*~". Leibniz e os Bernoulli estavam procurando uma solucao
para o problema da braquistocrona (curva de descida mais rapida). Johann achara primeiro uma
demonstracao incorreta de que a curva é uma cicloide, mas depois de desafiar o irmao a descobrir
a curva procurada, Jakob demonstrou corretamente que a curva é uma cicloide. Dentre suas
contribuicoes & matemaética, destacam-se também a "distribuicao de Bernoulli" e o "teorema
de Bernoulli" principio béasico da teoria de probabilidades; "os nimeros de Bernoulli" que
aparecem na expansao da funcao tangente em série de poténcias; "os polinémios de Bernoulli"
de interesse da teoria dos nimeros e a "lemniscata de Bernoulli" dos cursos iniciais de céalculo.
Jakob Bernoulli tinha fascinacao por curvas, mas a curva que mais lhe prendeu a imaginagao

foi a espiral logaritmica (BOYER,2012 p.293).

1.5.2 Johann Bernoulli (1667-1748)

Johann Bernoulli nasceu em Basileia em 1667, filho de Nicolaus Bernoulli, um boticério, e sua
esposa, Margaretha Schonauer, onde comecou a estudar medicina na Universidade de Basel. Seu
pai desejava que seus estudos o tornasse apto para que ele assumisse o comércio de especiarias
da familia, mas Johann Bernoulli ndao gostava de neg6cios e convenceu o pai a deixé-lo estudar
medicina. No entanto, Johann Bernoulli, também nao se interessou pelos estudos de medicina
e comegou a estudar matematica com seu irmao mais velho Jacques. Ao longo da educacao de
Johann Bernoulli na Universidade de Basel, os irmaos Bernoulli trabalharam juntos e gastaram
muito do seu tempo a estudar o recém-descoberto calculo infinitesimal. Eles estavam entre os
primeiros matematicos, nao s6 por estudar e compreender o calculo, mas por aplica-lo a vérios
problemas. Um destes problemas, que ganharam maior notoriedade foi a descoberta de que a
cicloide é solucao para o problema da braquistocrona. Em junho de 1696, Bernoulli desafiou
as mentes mais brilhantes de sua época a resolver um problema que ele apresentou na revista
cientifica Acta Eruditorum (revista dos eruditos), que foi uma revista cientifica mensal alema
publicada entre 1682 e 1782, mantida por Gottfried Wilhelm Leibniz, um problema que ele ja

havia resolvido. Eis a motivacao de Bernoulli aos génios de seu tempo:

"Eu, Johann Bernoulli, me dirijo aos matemdticos mais brilhantes do mundo.
Nada € mais atraente as pessoas inteligentes do que um problema desafiador, ho-
nesto, cujas solugoes possiveis darao fama e permanecerao como um duradouro mo-
numento. Sequindo o exemplo estabelecido por Pascal, Fermat, etc., espero ganhar

a gratidao de toda a comunidade cientifica por apresentar diante dos melhores ma-
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temdticos de nosso tempo um problema que testard seus métodos e o poder de seus
intelectos. Caso alguém me comunique a solucao do problema proposto, eu o decla-

rarei publicamente merecedor de elogio”(ACTA ERUDITORUM,1699).

O desafio proposto por Bernoulli tratava-se de encontrar qual deveria ser a forma de uma
rampa para que uma particula, deslizando por ela a partir do repouso e sob a acao da gravidade,
gaste o menor tempo possivel para atingir outro ponto mais baixo da trajetoria. Esse desafio foi
encaminhado por carta as mentes mais brilhantes do mundo da época dando-lhes um prazo de
seis meses, depois prorrogados por mais quatro meses para que o problema fosse solucionado.
Além do proprio Johann Bernoulli, outros cinco mateméticos apresentaram solucoes originais
para o problema: Sir Isaac Newton (1643 - 1727); Jacques Bernoulli (1654 - 1705); Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 - 1716); Ehrenfried Walther Von Tschirnhaus (1651 - 1708) e Guillaume
de L’Hopital (1661 - 1704). Todos esses mateméticos por meios diferentes chegaram a mesma

resposta, que a curva de menor tempo ou Braquistocrona deveria ser uma cicldide.

Johann Bernoulli foi professor em Groningen, na Holanda, em 1695 e depois da morte de
Jakob, ele o sucedeu em Basileia, onde permaneceu pelo resto de sua vida. Teve trés filhos:
Nicolaus (1695-1726), Daniel (1700-1782) e Johann II (1710-1790) e todos se tornaram matema-
ticos e cientistas renomados no século XVIII. Escreveu sobre multiplos toépicos como fenomenos
opticos relacionados com reflexao e refracao, determinacao das trajetorias ortogonais de uma
familia de curvas, retificacao de curvas e quadraturas de areas por meio de séries, trigonometria

analitica, o calculo exponencial e muitos outros assuntos.
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Capitulo 2

Parametrizacao de algumas curvas planas

Neste capitulo apresentamos a Curva de Agnesi e o estudo de curvas obtidas pela trajetoria
de pontos fixos em circunferéncias que rolam, sem deslizar, sobre uma reta(A Cicldide) ou sobre
uma outra circunferéncia (Epicicldide e Hipocicldide). Faremos ainda referéncia as propriedades

da cicloéide com énfase na tautdcrona e na braquistocrona.

2.1 Curva de Agnesi

Seja A um circulo de raio r tangente a duas retas paralelas s; e so. Sejam O e A os pontos de
tangéncia de A com $s; e sg, respectivamente. Do ponto O tracemos uma semirreta em direcao
a reta s. Sejam R e () os pontos de intersecao desta semirreta com A e sg, respectivamente.
Tracemos o segmento QD perpendicular a s;, com D € s, e a reta s paralela a s; que passa

por R (veja a Figura 2.1 ).

Y
§:y = 2r e
2 A ®
s / ]

K
[ )
A
0

S1

o B D “

Figura 2.1: Construgao da curva de Agnesi
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Seja P o ponto de intersecdo da reta s com o segmento @D. Os pontos P assim obtidos,
tracando todas as semirretas de origem O que intersectam A, descrevem a curva de Agnesi.
Observe que o angulo que estas semirretas fazem com o semieixo OX positivo varia no intervalo
(0, 7). Para obtermos as equagoes paramétricas da curva de Agnesi, vamos admitir que O seja
a origem do sistema de coordenadas, s; seja o eixo OX e sy 1y = 2r(<= A = (0,2r)) (veja a
Figura 2.1).

O nosso problema consiste em determinar as coordenadas dos pontos P = (z,y) da curva
em funcao de apenas um parametro.

Denotando por 6 a medida do angulo ﬁO\Q, obtemos:
|OD| = 10Q|cos® e |RB|=|OR|senb

onde B é a projecao ortogonal de R sobre o eixo OX. Note que

r=|0D| e y=|RB], (2.1)

pois x e cosf tém o mesmo sinal no intervalo (0, 7).

Sosapi= 2T
2y °

Figura 2.2: Curva de Agnesi

Como o tridngulo ORA (inscrito num semicirculo de A) é retangulo em R, a medida do
angulo OAR ¢ 0 e portanto, |OR| = 2rsenf. E, sendo o triangulo ODQ retangulo em D e
2
|QD| = 2r, temos |0OQ)| = —TQ Substituindo estas relagdes em (2.1), segue que:
sen
2rcosf

= = 2 == 2 2 .
x ol rcotgh e rsen“d, 6 € (0,m), (2.2)

sdo as equagoes paramétricas da curva de Agnesi (veja a Figura 2.2).
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2.2 Cicloides

A cicléide é a curva tracada por uma particula qualquer, fixa numa circunferéncia que rola
sem deslizar, ao longo de uma reta. Esta curva ficou conhecida por "Helena de geometria” uma
vez que, tal como a "Helena de Troia" foi cobicada e disputada por varios homens, também a

cicloide gerou varias disputas na comunidade matematica. Joahnn Bernoulli chegou mesmo a

chamar-lhe "curva fatidica do século XVII",(ACTA ERUDITORUM,1699).

Estudo da curva

Sejam A um circulo de raio r, s uma reta e P um ponto de A. A cicloide é a curva descrita pelo
ponto P quando A rola sobre a reta s sem deslizar. Para obtermos as equagoes paramétricas
da cicloide, vamos supor que a reta s é o eixo 0X e o circulo A inicia 0 movimento com centro
no ponto (0,7). Além disso, vamos supor que o ponto P coincide com a origem O no inicio do

movimento.

O< ro r X

Figura 2.3: Desenvolvimento da Cicloide

Seja 6 o parametro da circunferéncia. Apoés girar 6 radianos, no sentido horario, a distancia

que ele girou a partir da origem sera
|OT| = r6 (arco PAT)
O centro do circulo serd C(r6,r). Se P(x,y) é o ponto do circulo, entao

x = |0T| —|PQ| =10 — rsenf = r(0 — senf)
y=1|TC| - |QC| =r —rcosd = r(1 — cosb)

Assim, as coordenadas do ponto P no sistema OXY sao:
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x = r(0— send)
;6 € 0,27 (2.3)
y = r(1—cosh)

Figura 2.4: Cicloide

2.2.1 Propriedades da cicléide

Proposicao 1: O comprimento S de um arco de cicloide é S = 8r.
Demonstragao: Seja P(x,y) um ponto arbitrario da circunferéncia que gera a cicloide.
Tendo em conta (2.3), temos:
dx dy
— =1r(l—cos#) e — =rsend 2.4
7 = ) 7 (2.4)
Pela definicdo de comprimento do arco de uma curva parametrizada e por (2.4), temos

que:

s [y(G) ()
_ /0 - V(L = cost)]? + (rsend)?do
S G
— 2 O%Wd@ (2.5)

Se
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0 1 — cost 0
seng = % <= V1 —cost = \/iseng (2.6)

Entao, usando (2.6) em (2.5), obtemos:

27 0 0 2T
S = 27“/ sen§d9 =4r l—cosﬂ = 4r(—cosm + cos0) = 4r -2 = 8r
0 0

Notemos que o comprimento do arco de uma cicloide, 8r, é maior que o comprimento da

circunferéncia que a gera, nomeadamente, 277.

Proposicao 2: A area da regiao delimitada pela reta y = 0 e por um arco de uma cicléide é o
triplo da area da regido delimitada pela circunferéncia que a gera, ou seja, A = 3772
x
Demonstragao: Sabemos que y(0) = r(1 — cosf) e — = r — rcosb.

do

Dai, temos que

2m
4 / y(0) - 2/(6)d8
0271'
= / [1(1 — cosB)] - (r — rcostl) do
’ 2
- T?/ (1 — cosh)* db
; 2m 2m 2m
= 7 (/ 1d9—2/ 0039d0—|—/ cos2<9d9) (2.7)
0 0 0
Se
2m ™1 cos(20) 0 sen(20)]
2 o - TN — _ -~ 7 —
/0 cos (9d9—/0 5 + 5 do {2 + 4 L T (28)

Entao, usando (2.8) em (2.7), obtemos:

A=r?[0]7 — 2" [senf]g” + mr® = 270 + 7 = 370

Esta propriedade foi inicialmente conjecturada por Galileu que comparou a massa de
uma cicloide com a massa do circulo que a gera. Cortou em madeira moldes da cicléide e do
circulo que a gera e pesou esses mesmos moldes com uma balanca. Apesar de concluir que a
razao entre eles era aproximadamente de trés unidades de medida, nao demonstrou esse mesmo
resultado. Foram Roberval na Franca e Torricelli na Itdlia que anos mais tarde apresentaram

a demonstracao correta.
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Proposigao 3: A cicloide é uma curva tautocrona (tautos=mesmo, chronos=tempo).
Demonstracao: Consideremos uma cicldide invertida, de modo que possa deslizar, so-

bre a mesma, uma particula de massa m, inicialmente em repouso, que parte de um ponto

A(x(6,),y(0,)) para o ponto mais baixo da curva com 0, € [0, g], como ilustra a figura se-

guinte.

>
X

Figura 2.5: Particula deslizando sobre a cicléide invertida

Devemos mostrar que independente do ponto escolhido da cicléide o tempo que a parti-
cula leva para chegar no ponto mais baixo da curva é constante e igual para todos os pontos
escolhidos. Vamos calcular o tempo que a particula demora a efetuar esse deslocamento. Re-
correndo ao principio da conservagao de energia sabemos que ao longo da trajetoria a energia

mecanica da particula é constante, tendo-se:

Emec?mica = Lipotencial + Ecinética

No ponto inicial A a energia cinética da particula é nula e a energia potencial gravitacional vale

mgy(x) de forma que podemos escrever a energia mecanica inicial como:
Emecanica(imcz’al) = mgy(l')

Por outro lado ao atingir o ponto mais baixo da curva, a energia potencial gravitacional da

1
particula é nula e sua energia cinética é maxima e vale émUQ. Assim sua energia mecanica vale:

1
Emecanica(final) = §mv2
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Utilizando o principio de conservacao da energia mecanica, podemos igualar essas duas ultimas

expressoes:

1
mgy(x) = 57711}2

sendo v a velocidade da particula no ponto mais baixo da curva e P (z(0),y(f)) um ponto

genérico da curva de parametro 6, com 0 € [0,, 7] e h = y(0) — y(0,). Dai, temos:

5 2mgh

vt = = 2gh
m
donde
v = +/2¢gh

= V29 (y(0) - y(ba))

= /29(r —rcost —r + rcosd,)

= /2g7(cosl, — cosb) (2.9)

0 1 0 0 1 0 0

Sabemos que cosy = \/# = 60825 = # = cos) = 200325 — 1, entdo utilizando

essa relacao em (2.9), obtemos:

0, 0
Vo= \/Qgr (200325 —1- 200$2§ + 1)
0, 0
= \/4gr (cosQE — 00325)
0, 0
= 2\/gr (cosQE — 00325) (2.10)

Por outro lado, sendo S a funcdo comprimento do arco percorrido pela particula do ponto A

. . . S -
para o ponto mais baixo da curva, entao v = a Vamos procurar agora a expressao que define

7
ds. Ja vimos por (2.5) e (2.6) que S = 2r fot senade, dai, temos:

ds 0 0
& orsen~ = orsen— .
g = 2rseng < ds rsen2d9 (2.11)
ds ds ~
Como v = o = dt = —, entao de (2.10) e (2.11) obtemos:
v
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0
2 —df
rseng

0 0
2 274 2_
\/g”r‘ <COS B COS 2)

dt =

Integrando ambos os membros em (2.12), obtemos:

0032

- [

sen—
_ \F / 2 d6
g9 Je, o0
0 cos 3
cos— |1 —
2 50a
cos%—

Vamos fazer uma mudanca de variavel em (2.13), consideremos:

Note que:

0 1 0
coS— ——sen— 9 .

92(1 =u= Q—%Qdﬁ =du = sen§d9 = —QCOSEdU
0035 0033

0=0,=u=1 ¢ 0=m=u=0

Substituindo (2.14) em (2.13), temos:

[0 —2003@

91 cos—a V1—u?
- \[ / m
= \/; [arcsenul,

= 2\/Z (arcsenl — arcsen0)
g

T/
- 25 G-0)
920
r
= T.i/—
g
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Portanto, o tempo que a particula demora a deslocar-se do ponto A para o ponto minimo

T
da curva, com 6, € [0, 5] é constante, nao dependendo do seu ponto de partida. Assim, a

cicloide é tautdcrona.

Vejamos um exemplo onde o estudo desta propriedade foi utizado.

HOROLOGII OSCILLATORIL
PARS T RIMA,
Deferipticiem cjnr caRtinems.

16V R A adfcripeahorologiun i laere mfpicicndam pee-

e, ubi prismun Lumne bine funt o, 5 8, mipeda
3 paulo ulera longieudine, Lz pollices duo 8 feme, quari
angil quarsor colamellis coaprantur, ur fefquipatlice incer fe di
hens. His laminas gorarum precipusrum sxes mringue inforn-
tur, Prnta arque infimaselk que notatur ¢, dennibis S0 wcila,
cugus axi acbiscubus quosgie © afBms et aculets feeisatper ,
Faneen cum appenta ponidenbus contineat, que qua ationcor-
dinentur poftea diccrus. Pondens icaque vi voca ¢ veratur, hxe
MOVCE POKIMUM [mpanum & densium oo, unique roiam §
codem axe harentem , cui dentes 48, Hang cxcipis sympanua
almd o, & in codem aze ot w, quibas, numens idem
«jui tympane weague presedenti. Sed hae roea epos eft genens
qoas. & forma coronarias vecant artiices nofles. Hupss densibus

TR o 1 fimulque rots &, que codem axg insiar,
o ek e L

hi ad ik K iraniver-
fss jacee axis pinnazus L M, eujus exvrema fullinent hine

EROmones 8 & r, teorlim afil Lunms n e Noandi vero in

fFnomone  o_pars deotfiam prominens @, que oblonge foc-

mane patens sranfmaenie avem 1w, fimakque renneteum quem

¢t communem elfedizmms, inferion fi pa-

arencemn. In lamana n o foramen amplam cx-

i ulara spfam exrendarur axis pinnacss 1 M, qui

fabeila cwfpide mfermus gromon ¢, liborius it novemus quam

fabipla lamina u s fulk fimulque ultra cam :

debiet cuinn peomineee necellirio e afigy polfit clavula s , quz

fitsul cum co verftiones faciat. Eft awrem bac motasreciprocus,

i hane nune in illam partem , qaum denies rore Kk akema-

rran pannabis 11, noti vulgo Foae, qaque proande
diligenniod crplicaviens non, ndiger. -

Figura 2.6: Desenho de um relégio de péndulo por Huygens em seu livro Horologium.

Christiann Huygens dedicou-se ao estudo dos relogios de péndulo, nos quais, a variagao
da amplitude das oscilacoes conduz a medigoes incorretas do tempo. Ao demonstrar que a
cicloide é tautocrona, chegou a conclusao que, se no extremo inferior de um péndulo se fixar
um corpo que descreva uma trajetoria cicloidal, o periodo de oscilacao nao se altera, ou seja, nao
depende da amplitude. Em seguida, procurou entao descobrir que tipo de obstaculo deveria
colocar na parte lateral do péndulo de modo que o corpo a fixar no extremo inferior deste
descrevesse a trajetoria cicloidal. Por mera intuicao, Christiann Huygens comegou por pensar
em obstaculos igualmente cicloidais, tendo obtido corretamente o resultado pretendido, isto é,
quando os obstaculos laterais de um péndulo tém a forma de cicloides, o corpo fixo no extremo
inferior do mesmo péndulo descreve uma trajetoria cicloidal e, consequentemente, a variacao
da amplitude nao altera o periodo de oscilacao. Huygens mostrou que, se a circunferéncia dos
quais os dois contornos cicloidais tem um raio que é precisamente, um quarto do comprimento

do cabo de suspensao do péndulo (I = 4a), entao o arco que a massa do péndulo descreve é a

cicloide com um circulo gerador de mesmo raio, um.
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Figura 2.7: Péndulo cicloidal segundo a construgao de Huygens.

2.2.2 O problema da Braquistécrona

A cicléide é uma curva com propriedades geométricas particulares que intrigou a comunidade
cientifica de matemaéticos na altura em que foi descoberta, suscitando varias disputas entre os
seus elementos. A descoberta da cicloide permitiu dar resposta a outros dois problemas da
fisica, nomeadamente, o da curva braquistécrona e o da curva tautocrona, razao pela qual o
estudo deste capitulo engloba as trés curvas referidas.

Definigdo: Uma curva é braquistocrona (brakhisto=mais ligeiro, chronos=tempo) se o
caminho que une dois pontos da mesma é o mais rapido, mesmo nao sendo o mais curto. Assim,
se deixarmos cair uma particula de um ponto A numa curva braquistocrona, esta chega a um
ponto B da mesma mais rapidamente do que seguindo qualquer outro caminho, mesmo que

este seja retilineo (caminho mais curto no plano, entre duas particulas).

v

Figura 2.8: Trajetoria da particula

Vamos entao procurar as equagoes que definem a braquistocrona.
O que se deve fazer na solucao deste problema é encontrar o tempo que a particula de

massa m leva para se deslocar sobre uma curva qualquer entre dois pontos A e B e em seguida
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procurar a curva, entre todas, que minimize o tempo de deslocamento entre esses pontos.
Orientando y para baixo(para ficar no mesmo sentido da forga da gravidade) e o ponto
A serd tomado na origem do sistema. Na fisica sabe-se que o trabalho realizado pela forga

resultante é igual a variacao da energia cinética.

va

W=AE,=——-0
2
Este trabalho é igual ao realizado pela forca peso, ou seja:

mu?

W =mgh = mgy = mgy = —

d
comv:d—iiv:\/Zgy

O comprimento do arco percorrido pela particula é dado por:

s= [ ViT i

Dai, obtemos

ds
i 1+ (y)? , onde t & o0 tempo
x

Note que

ot ds 1 s /TR
de ds dr v V2qy

Conclui-se que o tempo total para sair do ponto A(0,0) e chegar ao ponto B(zg,yo) €

/F

O nosso problema resume-se a encontrar uma fungdo y = y(r) que minimize o tempo

dado por:

acima. Pelo célculo variacional devemos encontrar y = y(x) que satisfaca a seguinte equagao

de Euler-Lagrange (RAP0OSO,2013)

of d [(Of\
o s (57) =0 (219)

com

33



Dai,

1+ (y)?

flx,y,9) = 2.16
() =[5 (2.16)
De (2.15) e (2.16), obtemos:

S+ W) =0 (.17)

dx '
sendo

y(0)=0 e ylro) = o
Assim, integrando (2.17) em relagao a x, obtemos:
1+ @)) y=4~ (2.18)

Em que k? ¢ uma constante positiva a ser determinada. Dai, resolvendo (2.18), obtemos:

dy = dx (2.19)

(escolhe-se a raiz quadrada positiva porque y > 0)

Fazendo

y = k*sen’p = dy = 2k*senp - cospdp

e substituindo em (2.19), obtemos:

k,2 . k2 2
2k*senp - cospdp = WL
k2sen?p
k% (1 — sen?p) k”(1 — sen”p) ,
= x
k236n2

_ /0052,0 dx
sen<p

cosp
= x

senp
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dx = 2k*sen®pdp (2.20)

Integrando (2.20) ambos os membros, obtemos:

/da: = 2k2/sen2pd/)

1
r = 2k? {5 (p— senpcosp)]

= k*(p — senpcosp)

2p
_ 2 _ sen
(=

1
= kK <p - §sen2p> (2.21)

0
Fazendo 2p =0 = p = 5 © substituindo em (2.21) , obtemos:

1
T = 51{:2(0 — send) (2.22)

Como

y = k*sen’p

Logo

6
= k%sen? | =
Y sen <2>

]{72
Y= 7(1 — cost) (2.23)
As equacoes (2.22) e (2.23) sdo as equagoes paramétricas da solugao da equagao (2.18).

Portanto o grafico das equagoes (2.22) e (2.23) é uma cicldide.

2.3 Epicicléide

A epicicloide é a curva obtida pela trajetéria que um ponto de uma circunferéncia, quando
esta roda, sem deslizar, no exterior de uma outra circunferéncia fixa, a qual é tangente. O nome

desta curva deriva do grego epi que significa sobre.
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Estudo da curva

Sejam A; e Ay circulos de raios R e r, respectivamente, que se tocam apenas em um ponto P
e os pontos de \g, diferentes de P, estao no exterior de \;.
A epicicloide é o lugar geométrico descrito pelo ponto P quando As rola sobre A; no

sentido positivo sem deslizar.

=4

Figura 2.9: P descreve a epicicloide

Para obtermos as equagoes paramétricas da epicicldide, vamos supor que A\; tem centro

na origem, Ap tem centro no ponto (R +r,0) e P, = (R,0) é a posigao inicial do ponto P.

Figura 2.10: P continuando o movimento

Considere o ponto P = (z,y) da epicicloide obtido quando Ay rola um angulo de medida

0 sobre A1, A o ponto de contato entre os circulos e Oy é 0 centro de A\y. Note que, enquanto
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Ao rola sobre A1, o centro Oy de Ay descreve um circulo centrado em O e de raio R + r.

Como 6 é a medida do angulo que o semieixo OX positivo faz com a semirreta 0—02> no
sentido positivo, e |OOs| = |OA| + |AOs| = R+ r, temos que Oy = ((R+1)cost, (R +1r)senf).

Seja o sistema O, X'Y” obtido por uma rotacao positiva de angulo 6 do sistema OXY,
seguida de uma translagao dos eixos que leva o ponto O = (0,0) no ponto Oy = (¢, yo), onde
o = (R+1)cost e yo = (R + r)send sdo as coordenadas de Oy no sistema OXY'.

Se t ¢ a medida do angulo que a semirreta @ faz com a semirreta O? no sentido
positivo, entdo 7 + ¢t é o angulo que o semieixo O X’ positivo faz com a semirreta O? no
sentido positivo.

Assim, 2’ = rcos(m +t) = —rcost e y = rsen(w +t) = —rsent sao as coordenadas de P
no sistema O, X'Y".

Logo, pelas seguintes equagoes de mudanca de coordenadas:

x = 2'cosd — y'senf + xg

y = a'senf + y'cosd + yo

onde 2’ e ¥’ sdo as coordenadas de P no sistema OX'Y”’. Entao,

x = —rcostcos) + rsentsenfd + (R4 r)cost
y = —rcostsenfl — rsentcosd + (R+r)send
r = (R+r)cosl — r(costcost — sentsent)
=
y = (R+r)senf — r(costsent + sentcost)
r = (R+4r)cosd — rcos(0+t
= ( ) ( ) (2.24)

y = (R+r)send — rsen(d+1)

Observe que o comprimento do arco de A a P ao longo de A\, é igual ao comprimento do

arco de P; a A sobre o circulo A\; (lembre que Ay rola sobre A; sem deslizar). Como a medida

RO
do primeiro arco é rt e a medida do segundo é R, temos rt = R <=t = —.

r

Portanto, substituindo ¢ = — em (2.24), obtemos as seguintes equagoes paramétricas da
r

EZ::% 3 .0 € [0, 27]. (2.25)

r

epicicloide em funcao apenas do parametro 6:

x = (R+r)cos® — rcos

<

y = (R+7r)senf — rsen(
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Figura 2.11: Epicicloide com R = 2r

Note que, quando o circulo Ay percorre um arco do circulo A\; de comprimento igual a
27mr, o ponto P volta a tocar A;. Portanto, se § =n, com n € N, o ponto P toca \; n vezes
até coincidir com sua posicao inicial na n-ésima vez. Para verificar isto, basta observar que o
comprimento de A; contém n vezes o comprimento de Ay, pois 2R = 2w (nr) = n(27r).

O ntmero de cuspides de uma epicicloide depende da razao entre R e r, raios da circun-
feréncia fixa e a que roda, respectivamente. Por exemplo, se ? = 2 (veja a Figura 2.11) entao
a curva tem 2 cuspides e é obtida apos duas voltas completas da circunferéncia que roda sem
deslizar em torno da circunferéncia fixa ou, dito de outro modo, ap6s o ponto P(x,y) tocar 2
vezes na circunferéncia fixa.

Particularizando os valores de R e r, obtemos vérios tipos de epicicloides.

A Cardidide é um caso particular de epicicloide, ela é obtida quando ? = 1(tem uma
caspide), ou seja, quando r = R(<= 0 = t). Entao, por (2.25), as equagoes paramétricas da
cardioide sao:

r = 2rcos) — rcos(20)

;6 €0, 27].
y = 2rsenf — rsen(20)
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Figura 2.12: Cardiéide R =r

2.4 Hipocicloide

A hipocicléide é a curva obtida pela trajetoria que um ponto de uma circunferéncia, quando
esta roda, sem deslizar, no interior de uma outra circunferéncia fixa, a qual é tangente. A
circunferéncia fixa também é conhecida por circunferéncia diretora ou diretriz. O nome desta

curva deriva do grego hypo que significa sob.

Estudo da curva

Consideremos dois circulos A; e Ay de raios R e r, respectivamente, tais que:

o r <R,
e )\ e A\ se tocam apenas em um ponto P,

e 0s pontos de Ao, diferentes de P, estao no interior de A;.

A hipocicldide é o lugar geométrico descrito pelo ponto P, quando A, rola sobre A;, sem
deslizar, mantendo todos os seus pontos na regiao limitada por A;.

Para obtermos as equacoes paramétricas da hipocicloide, vamos admitir A; com centro
na origem, A, iniciando o movimento com centro no ponto (R — r,0) e P com posigao inicial
P, = (R,0).

Determinemos as coordenadas do ponto P = (z,y) em termos de um parametro, quando

A9 rola sobre Ay sem deslizar.

39



S
'S
Sy

o] e
\
<\
Y 4
Q LT
"y
i
]

Figura 2.13: P descrevendo uma hipocicléide.

Acompanhe, na Figura 2.13, a designagao dos seguintes elementos:

e A é o ponto de Ay que toca Aq;

Oy 0 centro de Ag;

e B e D as projecoes de Oy sobre os eixos OX e OY;

Q = (z,0) e T = (0,y) as projegoes de P sobre os eixos OX e OY;

M e N as projecoes de P sobre O;D e O3B, respectivamente.

Com essas notacoes, considerando o caso em que B esta entre O e (), mostrado na Figura

2.13, temos:

r=10Q| = |0B| +|QB| = [0B| + |0:M], (2.26)

y = |OT| = |0D| — |TD| = |OD| — |OsN|. (2.27)

Sabendo que o centro de Ay descreve um circulo de raio R — r, e sendo 6 a medida do

angulo do semi-eixo OX positivo para OO-, no sentido anti-horario, obtemos:

|OB| = (R—r)cos® e |OD|=(R—r)senb.
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Figura 2.14: P continuando o movimento.

Denotando t a medida do angulo de O3 A para O, P, no sentido horario (ver Figura 2.13),

temos:
@:W—t e @—]@:g—e.
Logo,
J@:—g+9+@3:—g+9+(w—t) = (0—t)+g.
Portanto, no triangulo retangulo PNQO,, temos:
|0 M| = rsen(N/Og\P) = rsen ((0 —t)+ g) =rcos(0 —t) = rcos(t — 0),

|OsN| = rcos(]@) = rcos <(9 —t)+ g) = —rsen( —t) = rsen(t —6).

RO
Substituindo essas identidades nas relagoes (2.26) e (2.27), e usando o fato de que t = —,
”

obtemos as seguintes equacoes paramétricas da hipocicloide:

=y

r = (R—r)cosd —+ rcos((

v = (R rjsens — rsen ((

=

AW

;T)Q) ;0 € [0, 27] 2.28
)),e,w. (2.28)

r
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Figura 2.15: Hipocicléide (R = 4r), também chamada de Astroide.

As hipocicloides tém mais do que uma cispide. O ntmero de cuspides deste tipo de

curvas depende da razao entre R e r, raios da circunferéncia fixa e da que roda sem deslizar,
. ) , ) m

respectivamente. Quando — é um numero racional da forma —, com m,n € N, a curva tem m
r n

cuspides quando a circunferéncia roda n vezes em torno da circunferéncia fixa e fica totalmente

tragada apos n voltas.
A astréide, também chamada tetracuspide, cubocicléide ou paraciclo, é a hipo-
e ) R . . R .
cicloide obtida quando — = 4 (tem 4 cuspides), ou seja, quando r = —. Suas equagoes
r

4

paramétricas sao:

x = 3rcos® + rcos(30)
;0 €0, 27]. (2.29)
y = 3rsenfl — rsen(30)
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Capitulo 3

Construcao da Ciclbéide e Aplicacoes

3.1 Proposta experimental para ser desenvolvida em sala
de aula

Esta proposta experimental faz parte do trabalho que desenvolvemos sobre curvas parame-
trizadas. O principal objetivo da atividade experimental é incentivar os alunos de graduacao,
professores e interessados a trabalhar com experimentos simples com alunos do Ensino Funda-
mental e Médio nas areas das Ciéncias Exatas e apresentar esses trabalhos com os seus discentes
em eventos como Feira de Ciéncias (nas escolas onde foi desenvolvido o trabalho ou na prépria

Universidade).

Como ja dissemos, a mateméatica nao ¢ bem compreendida no Ensino Fundamental e Médio
e por isso essa disciplina é uma das mais odiadas em todos os niveis de ensino. Uma forma de
atrair os discentes para os temas da matematica é com atividades experimentais. A proposta
é a de instigar o aprender da mateméatica nao como um ato mecanico de "decorar e aplicar
formulas", mas compreender que a matemaética esta na vida, muito antes de ser aprendida ou

apresentada no espaco escolarizado. Uma atividade experimental j4 € um bom comeco.

A proposta experimental desenvolvida neste trabalho é constituida de duas etapas. A pri-
meira parte do experimento consiste em obter a cicloide e a segunda parte consiste em explorar

as duas principais propriedades: o problema da tautocrona e o problema da braquistocrona.
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3.1.1 Construcao da Cicléide
Materiais
e Uma cola de isopor
e Um estilete
e Uma placa de isopor de espessura 20mm
e Duas placas de isopor de espessura 10mm
e Uma roda de diametro 180mm
e Um lapis para quadro branco
e Duas esferas de ago (ou bolas de gude)
e Um rolo de fita isolante

e Fita adesiva (durex)

Procedimento experimental para a construgao da Ciclbéide

O primeiro passo para construir a cicloide é manter bem fixo o isopor em um plano vertical.
Neste caso é mais conveniente fixar a placa de isopor em uma parede utilizando fita adesiva

para evitar que a placa se desloque (veja a Figura 3.1).

Figura 3.1: Placa de isopor fixada em uma parede para evitar que se desloque durante a
construcao da cicloide
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Para tracar a cicloide no isopor, aproxima-se a roda no plano do isopor. A roda escolhida foi
um cano de PVC de 180mm, més poderia ser qualquer outro material que tivesse um formato
de disco. Coloca-se o lapis para quadro branco por fora do cano e fixa-o na borda deste, em
seguida faz-se girar o cano com uma das maos sem que este deslize e com a outra mao fixa bem a
ponta do lapis no plano do isopor (de espessura 20mm). Neste caso tem-se muito cuidado para
que o cano nao deslize e naturalmente ele deve ficar sobre um plano horizontal bem nivelado

como mostra a (veja a Figura 3.2).

Figura 3.2: Construgao do tracado da cicléide com o uso de isopor, cano PVC e lapis para
quadro branco

Apoés o cano completar uma volta, o lapis desenha sobre o isopor uma cicldide. O passo
seguinte é utilizar um estilete e sobre o traco deixado pelo lapis cortar o isopor cuidadosamente.
Se o trabalho for feito com isopor de espessura menor que 20mm é necessario cortar mais de
uma placa até que elas adquiram uma espessura de 20mm (um pouco maior que a largura da fita
isolante). Facilmente se constrdi cicloides idénticas utilizando o tracado da primeira cicloide.
Basta colocar a cicloide ja pronta sobre a placa de isopor e desenhé-la para depois confecciona-
la da mesma forma que a primeira. Neste caso deve-se colar as duas placas utilizando a cola

de isopor.

Dificilmente a esfera percorrerd toda a cicldide sem cair, por isso é fundamental construir
paredes laterais para evitar que a esfera saia da cicloide durante o percurso. Toma-se o tracado
da primeira cicléide e constroi duas idénticas com o isopor de espessura menor. Cola-se as

cicloides nas laterais da cicloide de espessura maior que deve ficar um pouco mais baixa para
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que essas duas novas sirvam de parede evitando que a esfera saia do percurso original (veja a

Figura 3.3).

Figura 3.3: Cicloide com as paredes laterais que sao necessarias para evitar que a esfera caia

Como a esfera ira percorrer a superficie da cicloide é importante reduzir as trepidacoes sobre
o percurso. Neste caso utiliza-se uma fita isolante sobre a superficie de isopor que forma a

cicloide (veja a Figura 3.4).

Figura 3.4: Cicloide pronta ja com uma superficie de fita adesiva para reduzir as trepidagoes e
o atrito com a esfera
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3.1.2 Verificacao das Propriedades da Cicléide

Com a cicléide pronta verificou-se os problemas da tautdcrona (curva de mesmo tempo) e da
braquistocrona (curva de menor tempo). Como ja foi discutido, particulas soltas do repouso
a partir de alturas diferentes (A;, As, etc.) de uma mesma cicldide chegam ao mesmo tempo
no ponto mais baixo B. Para provar experimentalmente esta propriedade, basta soltar duas

esferas de duas posicoes diferentes e filmar os seus trajetos.

O procedimento experimental para o desenvolvimento desta atividade deve seguir os seguintes

passos:

i) Os discentes devem escolher dois pontos diferentes de uma mesma cicloide e posicionar uma

esfera em cada ponto.

ii) Em seguida soltar as esferas desses pontos e mostrar que elas chegam ao mesmo tempo na

parte mais baixa da cicloide independente dos pontos escolhidos.

Os resultados obtidos podem ser verificados no filme que desenvolvemos e podem ser acessados

no Youtube no link https://youtu.be/d_wdURNOSO4.

Figura 3.5: Verificacao experimental do problema da tautécrona

47



Para mostrar experimentalmente o problema da braquistocrona, escolheu-se dois pontos da
cicloide e nos mesmos niveis desses pontos em relagao a base de sustentacao coloca-se um plano
inclinado (trajetoria reta) e sobre este plano fixa-se uma fita isolante com o intuito de reduzir

o atrito como foi feito com a ciclbide.

Com a cicloide ja pronta, os passos a seguir descrevem como devem proceder para a realizacao

da atividade.

i) Soltar duas esferas idénticas — uma percorrendo a cicldide e outra uma curva qualquer (como

uma trajetoria reta — plano inclinado).

ii) Mostrar que entre os dois pontos do trajeto ligados por essas curvas a esfera que gasta o

menor tempo é aquela que percorreu a cicloide.

Figura 3.6: Verificacao experimental do problema da braquistocrona

Todos os resultados que apresentamos aqui podem ser acessados no link https://youtu.be/

d_wdURNQSO4.

3.2 Uma Proposta Interdisciplinar no Ensino Médio

Do que foi abordado anteriormente, vimos que a cicloide apresenta varias propriedades in-

teressantes cuja demonstragao matemaética foge do nivel do ensino médio, entretanto podemos
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explorar suas propriedades independentemente do nivel em consideragao.

Uma segunda proposta ¢é trabalhar com alunos do 3° ano do ensino médio unindo conceitos
de fisica, matematica e historia, com as curvas apresentadas neste trabalho. O professor de
historia poderia auxiliar os discentes com uma pesquisa bibliografica fazendo uma revisao de
literatura sobre o contexto histérico da época, bem como o geocentrismo e o heliocentrismo,
j& o professor de fisica poderia abordar o estudo das curvas na area da astronomia destacando
o uso da epicicloide para explicar o modelo de Ptolomeu sobre o movimento dos planetas e
na mecanica para abordar os conceitos de velocidade média, aceleracao média, conservacao de
energia além de outros, ja na matemética caberia ao professor mostrar como se faz as curvas e
explorar suas propriedades experimentalmente, fortalecendo a interdisciplinaridade entre essas
ciéncias que é fundamental na construcao do conhecimento do discente. E por fim, os discentes

poderiam apresentar os resultados numa feira de ciéncias.

3.3 Uma Proposta Interdisciplinar na Graduacao

Pratica Integradora

A ideia principal desta atividade é achar a curva que liga dois pontos desnivelados de forma
que uma particula possa percorré-la no menor intervalo de tempo. Este tipo de curva é de grande
importancia nas aplicacoes das pistas de skate, principalmente nas competicoes de modalidades
verticais. H& varios tipos de modalidades verticais e todas elas os skatistas sao examinados com
base na sua criatividade e no grau de dificuldade das manobras. Essas manobras tém um tempo
maximo permitido para o skatista realizar. Por isso é fundamental que ele realize seu movimento
em contato com a pista no menor intervalo de tempo para ganhar mais tempo e poder realizar

suas acrobacias aéreas com mais precisao.

Dada a importancia de se realizar o percurso de contato do skate com a pista no menor
intervalo de tempo, vem a pergunta obvia: qual deve ser o formato da curva que uma pista
de skate deve ter para que o tempo de descida seja 0 menor possivel? Esse problema é conhe-
cido como problema da braquistdécrona que significa “curva de menor tempo”. O problema da
Braquistocrona foi apresentado pela primeira vez pelo matemético Johann Bernoulli por volta
de 1696. O que se sabe é que este problema foi resolvido por cinco matematicos brilhantes:

Newton, Leibniz, L’Hopital, o proprio Johann Bernoulli e seu irmao Jacob Bernoulli.
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Intuitivamente podemos pensar que o caminho mais curto é o que leva o menor tempo.
Entretanto esta nao é a resposta, ou seja, o caminho mais curto nao ¢ o caminho mais rapido
para uma esfera deslocar-se sob acao da gravidade sem agao de forcas de atrito. A curva que
minimiza o tempo é conhecida como cicléide. A cicléide é uma curva obtida por um ponto
qualquer da borda de uma roda de raio r que rola sem deslizar ao longo de uma reta. A seguir
destacamos suas equacdes paramétricas e o seu grafico.

x = (0 — send)

;6 € [0, 2.
y = r(1—cosh)

Figura 3.7: Curva Cicloide

Objetivos da Pratica Integradora

e Determinar as equagoes paramétricas da cicloide (curva que minimiza o tempo entre dois

pontos de alturas diferentes)
e Determinar o comprimento de arco do tracado da cicléide em consideracao

e Construir uma maquete de isopor (ou madeira) de uma pista de skate para ilustrar as

principais propriedades da cicloide
e Determinar o centro de massa da pista construida

e Fazer interdisciplinaridade entre a Fisica e o Calculo

Orientagoes para a realizacao da pratica integradora

A nossa atividade se desenvolverd em duas etapas. A primeira etapa envolve conhecimentos

tedricos que precisam do calculo e da fisica para a sua consolidacao. Esta etapa consiste em
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obter as equacoes paramétricas da cicloide, o seu comprimento de arco e o centro de massa da
maquete da pista de skate construida com isopor. A segunda etapa é puramente experimental
e consiste em construir uma rampa de isopor com o formato de uma cicloide e demonstrar
experimentalmente que ela é realmente a mais rapida dentre qualquer outra curva escolhida
que ligue esses dois pontos. Os resultados deste trabalho devem ser apresentados na forma
de um banner que ilustre os principais resultados tais como o passo a passo da construcao da
maquete de isopor da pista de skate e os valores teoricos dos calculos obtidos. A maquete da
pista é livre e fica a cargo do aluno envolvido com a pratica. Para facilitar o seu trabalho nos
construimos um video que ensina todas as etapas para a confeccao da cicloide. Este video esta

no Youtube e pode ser acessado através do link https://youtu.be/d_wdURNOS04.

Essa atividade também pode ser encontrada em um formulério do google através do link

http://goo.gl/forms/6g8KbhKQID.

3.4 Aplicacoes da Cicloide

3.4.1 Skate Vertical Half Pipe

A modalidade vertical é praticada em uma pista com curvas (transi¢oes), com 3,40m ou mais
de altura, trés metros de raio e quarenta centimetros de verticalizacao, geralmente possuem
extensoes (MARQUES,2008). A pista, que apresenta a forma de "U", é chamada de half-pipe
e pode ser feita de madeira (veja a Figura 3.8) ou concreto (veja a Figura 3.9). As manobras

podem ser de aéreos, onde o skatista realiza um voo e retorna na propria pista, ou pode ser de

borda, onde se desliza por cima de uma borda metalica.

Figura 3.8: Half de madeira. Figura 3.9: Half de concreto.
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Nas competicoes de vertical, os skatistas sao avaliados segundo critérios de criatividade e
grau de dificuldade das manobras, que devem ser executadas em um intervalo de tempo pré-
estabelecido. Dessa forma, quanto menos tempo o skatista gasta percorrendo a extensao da
rampa de um lado para o outro, mais tempo lhe sobrard para executar as manobras aéreas
verticais que contam pontos. Por isso a importancia em fazer o percurso da rampa no menor
tempo possivel. Assim, para construir uma rampa com tempo minimo de descida é necessério

que os arcos que compoe a lateral sejam cicloides.

3.4.2 Arquitetura

A cicléide pode ser utilizada na forma de cipulas com boa reflexdao da luz natural quando
assossiada a uma plataforma de luz na forma adequada, exemplo dessa apliacacao é um classico
da arquitetura "O Museu de Arte Kimbell", é um museu norte-americano, situado em Fort
Worth, estado do Texas. Organizacao privada sem fins lucrativos, o museu foi inaugurado em
1972 e viabilizado pela doacao de todo o legado do industrialista e colecionador texano Kay
Kimbell, feita por sua esposa, Velma Fuller Kimbell, apés a morte do marido, em 1964. Sua
sede, projetada por Louis Kahn, renomado arquiteto norte-americano de origem estoniana,
encontra-se entre as principais obras de seu autor. Na fase de elaboracao da sala de exposi¢oes,
um problema importante a ser resolvido pelo arquiteto foi a iluminacao natural, que deveria
iluminar as obras de forma indireta para evitar danos. Para possibilitar uma maior incidéncia
de luz, foi pensada uma cipula com uma abertura acompanhada de uma prateleira de luz,
que deveriam possuir formas adequadas para uma melhor otimizagao. Apoés varios testes, o
engenheiro A. Komendant recomendou a cicloide como forma adequada para as cupulas das

salas de exposi¢ao da galeria (GONCALVES,2009).

Figura 3.10: Parte externa do Museu. Figura 3.11: Parte interna do Museu.
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Consideracoes Finais

Em resposta a pergunta que motivou esse trabalho: Como é possivel ampliar a importancia
dada a matematica nos ambientes escolares? O que se deve fazer para resgatar o ensino dessa
ciéncia entre os discentes, favorecendo a sua aprendizagem conceitual e o desenvolvimento de
habilidades e competéncias especificas? podemos inferir que: O trabalho realizado neste es-
tudo mostra que a mateméatica pode assumir um papel importante na sala de aula, ajudando
a desenvolver a aprendizagem de outras disciplinas gracas as praticas experimentais aliadas ao
desenvolvimento de contetidos interdisciplinares. Na literatura fala-se muito em interdisciplina-
ridade, mas na maioria dos textos nao se mostra como é possivel fazé-la, ou seja, pouco se faz
realmente. Este trabalho descreve o conteiido e mostra como realizar atividades integradoras
que venham a melhorar o ensino de outras ciéncias e permite desenvolver outras habilidades
(além do raciocinio matematico) no aluno. Este trabalho ndo se encerra aqui, ele é o primeiro
passo para outros estudos que melhorem o ensino da matemética. Introduzir o contetido de
forma que a curiosidade do aluno seja instigada ja é um grande passo no ensino dessa disciplina.
Foi este o objetivo deste trabalho, despertar a curiosidade dos envolvidos através das praticas
experimentais sem tao pouco deixar de lado a parte tedrica. Naturalmente o objetivo aqui colo-
cado s6 ¢ atingido com um professor muito motivado e habilidoso porque para ensinar é preciso
saber muito mais que se ensina, é necessario conhecer a disciplina, ter interesse e entusiasmo

por ela.

Concluo essa dissertacao com a satisfacao de ter conhecido um pouco da historia e do trabalho
de verdadeiros icones da Matemética como: Roberval, Torricelli, Pascal, Huygens, Leibniz,
L’Hopital, os irmaos Jacques e Johann Bernoulli, e por fim Sir Isaac Newton. Tive a felicidade
de estudar algumas curvas planas em particular a cicloide, e como é fantéstica esta curva a
ponto de me agussar uma curiosidade como nunca tinha sentido antes, foi um prazer e tanto.
Percebi que os experimentos matematicos com materiais manipulaveis e confeccionados faz com
que a gente trabalhe de maneira informal, se movimentando e escolhendo métodos que facilite o

ensino da matemaética. Os materiais concretos sao recursos didaticos que interferem fortemente
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no processo ensino-aprendizagem da matematica. Nesse trabalho ficou nitido que a matemaética,
longe de ser uma ciéncia chata e sem aplicabilidade, é uma ciéncia dinamica, aplicavel, bela e
cheia de desafios, desafios esses que promovem o desenvolvimento da forma de como o homem
encara o mundo e como ele pode transforma-lo buscando o bem comum. E por fim, toda minha
gratidao de ter conhecido excelentes professores durante todo o curso, estes sim, fundamentais

para que eu tivesse chegado até aqui com a conviccao de ser um eterno aprendiz.
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