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Resumo

Devido as dificuldades relacionadas ao ensino introdutoério de fungoes nos ensinos
fundamental e médio, faremos nesse trabalho uma abordagem sobre func¢oes, dando
énfase a modelagem, resolucao de problemas e construcao de graficos. Com o objetivo
de construir o grafico das fungoes dadas neste trabalho, introduziremos o conceito de

limites e derivadas focando na definicao de reta tangente ao grafico de uma fungao.

Palavras-chave: Funcoes, modelagem, resolucao de problemas, limites e derivadas.



Abstract

Due to the difficulties related to introductory teaching of functions in primary
and secondary education, we will make in this work, an approach about functions,
emphasizing modeling, problem solving, and graphic building. In order to build the
graph of the functions given in this paper, we introduce the concept of limits and

derivatives focusing on the definition of the tangent line to the graph of a function.

Keywords: functions, modeling, problem solving, limits and derivatives.
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Introducao

O conceito de fungao é bastante relevante e essencial para a edificagao do conhe-
cimento matematico e nos ajuda na busca do entendimento ou explicacao de varios
fenomenos.

Para Reégo, esse conceito é um importante pré-requisito para boa parte dos contetidos
do ensino superior, porque através do uso de fun¢oes de uma ou mais varidveis pode-
mos modelar e estudar varios problemas das ciéncias exatas, da tecnologia, da satude
e sociais aplicadas (REGO, 2000, p.20).

Os PCNs (2002) afirmam que é importante o estudo do conceito de fungao, uma
vez que permite aos alunos alcancar nao s6 a linguagem algébrica, como também
a linguagem das ciéncias e que o estudo das diferentes funcgoes deve ter énfase no
conceito de fungao, na interpretacao de seus graficos e na aplicacao dessas funcoes
(BRASIL, 2002, P. 121).

O conceito de fungao de acordo com Chaves e Carvalho (2004) é introduzido como
um conjunto de pares ordenados que passam a representacoes analiticas e graficas,
em seguida sao apresentadas aos alunos defini¢oes e generalizagoes com um alto grau
de abstracao e que eles nao tém condigoes de realizarem.

As funcgoes e suas varias formas de representacao sao identificadas quase que uni-
camente com expressoes analiticas, dessa forma criando um obstaculo a aprendizagem
com conceito de fungao, isso porque os alunos nao compreendem seus significados em
se tratando de situacoes reais.

Segundo Trindade (2000), esse estudo analitico deve surgir baseado em atividades
feitas de forma ordenada a partir das representagoes numéricas e graficas.

Os conceitos matematicos do processo de ensino e aprendizagem da matematica
se desenvolvem muitas vezes de forma repetitiva e mecanica, com isso os alunos a veé
como um conjunto de regras, conceitos sem significados e sem relacao com o cotidi-

ano; disciplina onde nao entram atividades desenvolvidas pelo homem e nao como
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constru¢ao humana. Diante da sociedade tomada por transformacgoes socais e tec-
noldgicas, esse processo nao fundamenta um ensino de reflexdao e para que o ensino
da matematica seja satisfatorio é preciso repensar nossa postura educacional.

Para tentar superar essa situacao realizamos um trabalho possibilitando um ensino
aberto ao aluno no qual ele participa. Seu principal objetivo é introduzir e desen-
volver o contetido de fungoes de forma pratica, utilizando a modelagem matematica,

resolucoes de problemas de aplicagoes e construcoes de graficos.
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Capitulo 1

Funcoes

1.1 Definicao

Definigao 1.1.1 (Funcao). Sejam A e B subconjuntos de R (conjunto dos nimeros
reais). Uma funcao f: A— B € uma lei ou regra que a cada elemento de A faz corres-
ponder um unico elemento de B. O conjunto A é chamado dominio de f e é denotado

por D(f). B é chamado contradominio ou campo de valores de f e € denotado por

CD(f).

Escrevemos:
f: A—B
r— f(r) =y

O conjunto dos valores f(x) é chamado imagem de f e é denotado por Im(f).
Observacgao 1.1.2. Uma fun¢ao fR — R € chamada de funcao real.
Exemplo 1.1.3. Sejam A = {1,2,3} e B={2,4,5,6}

A funcao f: A—B cuja regra é dada pelo diagrama abaixo é uma fungao de A em
B.

14



SR Y S

Figura 1.1

f: A—B
r— f(x)=y =2
Onde: D(f) = A ={1,2,3}, CD (f) = B=1{2,4,5,6} e Im(f)= {2,4,6}
Exemplo 1.1.4. Sejam X o conjunto dos triangulos do plano o e R o conjunto dos

nimeros reais. Se a cada t € X, fizermos corresponder o niumero real f(t) = drea do
triangulo t, obteremos uma funcao f: X — R.

Exemplo 1.1.5. Sejam A = {1,2,3,4} ¢ B = {20, 40, 50,60}

A funcao f: A—B dada pelo diagrama abaixo nao é uma fungao de A em B, pois o

elemento 1 € A tem dois correspondentes em B e o elemento 2 € A nao tem nenhum
correspondente em B.

Figura 1.2

Exemplo 1.1.6. Indiquemos com X o conjunto dos nimeros reais positivos e com Y
o conjunto dos triangulos do plano. Para cada x € X, ponhamos f(x) =t caso t seja
um trinagulo cuja drea € x. Esta regra nao define uma funcdo

f: X = Y porque é ambigua: dado o numero r > 0, existe uma infinidade de
triangulos diferentes com drea x.

15



1.2 Graficos

Definigao 1.2.1. Seja f: A — B uma funcao. Definimos o grdfico de f como sendo
o conjunto de pontos {(x, f(z))/z € A e f(x) € B}.

Para determinar o grafico de uma fungao real, assinalamos uma série de pontos,

fazendo uma tabela que nos da as coordenadas.

Exemplo 1.2.2. O grdfico da fungdo f(x) = 3x + 2 consiste em todos os pares (z, y) €
R? tais que y = 3t + 2. Em outras palavras, € a colecao de todos os pares (x, 31+2)
do plano zy. A figura abaizo nos mostra o grdfico desta funcao, onde salientamos

alguns pontos, de acordo com a tabela.

Flx)=3x+2

X|y=3x+2]|y
lly=31+2]5
2|ly=32+4+2] 8
3ly=33+2 |11
41ly=34+2|14
Sly=35+2|17

Figura 1.3

1.3 Funcao Sobrejetora, Funcao Injetora e Funcao

Bijetora

Definigao 1.3.1 (funcdo sobrejetiva ou sobrejetora). Uma fun¢do f de A em B é
sobrejetora se, e somente se, para todo y pertencente a B existe um elemento x per-
tencente a A tal que f(x) = y.

Notemos que: f: A—B é sobrejetora se, e somente se, Im (f) = B.

Exemplo 1.3.2. A funcio fde A ={—1,0,1,2} em B = {0,1,4} definida pela lei
f(x)=2> € sobrejetora, pois, para todo elemento y € B, existe o elemento x € A tal

que y = 7°.
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Figura 1.4

Exemplo 1.3.3. Sejam S o conjunto dos segmentos de reta do plano 5 e A o conjunto
das retas desse mesmo plano. A regra que associa a cada segmento AB € § sua
mediatriz g(AB) define uma fungdao sobrejetora g: S — A. Pois toda reta do plano é

mediatriz de algum segmento desse plano.

Definigao 1.3.4 (fungao injetiva ou injetora). Uma funcdo f de A em B € injetora
se, e somente se, quaisquer que sejam xy e Ty de A, se xy # xo9, entdo f(x1) # f(xq).
Exemplo 1.3.5. A funcao fde A ={0,1,2,3} em B ={1,3,5,7,9} definida pela lei

f(x) = 2x + 1 é injetora, pois dois elementos distintos de A tém como imagem dois

elementos distintos de B.

Figura 1.5

Exemplo 1.3.6. A correspondéncia que associa a cada nimero natural n seu sucessor

n + 1 define uma funcao injetiva f: N — N, onde N representa o conjunto dos

17



nidmeros naturais, com f(n) = n + 1. Pois dois elementos distintos de N tém como

imagem dois elementos distintos de N.

Definigao 1.3.7 (fungao bijetiva ou bijetora). Uma fun¢do f de A em B € bijetora

se, e somente se, f é sobrejetora e injetora.

A definicdo acima é equivalente a: uma funcao f de A em B é bijetora se, e
somente se, para qualquer elemento de y pertencente a B, existe um tnico elemento

de x pertencente a A tal que f(x) = y.

Exemplo 1.3.8. A funcao fde A ={0,1,2,3} em B = {1,2,3,4} definida pela lei
f(x)=x + 1 € bijetora, pois f € sobrejetora e injetora, isto €, para todo elemento y €

B, existe um unico elemento x € A tal que y = x + 1.

Figura 1.6

Observacgao 1.3.9. Observemos que existem funcoes que nao sao sobrejetora nem

injetora.

Por exemplo, a fun¢ao de R em R definida por f(x) = |z|, onde |z| = x, se x > 0
elz| =-x,sex<0:

I) dado y € R* | nao existe x € R tal que y = |z|, portanto nao é sobrejetora;

IT) Existem z1 e x5 em R, x1 e 25 opostos (e portanto x1 # ) tais que |z1|=|zs],

isto é, f nao é injetora.

1.4 Funcao Par e Funcao Impar

Definigao 1.4.1 (Fungao Par). Uma fun¢ao f(x) € par se, para todo x no dominio

de f, f(-x) = f(x).

18



Exemplo 1.4.2. Ezemplo: f(z) = 2* + 1

f(x)=(x)?+1=x>+1=1(x),Vx

Logo, temos que f(x) = x? + 1 é uma fungao par.

Defini¢ao 1.4.3 (Funcao fmpar). Uma fungao f(x) € impar se, para todo x no
dominio de f, f(-x) = - f(z).
Exemplo 1.4.4. Ezemplo: f(x) = 2* - 2x

f(-x) = (x)3 - 2.(x) = - x* + 22 = -(x* — 22) = -f(x), V x.

Logo, temos que f(x) = x3 - 2x é uma funcao fmpar.
Exemplo 1.4.5. f(x) = 2> + 2z

Fazendo, x = 2 = f(2) =22 + 22 =38
Fazendo, x = -2 = f(-2) = (-2)2 + 2.(-2) =0
Como £(-2) # £(2) e £(-2) # -£(2), temos que f(x) = x* + 2x nao é uma fungao par

e nem impar.

Proposicao 1.4.6. Toda funcao f: R — R pode ser escrita como a soma de uma

funcao par e uma funcdao impar.

Demonstragao: Podemos escrever f(x) = f(z) +2f(—:z:) + f (=) _2f(_33) onde:
JOATED) _ iy o DIED g,

Logo, h(ex) = LEDEIO) _yg ¢ gy - L2020
[

Como, h(-x) = h(x) e g(-x) = -g(x).

1.5 Funcao Crescente e Funcao Decrescente

Defini¢ao 1.5.1 (Fungdo Crescente). Uma fun¢ao f real, diz-se crescente em um

intervalo I, I C D(f), se e somente se, para todo x;, 1, € I, tem-se: w7 < T3 =

f(z1) < f(z2).

f diz-se estritamente crescente em I, se e somente se x1 < 9 = f(x1) < f(x2).
Exemplo 1.5.2. f(z) = 3z + 1

19



De fato, 1 < xg = 311 < 3x9 = 321 + 1 < 3xe + 1 = f(x1) < f(22).
Como, 1 < x9 = f(x1) < f(z2) temos que f(x) = 3x + 1 é uma fungao estrita-

mente crescente.

Defini¢ao 1.5.3 (Funcao Decrescente). Uma funcdo f, real de varidvel real, diz-se
decrescente em um intervalo I, I C D(f), se e somente se, para todo z;, 15 € I, tem-se:
T < xy = f(x1) = f(29).

[ diz-se estritamente decrescente em I, se e somente se x1 < xo = f(x1) > f(x2).

Exemplo 1.5.4. f(z) =—z +5

De fato, 1 < kg = —x1 > —29 = —x1 + 5 < —x2 + 5 = f(x1) > f(22).
Como, 1 < x5 = f(z1) > f(x2) temos que f(x) = -x + 5 é uma fungao estrita-

mente decrescente.

1.6 Funcao Composta

Definicao 1.6.1. Dadas duas fungoes f e g, a funcao composta de f com g, denotada
por (fo g), € definida por (fo g)(z) = f(g(x)).
O dominio de (f o g) € o conjunto de todos os pontos x no dominio de g tais que

g(z) estd no dominio de f.
Simbolicamente, D(fo g) ={ z € D(g) / g(z) € D(f) } .

Em diagrama,

fog

/ /{\ l/ H\ H(/\ H\?

R \/ S~ ’l - \\i/ Flelx) \

~ _
) o N i

X deve estar no_dominio deg g(x) deve estar no dominio de f e

Figura 1.7

Exemplo 1.6.2. Considerando as funcio f(x) = 2z - 3 e g(x) = 2> + 2, temos:

20



Jfog=1f(g(x) =2g(x)-3=2x>+2)-3=2x> +4-3=2x + L.
b)gof=gf(x)=£(x) +2=(2x-3)*+2=4x*-12x + 9+ 2 =
= 4x* - 12x + 11.

a

1.7 Funcao Inversa

Definicao 1.7.1. Se f é uma funcdao bijetora de A em B, a relacao inversa de f é

uma funcao de B em A que denominamos funcdo inversa de f e indicamos por f1.

Observagao 1.7.2. Observe que f(f~'(x)) = f~'(f(z)) = =.

Figura 1.8

Dada a fungao bijetora f de A em B, definida pela sentenga y = f(x), para obtermos
a sentenca aberta que define f~!, procedemos do seguinte modo:

1°) na sentenga y = f(x) fazemos uma mundanga de varidvel, isto ¢, trocamos x
por y e y por x, obtendo x = f(y).

2°) transformamos algrebricamente a expressao x = f(y), expressando y em fungao
de x para obtermos y = {~!(x).

Exemplo: f(x) = 3x + 6

fx) =3x+6=>y=3x+6

X—3y+6:>3y—x—6:>y—xT_6:>f_1(x)— x;(j.

Observe que, f(f™1)) =3f"1(x)+6 = —3(1;3_6)—1—6 =ze f1f(x)) = —f(x)3—6 =
3r+6—-06 .
==

Proposicao 1.7.3. Uma func¢ao f possui inversa se, e somente se, for bijetora.
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Figura 1.9

A B A Se f nao é sobrejetora, nao é possivel definir f~5:B —A,

pois pelo menos um elemento de B ficaria sem correspon-

dente.

Se f nao é injetora, nao é possivel definir f~1: B — A, pois
fo— pelo menos um elemento de B ficaria com dois corresponden-

tes.

1
Exemplo 1.7.4. f: R* = R, f(z) = — nao bijetora.
T

Para identificarmos que esta funcao nao admite a funcao inversa basta compreen-
dermos que ela nao é uma fungao sobrejetora.

Se ela fosse sobrejetora todos os elementos do contradominio estariam associados a
pelo menos algum elemento do dominio, mas isto nao acontece para todos os elementos
do contradominio.

Note que o numero 0, que pertence ao contradominio da func¢ao, nao pertence ao
conjunto imagem, pois nao hé qualquer ntimero do dominio que esteja associado a
ele, afinal de contas qual é o nimero real que dividindo o ntimero 1 resultarda em 07

Como o conjunto imagem difere do contradominio, esta nao é uma funcao sobre-
jetora.

Logo, se ela nao ¢ sobrejetora, ela nao é bijetora.

Portanto, ela nao é invertivel, ou seja, nao possue inversa.
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1.8 Funcao Afim

Definicao 1.8.1. Um funcao f: R — R chama-se afim quando existem constantes a,

b € R tais que f(x) = ax + b, com a # 0, para todo = € R.

Quando a > O a fungao f (x) = ax + b é crescente, isto é, a medida que x cresce,
f (x) também cresce. Quando a < O a fungao f (x) = ax + b é decrescente, isto é, a
medida que x cresce, f (x) decresce.

O gréfico da fungao f(x) = ax + b é uma linha reta.

O dominio de f (x) = ax + b é D(f) = R, o contradominio é CD(f) = R e a imagem
é Im(f) = R.

Exemplo 1.8.2. f(z) =z + 1 € uma funcao afim crescente porque a = 1 > O.

Tabela Pontos ya

b y i _/J

2l il —»- (2: 3) 4

Ll e — (1: 2) 2

ol M —»- (o0: 1) 14
Tk e — (—1; 0) —47210 1 2 3 5%
-2 —1 = (=2 -1)

Figura 1.10

Essa funcao é bijetora, crescente, nao é par e nem impar e sua inversa é
f~1(x) =x- 1.

Exemplo 1.8.3. O preco a pagar por uma corrida de tdxi é dado por uma func¢ao afim
f:z— ax + b, onde x € a distancia percorrida (normalmente usada em quilometros),

o valor inicial b é chamada bandeira e o coeficiente a € o prego de cada quilometro
rodado.
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1.8.1 Casos Particulares de funcao afim

Defini¢ao 1.8.4 (Fungao Constante). E toda funcio do tipo f(x) =k, que associa a

qualquer niumero real x um mesmo numero real k. Observe que nessa situacao a = 0.

A representagao grafica sera sempre uma reta paralela ao eixo do x, passando por
y =k
O dominio da funcao f(x) = k é D(f) = R, o contradominio é CD(f) = R e o

conjunto imagem é o conjunto unitario Im(f) = {k}.

Exemplo 1.8.5. f(z) = 2

I’ 3

Figura 1.11

Onde: D(f) = R, CD(f) = R e Im(f) = {2}.

A funcao f(x) = 2 é par e nao é bijetora, logo nao possui inversa.

Defini¢ao 1.8.6 (Funcao Identidade). Uma aplica¢io de R em R recebe o nome de

fungao identidade quando a cada elemento de x € R associa o prépio x, isto é: f(x)=x.
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Figura 1.12

O gréfico da funcao identidade é uma reta que contém as bissetrizes do 1° e 32
quadrantes.
A funcao identidade é uma funcao bijetora, impar, estritamente crescente e sua

inversa é f~1(x)=x .

Definigao 1.8.7 (Funcao Linear). Uma aplicagcio de R em R recebe o nome de fung¢ao
linear quando a cada elemento de x € R associa o elemento ax € R onde a # 0 € um

nimero real dado, isto é: f(x) = azx (a # 0).

A fungao linear, dada pela férmula f(x) = ax, é o modelo matemético para os
problemas de proporcionalidade.

Uma proporcionalidade é uma funcao f: R — R tal que, para quaisquer ntimeros

reais ¢, x tem-se f(cx) = c.f(x)(proporcionalidade direta) ou f(cx) = (cx)’ sec# 0
(proporcionalidade inversa).

E claro que se f(cx) = c.f(x) para todo ¢ e todo x entéo, escrever a = f(1), tem-se
f(c) = f(c.1) = c.f(1) = c.a, ou seja, f(c) = ac para todo ¢ € R. Numa notagao mais
adequada, temos f(x) = ax para todo x € R, logo f é uma fungao linear.

Logo, podemos dizer que a grandeza y = f(x) é diretamente proporcional a gran-
deza x quando existe um nimero a (chamado a constante de proporcionalidade) tal
que y = ax para todo valor de x.

Quanto a proporcionalidade inversa, ela s6 tem sentido quando se trata de grande-

zas nao-nulas. Seu modelo matematico é uma funcao f: R* — R* (onde R* = R—{0})
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f(=)

N a ‘
tal que f(cx) = . parac, X € R*, tém-se f(x) = —, onde a constante a é f(1).
Fixaremos nosso estudo na proporcionalidade direta, que chamaremos apenas de
“proporcionalidade”. Por exemplo: se um quilo de café custa a reais entao x quilos

custam y = ax reais.

Exemplo 1.8.8. f(z) = -2z é uma fun¢ao linear decrescente, pois a = -2 < O e b=0.

5 4 -3

Figura 1.13

. R , . . y o x
Esté funcao é bijetora, impar, estritamente decrescente e sua inversa é f 1(X):—§.

Teorema 1.8.9. Seja: fR — R uma funcdo crescente. As sequintes afirmac¢ao sao
equivalentes:

(1) f(nx) = nf(x) para todo n € Z e todo = € R.

(2) Pondo a = f(1), tem-se f(x) = ax para todo = € R.

(3) flx + y) = f(z) + f(y) para quaisquer z, y € R.

Exemplo 1.8.10. Se investirmos a quantia x, digamos numa caderneta de poupanca,
depois de um ano teremos um capital f(x). Evidentemente, f € uma fun¢dao crescente
de x: quanto mais se aplica mais se recebe no final. Além disso, tem-se f(nz)=nf(z)
para todo n € N e todo x. De fato esta igualdade significa que tanto faz abrir um
caderneta de poupan¢ao com o capital inicial x’ = nz como abrir(no mesmo dia) n
cadernetas, cada uma com valor inicial z. O Teorema anterior nos permite concluir
que f(x) é proporcional a x. Mais precisamente, se a aplicagio de 1 real der, no

final de um ano, um valor de resgate igual a a, entdo o capital inicial de x reais se
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transformard em f(x) = azx no final de um ano. (Nao confundir este exemplo com o
crescimento do capital em funcdo do tempo. FEste ndo € proporcional, € uma funcdo

exponencial, a qual estudaremos posteriormente).

1.8.2 Zero da Fungao Afim

Definicao 1.8.11. O zero de uma func¢ao € todo nimero x cuja imagem € nula, isto

¢, © € zero de f(x) se, somente se f(z) = 0.

Exemplo 1.8.12. O zero da fungao f(x) = 2z - 4 € x = 2 pois, fazendo 2x - 4 = 0,

teremos que x = 2.

Podemos interpretar o zero da fungao afim como sendo a abscissa do ponto onde

o grafico corta o eixo dos x.

Figura 1.14

1.8.3 Sinal de uma Funcao Afim

Estudar o sinal de uma funcao f é determinar os valor de x para os quais f(x) é
positivo, os valores de x para os quais f(x) é zero e os valores de x para os quais f(x
é negativo.

Consideremos uma funcdo afim f(x) = ax + b vamos estudar seu sinal. Sabemos

que essa fungao se anula para a raiz x = - —. Ha dois casos possiveis:
a
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1) a > 0 (a fungao é crescente)

b
flz) >0 ar+b>0 20> ——
a
b
flz) <0 ar+b<0& < ——
a
Conclusao: f(x) é positivo para valores de x maiores que o zero da fungao; f(x) é

negativo para valores de x menores que o zero da funcao.

Figura 1.15

Exemplo 1.8.13. f(z) = 3z - 9

¥
fx)=2=x-19
by /f(a):-l]
8]

&

A i} 1 2 '\\ 4 %
fix) < 0 flx) =0
-1

Figura 1.16

flz)=03x—-9=0<2=3
fx)>0<=3r-9>0<2>3
flz)<0e3r-9<0<2<3
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22) a < 0 (a fungao é decrescente)
b
f(a:)>0<:)ax+b>0<:>x<—a

b
f(m)<0<:>ax+b<0@x>—a

Conclusao: f(x) é positivo para valores de x menores que o zero da fungao; f(x) é

negativo para valores de x maiores que o zero da fungao.

Figura 1.17

Exemplo 1.8.14. f(z) = -2z + /
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Figura 1.18

flz)=0& 2x+4=012=2
flz)>0e 2x4+4>02<2
flz) <0 2x4+4<0x>2

1.9 Funcao Polinomial do 22 Grau ou Funcao Quadratica

Definigao 1.9.1. A funcao f:R — R definida por f(x) = ax® + bz + ¢, com a # O é
chamada fungdo polinomial do 22 grau ou fun¢ao quadrdtica. Seu dominio é D(f) =
R.

Exemplo 1.9.2. f(z) = 222 + 3v - 5

1.9.1 Graficos

O grafico de uma funcao quadratica é uma parabola com eixo de simetria paralelo

ao eixo dos y.
Se a > O, a parabola tem a concavidade voltada para cima. Se a < O, a parabola

tem a concavidade voltada para baixo.
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bt 1

Figura 1.19

Exemplo 1.9.3. f(z) = 22 + 5z (a=2,b=5¢ec=10)

y:2mz+5m

Figura 1.20

1.9.2 Zeros da Funcao Quadratica

Definigao 1.9.4. Chama-se zeros ou raizes da funcio quadrdtica f(r)= ar®+br+c ,

a # 0, os numeros reais x tais que f(x) = 0.

Entao as raizes da funcao f(x) = ax® + bx + ¢ sao as solugoes da equagao do 2°
grau ax? + bx + ¢ = 0, as quais sao dadas pela chamada férmula de Bhaskara:

B —b+Vb? — 4dac

2a

T
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Onde b? — 4ac = /\ é chamado de discriminante.
Exemplo 1.9.5. f(z) = 2* - 8z + 15
—b+ Vb? — dac N —(—8) £ /(—8)2 —4.1.15
X —

x2-8x+15=0=2= =

2a 2.1
8+V4  8+2
22

Exemplo 1.9.6. Duas torneiras juntas enchem um tanque em 12 horas. Uma delas,

. Logo: x; =5 e xy = 3.

sozinha, levaria 10 horas a mais que a outra para enché-lo. Quantas horas leva cada

torneira para encher esse tanque?

Solucgao: Convencionemos que uma das torneiras leva x horas para encher o tan-

que, e que a outra o faz em x + 10 horas. Assim, em uma hora, cada torneira

- . 1 1
contribui, respectivamente, com — e
r x+1

do volume total do tanque. Como, jun-

1
tas, elas enchem o tanque em 12 horas, temos que, em uma hora, elas enchem 2 do

seu volume. Segue que, podemos escrever:
1 1 1

x+x+10:E

Isto resulta na equacao do 22 grau: x? - 14x - 120 = 0,

cujas solucoes sao 20 e -6. Uma vez que nao ha sentido em x = -6 temos que uma das

torneiras enche o tanque em 20 horas, enchendo-o a outra em 20 4+ 10 = 30 horas.

1.9.3 Numero de Raizes

* Quando A é positivo, ha duas raizes reais e distintas;
* Quando A é zero, ha duas raizes reais e iguais, ou seja, uma unica raiz real;

* Quando A é negativo, nao ha raiz real.

Exemplo 1.9.7. A funcao f(z) = 2% - Sv + 5 ndo possui raizes reais, pois,
A = b2 — dac = (—3)2 — 4.2.5 = 9 — 40 = —31.

1.9.4 Vértice da Parabola

O vértice da parabola pode ser o ponto de maximo absoluto ou de minimo absoluto
da func¢ao polinomial do 2° grau. Se a concavidade da parabola for voltada para cima,
o vértice é o ponto de minimo da funcao, ou seja, é o menor valor que a funcao pode
assumir. Se a concavidade da parabola estiver voltada para baixo, o vértice é o ponto

de maximo da funcao, ou seja, o maior valor que a funcao pode assumir.

32



a>0eA<0 a<0eA<0

VN

a>0eA=0 a<0eA=0
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Figura 1.21
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e

¥

Quando a > 0, a parabola tem concavidade voltada para cima e um ponto de
minimo V;

Quando a < 0, a parabola tem concavidade voltada para baixo e um ponto de

maximo V.
—b —A
Ve, yy) => Ty = — €y, = —
(@0, Yo) S i
v *w
v
"
0 h :
Za
b
2a N
0 M
da v
Figura 1.22 Figura 1.23

Exemplo 1.9.8. Para produzirmos z unidades de uma mercadoria, temos que o custo

dessa producdo em reais é dado pela expressio matemdtica C = 2* - 80z + 3000. Com
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base nessa expressao, determine a quantidade de unidades produzidas para que o custo

seja minimo e qual o valor minimo do custo.
Quantidade de unidades produzidas para que o custo seja minimo sera de 40 pegas.

Observe: z, = ;b —(=80) = 40.
a
Valor minimo do custo seré de 1400,00 reais.

—A —[(—80)% — 4.1. 3000] 5600
4a 4.1 N

= 1400.

Veja: y, =

1.9.5 Estudo dos Sinais

Consideramos uma funo quadratica f(x) = ax® + bx + ¢ e determinemos os valores

de x para os quais f(x) é negativo e os valores de x para os quais f(x) é positivos.

AN
7%

Figura 1.24

Exemplo 1.9.9. Vamos estudar os sinais da funcao f(x) = 2 + 2z - 3

—bi\/b2—4ac:> —24/22-41.(-3) —24+V16 244
r = = .

v % - 2.1 - 2 2
Logo: x; = -3 exy = 1.
Portanto:

x>1lex<-3=f(x)>0
B3<x<1=1(x) <0
x=-3ex=1=1fx)=0

1.10 Funcao Polinomial

Definicao 1.10.1. Uma funcgao f: R — R € dita polinomial, se esta é escrita da
forma f(z)= anx" + an_ 12"t + ... + @17 + ag onde a,,ap_1,...,a1, ag SG0 NUMETos

reais chamados coeficientes e n, € um inteiro nao negativo chamado o grau da funcao.

34



Figura 1.25

O dominio é sempre o conjunto dos nimeros reais.

Exemplo 1.10.2. (1) A fung¢do constante f(x) = k € uma fun¢ao polinomial de grau
zero, pois n= 0 (com exce¢do do caso k = 0);

(2) A funcdo f(x) = ax + b, a # O é uma fungao polinomial do 12 grau, pois n = 1;
(3)A funcao quadrdtica f(z) = ax® + bz + ¢, a # O é uma fungdo polinomial do 2°
grau, pois n =2;

(4)A funcao f (x) = 22 + 1 é um caso particular de fungdo polinomial chamada fun¢ao
polinomial cibica (3° grau), pois n = 3;

(5)A fungio f(x) = -20° 5z + 3 é uma fungao polinomial de grau 5, pois n = 5.

Exemplo 1.10.3. O grdfico da fungdo f(x) = 21° - 8% é:
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Figura 1.26

1.11 Funcao Modular

1.11.1 Modbdulo ou Valor Absoluto

Defini¢ao 1.11.1. O mddulo (ou valor absoluto) de um nimero real x, que se indica
por |z| € definido da sequinte maneira:
z, se v=0

|| =
—x, se x<0

Exemplo 1.11.2. |5| =5;| — 5| = —(—5) = 5.

Definigao 1.11.3 (Funcao Modular). A fun¢ao f: R — R definida por f(z) = |x|
chama-se fun¢ao modular. O seu dominio € o conjunto D(f) =R e o conjunto imagem

¢ Im(f) = [0, +oo].

Exemplo 1.11.4. f(z) = |z —1|, onde: D(f) =R e Im(f) = [O, +oo/. (Esse exemplo

ilustra uma composicao de fun¢ao afim com fungao modular)

1.11.2 Grafico

z+1, se z4+120=2x> -1
—(x+1), se v+1<0=0w< -1
seja, para x maiores ou iqual a -1 tem seu valor igual a funcao afim definida por

Exemplo 1.11.5. f(z) = |z + 1| = Ou
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g(z)= xz+1 e para © menores dom que -1 tem seu valor igual a fun¢do afim definida
por h(x) = -z - 1.
Dessa forma, obtemos o grdfico:

x | y=lx+1] ﬂy

3 |y=|-3+1|=2

2 | y=l-2+1]= ’

4 |y=1-1+1]1=0 :

0 y=|0+1]|=1 )

1 y=|1+1]|=2

2 | y=12+1]=3 T T T rig
3 y=|3+1|=4

4 y=|4+1|=5

Figura 1.27

Onde: D(f) = Re Im(f) = Ry

1.12 Funcao Poténcia

Definigao 1.12.1. Qualquer funcao que pode ser escrita na forma f(x) = k.x® onde
k e a sao constantes diferentes de zero, € uma funcdo poténcia. A constante a € a
poténcia (ou o expoente) e k é a constante de variagdio ou constante de propor¢do.
Dizemos que f(x) varia como a a-ésima poténcia de x ou que f(x) € proporcional a

a-ésima poténcia de .

Em geral, se y = f(x) varia como uma poténcia constante de x entdo y é uma

funcao poténcia de x.

Exemplo 1.12.2. (1) Comprimento da circunferéncia de raio r é descrito por: C=2mr,
expoente igual a 1 e constante de variacao igual a 2w (O comprimento da circun-

feréncia varia diretamente com o seu raio).

(2) Area de um circulo de raio r: A = 72, expoente igual a 2 e constante de variagdo

igual a m (A drea dentro de um circulo € diretamente proporcional ao quadrado do

seu Taio).

(3) For¢a da gravidade: F = 52, expoente igual a -2 e constante de variagao igual

a k (A forca de gravidade agindo sobre um objeto € inversamente proporcional ao
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quadrado da distancia do objeto ao centro da Terra(d)).

k
(4)Lei de Boyle: V = 2L expoente igual a -1 e constante de variagdo igual a k (A lei
de Boyle afirma que o volume de um gds armazenado em uma temperatura constante

varia inversamente com rela¢ao d pressao aplicada).

As férmulas de func@o poténcia com poténcias positivas (expoentes positivos) sao
exemplos de variacao direta, e férmulas de funcao poténcia com poténcias negativas
(expoentes negativos) sao exemplos de variacao inversa. A menos que a palavra

inversamente esteja incluida, em um exemplo de variagao, ela é assumida como direta.

Exemplo 1.12.3.

Figura 1.28

1.13 Funcao Exponencial

Definicao 1.13.1. Chamamos funcao exponencial a funcao f: R — R definida por
f(x) = a*, onde 0 < a # 1.

O dominio da funcao exponencial é D(f) = R. A imagem ¢ Im(f) = (0, oo)=R?.
Exemplo 1.13.2. f(z) = 2%, f(z) = (V3)* , f (x) = ¢".
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Representacao Grafica:

Com relagao ao gréfico da fungao f(x) = a* podemos afirmar:
(1) a curva que o representa esta toda acima do eixo das abscissas, pois y = a® > O
para todo x € R;
(2) corta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1);

(3) f(x) = a” é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

AY AY
y = ax y= ax
(a>1) (O<a<1)
(0,1)
X X
Figura 1.29

Exemplo 1.13.3.

Figura 1.30 Figura 1.31
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1.14 Funcao Logaritmica

Definigao 1.14.1. Definimos fungdo logaritmica como a fungdo f: R — R definida
por f(x) = log,x, onde 0 < a # 1.

As fungoes f: R% — R definida por f(x) = log,z e g: R — R definida por f(x) =

a”; O < a # 1, sao inversas uma da outra.

Exemplo 1.14.2. f(z) = logsx, f(z) = logz.

Representacao Grafica:

Com relagao ao gréfico da fungao f(x) = log,x (0 < a # 1), podemos afirmar:
1) esta todo a direita do eixo y;

(1)

(2) corta o eixo das abscissas no ponto (1, 0);

(3) f(x) = log,z é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1;
(4)

4) é simétrico ao grafico da fungao g(x) = a” em relagao a reta y = x.

gx=a
h Y (1) l/'

i

/J
/
*/I }": |Cg. X
- (a>1)
ra [

L

X

Figura 1.32

Exemplo 1.14.3.
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fix) = Iugax

Figura 1.33 Figura 1.34

1.15 Funcoes Trigonométricas

1.15.1 Funcao Seno

Seja x um numero real. Marcamos um angulo com medida x radianos, na circun-
feréncia unitaria com centro na origem. Seja P o ponto de intersecao do angulo x,

com essa circunferéncia.

AV
L) Sy IP
iy,
0 P, 1]
Figura 1.35

Denominamos seno de x a ordenada OP; do ponto P em relagao ao sistema UQV

e denotamos por sen X.

Definigao 1.15.1 (Fungao Seno). Definimos a fungdo seno como a fungdo f: R — R,
dada por: f(x) = sen .
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O dominio da fungao seno é R e o conjunto imagem ¢é o intervalo [-1, 1].

A funcao y = sen x é periddica e seu perfodo é 2, j& que sen (x + 27) = sen X.

Em alguns intervalos sen x é crescente e em outros é decrescente. Por exemplo,
nos intervalos [0, 7/2] e [37/2, 27| a fungao f(x) = sen x é crescente. J& no intervalo
[1/2, 31/2] ela é decrescente.

O gréfico da fungao f (x) = sen x, denominado sendide.

) f(x) = sen (x)

sen(")

W

sen(’%)

——— Periodo 2n —

Figura 1.36

1.15.2 Funcao Cosseno

Denominamos cosseno de x a abscissa O P, do ponto P em relagao ao sistema U 0
V (Figura 1.35).

Defini¢ao 1.15.2 (Funcao Cosseno). Definimos a fun¢ao cosseno como a fungao f:
R — R, dada por: f(x) = cos x.

O dominio da fungao cosseno é R e o conjunto imagem é o intervalo [-1, 1].

A funcao y = cos x é periddica e seu perfodo é 27, j4 que cos (x + 27) = cos X.

Em alguns intervalos cos x é crescente e em outros é decrescente. Por exemplo,
nos intervalos [0, 7] a fungao f(x) = cos x é crescente. Ja no intervalo [, 7/2] ela é
decrescente.

O gréfico da fungao f (x) = cos x, denominado cossendide.
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1 f(x) = cos (x)

— Periodo 2n ————

Figura 1.37

1.15.3 Funcao Tangente, Secante, Cossecante e Cotangente

Estas fungoes sao definidas em termos das fungoes seno e cosseno.
As funcoes tangente e secante sao, respectivamente, denotadas pelos simbolos tg

e sec e definidas por:

enx 1

COST COST

para todos os nimeros reais x tais que cos x # 0.

fx) = 1g(x)
f(x) = sec (x)
—1 i
— Peiodo « — I " Periodo 2x — } " Periodo 2x — |
1
f(x) =tg(x) = Z:.:gj) f(x) = sec(x) = cos(x)
Figura 1.38 Figura 1.39
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As funcgoes cotangente e cossecante sao, respectivamente, denotadas por cotg e

cosec e definidas por:

1 cosx 1
cotg X = — = ——; cosec X =
tgr  senx senx

para todos os nimeros reais x tais que sen x # 0.

f(x) = cotglx)

' i
™NE x - z - s
" | _®, \ m
| H

F— Periodo x — ; Periodo 2n 1 Periodo 2n

1 cos(x) x) = cossec(x) = .
tg(x)  sen(x) fta ) sen(x)

f(x) = cossec (x)

f(x) = cotg(x) =

Figura 1.40 Figura 1.41

O dominio das fungoes f(x) = tg x e f(x) = sec x é o conjunto de todos os niimeros

3 )
reais x para os quais cos X # 0. Como cos x = 0 quando x for j:g, j:g, j:;7T

é, quando x = g + km, k € Z, temos D(tg) = D(sec) = {z € R/x # g +km, ke Z}.

Analogamente, o dominio das fungoes cotangente e cossecante ¢ o conjunto de

, .-y 18tO

todos os nimeros reais x para os quais sen x # 0. Como sen x = O para x = k7w, k €
Z, temos D(cotg) = D(cosec) = {z € R/z # km, k € Z}.

Podemos observar, através das figuras 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5, que as fungoes tangente
e cotangente sao periddicas de periodo 7 e que as funcoes secante e cossecante sao
periodicas de periodo 2.

1.16 Funcoes Trigonométricas Inversas

Sabemos que é impossivel definir uma func¢ao inversa para a fungao y = sen x,
porque a cada valor de y € [-1, 1] corresponde uma infinidade de valores de x. Visto
que sen(x + 2k7w) = sen x, V k € Z.

Portanto, para definirmos a funcao inversa de y = sen x necessitamos restringir o
dominio.

Este fato ocorre com todas as demais fungoes trigonométricas.
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1.16.1 Funcao Arco Seno

Definicao 1.16.1 (Fungao Arco Seno). Seja f: [—7/2,7/2] — [—1,1] a fun¢do defi-
nida por f(x) = sen x. A fungao inversa da f(z), serd chamada arco seno, e denotada
por f1: [=1,1] = [-7/2,7/2], onde f'(z) = arc sen x.

O grafico desta fungao nos mostra uma funcao crescente(Figura 1.42).

AY
”2} -
T T X
----- '!-1:.?'2
Figura 1.42

Observamos que na definicao da fungao arco seno poderiamos ter restringido o
dominio de y = sen x a qualquer dos seguintes intervalos:
[7/2,3m/2]; [37/2,57/2]; [5mw/2,Tm/2]; ...; ou
[—37/2,—7/2]; [-5m /2, —3m/2]; [-Tn/2,—57/2]; ...

1.16.2 Funcao Arco Cosseno

Defini¢ao 1.16.2 (Fungao Arco Cosseno). Seja f: [0, 7] — [—1,1] a funcao definida
por f(x) = cos x. A fun¢ao inversa da f(x), serd chamada arco cosseno, e denotada

por f1: [-1,1] = [0, 7], onde f*(z) = arc cos .

O gréfico desta fun¢do nos mostra uma fungao decrescente(Figura 1.43).
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Figura 1.43

1.16.3 Funcao Arco Tangente

A fungao inversa da tangente é definida para todo nimero real.

Definicao 1.16.3 (Fungao Arco Tangente). Seja f: [—7/2,7/2] — R a fungdo de-
finida por f(x) = tg x. A fungdo inversa da f(z), serd chamada arco tangente, e
denotada por f1: R — [—7/2,7/2|, onde f(x) = arc tg =.

O grafico nos mostra que quando x se torna muito grande, arc tg x aproxima-se
de /2. Quando x se torna muito pequeno, arc tg x se aproxima de - /2. E uma

fungao crescente (Figura 1.44).

Figura 1.44
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1.16.4 Funcao Arco Cotangente, Funcao Arco Secante e Funcao

Arco Cossecante

Defini¢ao 1.16.4 (Funcao Arco Cotangente). Podemos definir a fun¢do inversa da
T

cotangente como y = arc cotg x = 5" arc tg z, onde 0 <y < .

y = arc cotg x

Figura 1.45

Definigao 1.16.5 (Fungdo Arco Secante e Funcdao Arco Cossecante). As fung¢des
inversas da secante e da cossecante serao fungoes de x no dominio |x| > 1 desde que
adotemos as definigoes:

y = arc sec x = arc cos(1/z)

y = arc cosec x = arc sen(1/x).

Figura 1.46 Figura 1.47
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1.17 Funcoes Hiperbdlicas

1.17.1 Seno Hiperbdlico e Cosseno Hiperbdlico

A funcao seno hiperbdlico, denotada por senh, e a funcao cosseno hiperbdlico,
denotada por cosh, sao definidas, respectivamente, por:

senh(x) = e e cosh(x) = che”

O dominio e imagem das fungoes senh(x) e cosh(x) sdo:

D(senh) = D(cosh) = R, Im(senh) = R e Im(cosh) = [1, 00).

O grafico da funcao senh é dado na Figura 1.48(a). Pode ser obtido pelo método

chamado adicao de ordenadas. Para usar essa técnica, esbocamos os graficos das
1

1
funcoes —e* e —56*‘”

(tracejados) e somamos as respectivas ordenadas.

Da mesma forma obtemos o grafico da funcao cosh (Figura 1.48(b)).

4LY
Jy=senhx
y=1R¢ -1/ R
[ty =126 X
(a)

Figura 1.48

Exemplo 1.17.1. A funcao cosseno hiperbdlico pode ser usada para descrever a
forma de um cabo ou corrente flexivel, uniforme, cujas extremidades estao firas a
uma mesma altura.

Na Figura 1.49 desenhamos um fio de telefone ou de luz. Observamos que a
curva representada pelo fio aparenta a forma de uma pardbola. No entanto, € possivel
mostrar que a equagao correspondente é: y = cosh (z/a), a € R.

Esta curva recebe a denominacao catendria.
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Figura 1.49

1.17.2 Tangente, Cotangente, Secante e Cossecante Hiperbdlicas

As funcgoes tangente, cotangente, secante e cossecante hiperbdlicas, denotadas

respectivamente por tgh, cotgh, sech e cosech sao definidas por:

senh e*—e™*

tgh = = ;
& cosh er 4+ e *
cotgh — cosh _ et + e‘x;
senh e* —e %
1 2
sech = = e
cosh e* 4 e =
1 2
cosech =

senh et —e %’

Os graficos dessas funcao podemos observar abaixo:
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XV

(a) {b)
AY AY
X
y = sech x y = cosech x
{c) (d
Figura 1.50

Muitas identidades andlogas as conhecidas para fungoes trigonométricas sao validas
para as fungoes hiperdlicas. Por exemplo, pode-se verificar que:

cosh*u — senh®u = 1;
1 coshu

cotghu = = :
g tghu  senhu

1tgh*u = sech®u e

lcotgh*u = cosech®u.

1.18 Funcoes Hiperbdlicas Inversas

1.18.1 Inversa do Seno Hiperbdlico

Analisando o grafico da fungao y = senh x (Figura 1.48 (a)), vemos que a cada

valor de y na imagem corresponde um unico valor de x no dominio. Assim, podemos
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definir a sua funcao inversa.
A funcao inversa do seno hiperbdlico, chamada argumento do seno hiperbdlico e

denotada por arg senh, é definida como segue:
y = arg senh x & x = senh y

Temos D(arg senh x) = Im (arg senh x) = R.
O gréfico da fungao arg senh pode ser visto na Figura 1.51. Ele é obtido fazendo

uma reflexao do grafico da funcao senh sobre a reta y = x.

xv

Figura 1.51

1.18.2 Inversa do Cosseno Hiperbdlico

Para definirmos a inversa da fungao cosseno hiperbdlico precisamos restringir o
seu dominio, pois como podemos ver no seu gréfico, Figura 1.48(b), a cada valor de
y na imagem, exceto y = 1, correspondem dois valores de x no dominio.

Seja f: [0,+00) — [1,4+00) a funcdo dada por f(x) = cosh x. A sua funcao
inversa é chamada argumento do cosseno hiperbdlico e é denotada por arg cosh.

Simbolicamente, para y > O, escrevemos:
y = arg cosh x & x = cosh y

Temos D(arg cosh x) = [1,400) e Im(arg cosh x) = [0, +00).

O grafico pode ser visto na Figura 1.52.
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amccﬁh X
y=

Figura 1.52

1.18.3 Inversas das Funcgoes Tagente Hiperbdlica, Cotangente

Hiperbdlica e Cossecante Hiperbdlica

Para definirmos as inversas destas funcoes nao necessitamos restringir os seus
dominios, pois a cada valor de y na imagem corresponde um tnico valor de x no
dominio [ver Figura 1.50,(a), (b) e (d)].

As funcoes inversas da tangente hiperbdlica, cotangente hiperbdlica e cossecante
hiperbdlica, denotadas respectivamente por arg tgh, arg cotgh e arg cosech, sao defi-

nidas como segue:

y = arg tgh x & x = tgh y;
y = arg cotgh x < x = cotgh y;

y = arg cosech x < x = cosech y.

A Figura 1.53 mostra um esbog¢o dos graficos dessas fungoes.
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Figura 1.53

1.18.4 Inversa da Funcoes Secante Hiperbdlica

Da mesma forma que ocorreu com a inversa do cosseno hiperbdlico, para definirmos

a inversa da func¢ao secante hiperbdlica devemos restringir seu dominio.

Seja f: [0, +00) — [0, 1] a fungao dada por f(x) = sech x. A sua fungao inversa é

denotada por arg sech. Simbolicamente, para y > O, temos:

y = arg sech x < x = sech y

Na Figura 1.54 podemos ver um esbog¢o do grafico da funcao arg sech.

Figura 1.54
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Capitulo 2

Modelagem Matematica e

Aplicacoes

2.1 Modelagem Matematica

A modelagem matematica é usada a bastante tempo. Suas raizes sao buscadas
pelos pesquisadores através da analise da historia a ciéncia e seus grandes pensadores.

Contudo, no incio do século XX, foi o periodo no qual ela foi muito utilizada na
resoluao de problemas de biologia e economia e também nas aulas de matematica.

A modelagem matematica se define simplesmente, como um processo utilizado
para se obter modelos matematicos, uma vez que a modelagem expressa situagoes-
problema reais através da linguagem matematica.

! a modelagem transforma problemas reais em problemas ma-

Para Bassanezi
tematicos. Dessa maneira ajuda a entender a matematica no cotidiano.

J4 Skovsmose 2 afirma que o seu ambiente de aprendizagem convida e estimula
os alunos a desenvolver atividades mas, além do convite é necessario abordar os seus
interesses no ambiente, assim como Barbosa que acrescenta que esse ambiente estimula
também exploracoes e investigacoes matematicas de situagoes de outras areas e que
deve ser privilegiado o trabalho com situacoes reais do dia-a-dia do aluno.

Além de possibilitar a conexao de conteudos matemaéaticos com outras areas, o
uso da modelagem também ajuda ao aluno na amplia¢ ao do seu conhecimento ma-

temédtico e em sua maneira de pensar e agir.

I'BASSANEZI, Rodney C. Ensino-aprendizagem com modelagem matemética: uma nova
estratégia. Sao Paulo: Contexto, 2002. p. 16.

2SKOVSMOSE, Ole. Educacdao matematica critica: a questdo da democracia. Campinas:
Papirus, 2001. 160 p.
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2.2 Modelo Matematico

Um modelo matematico é uma representacao de um modelo real. A modelagem
pode ser aplicada a varios tipos de problemas.

Um modelo tem como principal objetivo permitir enteder de forma bem simples e
precisa o préprio modelo. Ele é a simplificacao do mundo real com suas caracteristicas
essenciais e comportamento parecido com o do sistema modelado.

Um conjunto de equacoes que representam as hipéteses que foram usadas na cons-
trugao do modelo é o que constitui um modelo matematico. Essas equacoes inter-
pretam as hipoteses de um ponto de vista quantitativo e nos ajudam a deduzir con-
sequéncias e também nos mostra onde estao os detalhes que deverao ser aceitos ou

nao.

2.3 Aplicagoes

2.3.1 Exemplo de Funcao Afim

Supondo que um usuério cronico de drogas fume diariamente 5 cigarros de maco-
nha contendo 500 mg cada um e que a concentracao de THC (tetrahidrocanabinol)
de cada cigarro de 1%. Qual é a concentracao desta substancia no organismo do
usuario com o passar do tempo?

(Referéncia: (Artigo) A Modelagem Matemdtica e o Uso da Maconha - Liliane

Rose Refati)

Solugao: A tabela a seguir mostra a concentracao de THC no organismo desse

individuo com o passar do tempo.

Dia TO Tl T2 T3 T4 T5 T6 T7 Tg Tg TIO
Cigarro | 5 | 5 | 5| 5 5 5 5 o} 5 5 5
THC (mg) | 25 | 50 | 75 | 100 | 125 | 150 | 175 | 200 | 225 | 250 | 275

Assim, se cada cigarro de maconha possue 500 mg, em 5 cigarros teremos 5.500
= 2500 mg.

Logo,

Ty = 0, ou seja no 12 dia, teremos: 1% de 2500 mg = 25 mg;

Ty = 1, ou seja no 22 dia, teremos: 2 . (1% de 2500 mg) = 50 mg;

Ty = 2, ou seja no 32 dia, teremos: 3 . (1% de 2500 mg) = 75 mg; ...
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Ou seja, sendo x o tempo medido em dias e y a concentragao de THC, temos que
a concentragao de THC no organismo do usuério com o passar do tempo é dada por:
f(x) = y = 25x 4+ 25. Onde representa uma fungao polinomial do 1° grau, crescente
e bijetora, com dominio: D = [0, +00[, contra-dominio: CD = [25, +00| e imagem:
Im = [25, +o0].

Analise da solugao: Em 10 dias esse individuo possuird em seu organismo um
total de 275 mg de THC. Com o passar do tempo aumentard a concentracao de
THC, levando, este individuo a ter sérios problemas cardiovasculares ou até mesmo
desenvolver um cancer de pulmao entre outras doengas.

Graficamente, temos:

Concentracio de THC em 10 dias

250 ® 7

% ]

\6“90 ]

THC (mg)

w® ]

s 7

g
0.0 1.8 3.7 5.5 7.3 9.2 11.0

Dias

Ou seja, com o passar do tempo percebe-se que a concentracao de THC no orga-

nismo cresce linearmente.

2.3.2 Exemplos de Funcao Exponencial

1) Uma xicara de café contém cerca de 100 mg de cafeina; a cada hora, aproxima-
damente 16% da quantidade de cafefna no corpo é metabolizada e eliminada.

a) Escreva C, a quantidade de cafeina no corpo, em mg, como uma fungao do
niumero, t, de horas desde que o café foi consumido.

b) Qual a quantidade de cafeina presente no corpo apds 5 horas?

(Referéncia: (Livro) Fungoes para Modelar Variagoes - Eric Connally)
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Solucao:

a)Para t = 1, ou seja a quantidade de cafeina no corpo apéds 1 hora, temos: C =
100 - (16% de 100) = 100 - 0,16 . 100 = 100(1 - 0,16) = 100 . 0,84;
Para t = 2, ou seja a quantidade de cafeina no corpo apds 2 hora, temos: C = 100
0,84 - (16% de 100.0,84) = 100 . 0,84 . (1-0,16) = 100 . 0,84%;
Para t = 3, ou seja a quantidade de cafeina no corpo apds 3 hora, temos: C = 100
.0,84% - (16% de 100.0,84%) = 100 . 0,84% . (1 - 0,16) = 100 . 0,843;

Ou seja, em t horas tem-se, C = 100 . (0,84)".

b) Apés 5 horas, teremos: C = 100 . (0,84)° = 41,821 mg.

2) Suponha que 2 mg de uma droga sejam injetados na corrente sanguinia de uma
pessoa. A medida que a droga vai sendo metabolizada, a quantidade diminui a uma
taxa continua de 4% por hora.

a) Determine uma férmula para Q(t), a quantidade de droga que permanece no
corpo, apos t horas.

b) Por qual percentual decresce o nivel da droga durante uma hora qualquer?

¢) A pessoa deve receber uma dose adicional de 2 mg da droga sempre que o nivel
tiver diminuido para 0,25mg. Quando devera a pessoa receber a segunda dose?

d) Quando devera a pessoa receber a terceira dose?

(Referéncia: (Livro) Fungoes para Modelar Variagoes - Eric Connally)

Solugao: a) Parat = 1, temos: Q(1) =2- (4% de2) =2-0,04. 2= 2(1-0,04)
= 2. 0,96;

Para t = 2, temos: Q(2) = 2.0,96 - (4% de 2.0,96) = 2.0,96 - 0,04.2.0,96 = 2.0,96(1 -
0,04) = 2. (0,96)%

Para t = 3, temos: Q(3) = 2.(0,96)? - [4% de 2.(0,96)%] = 2.(0,96)? - 0,04.2.(0,96)* =
2.(0,96)%(1 - 0,04) = 2. (0,96)3;

Ou seja, em t horas tem-se: Q(t) = 2. (0,96)" = 2. (09" = 2 tn(0.96) — o
—0,04¢

e
b) Pegaremos t = 2 e t = 3.
Para t = 2, temos: Q(2) =2 . e %% e para t = 3, temos: Q(3) =2 . e %12,
Portanto, da terceira (t = 3) para a segunda (t = 2) hora, o decréscimo é de 2 .
e 008 9 o012 — 9 ¢ 008(1 _ =001,

—0,08 70,04)

Logo, temos que 2 . e representa 100% e o decréscimo 2 . e %%8(1 - e
representa 3,921%.
¢) Se para receber uma dosagem adicional o nivel deve estar em 0,25mg, teremos:

0,25 = 2. e 00 = B2 — =008 — 1n(0,125) = In(e ®%) = —2,07944 =
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—0,04t = t = 51,986 horas.

d) Quando receber a segunda dosagem a pessoa ter 2,25 mg na corrente sanguinea,
logo a férmula da quantidade de drogas que permanece no corpo, apds t horas, ser:
Q(t) = 2,25 . e %% TLogo, 0,25 = 2,25 . e 00 = % = e 0% = In(0,11111) =
In(e=%04) = —2 19732 = —0, 04t = t = 54,933 horas.

3) Quando se dd um medicamento a um paciente, a droga entra na corrente
sanguinea. Ao passar pelo figado e rins, é metabolizada e eleminada a uma taxa que
depende da particular droga. Para o antibidtico ampicilina, aproximadamente 40%
da droga é eliminado a cada hora. Uma dose tipica de ampicilina é de 250 mg. Seja
Q = f(t), onde Q é a quantidade de ampicilina, em mg, na corrente sanguinea, ao
tempo t horas desde que a droga foi dada.

a) Determine uma férmula para a quantidade de ampicilina QQ = f(t), em mg, na
corrente sangunea, aps t horas.

b) Construa o gréfico dessa fungao.

(Referéncia: (Livro) Fungoes para Modelar Variagoes - Eric Connally)

Solugao: a) Como a cada hora a quantidade que resta é 60% da quantidade
anterior, temos:
Para t = 0 — f(0) = 250;
Parat =1 — (1) = 60% de 250 — (1) = 250 . (0,6);
Parat = 2 — f(2) = 60% de (250.0,6) — f(2) = 250 . (0,6)%;
Para t = 3 — f(3) = 60% de [250.(0,6)%] — f(2) = 250 . (0,6);
e assim, apds t horas, temos: Q = f(t) = 250 . (0,6)"

b)

2.3.3 Exemplo de Funcao Exponencial e Logaritmica

A meia-vida da nicotina no sangue é de cerca de duas horas. Uma pessoa absorve
cerca de 0,4 mg de nicotina em sua corrente sanguinea ao fumar um cigarro tipico.
Preencha a tabela seguinte com a quantidade de nicotina que ficou no sangue despois
de t horas. Avalie o intervalo de tempo até que a quantidade de nicotina se reduza a
0,04 mg.

t(horas) 0 12]4]/6|8]|10
Nicotina (mg) | 0,4

(Referéncia: (Artigo) A Modelagem Matemdtica e o Uso da Maconha - Liliane
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Figura 2.1

Rose Refati)

Solugao: Se a meia-vida da nicotina no sangue é de duas horas, temos:

t(horas) 0,2 ]4] 6 8 10
Nicotina (mg) | 0,4 0,2 0,1 0,05 | 0,025 | 0,0125

Logo, percebemos que a quantidade de reducao da nicotina na corrente sanguinea
serd uma fungao do tipo Q(t) = ab’
Assim, temos:
Parat =0 — 0,4 = ab® — a = 0, 4;
Parat =2 — 0,2 = 0,4b> — b = /0, 5;
Parat =4 — 0,1 =0,4b* — b = /0, 5;
Logo, temos: Q(t) = 0,4 . (/0,5) = 0,4.(0,5)=.
Portanto, para que se reduza a 0,04 mg, teremos:

0,04 = 0,4.(0,5)2 = 0,1 = (0,5)2 = log(0,1) = log[(0,5)%] = —1 = =.(=0,301) =

N |

2
= — = 6, 64h.
t 07301:>t 6,6

2.3.4 Exemplo de Funcgao Logaritmica

A altura média do tronco de certa espécie de arvore, que se destina a producao
de madeira evolui desde que é plantada, segundo o seguinte modelo matemético: h(t)

= 1,5 + logs(t + 1), com h(t) em metros e t em anos. Se uma dessas arvores foi
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cortada quando seu tronco atingiu 3,5m de altura, o tempo(em anos) transcorrido do

momento da plantacao até a do corte foi de:
(Referéncia: (Site) http://sn1489liodecasa.blogspot.com.br/2010/03/
arvore-e-sua-altura-media.html)
Solugao: Temos h(t) = 1,5 + logs(t + 1)
Fazendo h(t) = 3,5m, teremos: 3,5 = 1,5 4 logs(t + 1) = logs(t + 1) = 2.
Usando a definicao de logaritmo, temos: t + 1 =32 =t =8

Portanto, foi passado 8 anos para ser feito o corte dessa arvore.

2.3.5 Exemplo de Funcao Trigonométrica

A pressao sanguinea, P, de uma pessoa (em milimetros de mercirio, abreviado

mm Hg), é dada no instante, t, em segundos, por

P = 100 - 20 cos (%Tt),

Desenhe o grafico dessa funcao. Determine o periodo e a amplitude.
(Referéncia: (Livro) Fungoes para Modelar Variagoes - Eric Connally)

Solucgao: Vamos construir a tabela a seguir:

t P

0 80

2 =10,375 | 120
2 =0,75 | 80
§=1,125|120
2 =15 | 80

Para t = 0, teremos: P = 100 - 20 cos (8%0) = 100 - 20 cos 0 = 100 - 20 = &0,
logo o gréfico intercepta o eixo das ordenadas no ponto (0, 80).

Logo, teremos o grafico a seguir
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Figura 2.2

Como a amplitude é a metade da distancia vertical entre um ponto minimo a um

ponto maximo, o seu valor seré igual a 20.

2 6 3
E seu periodo sera igual a 8—: T2 segundos.
3 8 2
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Capitulo 3

Graficos

3.1 Limite

Defini¢ao 3.1.1. Seja f(x) definida num intervalo aberto I, contendo a, exceto pos-
siwelmente no proprio a. Dizemos que o limite de f(x) quando © aprorima-se de a €

L, e escrevemos

lim f(z) =L

r—a

se para todo ¢ > 0, existe um ¢ > 0, tal que | f(z) — L |< & sempre que
O0<|z—al|<d, xel

Exemplo 3.1.2. Usando a definicao, para provar lirq(&x —1)=2
z—

De acordo com a definicao devemos mostrar que, para todo € > 0, existe um ¢ > 0,

tal que
| (3z —1) — 2 |< e sempre que 0 <] x — 1 |< 6.

O exame da desigualdade envolvendo € proporciona uma chave para a escolha de

As seguintes desigualdades sao equivalentes:

132 —1-2|<co|3r-3|<ea|3z-1)|<ea3|r—1|<ea|z—1]|< g
A 1ltima desigualdade nos sugere a escolha do 9.
Fazendo 6 = %, vem que | (3z — 1) — 2 |< e sempre que O <| x — 1 |< .

Portanto, lim(3z — 1) = 2.
z—1
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Definig¢ao 3.1.3. (Continuidade) Uma funcao f € continua no ponto a se:
(i) 3f(a);
(11) Ilim f(x);
T—a
fiii)lim. () = f(a)
Tr—a

2 —1
E lo 3.1.4. — _
‘xempo (a)f () x2+1’x
(i)3f(—1) = 0;
(i1 e 21 ortanto, eviste lim T
e xirzll x2 —+ 1 o .

Logo, f(z) é continua em x = -1.

Figura 3.1

1
1) f@) =0 =0
(i) Bf(0). Assim, com o dominio nos R, a primeira condi¢do de continuidade jd néo
¢ satisfeita, o que implica que f nao é continua em x = 0. Observe a descontinuidade

no grafico.
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Figura 3.2

3.2 Derivada

Vamos definir a inclinagdo de uma curva y=f(x) para, em seguida, encontrar a
equacao da reta tangente a curva num ponto dado.

Seja y = f(x) uma curva definida no intervalo (a, b), como na Figura 3.3.

Sejam P(x1, y1) e Q(xg, y2) dois pontos distintos da curva y = f(x).

Seja s a reta secante que passa pelos pontos P e Q. Considerando o triangulo
retangulo PMQ, na Figura 3.3, temos que a inclinagao da reta s (ou coeficiente angular
de s) é

Figura 3.3

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, Q se mova sobre a curva em direcao

a P. Diante disto, a inclinacao da reta secante s variard. A medida que Q vai se
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aproximando cada vez mais de P, a inclinagao da secante varia cada vez menos,
tendendo para um valor limite constante (Ver Figura 3.4).
Esse valor limite, é chamado inclinacao da reta tangente a curva no ponto P, ou

também inclinacao da curva em P.

b

m .
1Y% 4

Figura 3.4

Defini¢ao 3.2.1. (Inclina¢ao da Reta Tangente) Dada uma curva y = f(z), seja

P(x1,11) um ponto sobre ela. A inclinagdo da reta tangente a curva no ponto P €

dada por m(x;) = c%im 2y = lim M

(1), quando o limite existe.
P Ax  z2—m To — T

Fazendo xo = x; + A x podemos reescrever o limite (1) na forma
_ flai+ Dx) = f(z)
=1 2
m(x) Azo Ax 2)
Conhecendo a inclinacao da reta tangente a curva no ponto P podemos encontrar

a equacao da reta tangente a curva em P.

Defini¢ao 3.2.2. (Equacao da Reta Tangente) Se a funcdo f(x) € continua em i,

entao a reta tangente a curva y = f(x) em P(xy, f(11)) € :

Ax) —
(i) A reta que passa por P tendo inclinagio m(zr;) = lim fla + o) f<x1),
Az—0 Ax

se este limite existe. Neste caso temos a equacao y - f(r;) = m (z - x1). (3)
flz1+ Ax) — f(xy)
Ax

Exemplo 3.2.3. Encontre a inclinagdo da reta tangente a curva y = 2* - 2x + 1 no

ponto (1, 1)

(ii) A reta x = x; se lim for infinito.
Az—0
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Se f(x) =x*-2x + 1, entdo f(x;) =x - 2x; + l e
f(x; + Az) = (21 + Az)? - 2(z1 + Az) + 1 = x3 + 2x; Az + (Ax)? — 22 — 2Az + 1.
Usando (2), vem

flor+ Ax) — f(o) _

m(x;) = lim

Nx—0 Az
. 2242 Ax + (Ax)? =20y — 2Ax + 1 — (23 — 22, + 1)
= lim =
Az—0 Ax
2, A\ Ax)? —2A Ax(2 Ax — 2
= lim noz (L) - lim G ) = 2x; — 2.
Az—0 Ax Az—0 Az

Portanto, a inclinagiao da reta tangente a curva y = x* - 2x + 1 no ponto (x; , y;)

é m(Xl) = 2X1 - 2.

Defini¢ao 3.2.4. (Derivada de uma fungdo num ponto) A derivada de uma fungdo
f(x) no ponto x; , denotada por f’(x,), (Ié-se derivada de f no ponto z; ), € definida

pelo limite

f(x1 + Ax) — f(21)

, quando este limite existe.
Ax

f(l“Q) - f(xl)

fm) = im,

Também podemos escrever f'(x;) = lim
T2—T1 To — X1

Este limite nos dé a inclinagdo da reta tangente a curva y = f(x) no ponto
(x1,f(x1)). Portanto, geometricamente, a derivada da fungao y = f(x) no ponto xj,

representa a inclinagao da curva neste ponto.

Definicao 3.2.5. (Derivada de uma fung¢io) A derivada de uma fun¢io y = f(x)
¢ a fungao denotada por f’, (lé-se derivada de f no ponto z), tal que, seu valor em
qualquer x € D(f) é dado por
Az) —
o) i L@t A7) = 1)

NAx—0 Az

, quando este limite existe.
Dizemos que uma funcao é derivavel quando existe a derivada em todos os pontos

de seu dominio.

Exemplo 3.2.6. Dada f(x) = 52* + 6z - 1, encontre f’(2).
f2+Ax) - f(2)

f(2) = lim =
Ax—0 Az
. B2+ Ax)2+6(2+Ax)—1—(522+62—-1)— f(2)
= lim =
Ax—0 Az
26 Az)?
g 888 HSBLN 964 5A0) = 26.
Az—0 Ax Az—0

Observagao 3.2.7. Portanto definimos a derivada de uma fungdo f no ponto a, como

sendo o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico no ponto (a, f(a)).
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3.3 Graficos

O objetivo dessa segao é justificar os graficos das funcgoes apresentadas nesse tra-
balho, para isso precisaremos estudar crescimento, decrescimento e concavidades. Tal
procedimento sera feito analisando o posicionamento das retas tangentes aos graficos

de tais fungoes.

Definicao 3.3.1. (Teste da Derivada Primeira) Seja f continua em [a, b] e ¢ € Ja,
b[. Suponhamos que f seja derivavel em Ja, b[ exceto possivelmente em c .

(i)se f'(x)> 0 para © < c e f'(xr) < 0 para x > ¢ , entdo ¢ é o ponto mdximo
relativo.

(i1) se f'(x)< 0 para x < c e f'(x) > 0 para x > ¢, entdo ¢ € o ponto minimo
relativo.

v4 N7 §
f'(c)=0 £10<0 £'(6)>0

£ (=) £'(x)<0

acl')’x

Figura 3.5

Exemplo 3.3.2. Encontre os intervalos de crescimento, decrescimento, mdximos e

minimos relativos da fungdio f(x) = 1° - To + 6 .

7

f’(x) = 3x* - 7. Fazendo f’(x) = 0, obtemos x = + 3
I < 7 7
Portanto, os pontos criticos de f sao x; = z3eX=—y/3

E facil verificar que se v < — \/j oux > f tém-se f’(x) > 0 o que implica que

f é crescente nos intervalos (—oo, —y/1) e (1/%,00,). Para —\/7 <z < \/7 tém-

se f(x) < 0, logo f é decrescente em (—\/g : \/g) Assim, pelo critério da derivada
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primeira, concluimos que f tem um maximo realtivo em z; = —\/; e um minimo

7
relativo em x9 = \/; . Observe o grafico:

Vi
173D

Vi
CZED

Figura 3.6

Logo, se f uma fungao continua no intervalo [a, b| e derivével no intervalo (a, b).
(i)Se f'(x) > O para todo x € (a, b) entao f é crescente em [a, b];
(ii)Se f '(x) < O para todo x € (a, b) entdo f é decrescente em [a, b].

O conceito de concavidade é muito 1til no esbogo do grafico de uma curva.
Vamos introduzi-lo, analisando geometricamente a Figura 3.7.

Na Figura 3.7(a) observamos que dado um ponto qualquer c entre a e b, em
pontos préximos de ¢ o grafico de f estd acima da tangente a curva no ponto P

(c,f(c)). Dizemos que a curva tem concavidade voltada para cima no intervalo (a, b).
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Figura 3.7

Como f’ é a inclinagao da reta tangente ao grafico de f, no ponto (x, f(x)), observa-
se na Figura 3.7(b), que podemos descrever esta mesma situacao afirmando que no
intervalo (a, b) a derivada f’ crescente. Geometricamente, isto significa que a reta
tangente gira no sentido anti-horario a medida que avancamos sobre a curva da es-
querda para a direita.

Analogamente, a Figura 3.8 descreve uma fungdao que tem concavidade voltada

para baixo no intervalo (a, b).

(@) ()

Figura 3.8

Na Figura 3.8(b) vemos que a tangente gira no sentido horério quando nos deslo-

camos sobre a curva da esquerda para a direita. A derivada f’ é decrescente em (a,
b).

Temos as seguintes defini¢oes:

Definic¢ao 3.3.3. (Céncava para Cima) Uma fungao f € dita concava para cima no

intervalo (a, b), se f’é crescente neste intervalo.
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Definic¢ao 3.3.4. (Céncava para Baixo) Uma funcgdo f € dita concava para cima no

intervalo (a, b), se f’€ decrescente neste intervalo.

Reconhecer os intervalos onde uma curva tem concavidade voltada para cima ou

para baixo, auxilia muito no tracado de seu grafico. Faremos isso, analisando o sinal

da derivada 7.

Proposicao 3.3.5. Seja f uma fungao continua no intervalo [a, b] e derivdvel até
sequnda ordem no intervalo (a, b):

(i)Se f”(x) > 0 para todo x € (a, b), entao f € concava para cima em (a, b).

(i1) Se f”(x) < 0 para todo x € (a, b), entdo f € concava para baizo em (a, b).

Prova:
Como f’(x) = [f'(x)]’, se {’(x)> 0 para todo x € (a, b), f” é crescente no intervalo (a,
b). Logo, f é concava para cima em (a, b).

Analogamente, se prova (ii).

Com base nesta secao, seguiremos o seguinte roteiro para construir os graficos das
fungoes dos exemplos a seguir.
1) Encontrar o dominio da fungao;
2) Calcular os pontos de intersec¢ao com os eixos (quando nao requer muito célculo);
3) Encontrar os pontos criticos (pontos onde a primeira derivada é nula);
4) Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento da funcao;
5) Encontrar os maximos e minimos relativos;
6) Determinar a concavidade e os pontos de inflexao da fungao (pontos onde a curva
muda de curvatura concava para cima para concavidade para baixo, ou vice-versa;
7) Esbogar o grifico.
Exemplo 3.3.6. f(z) = ax?® + bx + ¢, Va # 0.

Usaremos o roteiro e as defini¢coes acima para construir o grafico dessa fungao.

1) D(f) = &,

2) Intersecgao com o eixo y: f(0) = ¢;

3) f’(x) = 2ax + b. Resolvemos a equacao 2ax + b = 0, para obter o ponto critico
X1 = —%3

4) Como f'(x) = 2ax + b ¢é uma fungdo afim e seu ponto critico é x = —%,
podemos fazer o estudo dos sinais e teremos:

(i) sendo a > 0, teremos, x < —5, para f’(x) < 0 (ou seja, a fungao decresce) e
a

X> —— para f’(x) > 0(ou seja, a fungao cresce);
a
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(ii) sendo a < 0, teremos, x < —5, bara f’(x) > 0 (ou seja, a fungdo cresce) e
a

x> b para f’(x) < O(ou seja, a funcdo decresce);

5) Aplicando a derivada segunda no ponto critico, obtemos f”(x1) = 2a que pode
ser positivo( valor minimo) ou negativo (valor méximo), dependendo do valor de a.

6) Para determinarmos as concavidades teremos que analisar dois casos:

(i) Se a > 0 entao f”(x;) = 2a > 0 e o ponto x; é um ponto de minimo. A
concavidade esta voltada para cima.

(ii) Se a < 0 entao f”(x;) = 2a < 0 e o ponto x; é um ponto de maximo. A
concavidade esta voltada para baixo.

Nao temos pontos de inflexao, pois f”(x;) = 2a é constante, ou seja a curva nao

muda de curvatura.

7)
y Yy
A A
YJU V
=
& Valor
E Maximo
Ponto de
Minimo
> X ( XM > X
~ Ponto de
o Méaximo
Valor vy, é
Minirny v
Figura 3.9

Com isso podemos concluir que o grafico de uma funcao quadratica é uma Pardbola.
Exemplo 3.3.7. f(z) =a",Va >0 ea#1.

1) D(f) = &,
2) Intersecgao com o eixo y: f(0) = 1;
3) f'(x) = a®ln(a). A equacdo a®ln(a) = 0 nao apresenta solugao, portanto nao

temos ponto critico;
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4) Como f’(x) = a*In(a) teremos que analisar dois casos:

(i) Se 0 < a < 1, entdo f'(x) <0, a fungao decresce.

(ii) Se a > 1, entao f’(x) >0, a fungado cresce.

5) Aplicando a derivada segunda, obtemos {”(x) = (a*)" .In(a) + a* .In(a)’ =
a®(Ina)?. Logo, como a fungao nao possui ponto critico, nao teremos maximos e nem
minimos relativos. E como f”(x) = a*(Ina)? > 0, nao teremos pontos de inflexao.

6) Como {”(x) = a®(Ina)* > 0, Ya > 0, a concavidade est& voltada para cima.

7)

a>1 0<a<1

rF 3 r

Figura 3.10

Com isso podemos concluir o grafico de uma fungao exponencial.
Exemplo 3.3.8. f(z) =¢”

1) D(f) = %;

2) Intersecgao com o eixo y: f(0) = 1;

3) f'(x) = e”. A equagdo e” = 0 ndo apresenta solugao, portanto nao temos ponto
critico;

4) Como f'(x) = e >0, a fungao cresce.

5) Aplicando a derivada segunda, obtemos f”(x) = e”. Logo, como fun¢do nao
possui ponto critico, nao teremos méximos e nem minimos relativos. E como {”(x) =
e” >0, nao teremos pontos de inflexao.

6) Como f”(x) = e® >0, a concavidade esta voltada para cima.

7)
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Figura 3.11

Com isso podemos concluir que o gréafico de uma fungao f(z) = e* é uma Semi-

Parédbola.
Exemplo 3.3.9. f(z) =log,z, com 0 <a#1

Como a funcao logaritmica é a funcao inversa da exponencial, isso implica que os
graficos das fungoes logaritmica e exponencial sao reflexdes em relagao a reta y = x.

Observe:

Figura 3.12

Exemplo 3.3.10. f(z) = sen x

Como a fungao f(x) = sen x é periddica e seu periodo é 27, sé faremos o estudo

no intervalo [0, 27].
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1) D(f) = R;
2) Intersecgao com o eixo y: f(0) = 0;

3) f’(x) = cos x. Resolvemos a equagao cos x = 0, para obter os pontos criticos

T 3T
X1 = — €Xg9 =

2 2
‘s . m 3T
4) Como f’(x) = cos x e seus pontos criticos sao x; = 5 eXe =, podemos fazer

o estudo dos sinais e teremos:
. T . . , ..
(i) Parax < 5 COIMO 0 cOsseno no primeiro quadrante é positivo, teremos f’(x)>0,
ou seja a funcao cresce;
.. 7T 3 . , .
(ii) Para — < x < —, como o cosseno no segundo e terceiro quadrantes é negativo,
teremos f'(x)<0, ou seja a fungao decresce;

™ , ..
(iii) Para x > > como o cosseno no quarto quadrante é positivo, teremos f’(x)>0,

ou seja a fungao cresce;

5) Aplicando a derivada segunda, f”(x) = - sen x, nos pontos criticos, obtemos
. T T, . i . 3w 3m ., .
7 (1) = - sen 5 = -1 (5 ¢ maximo relativo) e {7 (x2) = - sen 5 = 1 (7 ¢ minimo
relativo).

6) Para determinarmos as concavidades teremos que analisar dois casos:

(i) No intervalo [0, 7], como no primeiro e segundo quadrantes o seno é positivo,
teremos f”(x) = - sen x < 0 e o ponto x; ¢ um ponto de maximo. A concavidade esta
voltada para baixo.

(ii) No intervalo [m, 27], como no terceiro e quarto quadrantes o seno é negativo,
teremos {7 (x) = - sen x > 0 e o0 ponto x, ¢ um ponto de minimo. A concavidade estd
voltada para cima.

Assim, temos que 7 é um dos pontos de inflexao.
7)

Figura 3.13
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Capitulo 4
Consideracoes Finais

Neste trabalho buscamos mostrar a importancia das inter-relacoes de aulas tedricas
e praticas, ressaltando que estas sao referéncias para o ensino, no que se refere a
Fungoes, tendo como objetivo suscitar nos professores de matematica o desejo de
inovagao nas praticas pedagbgicas, relacionando a teoria com a pratica.

Relacionar a teoria com o cotidiano dos alunos é praticamente dar a eles a chance
de um maior aprendizado, pois s6 interessamos e aprendemos aquilo que tem utilidade
e serventia em nosso dia a dia, e com os alunos do ensino bésico de matematica
acontece o mesmo, eles anseiam em saber onde iram aplicar tal conteido exposto
e se nao encontram resposta e nem fundamentos concreto da utilidade da matéria
explicita, desinteressam pela disciplina.

Portanto, relacionar a teoria com a pratica na matemaéatica do ensino basico, sera
algo de grande valor, dando ao aluno a oportunidade de visualizar a matematica
como algo indispensavel em sua vida, pois percebera na realidade que praticamente
quase tudo pode ser considerado e trabalhado como instrumento matematico. E vale
destacar que trabalhar e conciliar nas aulas de matemaética teoria e pratica, ou pratica

e teoria ¢ a chave para uma verdadeira aprendizagem.
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