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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma metodologia de ensino da algebra
associada a geometria, fundamentada na teoria de grupos de simetria D, com énfase
no grupo de Klein, pois percebe-se que a estrutura do jogo resta um tem os mesmos
principios que regem a teoria de Klein associado ao grupo de simetria Dy; por isso,
exploramos os recursos didaticos oferecidos por este jogo popular para apresentar
nocoes basicas de grupos e a relagao entre seus aspectos algébricos e geométricos,

tornando-os acessiveis a alunos do ensino médio.

Palavras chaves:

Grupos, simetrias, grupo de Klein, resta um.



Abstract

This paper aims to present an methodology of teaching of algebra associated to the
geometry, based on the theory of symmetry groups Dy with emphasis on the Klein
group, as perceive that the game structure ”"peg solitare”has the same principles
governing the Klein theory associated with symmetry group Dy; so we explored the
teaching resources offered by this popular game to introduce basics of groups and the
relationship between their algebraic and geometric aspects, making them accessible

to high school students.

Keywords:

Groups, symmetries, group Klein, peg solitare.
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Introducao

O ensino da Algebra na escola ao longo dos anos, tem se modificado devido a
metodologia apresentada nos livros didaticos, pois, cada vez mais seus contetidos sao
apresentados de forma sintetizada e objetiva, limitando por vezes o professor a mera
reproducao das informagoes ali contidas.

Observamos por meio dos jogos uma forma de contornar esse problema e tornar
o aluno um participante de sua aprendizagem e nao um mero espectador. Um dos
jogos ludicos associados a Teoria de Grupos é o Resta Um.

Apresentaremos a teoria de grupos para que tenhamos mais um subsidio para a
elaboragao de uma nova metodologia e nao adote como base apenas o que é disponi-
bilizado pelos livros didaticos.

A dinamica do jogo resta um e a sua manipulacao mostrara uma associagao entre
os ramos da matematica: Algebra e Geometria.

Portanto, ha a necessidade de um conhecimento complementar para o desenvolvi-
mento dessa metodologia. Da mesma maneira, é percebida a importancia do estudo
dos grupos de simetria.

De posse desses conhecimentos apresentaremos a estrutura do jogo, embasada no
grupo de Klein, que se utilizou do teorema de Cayley para fundamentacao de sua
teoria.

Mostraremos as transformagoes existentes na tabua e sua relagdo com a simetria
D4 do quadrado, obtendo assim as sequéncias de movimentos que determinarao o

possivel encerramento do jogo.
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Capitulo 1
Grupos

Grupos ¢ um conteido de suma importancia para a matematica, seu estudo faz-se
relevante para a compreensao dos conteidos que servirao de base para o desenvovi-
mento dessa pesquisa. Apds o estudo de alguns pré-requisitos, iremos desenvolvermos

o estudo dos grupos de simetria e as associacoes com o jogo resta um.

1.1 Definicao e Exemplos

Seja GG um conjunto nao vazio onde estd definida uma operacao entre pares de G,

denotada por:

x:GxG—=3G
(z,y) ~ z*xy

Dizemos que o par GG, * é um grupo se sao validas as seguintes propriedades:
(1) Associativa

(axb)xc=ax(bxc)Vab,ceG,

(7i) Elemento Neutro

deeGtalqueaxe=exa=a,VaeG,

Demonstracao da unicidade:

Seja a € G e os elementos neutros ey, es € G tais que e; # es.

Temos que, ae; = eja = a e aes = esa = a, Va € G.

Logo, e1 = eje3 = egeq = ey. (Contradicao)

(1ii) Elemento Inverso

15



VaeG,IbeGtal que a*xb=>bx*a=e, entdo o elemento b é denotado por a=!

e recebe o nome de inverso de a.

Demonstracao da unicidade:

Seja e o elemento neutro do grupo G e considere a; e ay € G inversos de a € G,
tal que a; # as.

Temos que, aa; = a1a = e e aas = asa = €.

Logo, a; = aje = ay(aaz) = (aja)ay = eas = az.(Contradicao)

Se em um grupo (G, ) verifica-se a propriedade comutativa

(w)axb=bxa, ¥V abed

dizemos que esse grupo é um grupo abeliano.

Para facilitar o estudo de grupos utilizaremos a notacao G em vez de < G, * >,
onde as caracteristicas peculiares de um grupo serao utilizadas para identificd-los.

A primeira estrutura de grupo estudada na educacao bésica é o conjunto dos
nimeros naturais N. Serd que os niimeros naturais é um grupo aditivo?

Como N = {0,1,2,3,4,...}, note que todos niimeros com excegdo do zero nao
possui elemento inverso. Logo, nao constitui uma estrutura de grupo. Para verificar
a afirmagao observe que 1 € N, no entanto —1 ¢ N.

Sendo assim, como o conjunto dos nimeros inteiros Z ¢é formados pelos ntimeros
naturais e os seus inversos verificamos que os nimeros inteiros é um grupo aditivo pois
admite as propriedades associativa, elemento neutro e elemento inverso. Da mesma
forma, como os niimeros racionais Q sao formados por todos os quocientes de niimeros

inteiros a e b, em que b é nao nulo também tera uma estrutura de grupo aditivo, logo:

Q:{x:%/a,beZeb%O}.

Além disso, sabemos que os nimeros reais R sao uma expansao do conjunto dos
nimeros racionais que engloba nao so os inteiros e os fracionarios, positivos e nega-
tivos, mas também todos os nimeros irracionais, logo terd uma estrutura de grupo

aditivo.
R=QUI

No ensino médio estudamos o conjunto dos niimeros complexos C o qual é formado
por uma parte real e uma parte imaginaria, tendo assim uma estrutura de grupo

aditivo.
z=a+ bi, onde a,b € R.

16



Portanto, verificamos que os nimeros inteiros, racionais, reais e complexos tem
uma estrutura de grupo aditivo.

Seja Z o conjunto dos numeros inteiros verifica-se que nao possui inversos multi-
plicativos. Sendo assim, nao tem uma estrutura de grupo multiplicativo. Da mesma
forma, os conjuntos numéricos racionais, reais e complexos nao tem uma estrutura de
grupo multiplicativo porque para o niimero zero nao possui elemento inverso.

Vamos exemplicar alguns grupos importantes estudados no Ensino Fundamental

e Médio.

Grupos Aditivos | Grupos Multiplicativos
< ZL,+ > < Q" x >
<Q,+ > < R*, x >
<R, + > <C*, x>
<C,+ >

Tabela 1 : Tabela de grupos

EXEMPLO 1: Se n > 1 é um numero inteiro entao o conjunto Z,, dos nimeros
inteiros modulo n, ¢ um grupo aditivo contendo exatamente n elementos.

EXEMPLO 2 : Os inteiros Z médulo p (onde p é um primo) munidos da operagao
de multiplicacao.

Vamos construir a tabua Z7.

1* linha:
Ix1=1;1x2=2;1x3=3;1x4=51x5=6;1x6=6;
2% linha:
2x1=2;2x2=4;2x3=6;2x4=1;2x5=23;2x6=25;
3? linha:
3x1=3;3%x2=6;3x3=2;3x4=53x5=1;3x6=4;
4? linha:
4x1=4,4%x2=1;4x3=54x4=2;4x5=06;4x6=23;
5% linha:
Fx1=55x2=3;5x3=1;0x4=6;5xb=45x6=2;
6* linha:

6x1=66x2=56x3=46x4=3;6x5=2,6x6=1;
A tabua de composigao do grupo < Z3, x > é dada por:
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x|1|/2|3|/4]|5|6
1(1/2|3/4|5|6
2121416135
3(3|6(2|5]1|4
414]1|5/2/6(3
5(513|1/6[4]|2
6(6|5(4/13|2]|1

Téabua de composigao do grupo < Z3, x >
Vamos representar os elementos inversos do grupo multiplicativo Zz:
1=1 2 =1 3 =5 4 =2 5 =3 6 =6.

EXEMPLO 3 : O conjunto das matrizes do tipo m X n com entradas reais, deno-
tado por M,,x,(R) tem estrutura de grupo munido da operagao usual de adigao de
matrizes.

EXEMPLO 4 : Seja o par < Z,* >, onde a xb=a + b — 2.

(i) * é uma operagao interna em 7Z

Dados a,b € Z temos que a + b € 7Z pois a operacao de adicao é fechada nos
nimeros inteiros.

(ii) * é associativa

Dados a,b, ¢c € Z e (a*b) = a+ b — 2 temos que

(axb)xc = (a+b—2)xc
= (a+b—=2)+c—2
a+b+c—2-2
a+(b+c—2)—2

a+ (bxc)—2
= ax(bxc)
(iii) * admite elemento neutro?
deecZ/xxe=exx=e Vel
rxe = x
r+e—2 = x
e = T—T+2
e = 2.



Verificando se 2 x z = x.

2« = 24+x—2

2«1 = x.

Logo, existe elemento neutro e = 2.
(iv) * admite elemento inverso?

Para cada x € 7Z, exite um unico elemento v € Z tal que x xv =2 = v % .

T*U = X
r+v—2 = 2
v = 242—=zx

v = 44—z
Verificando se v x . = 2
vxxr = v+ax—2
vkr = (d—x)+x—2
vxkxr = 4d—x+x—2
vxxr = 2.

Logo, cada elemento a admite inverso v = 4 + x.
(iv) * admite a propriedade comutativa?

Dados a,b € Z e (a*xb) = a+ b — 2 temos que

axb = a+b—2
b+a—2

= bxa.

Logo, é abeliano.

Os grupos citados na tabela 1 também admitem a propriedade comutativa, logo

sao grupos abelianos.! 2

10s grupos abelianos receberam esse nome devido a Niels Henrik Abel.
2Niels Henrik Abel (Nedstrand, 25 de agosto de 1802-Froland, 6 de Abril de 1829) foi um ma-
tematico noruegués.
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1.2 Grupo Ciclico e Geradores

Seja um grupo G. Diz-se que G é ciclico se exitir um elemento x € G tal que z
gere todos os elementos do conjunto G, isto é, G =< x >= {z"/n € Z}.

Logo, 2" = gxx*...*xx, onde x é o elemento gerador de GG e é denotado por
e

nvezes

G=<z>.

Assim, dado um subconjunto S de elementos de um grupo < G, * > com a pro-
priedade de que todo elemento de GG pode ser escrito como um produto finito de
elementos de S e seus inversos é denominado conjunto de geradores de < G, % >, e
denotamos por G =< § > .

Se S é finito, entao < G, * > é chamado Grupo Finitamente Gerado.

Sabemos que um grupo cuja operacao interna ¢ a adigao denomina-se grupo aditivo
< G,*x > e sera um Grupo Ciclico se, para algum elemento x € G a igualdade
G = [z] = {nx/n € Z} é verificada.

M=r+x+...+x=n

Para grupos multiplicativo, teremos G = [z] = {a"/n € Z}.

a”:g:xxx...xszx".

'
nvezes

EXEMPLO 5 : Os nimeros inteiros Z com a adi¢ao é um grupo ciclico tendo como
geradores os elementos —1 e 1;

Observe que, no grupo < Z,+ > o gerador de n é definido como < n >= {kn :
k € Z}, onde

kn=n+n+...4+mn,sek >0,

kvezes

definido como 0 se £k =0, e

kn=-n—-n—...—n,sek <0.

~
|k|vezes

Logo, o subconjunto das poténcias de n é um subgrupo de Z, e é denotado por:
<n>={nF:keZ}={ .. .n3n2ntn nn%nd 3}
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onde n’ = e para todo n € Z.
EXEMPLO 6 : Os ntimeros inteiros Z moédulo 4 com a adi¢ao é um grupo ciclico

tendo como geradores os elementos 1 e 3, onde é representado por < Zg4, + > .

W M| —|| | +
Wl 0 = o <
S| W wf| —| —
—| | Wil 3 19
N = of wf w

Figura 1.1: Tabua de composicao Z,

Observe que, o conjunto Z, = {0,1, 2,3}, fixando z = 1 temos que:
' =1;

12=1+1=2
1B=24+1=3;
14=3+1=0;

Logo, <1 >=1{0,1,2,3} = Zy,.

De forma anéloga, temos para x =2 e x = 3.

2l = 2;

22 =242 =0;

B =0+2=2;

21 =3+1=0;
Logo, < 2 >={0,2}.
3t =3;
3P=3+3=2;

P =2+3=1;
31=1+3=0;

Logo, <3 >=1{0,1,2,3} = Z,.
Portanto, os niimeros inteiros Z modulo 4 com a adi¢ao é um grupo ciclico tendo

como geradores os elementos 1 e 3.

Seja o grupo G =< Zy x Zsy,+ > . Logo, G = {(0,0)(0,1)(1,0)(1,1)}. Note que o

elemento neutro é e = (0,0) e vamos provar que V(a,b) € G temos:
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(@,b)? = (a,b) + (a,b) = (0,0) = e.

Portanto, o grupo G é um grupo abeliano nao ciclico.

Na educacao basica sao estudados os grupos nao ciclicos: < Q,+ >, <R, + > e
< R* x >.

Se um grupo G ¢é ciclico entao G é abeliano.

Demonstracao:

Seja um grupo ciclico G gerado por g. Se a,b € G entao existe t; e ty tais que
a=g'teb=gh.

Logo,

ab = ghig"? = g2g"* = ba.

1.3 Grupo Finito e Grupo Infinito

Dado um grupo G, dizemos que este é finito quando podemos determinar a quan-
tidade dos n elementos do conjunto GG. Logo, se o conjunto GG é finito entao o grupo
G ¢é finito.

A ordem de G é igual a n e é denotada por |G| = n.

EXEMPLO 7 : Grupo dos nimeros inteiros Z munidos da operacao de adicao.

EXEMPLO 8 : Grupo dos ntimeros reais R munidos da operacao de multiplicagao.

De forma anéloga, dizemos que G é um grupo infinito quando nao podemos de-
terminar a quantidade de elementos do conjunto.

Se o conjunto G ¢ infinito entao o grupo G ¢ infinito.

Logo, a ordem de G é igual a 0o e é denotada por |G| = 0.

EXEMPLO 9 : Grupo dos nimeros inteiros nao nulos Z,, médulo m munidos da
operacao de adicao.

EXEMPLO 10 : Grupo dos nimeros inteiros nao nulos Z; mddulo m munidos da

operacao de multiplicagao.

1.4 Elemento Regular e Elemento Absorvente

Seja G um grupo. Se a,b € G, com a # b, entao x * a # x * b.
Dessa forma, denominaremos x com regular.

Sendo a € @, verificarmos que:
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a*x T =2 *a = q, para qualquer que seja r € G

entao, a é denominado elemento absorvente.

Logo, |Z7;] =T e e =0.

Vamos construir a tabua Z;.

1* linha:
0+0=0;0+1=1;0+2=2,0+3=3;0+4=4,0+5=5;0+6 = 6;
22 linha:
1+0=1141=2,142=3;143=41+4=51+5=6;1+6=0;
3% linha:
240=22+1=3;24+2=42+3=5;2+4=6,2+5=0;2+6=1;
4? linha:
3+40=3;3+1=434+2=5;3+3=6;3+4=0;3+5=1;3+6=2;
52 linha:
44+0=444+1=5442=6;4+3=0;4+4=1;4+5=2;4+6=3;

7% linha:
G4+0—=066+T—0:642=T:64+3=2:644=3064+5=1406+406=5
A tdbua de composicao do grupo < Zs, + > é dada por:

+10|1]2[3]|4[5]|6
0(0|1/2|3]4|5|6
1(1/2|3|4]|5|6/|0
2(213|4|5|6|0]|1
3(3/4|5|6|0|1]|2
4(4|/5/6|0]|1]2]|3
5(5/6/0|1]2|3/|4
6(6/0/1]2[3]4]|5

Tabua de Composicao do Grupo < Zz, + >

Note que no grupo aditivo Z; nao existe um elemento absorvente.

Além disso, o grupo aditivo Z; possui elementos inversos:

=0 1'=6 2=5 3=4 4=3 5=2

|
I
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EXEMPLO 12 : Dado o grupo multiplicativo Z; temos que:

1? linha:
0x0=00x1=0;0x2=0;0x3=0;0x4=0;0x5=0;0x6=0;
22 linha:
Ix0=0;1x1=1;1x2=2:1x3=3;1x4=4,1x5=5;1x6=6;
3% linha:
2x0=0;2x1=22x2=42x3=6;2x4=1;2x5=3;2x6=5;
4? linha:
3x0=0;3x1=3;3%x2=6;3x3=2;3x4=53x5=1;3x6=4;
52 linha
4x0=0;4x1=4;4%x2=1;4x3=05;4x4=2;4x5=06;4x6=23;
6% linha:
Ex0=0;5x1=55x2=3;5x3=1;5x4=6;5x5=4;5x6=2;
7% linha:

Il
=

6x0=06x1=66x2=56x3=4,6x4=3:6x5=2;6x%x6

Logo, a tabua de composicao do grupo < Z;, x > é dada por:

x[0|1[2|3|4|5|6
0(0l0|0|0O|0O]|0O]|O
1(0(1[2|3|4|5|6
2(012(4/6|1|3]|5
3(013[6|2|5|1|4
4(014|1|/5/2]6/3
5(0|5[3|1|6|4]|2
6(0/6[5/4|3]|2]|1

Tabua de Composicao do Grupo < Zz, X >

Observe que o 0 é o elemento absorvente do grupo multiplicativo Zs.

Algumas outras nocoes sao importantes para uma melhor compreensao da teoria
de grupos. Dessa forma, apresentaremos algumas provas importantes.

I) Para todo a € G vale que (a™)™! = q;

Demonstracao:

Do enunciado temos que a € G. Logo, sendo e o elemento neutro de G, basta

1 1

mostrar que a”a = e e aa” = e, e sabemos que estas igualdades fazem parte da

definicao de grupo.
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1) Sejam a,b € G, entao (ab)™t =b"ta" .
Do enunciado temos que a,b € GG. Logo, sendo e o elemento neutro de GG, vamos

mostrar que (ab)(b™'a™') = e e b~'a"!)(ab) = e. Dessa forma, temos:

(ab)(b™ra™) = a(bHat = aea”! = (ae)a™! = aa! = e

(b~ ta Y (ab) = bl ata)b = b7leb = (b7le)p = b7 = e

IIT) Seja G um grupo. Se a € G e m,n € Z entao a™a™ = a™" e (a™)" = a™".

Demonstracao de a™a™ = a™*":

Do enunciado temos que m,n € Z. e a € GG, onde GG é um grupo. Logo, vamos
separamos a demonstracao de a™a” = ™" em duas partes:

1. Para (n > 0), demonstraremos por por indugao sobre n.

Dados P(n) : a™a" = a™*"(x), para todo n € Z,.

Seja X = {n € Z,/P(n) é verdadeira }, onde P(n) é a propriedade (x).

(i) 0 € X.

a™a’ = a"e = a™ = ™0 (Verdade)

(i) ke X=(k+1) € X.
Suponha que P(k) é valida para algum k € X.
Vamos mostrar que P(k + 1) é verdadeira.

Por hipétese de indugao temos

&man — am+n

Logo,
aman+1 — am(anal) — (aman)a — am+na — am+n+1'

Portanto, pelo principio de indugao finita P(n) é vélida para qualquer que seja n
€Z,.

2. Para (n < 0), isto é, n € Z* temos que, se n < 0 entdao —n > 0. Desse modo:
qmtn = (afl)f(m#»n) — (afl)fer(fn) — (afl)fm(afl)fn = a™a™.
mn'

De forma andloga, temos a demonstracao de (a™)" = a
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1.5 Subgrupo Normal e Classes Laterais

Seja um subconjunto S de um grupo G. Se S for um grupo com a mesma operagao
interna de G e com as mesmas propriedades, entao dizemos que o grupo S é subcon-
junto do grupo G, e denotaremos por S < G. Assim, todo grupo G admite, pelo
menos, dois subgrupos: {e} e G.

O grupo aditivo dos ntumeros inteiros Z é um subgrupo do grupo aditivo dos
numeros racionais Q que, por sua vez, é um subgrupo aditivo dos ntimeros reais R.

O grupo multiplicativo dos nimeros racionais nao nulos Q* é um subgrupo do
grupo multiplicativo dos niimeros reais nao nulos R* que, por sua vez, é um subgrupo
do grupo multiplicativo dos niimeros complexos nao nulos C*.

Dado N um subgrupo de G, dizemos que N é um Invariante ou Normal de G se
as afirmacoes da proposicao seguinte sao satisfeitas:

Proposicao: Seja N um subgrupo de G. As afirmacoes abaixo sao equivalentes:

(i) A operacao induzida sobre as classes laterais a esquerda de G é bem definida;

(i) Vg € G, vale gNg~* C N;

(iii) Vg € G, vale gNg~t = N;

(iv) Vg € G, vale gN = Ng.

Seja G'um grupo e S um subgrupo de GG, vamos definir sobre G a seguinte relagao
Rs :

aRsb < ds € S tal que a = bs.

Se Rg admitir as propriedades reflexiva, simétrica e transitiva, entao serd uma
relagao de equivaléncia.

Reflexiva: aRsa < ds € S tal que a = as. Basta tomar s = e, onde e é o elemento
neutro de S.

Simétrica: aRgb < s € S tal que a = bs < |as™ = b| & bRsa.

Transitiva: aRgb e bRgc < dsq, o tais que a = bs; e b = ¢Sy < a = bsy = ¢Sy81 =
c(s281)

< aRgce.

Similarmente, podemos definir a seguinte relagao R/s
aRsb < 3s € S tal que a = bs

~ / / Ve ~ . ~ .
e, como na relacao Rg, concluimos que Rg é uma relagao de equivaléncia.
A classe de equivaléncia, segundo a relacao Rg, que contém o elemento a é o

conjunto
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a={be G;bRsa} ={as;s € S}
e denominamos classe Lateral a esquerda de S. De modo anélogo, definimos
a=1{bec G;bRsa} = {sa;s € S}

a classe lateral a direita de S.

Obtemos assim, a classe lateral a esquerda de S em G de a, denotada por aS e a
classe lateral a direita de S em G de a, denotada por Sa.

EXEMPLO 13 : No grupo aditivo Zj4, temos o subgrupo S = {1,2}, com as classes

laterais:

0+S={0+1,0+2}={1,2} ; S+0={1+0,2+0} = {1,2}
1+S={1+1,1+2} ={2,3}; S+1={1+1,2+1}={2,3}
24+S={2+1,2+2}=1{3,0} ; S+2={1+2,2+2}={3,0}
3+S={3+1,3+2}={0,1} ; S+3={1+3,2+3} ={0,1}

Note que, o nimero de classes laterais a esquerda ¢é igual ao ntimero de classes
laterais a direita e para classes diferentes, o niimero de elementos é igual ao nimero

de elementos de S.

1.6 Indice de um Grupo e Grupo Quociente

Se < S,% > é um subgrupo de < G,* >, entao o ntmero de diferentes classes
laterais a direita de S em G, é denominado indice de S em G e é denotado por |G : H].
Se G é um grupo finito, entao ele possui indice finito. Se G for um grupo infinito
entao o seu indice pode ser finito ou infinito.

Seja N, * um subgrupo normal de G, *. O conjunto de todas as classes laterais &
direita de N em G é denotado G/N. Nesse conjunto sao vélidas as seguintes propri-
edades para multiplicacao de subconjuntos de G :

(i) (aN)(bN) = (ab) N

(i) [(@N)(BN)](eN) = (aN)[(BN)(eN):

(iii) (aN)(eN ) (ae)N = aN = (ea)N = (eN)(aN);
(iv) (aN)(@™'N) = (aa™")N = eN = (a"'a)N = (a™'N)(aN).
Portanto, o Grupo Quociente de G por N é o grupo formado pelo conjunto G/N

e pela multiplicacao de subconjuntos de G.
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EXEMPLO 14 : Seja G o grupo dos numeros inteiros com a adicao e seja N o
subgrupo normal dos multiplos de 3. Assim, Na é na verdade N +a. Todo inteiro a de
GG pode ser expresso como a = 3b+c¢, onde ¢ é o resto da divisao de a e b; Do algoritmo
de Euclides temos ¢ = 0,1 ou 2. Note que se ¢ for 3 teremos 3(b+1). Se for 4 teremos
3b+4 = 3b+3+1 = 3(b+1)+1, ou seja, voltamos para ¢ = 1 com um inteiro d = b+1.
Portanto, as classes laterais possiveis sao N, N +1, N 42, e este é o grupo quociente.
Pois note que, NaNb = Nab ¢é traduzida por (N + 1)+ (N +2) =N +4 =N + 1.

Dessa forma, temos um fechamento.

1.7 Homomorfismo e Isomorfismo de Grupos

Embora o conceito de homomorfismo seja um dos conceitos centrais da Algebra,
ele aparece em contextos estudados pelos alunos do 1° ano do ensino médio. As
funcoes logaritmicas sao um homomorfismo do conjunto dos niimeros reais positivos
com a operagao de multiplicacao no conjunto dos ntimeros reais com a operacao de
adicgao.

Sejam G e G'. Uma funcdo ¢ de G em G é dita homomorfismo se para todo a, b

e (G existir

p(ab) = papb.

Note que, no termo pab, ab é calculado com a operacao em G, ja em papb a
operacio em questdo é a operacao em G .
EXEMPLO 15 : Sejam G e G grupos e ¢ uma funcio de G em G’ tal que p(a) = e

para cada a € G. Este é obviamente um homomorfismo, ja que temos

p(ab) = e = e.e = papb

para todo a,b € G, o que mostra que ¢ é um homomorfismo.

EXEMPLO 16 : Seja G o grupo dos inteiros com a operacio de adicdo e G’ o
conjunto dos numeros inteiros pares com a operacao de adi¢ao. Definiremos a funcao
¢: G — G onde ¢(a) = 2a.

Entao temos que:

pla+b) =2(a+b) =2a+2b=p(a) + p(b).
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Isso mostra que ¢ é um homomorfismo.

Ao estudarmos funcoes é interessante analisarmos suas caracteristicas quanto a
sua injetividade ou sobrejetividade. Relembremos as definigoes de tais termos.

Definicao 1. Injetividade

Uma funcao ¢ : A — B é injetiva se para todo a; # as temos ¢(ay) # p(as).

Definicao 2. Sobrejetividade

Uma fungdo ¢ : A — B é sobrejetiva se para todo b € B temos b = ¢(a), para
algum a € A.

Dispondo dessas definicoes podemos classificar as fungoes. Note que nas fungoes
que foram apresentadas anteriormente como exemplos sobre homomofismos nao foram
explicitados nem o dominio, nem o contradominio das fungoes. Além disso, sabemos
que para a funcao ser sobrejetiva, ela deve ter G = {e}, por consequéncia, para ser
injetiva, o dominio deve ser necessariamente G = {e}.

Um homomorfismo de G em G’ é chamado Monomorfismo quando ¢ é injetiva.
Se ¢ for injetiva e sobrejetiva o homomorfismo de G em G’ é chamado Isomorfismo.
Nesse caso, escrevemos G ~ G e dizemos que G ¢ G sio isomorfos.

Portanto, um isomorfismo é um homomorfismo bijetor.

Seja G um grupo. Um isomorfismo de f : G — G ¢ dito um automorfismo de G.

1.8 Teorema de Cayley

Se G é um grupo de ordem G = |n| entdo G é isomorfo a um subgrupo do grupo
Sh.

Assim, definiremos uma funcao bijetora que vai representar o elemento do sub-
grupo A(S) isomorfo ao grupo G para algum S apropriado, onde A(S) é o conjunto
das bijecoes S — S. Sendo assim, seja G, * um grupo e S o conjunto G' sem a estru-
tura de grupo. Se g € G, vamos definir ¢, : S — S por ¢,(z) = gzr. Esta funcao é
uma bijecao.

1. Se pgx = p,y temos que gr = gy = = =y, pois g pertence a um grupo. Logo,
g € injetiva.

2. Dado y € S devemos encontrar x € S tal que ¢,(z) =y, ou seja, gr = y. Num
grupo esta equagao tem solugao = = ¢~ (y). Logo, p, é sobrejetiva.

Assim, definiremos uma funcao de G em A(S) de modo que seja um isomorfismo

de grupo. Pela defini¢ao de ¢, temos
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F:G— A(S)
g =¥y

1. (F é homomorfismo) Vamos mostrar que Fg1g2) = Fy, o Fy,.

Note que, para todo elemento x € S temos

D100 (T) = (9192) (%) = 91(927) = 94, (927) = P, (04 (7)) = (Pgy © ) (7).

Da igualdade ¢4, 4, = @4, © g4, temos

F(g192) = Pgige = Pg1 © Pga = F(g1) o F(g2)-

2. (F ¢ injetora) Vamos mostrar que Ker(F) = {e}. Seja g € Ker(F'), ou seja,
F(g9) = v, = ids = © = p4(x) = gx para todo x € G. Em particular, para z = e,
temos g = e.

Portanto, F' é um isomorfismo de G em um subgrupo de A(S) e um grupo finito

G pode ser visto como um subgrupo de S, onde n = |G]|.
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Capitulo 2
Grupos de Simetria

Os estudos desenvolvidos sobre estruturas algébricas e grupos nos ajudarao a
compreender os Grupos de Simetria que serao utilizados para o desenvolvimento da

resolucao do jogo lidico resta um.

2.1 Grupos de Matrizes

Da teoria de matrizes sabemos que, seja A € M,,»,(R) a operacao de adigao é
associativa, a matriz nula O,,x, é o elemento neutro e seja A € M,,x,(R) temos a
matriz oposta —A € M,,x,(R) como seu elemento simétrico. Veja as propriedades
demonstradas a seguir:
bir bz i3

b21 b22 bZ?)

eC =

. . air aiz a3
Seja a matriz A = ,

ag1 A2z A23

Ci1 C12 013]
b

C21 C22 Ca3

temos:
(i) A é associativa: (A+ B)+C =A+ (B+C).

a11 Aaiz2 i3 bii bz big C11 Ci12 (13
+ + =
Q21 Q22 A23 ) 523 Co1 Co2 (23

N / N N J/
~ ~ ~

A B C
a1; aiz2 i3 bi1 bz i3 C11 Ci12 C13
+ +
Q21 Qg2 (23 bai by bog Co1 Co2 Ca3
NG ~~ s N ~~ s NG ~~
A B C

(17) A admite elemento neutro O : A+ O = A.
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a1l Q12 Qi3 4 00 _ | Gur Q12 Qi3
as1 G2 Qg3 000 Az G2 Ag3
. g . A
Vv Vv Vo
A o A

(14i) A admite elemento simétrico —A: A+ (—A) = O.

ail a1z Qi3 4 —a1i; —ai2 —ai3 [ 000
Az G Qg3 —Qg1 —azy —ag3 000
g g . g
Vv v Vv
A —-A o

(1v) A é comutativa: A+ B = B+ A.

a1l daiz2 Az
+
Q21 d22 (23

A B B A

bll b12 b13

b21 b22 b23

b1 bio b13 1 ail aiz Aais
ba1 baa  bos Q21 Q22 Q23

N

Portanto, o conjunto das matrizes M,,x,(R) munidos da operagao de adigao é um
grupo abeliano.

Um grupo de matrizes n X n invertiveis de ordem n munido da operacao de mul-
tiplicagao é denominado grupo linear geral ou grupos de matrizes, e é denotado por
GL(n) C R™. Estes grupos sao importantes na teoria de representacao de grupos,
e aparecem no estudo de simetrias espaciais e simetrias de espacos vetoriais, assim
como no estudo de polinomios. O grupo modular isomorfo a um grupo quociente do
grupo SL(2,7). Se n > 2, entao o grupo GL(n, K) ndo abeliano.

EXEMPLO 17 : Seja a matriz A, B e C' matrizes que pertence ao conjunto das
matrizes 2 x 2 com determinante diferente de zero, vamos verificar que as propriedades
de grupo sao satisfeitas pois também sao propriedades de produto de matrizes, como

descrito abaixo:
Dado: A = @ i B = by bl?] 0 O — [Cn 012]

Q21 A22 ba1 Do Co1 C22

(i) A é associativa: (A.B).C = A.(B.C).

' Vo vV
A B C
11 a2 b1 bio Ci1 C12
A21 A22 ba1 Do Co1 C22
. ~~ J/ NG ~~ / N ~~ /
A B C



(7i) A admite elemento neutro I : A.] = A.

a1 Q2 | Q11 Gi2
21 Q22 21 (22
N———— N———
A I A

10
01

Como por definicao o determinante ¢ diferente de zero nao existe uma matriz tal
que:

(i11) A admite matriz inversa A™!: AL A = 1.

11 A2 ) dii  dio _ 10
a1 22 doy  dao 01

. . N J/
v~ ~~
A A-1 I

Assim, dizemos que o conjunto G'L(2) munido da operagao de multiplicagao é um
grupo.

O grupo especial linear GIl(n) é o grupo de todas as matrizes de determinantes
iguais a 1. Elas sao especiais porque se encontram em uma subvariedade satisfazendo
uma equagao polinomial (pois o determinante é um polindémio de entradas). Matrizes
desse tipo formam um grupo, onde o determinante do produto das matrizes é o
produto de cada um dos determinantes da matriz.

Um grupo (de Lie) de matrizes G é subgrupo de Gl(n) fechado em Gl(n).

Sejam G < Gl(n) e H < Gl(m) grupos de matrizes e dado um homomorfismo

® : G — H, definimos
F = I cgeGyp.
®(g)

Se ® é continuo, entdo F' é um grupo das matrizes de Gl(n + m).

Demonstracao:

Dada uma sequéncia de termos
®(gr)
supomos que g — ¢ (em G) e ®(gx) — h (em H). Mas, pela continuidade de @,

) € F convergente em Gl(n+m),

temos que: ®(gx) — P(g), e pela unicidade dos limites, h = ®(g).

(" ao) (" )"
D(gr) D(g)
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entdo I ¢é fechado em Gl(n + m).

Vamos mostrar agora que F' é subgrupo de Gl(n + m).

Dados ( J ) , ( h ) € F, temos que:
®(g) ®(h)
(o) (" ww) = (7 e ) ()
®(g) ®(h) P(g)~ ®(h)

g 'h )
®(g)~'@(h)
g 'h

- ®(g~th) ) <

uma vez que ¢~ 'h € G. Dessa forma, completamos a demonstracao de que F é

subgrupo de Gl(n +m).

Um subespaco vetorial de R™ que ¢ fechado para o comutador de matrizes é
denominado uma &lgebra (de Lie) de matrizes g. Uma algebra de Lie é um subespaco
de R™ tal que

(X, Y]=XY —YX € g. para todo X, Y € g.

Na®

Figura 2.1: Algebra g do grupo G.

A &lgebra linear geral é a algebra R™ de todas as matrizes de ordem n que
denotamos por gl(n).
A cada grupo de matrizes G < Gl(n) associamos o conjunto denominado a élgebra

de G, que é denotado por:
g={X € gl(n): e € G,} para todo t € R.

A algebra g de um grupo de matrizes G < Gl(n) é uma algebra de matrizes.

Demonstracao:
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Pela definicdo de g temos: e/®X) € G, para todot € Re aX € g, sendo X € g
e a € R. Além disso, dadot € Re X,Y € G, onde k € N, temos que e%,e% € q.
k
Como G é um subgrupo de Gl(n), entao (e%e%> € (G para todo k € N.

Pelo exponencial da soma e do comutador temos:

k k2
) X Y : X _Y X Y
XY — lim (ekek) e el = lim (e ke kekek) .

k—o0 k—o0

e

Assim,

2
lim (e‘tfe_getfet:y = X = XY € Gl(n).
k—o0

Como G ¢ fechado em Gl(n), segue que e!™*+Y) € G para todo ¢t € R, mostrando
que X +Y € g. Isso mostra que g é subespaco vetorial de R™.

Resta mostrar que, g é fechado para o comutador. Analogo & demonstracao ante-

rior verificamos que, para todo £ € N e t € R temos

2
Xty ex ey \F
e ke kekek € d.

lim (eti(etkyeti(etl?y2 = XN — XY € G(n).
k—o0

Como G é fechado em Gl(n), segue que XY € GI(n) para todo t € R, mostrando
assim que [X,Y] € g.

Dessa forma, caracterizaremos os homomorfismos continuos da reta no grupo li-
near geral que é denominado grupo a um parametro.

Logo, se g,h € B(I,1) C R” e g*> = h?, entdo g = h.

Demonstracao

Sejag=I1+Aeh=1+ B,onde |A] <1e |B| <1, temos

¢ = (I+AP=(I+B)>=hn
I+2A+ A2 I +2B+ B?
2(A— B) = (B?— A?).

E fatorando 2(A — B) temos:
20A—B)=B(B—-A)+ (B—-A)A.
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Tomando a norma segue que,
20)A—B| = |B(B-A)+(B—AA
24— B| < |BI|B—Al+|B- Al
2|A - B| |B — A[(|A] + [B]).

Note que, se B # A entao 2|A — B| < 2|B — A|.(Absurdo)

Portanto, A = B, ou seja, g = h.

Assim temos que, t — ¢(t) é um grupo a um parametro se e somente se, existir
um tnico X € gl(n) tal que g(t) = e'*.

Demonstracao:

Seja g(t) = X para algum X € R™ temos que a funcio E é de classe ¢! e sua
derivada na origem E'(0) é a aplicacio identidade. Além disso, a funcio t — e'¥
satisfaz (e!X)" = Xe'*, para todo t € J. Segue imediatamente que ¢ +— g(t) é um
grupo a um parametro.

Reciprocamente, pelo teorema da funcao inversa, existe r > 0 tal que a fungao

exponencial E : R” — Gl(n) é um difeomorfismo da bola B(0,r) numa vizinhanca
aberta U de I em Gl(n) contida na bola B(I < 1).

Figura 2.2: Exponencial é difeomorfismo de B(0,r) em U.

Pela continuidade de g, segue que existe um ¢ > 0 tal que |z| < 4. Isso implica que
g(t) € U. Em particular, g(8) € U. Logo, g(6) = €* para algum Y € B(0,r) C R™,
1
Definindo X = SY’ note que g(§) = X,

Vamos provar por inducao que,
0 5
g (27) = e para todo k € N.

Para k = 0 a afirmacao é verdadeira.

Utilizando o fato de g ser um homomorfismo temos que:
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(o)) =2 (25) = ().

Pela hipétese de inducao temos:

() = () =0 ()

Como 2k+1X’ < |0X| < r, segue que e5rd+ € U. Como U é vizinhanca aberta
)
de I com diametro menor que 1 temos: 62,;%)( =g (2k +1) . O que completa a

demonstracao por inducao.

Pra qualquer m € Z e para todo k£ > 0 temos que,

o(o8)- ()

)
Dessa forma, ficou demonstrado que para todo t € {mQ—k ke Nme Z} temos

g(t) = e, que é um subconjunto denso da reta. Como as funcoes g(t) e e!* sao

continuas, segue que g(t) = e para todo t € R.

Resta provar a unicidade de X.

Suponha X = e!¥'. Derivando os dois lados da igualdade em ¢ = 0, temos que
X =Y.

Portanto, um homomorfismo entre algebra de matrizes é uma transformacao linear
que preserva o comutador de matrizes.

Sejam G < Gl(n) e H < Gl(m) grupos de matrizes. Se & : G — H é continuo,
existe um unico homomorfismo ® : ¢ — h de dlgebras de lie tal que o seguinte

diagrama comuta

g & h
|E VE
G ® H

ou seja



para todo X € g.
Considere F' = { ( g B(9) > 1g € G}. Temos que F' um grupo de matrizes
g

de Gl(n + m), entao podemos considerar a dlgebra de matrizes associadas a F.
Para cada X € g, temos que ¢t — ®(¢**) é um homomorfismo continuo. Logo,

exite um tnico Xg € h tal que ®(e!*) = e!*®, para todo t € R.

X
Dessa forma, seja X € ge Z = { ( x ) e f:vVte ]R} . Entao temos que,
@

Como f ¢é uma algebra de matrizes, para qualquer

()

e para todo A € R, temos que

AX _ g
A Xg
X
oy - Z4W
Xo + Yo
XY
[ ) ] — I:Z,W]
[X<1>7Y<I>]

pertencente a f. Pela definicao da algebra f, para todo t € R, temos que
pAX
tI\Z _
e = JAXs € F,

et()\Xgp) — @(et(AX)) — et()\X<1>).

mostrando que

De forma anéloga, concluimos que:

et(Xq>+Yq>) — @(et(X-'rY)) — 6t(X+Y)q>

e que
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et[thYq)} — @(et[X,Y]) — 6t[X+Y]<I>‘

Definindo & : g — h por ®(X) = X e utilizando as equacoes e a unidade
definida anteriormente, segue que ® é homomorfismo de algebras de matrizes.
Resta entdo provar a unicidade de ®'. Supomos assim, que existe um homomor-

fismo de dlgebras de Lie ®', ¢ : g — h tais que os diagramas comutam:

g & A g ¢ h
LE LE e VE LE
¢ & H G & H

Segue que, dado X € ¢ e X — P(eX) = e# X Pela injetividade da exponencial
numa vizimhanca da origem, temos que ® X = ¢’ X, para todo X numa vizinhanca
de origem. Como ® e ¢’ sio transformacoes lineares, dizemos que elas sao iguais.

O homomorfismo de dlgebras & associado ao homomorfismo topolégico ® é deno-
minado homomorfismo derivado de ®. O proximo resultado mostra homomorfismos
derivados de isomorfismos topolégicos, sao os isomorfismos de dlgebras.

Sejam G, H < Gl(n) grupos de matrizes. Se G' e H sao isomorfos, entao suas
algebras também sao isomorfas.

Demonstracao:

Seja ® : G — H um isomorfismo de grupos (topoldgicos). Pelo teorema percedente
temos que existe um homomorfismo ® : g — h ® : g — h tal que,

/

g @, h
| E | E
G g H

comuta. Da mesma forma, existe um homomorfismo ((Ifl)' :h — g tal que,



comuta. Logo segue que

IE IE

G dod! H

comuta. Pela unicidade do homomorfismo de algebras de Lie associado a (P o
d 1Y) =idy : H — H, segue que (® o (®')) = idj,. De forma anéloga, concluimos
que (071 0 @) =id, : g — g.

Isso completou a prova de que (®~1) = (®")!, ou seja, completou a prova de que

o, . ~ .
® ¢ um isomorfismo e portanto, g e h sao isomorfos.

2.2 Grupos de Permutacoes

Seja o conjunto S uma funcao o : S — S. Se a funcao S em S for bijetiva, entao
temos uma permutacao o do conjunto S.

Logo,
o:5 — S : o bijetiva

Portanto, dado um grupo < G,* > em que G = {¢ : S — S : ¢ bijetiva} e x é

(13

a operacao de composicao de fungoes “o”, denominamos grupo de permutagoes do
conjunto S. Podemos assim, escrever uma permutacao de S na forma matricial como

a que se segue:

1 2 n
g =
o(1) o(2) o (3)
onde o(i)(i =1,2,...,n) é a imagem de cada i pela aplica¢do o e a ordem destes

conjuntos bije¢oes, denotado Bij(S) é nl.
EXEMPLO 18. Dado um conjunto S = {1,2,3}, a aplicacdo o : S = S tal que
o(1) =3, 0(2) =1, 0(3) = 2 é uma bijegao. E todas as possiveis bije¢oes o : § = 5

Sao:
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NN NN
e w W W

2 2
3 1
2 2
1 3

W = = =

04 = Or = Og —

-
2
5]
2

g -
2 3
a2 .
2 1

Portanto, Sij(S) é denominado conjunto de todas estas permutagdes munidos da
operagao de composigao e denotado por Py = {o(1),0(2),0(3),0(4),0(5),0(6)}.

EXEMPLO 19 : Considere o grupo G = Z;. Pelo teorema de Cayley, sabemos que
Zy é isomorfo a um subgrupo Sy. Por meio da funcao ¢ (¥) = @ + T, encontramos

os elementos correspondentes em Sy :

_ 1 2 3 4
¢@(T) =0+ =7. Logo, temos a permutagao ( ) € Sy

1 2 3 4
N _ 1 2 3 4
‘P(I)(ZU) =1+ 7. Logo, temos a permutacao € Sy.
2 3 41
5 1 2 3 4
P32 (Z) = 2+ . Logo, temos a permutagao €S,
341 2
N 5, = . 1 2 3 4
go(g)(x) = 3 + . Logo, temos a permutacao L1923 € S,

Sabemos que o grupo de permutagao é um grupo cujo os elementos sao per-
mutacgoes de elementos de um conjunto S, com uma operacao binaria de composigao
de funcgoes onde o grupo simétrico é o grupo de todas as permutacoes desse conjunto.
Logo, pelo teorema de Cayley ! temos que o grupo S, é isomorfo a um grupo de
permutagoes. Assim, o grupo Sy age sobre si mesmo, no sentido de que cada s € S
produz uma permutacao em S.

Portanto, por causa das descobertas feitas por Cayley percebemos a importancia

dos grupos de permutacoes.

2.3 Grupos de Simetria

2.3.3 Definicao

Seja S ={1,2,3,...,n}, onden € Z>,, denominaremos este por Grupo de Simetria.

Tendo como denotagao S,,.

!Arthur Cayley (Richmond, 16 de agosto de 1821-Cambridge, 26 de janeiro de 1895) foi um
matematico britanico. As suas contribuigoes incluem a multiplicagdo de matrizes e o teorema de
Cayley.
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Assim, dada uma figura geométrica A, temos que uma simetria de A é uma trans-
formacao bijetora B : A — A que preservam distancia entre os pontos de A.

Observe que dada duas simetrias By : A — A e By : A — A a composicao
By o By : A — A é bijetora e preserva distancias, logo ainda é uma simetria.

Sabemos que, em [ : A — A a aplicacao identidade é uma simetria. Contudo se B
é uma simetria, entao existe a aplicagao B~! inversa de B tal que d(B~*(z1), B~ (x3)) =
d(x1,x) satisfazendo as propriedades de grupo.

Logo, o grupo de simetria da figura A é o conjunto de todas as transformacoes
bijetoras de A em A que preserva a distancia entre seus pontos, munido da operacao
de composicao de funcao.

Portanto, para que se adquira um melhor entendimento, estudaremos o grupo de

simetria de algumas figuras planas estudadas na educacao basica.

2.3.2 Grupo de Simetria de um Triangulo Isésceles

Por definicao temos um triangulo isésceles quando este possuir pelo menos dois
de seus lados de mesma medida e dois angulos congruentes. Além disso, o angulo
formado pelos lados congruentes é denominado angulo do vértice e os demais angulos

denominam-se angulos da base e sao congruentes.

Y

M

Figura 2.3: Triangulo isésceles.

Logo, dado o triangulo isésceles de vértices A, B e C, onde y é a mediatriz de BC,
temos que, a bijecao dos vértices do triangulo determina a rotacao de 0° em torno do

centro do triangulo isdsceles.

A B C
A B C
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Fixada a mediatriz y segue que a reflexao r4 : R* — R? leva Bem C e C em B de

tal forma que tenham uma isometria uma vez que d(B, M) = d(C, M). Essa reflexao
¢ representada por:

A B C
A C B

rqg =

O conjunto {I,rq} denotado por S;; é formado pelos movimentos de rotagao e
reflexao.

Vamos representar a tabela de operacao dessas transformacoes no plano.

Td
I I Ta
Ta | Ta I

Tabua de composicao do triangulo isdsceles.

A A A A
& Ta
—_— —L
B € B 3 B ¢ - B
Figura 2.4: Rotacao de 0°: I. Figura 2.5: Reflexao: rq.

Dessa forma teremos que, as trés propriedades de grupo com a operagao com-

posicao sao satisfeitas, sendo assim o conjunto S;; é denominado grupo de simetria
do triangulo isésceles.
2.3.3 Grupo de Simetria de um Retangulo

Por definicao temos que, um retangulo é todo paralelogramo, cujos angulos inter-
nos sao retos.
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Figura 2.6: Retangulo.

Assim, seja o retangulo ABCD, onde e e f sao as mediatrizes dos lados AD e
DC, temos que os movimentos de reflexao em torno dos eixos de coordenadas x e y

sao simetrias e sao descritas pelo esquema.

A B C D
D C B A

A B C D
B A D C

Ty = =

Ty

Além disso, se rotacionarmos o retangulo sob o angulo de(0°,180° em torno de

E(centro do retangulo) no sentido anti-horario, teremos:

A B C D
D C B A

A B C D
B A D C

I = Rigoe =

O conjunto {I,r,,r;, Risee} denotado por S, é formado pelos movimentos de

rotacao e reflexao.

A D D A & 2 2 e
; g
—_—
B ° c B B [ C B
A D B ¢ A D B C
A~ o
—_—
B (4 A D B % & 2
Figura 2.7: Reflexoes: o, e o,. Figura 2.8: Rotacgoes: I e 180°.

Representando a tabela de operagao composicao dessas transformagoes no plano

temos:
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Ty Tz R1800

I 1 Ty Ty Risgo
Ty Ty I RISOO Ty
Ty Ty Ris00 I Ty
Rigpo | Risoo Ty Ty I

Tabua de composicao do retangulo.
Analizando a tdbua de composicao, note que:
Ty © (Tx o} R1800> =TyOoTy =Tz = R1800 e} ngoo = (Ty @) 7"1) @) R180°

para quaisquer trés elementos do conjunto S,.

Além disso, se 1y 0 I =1y, ..., Rigpe] = Rispe, entdo I(elemento neutro) pertence
aS,ery,oRigoe =1,...,7,07,, logo cada elemento do conjunto S, possui inverso.

Como a tabua ¢ simétrica implica que 7, or, = r,07,. Logo, admite a propriedade
comutativa.

Portanto, o grupo de simetrias do retangulo é o conjunto S, munido da operacao

composi¢ao e esse grupo ¢ comutativo.

2.3.4 Grupo de Simetria de um Triangulo Equilatero

Por definicao temos um tridngulo equilatero quando este possuir todos os lados
de mesma medida. Consequentemente é equiangular, isto é, possui todos os angulos

internos congruentes e medem 60°.

Figura 2.9: Triangulo equilatero.

Assim, seja um triangulo equilatero ABC, onde m, n e p s@o as mediatrizes relativa
aos lados BC, AC e AB. Logo, os movimentos de reflexao em torno de cada eixo de

simetria axial denotados por: o,,, 0, e 0, serao representados a seguir.
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A B C A B C A B C

Om Op = Op
A C B C B A B A C
\Aﬁ/\ /N\=/\
A*’/\ /\—»/\

Figura 2.10: ReflexGes: om, 0y € 0. Figura 2.11: Rotagoes: 0°, 120°, e 240°.

Ao rotacionarmos o triangulo equilatero sob os angulos de 0°, 120°, e 240° em

torno de D (centro do triangulo equildtero) no sentido anti-horério, teremos:

A B C
A B C

Representando a tabela de operagao composicao dessas transformagoes no plano

temos:

o I | Rigpo | Rosoo | P Pn Pp
I I Rygpo | Rasge Pm Pn Pp
Riag0 | Rigpo | Ragoo I Pp Pm Pn
Roypo | Rasgo I | Rigee | pn Pp Pm
Pm_ | Pm | Pp Pn I | Rigoe | Roage
Pn Pn Pm Pp Ry900 I Royp0
Pp Pp Pn Pm | Rasge | Rigeo 1

Tabua de composicao Ds.
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O grupo D = {I,r,,, 7, 7, R1, Ro} é 0 grupo de simetrias do triangulo equilatero.

Para facilitar nosso entendimento para futuras anélises tomaremos: a? = Raygo, a® =
Raepe = I, ab =1y, a%b = rp,, ab =1,.

Dessa forma, concluimos que, se operarmos as rotacoes n vezes, onde n é o nimero
de lados e em seguida, a partir de uma tnica reflexao operada com essas rotacoes serao
obtidas as outras reflexdes entao, podemos determinarmos o grupo de simetrias de
figuras geométricas planas e limitadas.

Portanto, o grupo de simetrias do triangulo equilatero é isomorfo ao grupo de

permutagoes do conjunto {A, B, C'} e pode ser descrito como D3 = {I,a, a?, b, ab, a*b}.

2.3.5 Grupo de Simetria de um Quadrado

Por definicao temos que, um quadrado é um retangulo que possui todos os lados

de mesma medida.

Figura 2.12: Quadrado.

Assim, seja um quadrado ABC'D, onde f e e sao as mediatrizes dos lados AD e
DC, respectivamente, g e h sao as diagonais do quadrado temos que, os movimentos

de reflexao em torno dos eixos de simetria axial serao representados a seguir:

A B C D] A B C D]
Ty = r, =
y_BADC_ ' D C B A |

A B C D] A B C D]
re = Th =

| C B A D | | A D C B|
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; -
:
A B D £ A B C B
D C C D D c B £
’;) "
—_— 5
A B B A A B A D
Figura 2.13: Reflexoes: r, e 1. Figura 2.14: Reflexoes: r4 e 4.

Além disso, se rotacionarmos o quadrado sob os angulos de 0°, 90°, 180° e 270°

em torno de E(centro do quadrado) no sentido anti-hordrio, teremos:

_|A B C D R A B C D
laBcCoD 1D A BC
A B C D A B C D
Rygpe = Rorge =
C D A B B C D A
Figura 2.15: Rotagoes: I e Rggo. Figura 2.16: Rotacoes: Rigge. € Rorgo.

Representando a tabela abaixo de operagao composicao dessas transformacoes no

plano temos:
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o I Rgoo RISOO R2700 T, Ty Tg Th

I I Rogo | Rigge | Raroe T, Ty Tg Th
Rggo Rggo | Rigoe | Rarge I Tn Ty Tz Ty
ngoo R1800 R2700 I Rgoo Ty T, Th Ty
R2700 R2700 I Rgoo RIBOO Ty Th Ty T,

T T Ty Ty Tn I Rigoo | Rogo | Rargo

Ty Ty T T, Ty Risp0 I Rorgo | Rogo

g g Tn Ty Tz Ro7go | Rogo I Rigpo

Th Th Tz Ty Ty Rogo | Rarge | Rigoe I

Tabua de Composigao Dy.

Portanto, o grupo de simetrias do quadrado denotado por D = I, a, a?, a®, b, ab, a®b, a®b},
é formado pelas transformacoes de reflexao e rotacao, onde a = Rgpo, a®> = Rigpe, a® =
Ro790 € b é uma reflexao do quadrado. Dessa forma, D4 é um subgrupo do grupo de
permutagoes do conjunto {A, B,C, D}, e podemos notar que, a bijecao a seguir nao
preserva a figura invariante no plano, ou seja, nao é uma isometria.
A B C D
A B D C

AN

Figura 2.17: Quadrado.

2.3.6 Grupo de Simetria de um Pentagono Regular

Por definicao temos que, um pentagono é um poligono que possui cinco lados de

mesma medida. Além disso, como a soma dos angulos internos é 540°, logo cada
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angulo interno mede 108° e o angulo central mede 72°.

Figura 2.18: Pentagono.

Assim, seja o pentagono ABCDE, onde f,g,h,i e j sao mediatrizes dos lados
AE,CD,AB, ED e BC, respectivamente temos que, os movimentos de reflexdo em

torno dos eixos de simetria axial sao:

A B C D E A B C D FE

Tg: sz
E D C B A B A E D C

A B C D E

T, =

! A E D C B
A BCDE A B C D E

Ty = Th =
C B A E D " D C B A E
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% £
B! — E B E —
o D D c C D c D
A E A E
R
B —_ 5 " B E e A D
c D C B ¢ b B G
A D L R
’ R
B —_— g —_—
c D B A = B o o
Figura 2.19: Reflexoes: r;,7r4 e 7y, Figura 2.20: Rotacoes: I, Rij40 € Ryg40.

Da rotacao do pentagono sob os angulos de(°, 72°,144°,216° e 288° em torno de

F(centro do pentdgono) no sentido anti-horério, teremos:

A B C D FE

= Ryp =
A B C D FE E A B C D

A B C D FE

Ryggo =

D E A B C
A B C D FE A B C D FE

Roi60 = Roggo =
C D E A B B C D E A
- =
B | A BQ‘ - CQA

Figura 2.21: Reflexoes: r; e ry. Figura 2.22: Rotacgoes: Raige € Rogso.



Portanto, o grupo de simetria do pentagono regular é formado pelas transformacoes
de reflexao e rotacao do pentdgono, onde a = Ryg0, a? = R0, a® = Roigo, a* = Roggo ©

b é uma reflexao do pentégono. E denotado por Ds = {I,a, a2, a3, a*,b, ab, ab, a®b, a*b}.
Analogamente, a conclusao feita para Iy temos que D5 C Ps.

A composi¢ao das transformagoes estao representadas na tabela abaixo:

o I R7oo | Riaao | Rorge | Roggo Tj Tg T T; Ty
1 1 R720 R1440 R2160 R2880 ] Ty Th r; ry
Rroo | Rrpoo | Rigo | Rarge | Rasgso I Tg Th T Iy T
R144o R144o Rglﬁo R2880 I R720 Tn T Ty ] Ty
R2160 R2160 R2880 I R720 R1440 r; ry T Ty Tn
R2880 R2880 I R720 R144o R2160 Ty T Ty Th r;
T T Ty T; T Tq I Roggo | Rotge | Riage | Rroo
g Ty T T T Th | Rroe I | Rogso | Rotge | Riase
T T Tq T T T; Risgo | Rygo I Roggo | Rotgo
T r; Ty Tg T Ty R2160 R144o R720 1 R2880
Ty ry r; Th Ty T R2880 R2160 R1440 R720 I

Tabua de composicao Ds.

2.3.7 Grupo de Simetria de um Poligono Regular de

n lados

Um poligono é dito regular se possuir todos os seus lados e todos angulos de
mesma medida. Além disso, por ser regular pode ser inscritivel e circunscritivel numa

circunferéncia.

Logo, seja um poligono regular de n lados, centrado na origem do plano R?, com

as mediatrizes de todos os lados, Obteremos um grupo constituido por n rotagoes de

2km

—— radianos (k=0,1,2,...,n—1) em torno do centro do poligono e por n reflexdes
n

nos eixos de simetria do poligono.
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Figura 2.23: Poligono de n lados.

Com isso, se o poligono tiver um numero par de lados representado por n =
2k, teremos k eixos de simetria passando por dois a dois vértices opostos e k eixos
passando pelos pontos médios de dois a dois lados opostos do poligono, totalizando
2k = n reflexoes. E, se o poligono tiver um niimero impar de lados representados por
n = 2k + 1, teremos eixos de simetria passando pelo ponto médio de cada lado e pelo
vértice oposto a este lado, totalizando 2k + 1 = n reflexoes.

Dessa forma, o grupo de simetrias de um poligono regular de n lados é constituido
por 2n bijecoes.

Ao refletirmos um poligono regular de n lados em relagdo a uma reta y = mx
(eixo de simetria) em que m = tg5(f = 0...180°), que passa pela origem do sistema

cartesiano, teremos em forma matricial:

cos2  sen2f
sen2f3 —cos2f

Rotacionando um poligono regular de n lados em relacao a origem sob um angulo

0, em sentido anti-horario, teremos:

Ry =
senf  cosb

cos0 —senQ]

Assim, podemos verificar que I € D,,, ja que:
cos) —senb cos0  —sen( | cos —senb
senfl  cosO sen0  cos0 | sen®  cos
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sen2 —cos2(3 sen0  cos0 sen23 —cos2f

[ cos2f3  sen2f ] [ cos() —senO] B [ cos2f3  sen2f ]
onde
I cosO —sen0 | |1 0
| sen0  cos0 o1

Analogamente, o elemento inverso pertence a I € D,

cosl —senb cosf  send B 10
o1

senf  cosb

—sentl  cosf
onde
R = cosf  send
—senfl  cosf
¢ a inversa de Ry sob a rotacao de um angulo € no sentido anti-horario, e
cos2B  sen2f cos2B sen2B | | 1 0
sen2f3 —cos2 sen2f3  —cos2[ 1o 1
Logo, a inversa da reflexao r é dada por:
. cos23  sen2f
T _=
sen23 —cos23

Da composicao de transformacoes temos:
cos2  sen2f cost)  —senf coskt)  senkf |
<[ sen2 —cos2f ] [ sentl  cosf ]) [ senk —coskf ] B
cos23  sen2f cos —senb coskf  senkf
[ sen2f3 —cos2[ ] ([ senf)  cost ] [ senkf —coskf ])
Dadas as matrizes, A, B e C, temos geralmente pela propriedade associativa de
multiplicagao de matrizes que:
A(BC) = >k 1 @in Xy bucy = D 1 iy Gy = 3k ainbr Xy ¢y =
(AB)C.
Note que, a propriedade associativa também é satisfeita. Portanto, D é um grupo.

Esse grupo pode ser representado por D = {I,a,a? da?,...,a" ', b, ab,a®b,ap, ..., a" b},

onde n é o ntimero de lados do poligono, b = 7 (uma das reflexdes do poligono), a* =

2k
Ry, (Rotagoes do poligono onde Ry, = I = Ry, ) para 0 = I k= 0,1,...,n—1.
n
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Capitulo 3
Jogo Resta Um

Conheceremos a origem do jogo resta um, sua descri¢cao, seu objetivo e suas regras
para consequentemente relacionarmos ao grupo de Klein e ao grupo de simetrias do
quadrado e com isso, obtermos um novo método de resolucao que poderd ser aplicado

pelos professores da educagao basica.

3.1 Histoéria do Jogo Resta Um

Para tratar do jogo resta um vamos conhecer um pouco de sua histéria.

Existem duas versoes histéricas que diz respeito a origem do jogo resta um: Uma
delas remete a Roma Antiga, e a outra a Franga. A primeira conta que o poeta
Ovidio® cita em seus escritos um jogo para uma sé pessoa que usava um tabuleiro
com concavidades e pequenas bolas chamadas pilae. A segunda é atribuida ao nobre
franceés do século XVIII chamado Pellison 2 que criou o jogo quando esteve encarcerado
na Bastilha pelo Rei Luis XIV, ao qual chamou de “Solitaire”. Para isso, foi utilizado

o tabuleiro de um jogo comum a época denominado “Rapousa e Gansos”.

IPublio Ovidio Naso (Sulmona, 20 de marco 43 a.C-Constanga, Roménia, 17 ou 18 d.C) foi um
poeta romano e é autor de Heroides, Amores, e Ars Amatoria.

2Paul Pellisson-Fontanier (Béziers, 30 de outubro de 1624-Paris, Paris 7 de fevereiro de 1693) foi
um escritor francés.
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Figura 3.1: Jogo resta um.

Fonte: Didatica da Matematica - Jogo Resta Um.

O jogo resta um é conhecido simplesmente como “Solitaire’no Reino Unido e é
chamado de “Brainvita”, especialmente na [ndia.

No ano de 1697, a revista literaria francesa Galant Mercure publicou uma imagem
de Claude Auguste Berey de Anne de Rohan-Chabotde, princesa Soubise?®, ao lado
de um quebra cabega na corte de Luis XIV. Junto a imagem, continha informacgoes
sobre a descricao do jogo, as regras e o seu objetivo. Essa foi a primeira evidéncia do

jogo resta um que se tem conhecimento.

Figura 3.2: A Princesa de Soubise ao lado do Resta Um.
Fonte: en.wikipedia.org/wiki/Peg Solitare

O jogo resta um? é um jogo composto por um tabuleiro com 33 posicoes e 32 pecas,
cujo objetivo é conseguir deixar apenas uma peca sobre o tabuleiro que inicialmente

apresenta-se com a posigao central vazia.

3Claude Auguste Berey de Anne de Rohan-Chabot, princesa de Soubise(nasceu em 1648- faleceu
em 1709) foi um dos amores secretos do Rei Luis XIV.

4Disponfvel em:  <http://educarepersone.blogspot.com.br/2010/11/didatica-da-matematica-
jogo-resta-um.html>. Acesso em 06/12/2014
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As regras do jogo resta um permitem que o jogador execute apenas movimentos
horizontais ou verticais e elimine a peca que estiver na posi¢ao adjacente, pulando

sobre a mesma e alcancando a posi¢ao nao adjacente vazia.

De posse dessas informagoes, serao descritos um movimento horizontal e um mo-
vimento vertical para o jogo resta um. Para isso, serao utilizados trés posi¢oes do

tabuleiro.

Observe na composicao inicial do jogo resta um que as posigoes 1 e 2 estao ocu-

padas.
@) LI 2K J
O O O
[ JK 2K ( JK 2K L I 3K
[ 2K 3K J ( 2K 2K ) L JK JK )
® e e 00 o000 °
L J L 2K 3K )
O @ e 0
Figura 3.3: Posicao inicial Figura 3.4: Posicao inicial

Posigao 1 : Posicao inicial;
Posicao 2 : Posicao adjacente;
Posicao 3 : Posicao nao adjacente.

A peca que ocupa a posicao 1 sera movimentada sobre a peca que ocupa a posicao 2
eliminando-a e passando a ocupar a posi¢ao 3, inicialmente vazia. Esta é a composi¢ao

do jogo resta um apds o movimento horizontal ou vertical.

®) o [ J

[ J @) [
[ 2K 3K ) (. JK 2K ® 0o e
( JK 2K ) [ 3 2K J 00
® e e 000 00 o

8] L 2K 2K )

©) ® e o0
Figura 3.5: Posigao final Figura 3.6: Posigao final
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3.2 Jogo Resta um: Uma aplicacao do grupo de
Klein

Durante essa producao observou-se que o jogo resta um nao se limita a esse padrao
pois sua composicao recai na estrutura do grupo de Klein®. Grupo este, denotado por
v e definido por um conjunto S formado por quatro elementos que denominaremos
por: e,a,b,a x b, onde e é o elemento neutro do grupo GG. Como o grupo de Klein
é definido por um conjunto S formado por quatro elementos possui ordem 4, onde
todo elemento nao trivial tem ordem 2. Os elementos nao triviais do grupo de Klein
sao: a,b,a * b. Ele é isomorfo ao grupo Zs x Zy = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} e é um

produto de grupos ciclicos. Esta é a representacao do grupo de Klein
v=1{1,a,b,ab}

Onde o elemento neutro é o elmento 1. A figura (3.7) também pode representar o

grupo de Klein.

a

—

a

Figura 3.7: O grupo de Klein.

Além disso, no grupo de Klein é verificado:
1. Cada elemento é seu préprio inverso;

2. Todo elemento operado pelo elemento neutro resulta nele mesmo.

el =e¢; al=q b=t = (axb)™t = (axb).
exe=e
exa=a axe=a
exb="> bxe=10
ex(axb) = (axb) (axb)*xe=(ax*b)

Observe na tabela de operagoes do grupo de Klein que a * b = (a % b).

SFelix Christian Klein(Dusseldorf, 25 de abril de 1849-Gottingen, 22 de junho de 1925) foi um
matematico alemao que desenvolveu seus estudos na geometria nao euclidiana e nas interligacoes
entre a teoria dos grupo e a geometria
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TABELA DAS OPERACOES

exe=e axe=a bxe=1"b (axb)*xe=(axb)
exa=a axa=e bxa=(axb) | (a*xb)xa=1>
exb="> axb=(axb) |bxb=c¢ (axb)xb=a
ex(axb)=(axb) |ax(axb)=>b|bx(axb)=a| (axb)*(axb)=¢

Pois, se a x b = a ou b * a = a pela lei do cancelamento temos que
axb=a= (a'*xa)xb=(a"'xa)=>exb=c=b=c.

Isso significa que b é o elemento neutro do grupo v, o que nao é verdade pois o
elemento neutro do grupo ¢é unico e tinha sido definido como e. Para o caso em que

a*b=">0oubxa=>bpela lei do cancelamento temos que
axb=b=ax (b 'xb)=b"1xb)=a*xe=c=a=c.

Isso significa que a é o elemento neutro do grupo v, o que também nao é verdade.
Essa mesma anédlise poderia ser feita para o caso axb = e ou b *x a = e, sendo assim

pela lei do cancelamento temos que
axb=c= (a'xa)xb=a've=>exb=al*xe=>b=a"l.

Isso significa que b é o elemento inverso de a, o que nao é verdade pois no grupo de
Klein cada elemento é seu proprio inverso e este é inico. Logo, o inverso do elemento
a é o proprio a.

A tabua de composicao de v é dada por:

* e a b (a*b)

e e a b (a*D)

a a e (a*b)

b b (axD) e a
(axb) | (axb) b a e

Analisando a tabua de composicao do grupo de Kein observou-se que esta é
simétrica. Sendo assim, pode-se perceber a propriedade comutativa. Logo, o grupo
de Klein é abeliano. Dessa forma, teremos uma composicao de fungao e uma acao
de grupos no conjunto, onde se combinam dois desses elementos e mapeiam em um
terceiro.

De posse dessas informacoes foi observado que o grupo de Klein aplicado ao jogo

resta um poderia ser 1til na formulacao da inovacao no jogo.
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3.3 Jogo Resta um: Uma aplicacao do grupo de

Simetrias do Quadrado

Seja um quadrado ABC'D onde se insere a tabua do resta um. Observe que, os
eixos x e y sao mediatrizes relativas aos lados BC' e AB, e 0s eixos p e z sao as retas

suportes das diagonais do quadrado.

Figura 3.8: Quadrado e o resta um

Percebe-se também que o jogo resta um é uma aplicacao do grupo de simetrias
do quadrado, pois a forma do seu tabuleiro estd inserida no quadrado, onde estao
definidos quatro eixos de simetrias.

Dessa forma, as transformacoes que preservam o jogo resta um serao as mesmas
que preservam o grupo de simetrias do quadrado, tanto em relagao ao comprimento
quanto a largura das partes necessarias para compor o todo. Sendo assim, sera for-
mado pelas transformacoes obtidas a partir das rotacoes e das reflexdes do quadrado.

Os movimentos de rotacoes do jogo resta um sob os angulos de 0°, 90°, 180° e 270°
no sentido horério e centrado em b (centro do quadrado e do jogo resta um) serao: I,
Rggo, Rigge € Ra7go. E, 0s movimentos de reflexdao do resta um em torno dos eixos de
simetria axial do quadrado serao: py, pz, pp € p-.

Contudo, vamos analisar o grupo de simetrias do quadrado com a operacao com-
posicao de funcao e tragar um paralelo com o que acabamos de obter. As trans-
formacoes que preservam a tdbua do jogo resta um sao:

1. I : Rotacao plana de 0° no sentido horario centrada em b;

Observe a composicao inicial do jogo resta um e a sua composicao apés o movi-

mento de rotacao de 0°.
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s

Figura 3.9: Posicao inicial Figura 3.10: Rgo : [

2. Rgpo : Rotagao plana de 90° no sentido horario centrada em b;
Observe a composigao inicial do jogo resta um e a sua composi¢ao apds o movi-

mento de rotagao de 90°.

s

Figura 3.11: Posicao inicial Figura 3.12: Rggo

3. Ryg00 : Rotagao plana de 180° no sentido horério centrada em b;
Observe a composigao inicial do jogo resta um e a sua composi¢ao apds o movi-

mento de rotacao de 180°.

s

Figura 3.13: Posicao inicial Figura 3.14: Rqggpo

4. Ror700 @ Rotagao plana de 0° no sentido horario centrada em b;
Observe a composicao inicial do jogo resta um e a sua composicao apds o movi-

mento de rotacao de 270°.

61



@] b | a
a [@b| b
a (@b b | a |@b| b | a
b | a |@b]| b | a |@B]| b
@b| b | a |@b| b | a |@b
|:> b | a |(@®
@b | b | a

Figura 3.15: Posicao inicial Figura 3.16: Rorgo

5. py : Reflexao (rotagao espacial de 180°) em torno de y;
Observe a composicao inicial do jogo resta um e a sua composicao apds o movi-

mento de reflexao em torno de y.

Figura 3.17: Posigao inicial Figura 3.18: p,

6. p. : Reflex@o (rotac@o espacial de 180°) em torno de x;
Observe a composicao inicial do jogo resta um e a sua composicao apos o movi-

mento de reflexao em torno de x.

"’ = i > > ——
R ARG AR I N

Figura 3.19: Posicao inicial Figura 3.20: p,

7. pp - Reflexdo (rotagao espacial de 180°) em torno de p;
Observe a composicao inicial do jogo resta um e a sua composicao apds o movi-

mento de reflexdo em torno de p.
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Figura 3.21: Posicao inicial Figura 3.22: p,

8. p, : Reflexdo (rotagao espacial de 180°) em torno de z.
Observe a composicao inicial do jogo resta um e a sua composicao apds o movi-

mento de reflexao em torno de z.

Figura 3.23: Posicao inicial Figura 3.24: p,

A partir da analise das transformacoes do grupo de simetrias do quadrado apli-
cadas ao jogo resta um foi observado que as oito transformacoes recaem em apenas
quatrotransformacoes. Assim, o movimento de rotacao 0° equivale ao movimento de

reflexao p,.

=

Figura 3.25: Posicao inicial Figura 3.26: p,

Bem como, o movimento de rotagao 90° equivale ao movimento de reflexao p,.
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a b | (a*b) a b | (a*b)

(@*)| a b (a*b) | a b
(a*b)| a b |(a*b)| a b | (a*b) (@*t)| a b |(a*h)| a b | (a*b)
b | (a*)| a b | (@b)| a b b | (a*)| a b |(@*b)| a b
a b |(ab)| a b | @b a a b |(ab)| a b | @b a

b |(a*b)| a b |(a*b)| a

a b | (a*p) a b | (a*b)
Figura 3.27: Rotacao 90° Figura 3.28: p,

Também temos que o movimento de rotacao 180° equivale ao movimento de re-

flexao pp.
(a*b) b a (a*b) b a
b a | (a*b) b a | (a*b)
(a*b)| b a |(a*h)| b a |(a*b) (a*b)| b a |(a*h)| b a |(a*b)
b a |(a*h)| b a |(a*)| b b a |(a*b)| b a |(a*t)| b
a |(a*h)| b a |(a*t)| b a a |(a*B)| b a |(a*p)| b a
a (a*b)| b a (a*b)| b
(a*b) | b a (a*b) b a
Figura 3.29: Rotacgao 180° Figura 3.30: p,

E, que o movimento de rotagao 270° equivale ao movimento de reflexao p,.

(@*b)| b a (a*b) | b a
a (a*b) b a (a*b) b
a (@8] b | a |[(@B] b | a a (@8] b | « @8 & | a
) a @B b a |(@%)| b b | a |@%b]| b a |(a*b)| b
@®| b | a |@%| & a | (a*h) @b)| b | a |@b]| b a | (@%b
b a | (a*b) b a | (a*h)
@) | b a @b | b a
Figura 3.31: Rotacao 270° Figura 3.32: p,

De posse dessas informacoes, foi observada que as tranformagoes do grupo de
simetrias do quadrado aplicadas ao jogo resta um poderiam ser tteis na formulagao
da inovacao no jogo, reduzindo assim o nimero de sequéncias de movimentos que
serao descritas para alcangar o objetivo do jogo. A inovag¢ao no jogo permitira ao

jogador uma melhor compreensao e manipulagao.
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No entanto, as aplicacoes do jogo resta um acima demonstradas recaem simulta-
neamente no grupo de Klein e no grupo de simetrias do quadrado que pelo teorema

de Cayley sao grupos isomorfos.

3.4 O jogo e suas sequéncias de movimento

Apoés a analise da composicao do jogo resta um serao descritas as sequéncias de
movimentos embasadas na teoria do grupo de Klein e que preservam as mesmas trans-
formacoes do grupo de simetrias do quadrado. Para isso, cada pecga do jogo resta um
serd nomeada de acordo com a posicao ocupada no tabuleiro. Sendo assim, podere-
mos perceber que o arranjo dos elementos é muito importante e que no movimento
do jogo resta um o produto de suas casas fica invariante.

Observe a teoria do grupo de Klein aplicada no jogo resta um, onde a posicao

central b apresenta-se vazia.

b |(a*b)| a b (a*b)| a

a b |(a*b)| a b | (a*t)| a a b |(@*)| a b | (@a*)| a

b |(a*b)| a U (a*b) | a b b |(a*b)| a (a*b)| a b

(a*b)| a b (a*b)| a b (a*b) (@*b) | a b (a*b)| a b (a*b)

Figura 3.33: Composigao inicial Figura 3.34: Composicgao inicial

Analisando a composicao inicial do jogo resta um percebe-se um total de 11 pecas

a, 10 pegas b e 11 pegas (a * b). Logo,

\(a*a*v...*a)*(b*b*v...*b)*\((a*b)*(a*é)*...(a*b)) = axex(ax*b)
1lvezes 10vezes 1lvezes
= ax(axb)
= b

Fazendo com que o produto inicial resulte no elemento b.
Como a operacao inicial resulta em b, efetuando as operacgoes devidas conclui-se

que o jogo s6 podera ser encerrado na posigao b.
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Figura 3.35: Posicoes de encerramento

De posse dessas informacoes serao descritas sequéncias de movimentos que nos
permitirao alcancar cinco possiveis posicoes, possibilitando ao jogador ser considerado
um jogador génio, se alcancar a posicao central ou ser um jogador excepcional, se

alcancar uma das outras posicoes.

Figura 3.36: Posicoes finais

Observe o quadro de orientagoes que permitira ao jogador uma melhor compre-

ensao dos movimentos descritos para alcancar o objetivo do jogo.

QUADRO DE ORIENTACOES

BAIXO (/)
CIMA (1)
DIREITA (—)
ESQUERDA (+)
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a | b |@%b
b |(a*h)| a
a @b | a | b |(@b)] a
b (@b a | b |(@b)| a | b
(a*b) b | (@b a | b |(a*
@%b | a | b
a | b |(aB)

Figura 3.37: Tabua de orientacao

Note que o jogo resta um permite ao jogador inicialmente dois possiveis movimen-

tos. Como temos a posicao central b vazia, entao s6 poderemos iniciar o jogo de uma

das posigdes a ou (a * b), alterando assim, a sua configuragao inicial.

a | b |(a"t
b |(a)| a
a | b |@b| a | b |@b] a
b |(ah)| a @b)| a | b
@b | a | & |(@b)]| a | b |(ab
@b a | b
a | b |(a'

Figura 3.38: Composicao inicial do jogo.

(a*b) | a

(a*b)

Figura 3.40: Movimento inicial (I)
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(@*8) | a

(@*b)

Figura 3.39: Movimentos iniciais

Figura 3.41: Movimento inicial (II)



Desse modo, sera demonstrada a parte logica do jogo para uma melhor aplicagao
de suas sequéncias de movimentos e por consequéncia um melhor desempenho do

jogador. Logo, o algoritmo das equagoes associadas sao:

ax* (axb)=0b(I)
(axb)*a=>b(lI)

Igualando as equagoes (I) e (1) temos
(axb)xa=>b=ax*(ax*b)

e assim fica definida a propriedade comutativa e elemento simetrizavel.

Essa posicao foi definida como posicao de partida para formular as sequéncias de

movimentos para alcancar a posicao central do tabuleiro.

b (@%b a

Figura 3.42: Movimento Inicial

Agora sera analisada a tabua de composicao do jogo resta um para comecarmos a

descrever as sequéncias de movimentos que nos permitirao uma melhor compreensao.

Sequéncia 1: Esquerda.

ax*(axb)=0.

Sequéncia 2: Baixo, esquerda, cima, direita, esquerda.

68



a b (a*b) | a

(a*b) b
(a*b)

Figura 3.43: Posigao 0°

axb=(axb)=ax(axb)=b= (axb)xb=a=axb=(axb) = ax(axb) =0

Ao executarmos uma rotagao plana de 90° no sentido horario centrada em b
percebe-se a simetria das posicoes da tabua do jogo resta um e consequentemente

a continuidade da regra 2. De forma andloga, isso também ocorrera nos outros eixos

simétricos.

a b | (@)

b | (@) | a

a b | (a*)| a
(a*b) b
(@*b)

Figura 3.45: Posicao 90°

Figura 3.44: Posigao 0°

a
(a*b)

b a
@b | a | b

@) | a b | (@)
b

(a*b)
a b (a*b)

Figura 3.46: Posi¢ao 180° Figura 3.47: Posicao 270°

bx(axb)=a=axb=(axb) = (axb)xb=a=ax(axb)=b=axb= (axb).
(axb)xb=a= (axb)xa=b=axb=(axb)= (axb)xb=a= (a*xb)*xa=0Dh.

bxa=(axb)= (axb)xb=a=axb=(axb)= (axb)xa=0b= (axb)*xb=a.

69



Analizando as estruturas algébricas acima ficam bem definidas as propriedades

associativas, elemento neutro e elemento simétrico do grupo de Klein.
Assim,
axb=(axb)=0bxa; (comutativa)
bx (axb) =a=(axb)x*b; (associativa)
axb=(a*xb)=axax(axb)=(a*xb) = axa=e; (elemento neutro e inverso)
bx(axb)=a=bxaxb=a= bxb=e; (elemento neutro e inverso)
ax*x(axb)=b=bx(axb)*(axb) =b= bxb=e; (elemento neutro e inverso)
axb=(axb)= (bx(axb))x(ax(axb))=(axb)=0bx(ax(axb))=e;(x)
ax(axb)=b= (bx(axb))x(bxa)=b= (bx (axb))*xa=e;(xx)
bx(axb)=a= (ax(a*xb))*x(axb) =a= (axb)*(axb) =e.(*x*x)
De (*),(**) e (***) temos que
a*x(bx(axb))=bx(ax*x(axb)) = (axb)*(axb).
Portanto, como a estrutura algébrica do jogo resta um admite as propriedades

associativa, comutativa, elemento neutro e elemento simétrico serd denominada por

grupo abeliano.

Sequéncia 3 : Movimento em ciclo no sentido anti-horario a partir da posicao a.

(a*b) (a*b)
@b a | & @b | a | b
@8 | a | b @b a | b
b | (%) | a b |(a*h)| a
a a
Figura 3.48: Movimento inicial Figura 3.49: Sequéncia 3

axb=(axb)= (axb)xa=b=>bxa=(axb) = (axb)xb=a=

=ax*x(axb)=b=bx(axb) =a.

Sequéncia 4 : Cima, direita, cima, baixo.
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(a*b) a b b

(a*b)

Figura 3.50: Sequéncia 4 Figura 3.51: Posicao Final

bxa=(axb)=(axb)xa=b= (axb)xb=a= (a*xb)xa=0b.

A substituicao da sequéncia 4 pela sequéncia 5 permitirda ao jogador ser conside-
rado um jogador excepcional.

Sequencia 5 : Cima, direita, cima, cima.

b | (a*b)

b (@*b)| a b b

Figura 3.52: Sequéncia 5 Figura 3.53: Posicao Final

bxa=(axb)=(axb)xa=b= (a*xb)xb=a=ax(axb)=0>.

Portanto, a associagao do jogo resta um a estrutura do grupo de Klein e a estrutura
do grupo de simetrias D4 proporcionou sequéncias de movimentos que permitirao a
qualquer jogador uma facil compreensao e manipulacao do jogo.

Vamos analisar as variagoes do jogo resta um para as situagoes em que foram reti-
radas pecas do tabuleiro e verificar se é possivel determinar sequéncias de movimentos
que conduzam o jogador ao objetivo do jogo.

1° caso: Retirada de uma peca:

(Peca a):
(a*a*v...*a)/*\(b*b*v...*b)j*\((a*b)*(a*‘lz)*...(a*b))/ = exex(axb)
10vezes 10vezes 1lvezes
= ex(axb)
= (axb).
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(Peca b):

\(a*a*...*a)*\(b*b*...*b)*\((a*b)*(a*b)*...(a*b)) = a\*ﬂlg*(a*b)

vV Vv Vo
1lvezes Yuezes 1lvezes

= e
(3.1)
(Pega (a x b)):
(a*a*v...*a)l*\(b*b*v...*b)l*\((a*b)*(a*‘lz)*...(a*b))l = axexe
11lvezes 10vezes 10vezes
= axe
= a.
2° caso: Retirada de duas pecas:
(Duas pegas a):
ga*aﬁi’...*a)*(b*b*v...*b)*((a*b)*(a*é)*...(a*b))l = axex(ax*b)
Yuezes 10vezes 1lvezes
= ax(axDb)
= b
(Duas pegas b):
(a*a*v...*al*&b*bﬂ:..*bl*g(a*b)*(a*ﬁ)*...(a*b)l = axex(axb)
1lvezes 8vezes 1lvezes
= ax(axb)
= b
(Duas pegas (a * b)):
\(a*a*v...*a)/*gb*b*v...*b)l*g(a*b)*(a*ﬁ)*...(a*b))} = axex(axb)
11lvezes 10vezes Yuezes
= ax(axb)
= b

(Pecas a e b):

/ O\ /.

\

(axax...xa)x(bxbx...xb)x((a*xb)*(axb)*...(axb)) = e\*ﬁlz*(a*b)

Vv Vo Vv
10vezes Yuezes 1lvezes

= bx(axDb)
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(Pecas a e (a*b)):

(axa*...xa)x(bxbx...xb)x((axb)*(axb)*...(axb)) =

[ AN Y\ S
' ' '

10vezes 10vezes 10vezes

(Pecas b e (ax*b)):

(@xa*...xa)x(bxb*...xb)x((axb)*(axb)*...(axb))

(. v
v~ "' g

llvezes Yuezes 10vezes

3° caso: Retirada de trés uma pecas:

(Trés pegas a):

(axa*...xa)x(bxb*...xb)x((axb)*(axb)*...(axb)) =

(. / \a O\ J
-~ ~" -~

8vezes 10vezes llvezes

(Trés pecas b):

(axax...xa)x(bxb*...xb)x((a*xb)*(axb)*...(axb)) =

~ Y\ /.
' g '

11lvezes Tvezes 1lvezes

(Trés pecas (axb)):

(axa*...xa)x(bxb*...xb)x((axb)*(axb)*...(axb))

N N N
e ' g

1lvezes 10vezes 8vezes

(Trés pegas: Duas a e uma b):
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a *
= (ax

= ax*xbx*e

~—
)xe

b
b)
exex(ax*b)
~~

ex (axDb)
(a*b).

a*bx(ax*b)

(a*b)* (axDb)

o

(3.3)

|
S
*
)
*
a



(axax...xa)x(bxbx...xb)x((a*xb)*(a*xb)*...(axDb))

. S/ S/

J

Vv Vv
Yuezes Yuezes

Vv
1llvezes

(Trés pecas: Duas a e uma (a * b)):

kb)) x ((axb)* (axb)*

AN

(axax...xa)x(bxbx..

"

.(axDb)

S

Vo
Yuezes

g

10vezes 10vezes

(Trés pecas: Duas b e uma a):

(axax...xa)x(bxbx*...x

s\ (.

bZ*((a*b)*(a*b)*...

(ax))

i

Vv
10vezes

~\~

8vezes llvezes

(Trés pegas: Duas b e uma (a x b)):

N \ N

kb)) k((a*xb) * (axb) ...

(axa*...xa)x(bxbx*..

Vv
11lvezes

g

8vezes 10vezes

(Trés pecas: Duas (a *b) e uma a):

(axax...xa)x(bxbx...xb)x

. s\

((axb)*(a*xb)x*...

(ax))

J

vV
10vezes

v
10vezes

vV
Yuezes

(Trés pecas: Duas (a xb) e uma b):

(axax...xa)x(bxbx...xb)x((a*xb)*(axb)*...(axDb))

N AN /.

Vo Vv
1lvezes Yuezes

vV
Yuezes

(Trés pegas: Uma a, uma b e uma (a * b)):
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e * ex(ax*b)
<~

ex (axDb)

|
8

exex(ax*b)
<~

ex (axDb)

(ax*b).

ax*b*(axDb)

(a*b)* (axDb)

o

(3.5)



(axax...xa)x(bxb*...xb)*((a*xb)*(axb)*...(axb)) = w*e

N Y\ Y\ S
' a"'g v

10vezes Juezes 10vezes

= bxe

= b

Contudo, percebeu-se que com a retirada de uma peca b igual a da posicao central
(3.8) ou duas pecas (uma a e uma (a * b)) (3.2) este jogo nao se encerrard, porque
a operacao inicial resultou no elemento neutro e e este nao representa uma posicao
do tabuleiro do jogo resta um. Esta mesma andlise pode ser feita para as situacoes
(3.3), (3.4) e (3.7).

Observe a seguir a representacao de duas situagoes apresentadas:

a b | (a*b) a b | (a*b)
b | (ab)| a b | (@] a
a | b |@b| a | b (@b a a | b |@b| a @) a
b |(@b)| a @b | a | b b | (ab)| a @b)| a | b
(@b)| a b | (a*b)| a b | (a*b) (@b) | a b |(@b)| a b | (a*b)
(a*b) a b (a*b) a b
a b (a*b) a b (a*b)
Figura 3.54: Tabua do resta um Figura 3.55: Sem uma pega
a b | (a*b) a b | (a%)
b |(@*b)| a b |(a*b)| a
a b | (@b a b |(@b)]| a a | b |@®| a b | (@b a
b | (@b)| a (@) | a b b |(@b)| a (@*b)| a b
(@*b)| a b (@*b)| a b (a*b) (a*b)| a b | (a*b)| a b | (a*b)
(@*) | a b a b
a b | (a*b) 5 | (a*b)
Figura 3.56: Tabua do resta um Figura 3.57: Sem duas pegas

A partir da retirada da quarta peca do tabuleiro, a composicao do jogo resta
um podera ser analizada da mesma forma como o qual foi analizada as situacoes
anteriores, percebendo que recaird numa das situagoes anteriormente apresentadas.

Vamos imaginar um jogador que perdeu pecas do tabuleiro do resta um e que
mesmo assim deseja jogar. Em posse dessas informacoes formulei novas sequéncias de
movimentos para alcancar o objetivo do jogo para situacao em que foi retirada pecas
do tabuleiro. Para isso, defini uma nova composi¢ao para o jogo resta um de modo

que preservasse as mesmas transformacgoes do grupo de simetrias do quadrado.
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Observe uma possibilidade para que o jogador continue utilizando o resta um

usando a descri¢ao e o objetivo do jogo original.

b (a*b)| a b (@*b)| a

b @b a | b |@b b (@b a | b |@b

(a*b) | a (@*b)| a (a*b)| a (@*b)| a

a | b |@b| a | b a | b |@b]| a | b

(@*)| a b (@) | a b

Figura 3.58: Tabua do resta um Figura 3.59: Tabua do resta um

Analisando as posicoes iniciais do jogo teremos:

Figura 3.60: Posicoes iniciais

Sequéncia 1 : Esquerda.

Figura 3.61: Sequeéncia 1
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ax* (ax*b) =b.

Sequéncia 2 : Baixo, esquerda.

Figura 3.62: Sequéncia 2

(axb)xa=>b=bxa=(axb).

Sequéncia 3 : Movimento em ciclo no sentido anti-horario a partir da posigao b.

(@*h)| a b

B

Figura 3.63: Sequéncia 3

bx(axb)=a=axb=(a*xb)= (a*xb)*xb=a=ax*(axb)=0>.

Ao rotarcionarmos os eixos de simetria da tabua no angulo de 180°, no sentido
horario percebe-se a simetria das posi¢oes da tdabua e a continuidade das sequéncia

de movimentos 2 e 3.
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b a “ (a*b)

(a*h) b | (a*h)| a

Figura 3.64: Sequéncia 2 Figura 3.65: Sequéncia 3

Sequeéncia 4 : Direita, cima, esquerda, cima, esquerda, baixo.

b | (@*b)

b (a*b)| a b

Figura 3.66: Sequéncia 4 Figura 3.67: Posicao Final
axb=(axb)= (axb)xb=a=ax(axb)=b=>bxa=(axb) =

= (a*xb)xb=a= (axb)*xa=0b.
A substituicao da sequéncia 4 pela sequéncia 5 permitird ao jogador ser conside-
rado um jogador excepcional.

Sequéncia b : Direita, cima, esquerda, cima, esquerda, cima.

b | (a*b)

b | (@*b)| a b b

Figura 3.68: Sequéncia 5 Figura 3.69: Posicao Final

axb=(axb)= (axb)xb=a=ax(axb)=b=bxa=(axb) =
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= (a*xb)*b=a=ax*(axb)=b.
Portanto, foi verificado que o ojetivo do jogo resta um foi alcangado utilizando a

descricao do jogo tradicional.

Analizando a composicao do jogo resta um representado pela figura 3.70 nota-se
que a posicao central a esta vazia. Logo, percebe-se um total de 6 pecas a, 7 pecas b

e 7 pecas (a *b). Assim temos que:

Figura 3.70: Lado 5u

(axa*...xa)x(bxb*...xb)x((axb)*(axb)*...(axb)) = e\i@*(a*b)

N s\ 7\
~ ~~ ~

6vezes Tvezes Tvezes

\

= bx(axb)

= a.

Como a operacao inicial resulta no elemento a, efetuando as operacoes devidas

concluimos que o jogo s6 podera ser encerrado na posicao a.

De forma anéloga temos que, a figura 3.71 possui a posigao central (a * b) vazia.
Logo, é percebido um total de 15 pegas a, 15 pegas b e 14 pegas (a x b), com isso

conclui-se que o jogo s6 poderd ser encerrado na posigao (a * b). Assim temos:
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Figura 3.71: Lado 9u

\(a*a*...*a)l*\(b*b*...*b)l*\((a*b)*(a*b)*...(a*b))l = ax*bxe

Vo Vo Vo
15vezes 15vezes l4vezes

= (axb)xe
= (axb).

Note que, as tabuas do jogo resta um analizadas foram construidas a partir de
quadrados cujas medidas sao numeros impares. Logo, sera determinada a posicao
central do quadrado, obtendo o grupo de simetrias do jogo resta um formado pelas
transformacoes de reflexao e rotacao do mesmo. Mas, se a tabua do jogo resta um
for construida a partir de quadrados cujas medidas sejam numeros pares, sera que

conseguiremos determinar a posi¢ao central e consequentemente suas transformacoes?

a b |ab | a
b |ab| a
a | b |ab|a|b|ab|alb
b |lab| a | b |ab| a| b |ab
B | a | b @] alb || al
a | b|la|al|b|ab]|alb
a | b |ab| a
b |ab| a| b
Figura 3.72: Lado 8u Figura 3.73: Lado 10u

Observando as figura 3.72 e 3.73 foi percebida que nao ha uma posicao central. As-
sim, nao poderemos determinar os eixos y e x utilizados para obter as transformacoes
de reflexao p, e p, do jogo resta um. Dessa forma, nao poderd ser determinada
sequéncias de movimentos de modo que o jogador alcance o objetivo do jogo utili-
zando as regras do jogo tradicional. Mas, analisando a sua operacao inicial pode ser

determinada a posi¢ao de encerramento.
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Vamos analisar a composicao inicial da figura 3.72, mostrando as variagoes do
jogo resta um e verificando se é possivel determinar sequéncias de movimentos que
conduzam o jogador ao objetivo do jogo.

1° caso: Iniciando com uma das posigoes a vazia:

(axa*...xa)x(bxbx...xb)x((axb)*(axb)*...x(axb)) = exbxe
16’[)‘6’2’65 17v‘e’zes 14v‘e’zes
= bxe
= b
2° caso: Iniciando com uma das posicoes b vazia:
\(a*a*v...*a)}*\(b*b*‘;..*bz*\((a*b)*(a*b\),*...*(a*b))/ = axexe
17vezes 16vezes l4vezes (3 . 6)
= axe

3° caso: Iniciando com uma das posicoes (a * b) vazia:

\(a*a*...*a)/*(b*b*...*b)/*((a*b)*(a*b)*...*(a*b))/ = w*(a*b)

Vo WV WV
17vezes 17vezes 13vezes

= e
(3.7)
De forma anéloga, analisaremos a configuracao inicial da figura 3.73.
1° caso: Iniciando com uma das posig¢oes a vazia:
\(a*a*v...*al*ﬁb*bﬂ;..*bl*g(a*b)>|<(a*b‘)'*...*(a*b))l = ax*exe
2Tvezes 28vezes 28vezes
= axe
= a.
2° caso: Iniciando com uma das posicoes b vazia:
\(a*a*v...*a)l*\(b*b*v...*b)l*\((a*b)*(a*li),*...*(a*b)) = exbxe
28vezes 27vezes 28vezes C ee (38)
= b
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3° caso: Iniciando com uma das posigoes (a * b) vazia:

\(a*a*...*a)*\(b*b*...*b)l*\((a*b)*(a*b)*...*(a*b))} = w*(a*b)
2Bvezes 28vezes 2Tvezes
= ex(axb)
= (axb).
(3.9)

Foi concluido que, das situacoes apresentadas a tinica que nao possibilita a criagao
de sequéncias de movimentos para alcangar o objetivo do jogo é dada pelo 2° caso do

quadrado de lado 8u, onde iniciamos com uma das posicoes b vazia.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foi realizado um estudo sobre Fundamentos de Teoria de Grupos
e Aplicagoes ao Jogo Resta Um. No primeiro capitulo foi definido e exemplificado
Grupos. Por conseguinte, associamos aos modelos apresentados na educagao basica.
No capitulo seguinte, continuamos o estudo dos grupos de matrizes, grupos de per-
mutagoes e concluimos este capitulo com os grupos de simetria necessario para o
desenvolvimento da simetria D4. No dltimo capitulo apresentamos a historia, a des-
crigao, o objetivo e as regras do jogo resta um. Além disso, foi definido e exemplicado
a teoria que rege o grupo de Klein e verificamos que as transformacoes do jogo resta
um sao as mesmas do grupo de simetrias do quadrado. De posse desses conhecimen-
tos, formulamos quando possivel sequéncias de movimentos que permitirao ao jogador
alcancar o objetivo do jogo.

Tais conhecimentos aqui presentes deram embasamento para a construgao de uma
nova metodologia associando a algebra a geometria que poderd ser aplicada pelos
professores da educacao basica. Com isso, pude formular questionamentos que pos-
sibilitarao o aluno compreender o conceito de simetria e de suas transformacoes:
rotacao e reflexao. Para que a partir desses conhecimento o aluno possa buscar novas
perspectivas a respeito desse assunto.

Desse modo, a aplicacao desse jogo sera feita da seguinte forma: Apresentaremos
0 jogo resta um para que o aluno manipule e formule suas préprias teorias que possa
leva-lo ao objetivo do jogo percebendo assim a relagao algebra-geometria. Sendo
assim, este estudo faz-se relevante para a literatura atual, visto que, pouco se é
trabalhado bem como hé uma escassez de material didatico na area.

E importante salientar que para o desenvolvimento desse trabalho houve uma
limitacao de fontes que embasam as teorias aplicadas no conceito do jogo resta um
pois, nao ha variacoes de modelos do jogo resta um para que possamos desenvolver
novas possibilidades e consequentemente verificar associacoes entre estas. Por fim,

resalto que esta producao de conhecimento, me trouxe reflexdes antes nao percebidas.
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Pude obter uma nova visao direcionada dos conteidos tradicionais na educacao basica
de uma forma diferenciada que dismistifica o olhar reducionista sobre a matemaética.
No entanto, essa é apenas uma das formas de inovar e facilitar a compreensao do jogo
resta um, podendo a partir deste estudo surgir outras producoes que contemplem
novos formatos para o jogo e, consequentemente, uma continuidade e aprofundamento

do tema.

84



Anexos

Sugestoes de Atividades Propostas

1* Atividade Proposta

1. Algumas empresas se utilizam do conceito de simetria para montar suas lo-
gomarcas. Destacamos algumas logomarcas, analise-as e depois complete a tabela

abaixo.

Figura 3.74: Logomarcas

Marque com um X a caracterstica correspondente a cada logomarca:

Logomarca | Simétrica | Assimétrica
I
11
I11
v

Elaborado pelo autor

2. Explique com suas palavras qual o conceito de simetria?
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3. Dobre um quadrado duas vezes como esta indicado na figura. Depois faz-se um
buraco como tambm esta indicado. Desenhe o que achas que vai ver quando abrir a

figura.

Figura 3.75: Quadrados

4. Utilizando uma régua trace os eixos de simetria da figuras abaixo:

Figura 3.76: Figuras

5. Observe a figura representada abaixo e desenhe a figura simétrica de X em

relacao ao eixo de simetria vertical.

Figura 3.77: Resta um

86



2% Atividade Proposta

1. Complete a figura abaixo de acordo com seus eixos de simetria.

Figura 3.78: Resta um

2. Observe atentamente as figuras abaixo quanto a linha tracada como eixo de

GD II I

Figura 3.79: Objetos

simetria.

Marque a unica alternativa correta onde a linha destacada representa o eixo de
simetria nas figuras anteriores.

a) Somente a alternativa I;

b) Somente a alternativa I e II;

¢) Somente a alternativa I e III;

d) Somente a alternativa II e III;

e) Em todas as alternativas.

3. Quando um objeto é colocado diante de um espelho plano, observamos que o
objeto e a imagem nao se sobrepoem se o objeto nao for simétrico em relagao a posicao
do espelho e os eixos de simetria. A figura a seguir indica um ladrilho colocado ao
lado de dois espelhos planos I eixo de simetria vertical e plano II eixo de simetria
horizontal. Indique a alternativa que corresponde as duas imagens formadas pelos

espelhos I e II, respectivamente.
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v FE » 34

Espelhol

F

C) q t d) q q Espelholl

4. Observe as formas geométricas planas representadas a seguir:
Note que o contorno dessas figuras é formado apenas por linhas retas que nao se

cruzam. Nesse caso dizemos que essas figuras sao poligonos. Entre as figuras abaixo

) O HU 1m)

V) Vi) VIL

quais sao poligonos?

y\
)j Vﬂl)j i
IX) X) XI) /:l XI1) D

Figura 3.80: figuras

5. Cada poligono pode ser classificado de acordo com o niimero de lados que possui.

Indicaremos abaixo o nome e o ntimero de lados de alguns poligonos:

nome: triangulo nome: quadrilatero nome: pentagono
numero de lados: 3 numero de lados: 4 numero de lados: 5
nome: hexagono nome: heptigono nome: octégono
numero de lados: 6 numero de lados: 7 numero de lados: 8

Figura 3.81: Resta um

Escreva o nome dos poligonos de acordo com o ntimero de lados.
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3* Atividade Proposta

1. Observe as figuras planas e determine os eixos de simetria de cada figura:

A E D
D
B C EQC F C
B (@ A D A B A B
A O B @ B €
B ¢ A D A D

Figura 3.82: Figuras planas

2. Vamos representar os vértices de cada poligono abaixo como matrizes e a partir
de cada eixo de simetria efetuaremos a permutacao de seus vértices para obter uma

nova matriz. Analise o exemplo descrito abaixo e continue para figuras seguintes.

A

[ABC

ABC]%[ABC]

A & B

Figura 3.83: triangulo isésceles

/\

Figura 3.84: Figuras planas

3. Determine algumas propriedades que lhe ajudara a distinguir uma figura geométrica
da outra.
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4. Podemos verificar a presenca de formas geométricas que lembram poligonos
em objetos, construgoes e alguns elementos da natureza. Pesquise algumas imagens,

recorte-as e escreva o nome da forma que cada uma lembra.

5. Apo6s a manipulagdo do jogo resta um, indique a forma geométrica plana ao
qual estd inserida. Com isso, determine sobre esta figura geométrica as informacoes
descritas a seguir:

a) vértices;

b) lados;

c) diagonais;

d) mediatrizes;

e) angulos.
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4* Atividade Proposta

1. Se as casas do jogo resta um fossem elementos de um conjunto A, como po-
deriamos representa-lo?
Dado:

b |(@*)| a

a b |(a*t)| a b | (a*b)| a

b (a@*b)| a (a*h)| a b

(a*b) a b (a*b)| a b (a*b)

Figura 3.85: Jogo resta um

2. Quantos elementos possui o conjunto A?

3. Sabemos que um conjunto ¢ finito quanto podemos determinar o nimero de ele-
mentos e infinito sendao podemos determinar. De posse dessas informacgoes responda:

a) O conjunto A é finito ou infinito?

b) Qual é a sua representagao na forma abstrata e na forma do diagrama de Venn.

c¢) Represente os subconjuntos do conjunto A.

d) O numero de subconjuntos do conjunto A?

4. Formem grupo de no maximo 4 pessoas e utilizem isopor, cartolina e bolinhas

de gude para construir a tabua jogo resta a partir de um quadrado de lado 7 cm.

5. Descreva as sequéncias de movimentos que o levarao ao objetivo do jogo.
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