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Resumo

O advento, em 1801, da brilhante obra Disquisitiones Arithmeticae de Carl Fri-
edrich Gauss (1777-1885) proporcionou elementos de extraordinédria importancia para a
Teoria dos Numeros, entre eles o estudo de congruéncia, o qual atrai os olhares de diversos
matematicos até os dias atuais pela sua aplicacao em diversas areas, inclusive em temas do
ensino basico, evidenciando a necessidade do seu estudo como ferramenta de aprendiza-
gem algébrica. Sendo assim, o presente trabalho propoe abordar o estudo de congruéncia
de forma sistematica, visando a sua contextualizacao na educacao basica, através de uma

proposta de sequéncia didatica, e sua aplicagao em problemas do cotidiano.

Palavras-chaves: estudo de congruéncia; contextualizagao na educacao bésica; sequéncia

didatica; aplicacao em problemas do cotidiano.
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Abstract

The advent in 1801 of the brilliant work Disquisitiones Arithmeticae of Carl Gauss
Friedrich (1777-1885) provided extremely important elements to Number Theory, inclu-
ding the study of congruences, which attracts the eyes of many mathematicians to this
day for its application in various areas, including basic education issues, highlighting the
need of their study as algebraic learning tool. Therefore, this paper proposes to approach
the study of congruence in a systematic way, in order to the context of basic education,

by proposing didactic sequence, and their application to everyday problems.

Keywords: study of congruences; context of basic education; didactic sequence; appli-

cation to everyday problems.
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Introducao

Este trabalho propoe o estudo de Congruéncias na Educacao Bésica, mais preci-
samente no Ensino Médio, visando possibilitar ao educando a contextualizacao de pro-
blemas do cotidiano envolvendo o assunto e facilitar a resolugao de problemas algébricos
aparentemente complexos, propiciando ao mesmo ferramentas matematicas poderosas nao
previstas no curriculo atual e que somente teriam acesso em alguns cursos do ensino su-
perior.

A fim de evitar remeter o leitor em todo momento a outras obras, principalmente
no que diz respeito a teoria matematica utilizada nesta obra, disponho de forma breve,
numa sequéncia logica, alguns conceitos fundamentais que alicercam as disposi¢oes con-
tidas no objeto principal deste trabalho. Nesta perspectiva, temos os dois primeiros
capitulos, sendo o capitulo inicial, denominado Introducao a teoria dos conjuntos e o se-
gundo capitulo, chamado de Aritmética dos Inteiros, preparando o leitor para os capitulos
seguintes.

No capitulo 3, chamado Congruéncia e Aritmética Modular se expoe de forma mi-
nuciosa os conceitos, proposicoes e teoremas sobre a teoria de congruéncia, permitindo a
descoberta de um instrumento matematico para a resolucao de problemas do cotidiano,

através da percepgao de sua ligagao intima com a divisibilidade de niimeros inteiros.



No quarto capitulo, com base nas teorias da Didéatica da Matematica, é construida
uma Proposta de Sequéncia Didatica sobre congruéncia na Educacao Bésica na tentativa
de tornar o conhecimento acessivel aos estudantes, servindo de elemento norteador para
professores que desejem expor tal conhecimento aos seus alunos.

Por fim, no quinto e ultimo capitulo, exponho minhas consideragoes finais sobre o

processo de construcao deste trabalho.



CAPITULO 1

Introducao a Teoria dos Conjuntos

Tendo em vista o estudo de Congruéncia estar intimamente relacionado ao de
conjuntos, principalmente no que diz respeito aos conjuntos numéricos, faz-se necessario
uma sistematizacao logica e progressiva dos conceitos que sustentam esta teoria, sendo
que a abordagem desta obra se limitara a dispor de apenas uma introdugao a teoria dos
conjuntos, no entanto, sem perder de vista o rigor matematico que permeia esta drea da

matematica.

1.1 Nocoes Iniciais

1.1.1 Conjuntos

Definigao 1.1.1 Um conjunto é qualquer colecao de objetos. Os objetos deste conjunto

sao chamados de elementos ou membros.

Exemplo 1.1.1 Seja X o conjunto em que seus elementos sao as letras do alfabeto grego.

O conjunto X pode ser descrito na linguagem matemdtica por X = {a, B,7,...,¥,w}.
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Como exemplos de conjuntos numéricos amplamente conhecidos, temos o conjunto
dos nimeros naturais, denotado por N = {1,2,3, ...}, e o conjunto dos niimeros inteiros,
denotado por Z = {0, £1, £2, 43, ...}.

Se A é um conjunto e a é um elemento de A, escrevemos a € A (a pertence a A),

caso contrario, ou seja, a nao seja um elemento de A, denotamos a ¢ A (a nao pertence

aA).

1.1.2 Subconjuntos

Definicao 1.1.2 Dado um conjunto A, B € dito ser um subconjunto de A se para todo
b e B, b é elemento de A. A notagao que utilizamos é B C A (B estd contido em A).

Quando B nao € subconjunto de A, escrevemos B ¢ A (B nao estd contido em A).

Exemplo 1.1.2 Note que N C Z, no entanto, Z ¢ N, pois no conjunto dos miumeros

naturais nao se encontram numeros negativos.

Se A C Be B C A, todo elemento de A é elemento de B, e analogamente todo
elemento de B é elemento de A, logicamente A = B. Este é o chamado Principio da Ex-
tencionalidade.

Saliente-se que {a,b} = {b,a}, e que A ¢ {{A},B}, mesmo que A € {A} e
[A} € {{4}.B).

As vezes é muito mais simples descrever um conjunto através de uma (ou mais)
propriedade(s) que o caracteriza do que listar um a um seus elementos. Assim, se P (z) é
uma propriedade que um certo elemento tém, denotamos o conjunto {z|P (z)} (a barra |
pode ser lida como “tal que”) como o conjunto dos elementos x que possuem a proprie-
dade P . Por exemplo, considere a reta do plano cartesiano que passa pela origem e tem
inclinagao de 45°. Podemos descrever este conjunto como A = {(z,y) € R?|y = x}.

Um conjunto nao menos importante é o conjunto que nao possui elementos, mais
conhecido como o conjunto vazio, o qual é denotado por &. Note que dissemos que & ¢ o
conjunto, ou seja, sugerimos que este conjunto seja unico. Definindo @ = {x € Alx ¢ A}

pode se provar a unicidade deste.
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Seja A um conjunto nao vazio, o préprio A e o @ sao sempre subconjuntos de
A. Chamaremos estes de subconjuntos triviais de A. A seguir trataremos de questoes

operacionais envolvendo conjuntos.

1.1.3 Operagoes com Conjuntos

Definigao 1.1.3 A uniao de dois conjuntos A e B denotada por AU B ¢é o conjunto dos

elementos pertencentes a A ou B, em linguagem formal

AUB = {z|r € A ouz € B}.

Exemplo 1.1.3 Se A € o conjunto dos nimeros naturais pares, A = 2N = {2n|n € Z} e

B ={2n+1|n € Z} é o conjunto dos nimeros naturais impares, entio AU B = N.

Definicao 1.1.4 Dados dois conjuntos A e B definimos o conjunto intersecio de A com B
como sendo o conjunto contendo todos os elementos que sao comuns a A e B, e denotamos

este por AN B. Em linguagem de conjuntos AN B = {x|z € A,x € B}.
Exemplo 1.1.4 {0,2,6} N {3,6,8} = {6}

Definigao 1.1.5 Sejam A e B conjuntos, definimos a diferenca A — B como o conjunto

de todos os elementos que pertencem a A mas nao pertencem a B, ou seja,

A—B={x|r € A;z ¢ B}.

Exemplo 1.1.5 Seja C' um conjunto nao vazio e D = &, C'—D = C — & = C, pois todo

elemento pertencente a C ndo pertence ao vazio.

Saliente-se que, geralmente, A — B # B — A, um exemplo disso, N — Z = &,

porém, Z — N =7~ U {0}, em que Z~ representa o conjunto dos inteiros negativos.

Definicao 1.1.6 Sejam A e B conjuntos, com B C A, o conjunto complementar de B

em relagdo a A é denotado por C%, em que C§ = A — B.

Exemplo 1.1.6 Dados X = {a,b,c,d,e} e Y = {a,e}, em que Y C X, temos que
Y ={b,c,d}.
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1.2 Produto Cartesiano

Tratemos inicialmente da definicao de par ordenado. Notemos que, conforme ex-
plicitado anteriormente, {a,b} = {b,a}, isto é, {a,b} ndo é um par ordenado. Passemos

agora & definicao de par ordenado. A definicao abaixo é atribuida a Kuratowski!.
Defini¢ao 1.2.1 O par ordenado (a,b) € definido como sendo o conjunto {{a},{a,b}}.

O teorema a seguir, demonstra que, de fato, (a,b) é um par ordenado.
Teorema 1.2.1 (a,b) = (z,y) se, e somente se, a =x e b=1y.

Demonstragao.
(<) Se a=uzeb=y, obviamente, (a,b) = (z,y).
(=) Assumindo (a,b) = (z,y), temos {{a},{a,b}} = {{z},{x,y}}. Deste modo, temos
que {a} € {{z},{z,y}}. Se {a} = {x}, obrigatoriamente b = y. Porém, se {a} = {z,y},
entao, a = r = y = b, demonstrando assim o teorema. 1

Desta forma, agora podemos definir o produto cartesiano de maneira formal, con-

forme enunciado abaixo.

Definicao 1.2.2 Dados os conjuntos A e B, o produto cartesiano denotado por A x B,

¢ definido por

Ax B=A{(a,b)]| a € Abe B}.

Exemplo 1.2.1 O plano R? = R x R = {(z,y)| x,y € R} ¢ um exemplo de produto

cartesiano.

A seguir definiremos os subconjuntos do produto cartesiano, denominados de

relagoes.

Kazimierz Kuratowski (1896-1980) foi um matemético polonés, membro da Escola de Matemética de
Varsévia.
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1.2.1 Relagoes

Definicao 1.2.3 Sejam A e B conjuntos, uma relagao entre A e B € um subconjunto de

A x B.
Exemplo 1.2.2 Uma reta qualquer no plano é uma relacao em R2.

Estudaremos em seguida algumas propriedades das relagoes em A (neste caso sub-

conjuntos do cartesiano A x B).

Definicao 1.2.4 Seja A um conjunto nao vazio, uma relacdo de equivaléncia em A é

uma relagao S de A em A (S C A X A) que satisfaz as sequintes condigoes
1) (a,a) € S, para qualquer a € A. (Reflexividade)
2) Se (a,b) € S, entdao (b,a) € S, para quaisquer a,b € A. (Simetria)

3) Se (a,b) € S e (b,c) €S, entao (a,c) € S, para quaisquer a,b,c € A. (Transitivi-
dade)

Podemos afirmar que a relacao de equivaléncia enunciada acima é uma relacao
binaria em A, visto que associa dois elementos de A. Sendo assim, outra maneira de

definir uma relacao de equivaléncia é

Definicao 1.2.5 Uma relacao bindria S em A € uma relacdo de equivaléncia se
1) aSa, para quaisquer a € A. (Reflerividade)
2) Se aSbh, entdo bSa, para quaisquer a,b € A. (Simetria)

3) Se aSb e bSc, entao aSc, para quaisquer a,b,c € A. (Transitividade)

Exemplo 1.2.3 A relacao de semelhancga de triangulos determina uma relagao de equi-
valéncia no conjunto de triangulos no plano. De fato, seja S a relacdo de semelhancga de

triangulos no plano, sejam ty, ty e ts triangulos quaisquer no plano,

i) t; € auto-semelhante, isto €, t1St;;
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ii) Se t1Sts, € obvio que t2Sty;
iii) Se t1Sty e t3Sts, entdo t1Sts, garantindo a transitividade.

Geralmente, utiliza-se a notacao ~ para representar uma relacao de equivaléncia,

assim, se a e b estao relacionados, escrevemos que a ~ b, caso contrario, escrevemos que

a o b.
O conjunto de todos os elementos que estao relacionados com a € A via ~ é

chamado de classe de equivaléncia de a, mais precisamente:

Definicao 1.2.6 Dado A um conjunto e ~ uma relagcao de equivaléncia em A, entdo

definimos a classe de equivaléncia de a € A via ~ por
a={becA: b~a}

A proposicao abaixo é de extrema importancia, pois caracteriza completamente

uma classe de equivaléncia.

Proposicao 1.2.1 Dado um conjunto A e ~ uma relacdo de equivaléncia em A, temos

que:
a) a=>b se e somente se, a ~ b.
b) Sea#b, entdoanb=g.
Demonstragao.

a) De acordo com o enunciado, temos
(=) Sea="b, acbh, ouseja, a~b.
(<) Sex € a, entdox ~ a e a ~ b, pela transitividade, x ~ b, logo x € b, e portanto

a C b. Analogamente, provamos que b C a. 1

b) Seanb # &, ou seja, suponhamos algum elemento x € a N b, entdo a ~ e
z ~ b, pela transitividade, temos que a ~ b, e pelo item anterior, @ = b. Assim,

pela contrapositiva de a M b +0=a= b , temos que se a #* B, entdoaNb=. 0
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Observacao 1.2.1 Outra forma de descrevermos o item a) desta proposi¢ao € que uma

classe de equivaléncia independe do representante da classe.

Um dos objetivos para estudarmos relagoes de equivaléncia em A é que esta faz
uma particao em A. Rigorosamente uma particao P de A é um conjunto de subconjuntos

nao vazios e disjuntos de A, tais que U B = A.
BeP

Definicao 1.2.7 Uma particao P de A € um conjunto tal que
Py) Dois conjuntos distintos em P nao tem elementos em comum;

Py) Cada elemento de A estd em algum elemento de P.

Tendo em mente a proposicao anterior podemos estabelecer que uma relagao de
equivaléncia ~ dada em um conjunto A determina uma particao do conjunto A. Se
defirmos o conjunto de todas as classes de equivaléncia como a seguir, teremos uma

particao do conjunto A via a relacao de equivaléncia ~.

Definigao 1.2.8 Dado um conjunto A e uma relagao de equivaléncia ~, o conjunto de

A
todas as classes de equivaléncia via ~ sobre A, denotada por — € o conjunto
~Y

A
— = {ala € A}.
A

Apoiados pela proposicao 1.2.1, temos que - ¢ uma particao de A. De fato, se
c € anb, utilizando a parte b) da proposicio citada pode-se provar que a ~ b, e pela parte
a), @ =b. No caso, o conjunto é é chamado de conjunto quociente de A pela relacao de
equivaléncia ~.
Exemplo 1.2.4 Considere a relacao ~ em Z X Z, dada por a ~ b se e somente se, a e
b possuem o mesmo resto na divisio por 3. Observemos que 0 = {0, £3,46,49,...},1 =
{...,-8,-5-21,47..}2={..,-7-4,-1,2,528,...}, assim, 0N1=0,0Nn2=10

elN2=10, como 0~ 3k,1 ~ 3k+1,2 ~ 3k+2 para qualquer k € Z, assim 0U1U2 = Z.

No exemplo anterior note que, se a,b € z, x € {0,1,2}, entao 3|la — b. Trataremos
esta relagao de equivaléncia mais a fundo no Capitulo 3. A idéia de classe de equivaléncia
tem o objetivo de particionar conjuntos, podemos utilizar inclusive conjuntos de cardina-

lidade infinita, como o apresentado acima.
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1.2.2 Funcoes

Neste se¢ao estudaremos uma relagao especifica em Ax B, onde A e B sao conjuntos
nao-vazios.
Dados A e B conjuntos nao-vazios, estudemos um subconjunto das relagoes em

A x B, denominado de funcoes.

Definicao 1.2.9 Dados conjuntos A e B nao-vazios, uma funcdo f € uma relagao entre

A e B tal que para todo a € A, existe apenas um unico b € B tal que o par (z,y) € f.

Geralmente, utiliza-se a notagdo f : A — B (lé-se: funcdo f de A em B), em que o
conjunto A é chamado de dominio (partida) e B de contradominio (chegada) da fungao f.
Além disso, denota-se y = f (z), quando y € B e (z,y) € f, sendo assim, o conjunto de

todos os elementos f (x), onde = € A, representa o conjunto imagem de f, cuja notagao é

dada por Im (f). Assim, Im (f) = {y|f (z) =y, x € A}.

Observacao 1.2.2 Seja f uma relagao, em que f: A — B, para que f seja uma funcdo,

¢ suficiente mostrarmos que

Vai,as € A;a1 = ay = f(a1) = f(az).

Exemplo 1.2.5 Seja A ={1,2,3} e B={3,6,9}, além disso, f ={(1,3),(2,6),(3,9)}.
Note que f € uma func¢do que associa os elementos de A em B, sendo que neste caso

Im (f) = B, ou seja, a imagem igual ao contradominio.

Uma funcao, geralmente, ¢é definida através de uma regra algébrica, exemplificando

temos: f:Z — Z, em que f (z) = 3z + 2 é uma fungao de Z em Z.

Definicao 1.2.10 Uma funcdao f : A — B € dita ser injetora se para quaisquer dois
elementos distintos de A, suas imagens sao distintas. Sendo assim, a funcdao f € injetora

se ay # as , entdo f(ay) # f (a2) para quaisquer a; e ay elementos de A.
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Observagao 1.2.3 Seja f uma funcao, f : A — B. Para que a mesma seja injetora
basta verificar a sequinte condi¢do, que € a contrapositiva da implicagdo acima (Defini¢ao
1.2.10)

Vay,as € A, f (a1) = [ (a2) = a1 = as.

Exemplo 1.2.6 Seja f; : N — N em que f(z) = x* é uma fungdo injetora, pois a
cada elemento do dominio estd associado a um unico elemento distinto de B. No entanto,
fo:Z — N em que f(z) = 2% nao é uma funcao injetora, pois —1,1 € Z e 1 € N,
e f(=1) = (=1)> =1 =12 = f(1), ou seja, dois elementos do dominio possuem a
mesma imagem, em linguagem l6gico-matemdtica f (—1) = f (1) = -1 # 1, contrariando

o disposto na observagao 1.2.3.

Notemos com o exemplo anterior a importancia do dominio e contradominio es-
tarem bem definidos, ji que modificando os mesmos podemos obter uma fungao diferente
ou até mesmo apenas uma relagao, por exemplo: f3 : N — 2N em que f (z) = 22 nao é
uma fungao, apenas uma relagio, pois 3 € N e f(3) = 3?2 = 9 ¢ 2N, ou seja, existe um
elemento do dominio que nao esta associado a nenhum elemento do contradominio, o que

contraria a defini¢do de funcao (Definigao 1.2.9).

Defini¢ao 1.2.11 Uma funcio f : A — B tal que B = Im (f) € dita ser uma fun¢ao

sobrejetora.

Exemplo 1.2.7 Seja a funcgao f: R — Ry U{0} tal que f (z) = |z — 3|, a mesma possui

como imagem o conjunto dos numeros reais nao negativos, sendo, portanto, sobrejetora.

Observagao 1.2.4 Para que uma funcdao f : A — B seja sobrejetora verifiquemos se
para qualquer b € B, existir um elemento a € A tal que b = f (a), isto é, para cada b € B,
existe pelo menos um par (a,b) € f, geralmente utiliza-se o Principio da Extencionalidade

comentado anteriormente, mostrando que B C Im (f) e Im (f) C B.

Se f é uma funcao injetora e sobrejetora, dizemos que f é bijetora, exemplo disso,

temos a fungao f: R — R tal que f (z) = 23,

Abordamos a seguir a definicao de imagem inversa.
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Definigao 1.2.12 Seja f : A — B uma funcao, se b € B, a imagem inversa de via f é o

conjunto =1 ({b}) ={a € A| f(a) = b}.

Exemplo 1.2.8 Seja f : A — B uma fungdo tal que f(x) = x* + 1, sabendo que A =
{2,3,4} e B = {17,82,142,257}, temos que f~ ({82}) = {3} e f~ ({142}) = @.

Proposicao 1.2.2 Se f: A— B eg:Im(f) — C sao fungdes, entao a composicio de
fungoes dada por g (f (a)) para cada a € A € também uma fungdo em A x C, denotada

porgo f:A— C.

Demonstracao. Notemos inicialmente que g o f é uma relacao em A x C'. Como fe g
sao funcgoes, para todo a € A existe um tnico b € B, tal que o par ordenado (a,b) € f,
assim como g : Im (f) — C, em que b = f (a), para todo f (a) € Im (f) existe um tnico

c € C tal que (f (a),c) € g. Portanto, c=go f(a) e a relagdo g o f é uma fungao. U

Exemplo 1.2.9 Dadas f e g fungoes, f: R — R tal que f (z) =x—2 e g: R — R tal que
f(x) =32%—4, a fungdo go f € dada por go f : R — R tal que go f (z) = 3z% — 122+ 8.
A seguir, trataremos das operagoes binarias.

Definicao 1.2.13 Uma operagao bindria em um conjunto A é uma funcdo de dominio e

contradominio A.

Seja © uma operacao em A, denotamos a imagem do par (a,b), em que (a,b) € A,

por

o AX A= A

(a,b) — aob

Como exemplos de operacoes bindrias, muito bem conhecidas, temos a soma e

produto de numeros inteiros, com efeito sejam tais operacoes dadas por:

+:ZX7Z — Z

(a,b) — a+1b
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L XL — T

(a,b) — a-b

Na sequéncia abordaremos outros exemplos que mostram a importancia do estudo

de operacgoes binarias.

Exemplo 1.2.10 Se M ¢ o conjunto das matrizes de ordem 2 X 2, a soma de matrizes
¢ um exemplo de operacdao bindria. Seja a funcao m : M — M, considere assim A e B
matrizes de ordem 2 X 2 tal que A = [a;;] e B = [b;j], 1 <1i,j <2, a soma das matrizes

A e B definida como A+ B = [a;; + b;;] € uma operagdo bindria em M.

Exemplo 1.2.11 A funcdo ® : Z X Z — 7 dada por

® (m,n) =m ®@n = mn +m°é uma operagio bindria em Z.

No capitulo 3 utilizaremos operacoes binarias distintas das acima, e que dizem

respeito sobre o estudo de congruéncia, foco deste trabalho.



CAPITULO 2

Aritmética dos Inteiros

Os conjuntos dos nimeros naturais e inteiros, denotados por N e Z, respectiva-
mente, em que N = {1,2,3,...} e Z = {0,+1,£2,4+3,...} servirao de base para nosso
estudo a partir deste capitulo, enfatizando que nao teceremos maiores consideragoes no
que diz respeito a construgao destes conjuntos, tendo em vista transcender aos objetivos
deste trabalho.

Inicialmente, enunciaremos propriedades dos inteiros em suas operagoes basicas,
e na sequeéncia, trataremos de algumas técnicas fundamentais para demonstracoes de
proposicoes matematicas, conhecidas como o principio da inducao finita, em suas duas
versoes.

Abordaremos a seguir propriedades aritméticas de 7Z
Propriedades de (Z,+,.)

Em Z consideremos as duas operacoes bindrias: a soma + e o produto -, assim, para todos

0s numeros inteiros a, b e c, valem

1) a+b="0b+ a (comutatividade da soma)

15
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2) (a+b)+c=a+ (b+c) (associatividade da soma);
3) Dadoa € Z, existe 0 € Z tal que a+0 = a. (existéncia do elemento neutro aditivo);

4) Dado a € Z, existe —a € Z tal que a + (—a) = 0. (existéncia do elemento inverso

aditivo);

5) a-(b+c)=a-b+a-c (distributividade);

6) (a-b)-c=ua-(b-c) (associatividade do produto);

7) a-b="b-a (comutatividade do produto);

8) Dado a € Z, existe 1 € Z tal que a - 1 = a (existéncia do elemento 1);

9) a-b=0< a=0oub=0 (inexisténcia de divisores de zero em Z).
Postulado 2.0.1 O Principio da Boa Ordem (P.B.0.). Um conjunto nao vazio de
numeros naturais (inteiros positivos) tem um menor elemento.

O exemplo a seguir demonstra a importancia do P.B.O. nos mais diversos proble-

mas envolvendo inteiros positivos.

Exemplo 2.0.12 Mostre que o conjunto A, em que A ={n € Z| 0 < n < 1} € vazio.

Demonstracao. Suponha que A seja um conjunto nao-vazio. Como A C Z, , pelo P.B.O.
o conjunto A possui um menor elemento a, onde 0 < a < 1. Multiplicando membro a
membro da desigualdade por a temos que 0 < a? < a < 1, assim, temos que a®> € A e é

menor que a, contradizendo a hipdtese inicial. O

Assumindo o P.B.O. como postulado podemos demonstrar o Principio de Inducao

Finita, em suas duas formas, como veremos na sequéncia.

Teorema 2.0.2 O Principio de Indugdo Finita em sua 1* Forma (P.I.F.- 1* Forma)

Seja A um conjunto de niumeros naturais, tal que

i) 1€ A;
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iit) Sen€ A, entaon+1¢€ A;
Entao A =N.

Demonstracao. Seja A um subconjunto de N em que valem i) e ii). Suponhamos por
contradicao que A nao contém todos os inteiros positivos. Seja B C N um conjunto nao
vazio em que todo elemento de B nao é elemento de A. Pelo P.B.O existe b € B, menor
elemento de B. Como vale i), b > 1, eassimb—1¢€ A, ecomo vale it) b—1+1=0b¢€ A,

o que caracteriza a contradicao.

Teorema 2.0.3 O Principio de Indugdo Finita em sua 2* Forma (P.I.F.- 2* Forma)

Seja A um conjunto de niumeros naturais, tal que
i) 1eA;

ii) Se2,3,...,n€ A, entaon+1€ A;
Entdo A =N.

Demonstragao. Seja A um conjunto em que valem as condigoes i) e i) do P.LLF. - 2*
Forma. Suponhamos, por absurdo, que apesar de valer estas condic¢oes exista um conjunto
B, B C N, tal que B — A é um conjunto nao-vazio de nimeros naturais. Assim, pelo
P.B.O. B teria um menor elemento b, e de i), sabemos que 1 ¢ B, segue que existe k
natural, tal que b =1+k > 1. Logo, 1,2,...,b—1 ¢ B, ouseja, 1,2,...,b—1 € A. Mas,

por ii), temos que b = (b— 1) +1 € A, um absurdo. U

2.1 Divisibilidade

Definigao 2.1.1 Se a e b sdo inteiros e b # 0, dizemos que a divide b se existir um

inteiro ¢ tal que b = ac, cuja notagao € alb.

Observacao 2.1.1 Quando a ndo divide b, escrevemos que a1 b.

Exemplo 2.1.1 6|42, pois 42 = 6 - 7; 11]|165, pois 165 = 11 - 15; no entanto, 71 11, pois

nao existe x € 7 tal que 11 = Tx.
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Observagao 2.1.2 Nesta obra nao consideraremos a entidade 0|0.

Vamos citar algumas propriedades da divisibilidade em Z.

Proposicao 2.1.1 Se o inteiro a divide todos os niumeros inteiros pertencentes a lista
n

C1,Coy...,Cn, entao a divide qualquer combinagcao do tipo E m;c;, onde m; € Z para

i=1
todo 1 <i<mn.
Demonstragao. Utilizando o P.I.F - 1* Forma, temos que se alc, entao a|mc para todo
m € Z, logo para o caso n = 1 a proposicao ¢é valida. Assumiremos a afirmacao valida
para n e provaremos a veracidade desta para n + 1.

n
Assim, se alcy, Ca, . .., Cn,y Cny1, pOr hipdtese de indugao al E m;c; para quaisquer
i=1

n

m; € Z, onde 1 <1 < n, entao existe [ € Z tal que Z m;c; = la. Como a|c,y1, existe
i=1

b € Z satisfazendo ¢, 1 = ab.

n+1 n
Se m,y1 € Z, a soma E m;c; = E miC; +Mpi1 - Cpy1 = la + myyq - ab =
i—1 i=1
n+1

a (I + my,41b) e por conseguinte al g m;c;, como querfamos demonstrar.
i=1

Proposicao 2.1.2 Se a,b,c € Z, entao:
1) ala;
2) Se alb entdo ac|bc;
3) Se ablac entdo blc;
4) Sealbeb#0, entao |a| < |b|;
5) Sealb ebla, entao |a| = |b|;
6) Se alb entdo g\b;
7) Se alb e blc, entao alc;

Tendo em vista as demonstracoes serem triviais, omitimos as mesmas neste ma-

terial, para consulté-las ver [5] e [9].
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Proposicao 2.1.3 Se a,b € Z,n € N, e b # a, entdo a — bla™ — b,

Demonstragao. Basta observar que (a —b) (a" ' +a" 20+ ...+ ab" 2 +b"1) = a" —

br.
Proposigao 2.1.4 Sea,be Z,n €N, eb+# —a, entao a+ bla*" — b*".

Demonstragao. Observemos que (a + b) (a*"™' —a* 20+ ...+ ab* 2 — ") = ¢®"—

v, O
Proposigao 2.1.5 Sea,be Z,n €N, eb# —a, entio a+ bla*+1 — p>+l,
Demonstragao. Note que (a +b) (a*® — a0+ ... — ab®™ ! +b?) = T —p?" T O

Teorema 2.1.1 (O algoritmo da divisao euclidiana em Z). Sejam a e b inteiros,

com b # 0, existem tnicos inteiros ¢ (quociente) e r (resto), onde
a=bqg+rel<r<lb.

Demonstracao. Se b|a, tomemos r = 0, tornando véalido o teorema. Suponhamos que
btaeb<a,e considere o conjunto A = {a —nb > 0|n € Z}. Como A é nao vazio (pelo
menos a—b € A), pelo P.B.O. o conjunto A tem um menor elemento r = a—¢b. Provemos
que r < |b|. Sendo assim, suponha que r = a — ¢b > |b|, assim, se b > 0, a— (¢ + 1) b > 0,
logoa—(qg+1)b€ A, porém a— (¢ + 1)b < r, absurdo. De maneira andloga, para b < 0,
chegaremos em um absurdo.

Para o caso b > a, tome ¢ = 0 e r = a, verificando a validade do enunciado acima.

Resta-nos provar a unicidade de ¢ e r. Suponha que existam inteiros qi, qa, 71, 72
satisfazendo a = bgq; + 11 e a = bga + 1o com 0 < r; < [b] e 0 < ry < |b]. Igualando
as equagoes, temos: bg; + 11 = bgs + 12, colocando b em evidencia tém-se b(q; — q2) =
ro — r1. Sendo assim, b|ry — 71, e pela proposigao 2.1.2, item @, |b| < |ry — 71|, mas como
r1 < 19 < |b], temos que |ro — 71| < |b|, e isto s6 é possivel se 1o — 11 = 0, ou seja, r; = ro.
Substituindo o resto na equacao b (q; — g2) = 79 — 71, temos que b (q; — ¢2) = 0, e como Z
nao possui divisores de zero (Propriedade 9), e por hip6tese b # 0, temos que ¢o —¢; = 0,

o que implica ¢; = qo. 4
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Exemplo 2.1.2 Na divisao de 732 por 35, encontramos q = 20 e r = 32.

Posteriormente, abordaremos o conceito de Maximo Divisor Comum de um con-

junto de inteiros.

2.2 Maximo Divisor Comum

Definicao 2.2.1 Sejam a,b € Z, o mdzimo divisor comum de “a” e “b” € o maior inteiro

positivo “d” que divide “a” e “b”, cuja notagio é d = m.d.c. {a,b}.
Exemplo 2.2.1 d; = m.d.c.{4,17} = 1; dy = m.d.c. {10,25} = 5.

Mais adiante conheceremos uma ferramenta poderosa no célculo de m.d.c.'s, capaz

de facilitar o cdlculo de m.d.c. de nimeros de alta magnitude como
m.d.c{(143 + 143" + ... + 14+ 1), 13}, que é 13.
Podemos definir de forma recursiva o m.d.c. de uma lista de niimeros inteiros.

Defini¢ao 2.2.2 Seay,as,...,a, € Z, o m.d.c.{ay,as,...,a,} € 0o maior inteiro positivo

d que divide todo a; para 1l < j < n.

Teorema 2.2.1 Se d = m.d.c. {a,b} existem inteiros mg e ng tais que d = moa + ngb,

1sto €, d pode ser escrito como uma combinacao envolvendo a e b.

Demonstracao. Considere o conjunto de inteiros positivos A = {ma + nb| m,n € Z}.
Observe que A possui infinitos elementos positivos, e por conseguinte pelo P.B.O. o con-
junto A possui um menor elemento. Suponhamos ¢ = mga + ngb o menor elemento.
Provemos que ¢ é um divisor comum de a e b e que de fato ¢ = d, isto é, d é o menor
inteiro positivo pertencente a A.

Se ¢t a pelo algoritmo da divisao existem inteiros g e r, onde a = cq+re 0 < r < c.
Assim, r =a—cq = (1 — gmg) a+ (—qno) b € A, e r < ¢, contrariando a minimalidade de
¢, absurdo. De forma andloga pode-se provar que c|b.

Agora demonstremos que d = ¢. Como d = m.d.c.{a,b}, existem inteiros k e [
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satisfazendo a = dk e b = dl, e como ¢ = mga + nob, temos ¢ = d (mok + nol), logo d|c, o
que implica que d < ¢. Se d = m.d.c.{a, b}, ndo é verdade que d < ¢, restando apenas a

possibilidade em que d =¢. 14

Observagao 2.2.1 Com efeito, se d = m.d.c. {ay,as,...,a,}, por induc¢io se demonstra
que existem ki, ko, ..., k, € Z tais que d = kiay + asks + ... + kpa,. Adiante, quando
exposto o conceito de ideais em Z., veremos uma maneira mais simples e elegante de

demonstrar tal fato.

Observagao 2.2.2 Se d = m.d.c. {a,b}, entdo todo ¢ que € divisor comum de a e b é

divisor de d.
Proposigao 2.2.1 Se ¢ € N, entdo m.d.c. {ca,cb} = c¢-m.d.c.{a,b}.

Demonstragao. Pelo teorema 2.2.1, temos que d = m.d.c.{a,b} é o menor inteiro
positivo em A = {ma + nb|m,n € N}. Desde que ¢ > 0, dc é o menor inteiro positivo de

B = {m(ca) +n(cb) |m,n € N}. Portanto, c¢d = ¢ - m.d.c. {a,b} = m.d.c. {ca,cb}. 1A

b d.c.{a,b
Corolério 2.2.1 Se cla e c|b, entdo m.d.c. {2, —} = L{a’}.
¢ c c

~ . P a -
Demonstragao. Tendo em vista a e b serem divisiveis por ¢, temos que — e - sao
c c

inteiros, e pela proposicao anterior temos que

¢’ c c

b 1 d.c.{a,b
m.d.c. {2 —} = —-m.d.c.{a,b} = L{a’}. Qa
c

b
Coroldrio 2.2.2 Se d = m.d.c. {a,b}, m.d.c. {g Zz} —1

Demonstragao. Pelo corolario anterior e sabendo que d = m.d.c. {a, b}, temos que

a bl mde{ab} d

Observagao 2.2.3 Quando m.d.c.{a,b} =1 dizemos que a e b sao primos entre si, ou

ainda, coprimos.
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Proposigao 2.2.2 Se a e b sao coprimos e albc entio alc.

Demonstragao. Sendo a e b coprimos, temos que m.d.c. {a,b} = 1, ou seja, a 1 b, e como

albe, logo alc. 1A
Exemplo 2.2.2 Note que 6252 = 36 -7, mas 617, logo 6|36.

Demonstremos abaixo o lema de Euclides. Este lema faz-se interessante pelo uso

técnico em se determinar m.d.c.’s de niimeros muito grandes.

Lema 2.2.1 (O Lema de Euclides) Se a,b,n € Z, entao

m.d.c.{a,b} = m.d.c.{b,a — bn} .

Demonstracgao. Seja A o conjunto dos divisores positivos de a e b, e B o conjunto dos
divisores positivos de b e a — bn. Provemos que A = B.

Dado ¢ € A, c|a,b, logo ¢ divide qualquer combinagao envolvendo a e b, inclusive
a — bn, logo ¢ € B. Reciprocamente, para todo ¢ € B, ¢|b,a — bn, logo c|la — bn + bn = a,

assim, ¢ € A. Logo, A = B, o que implica que o m.d.c.{a,b} = m.d.c. {b,a —bn}. 1

Exemplo 2.2.3 Sea,n € N, a > 1, mostre que m.d.c. {“n_l a— 1} =m.d.c.{a—1,n}

a—1"7

Demonstragao. Pela proposi¢ao 2.1.3, a — 1|a™ — 1", como a” — 1" = a™ — 1, temos que

a — 1|a™ — 1, sabendo que % = (a"'+a"?+...+a+1), observe que a" ' +a""% +

coota+1l=(a"t=1)+(@"*=1)+ ...+ (a—1) +n, assim a — 1 divide todos as

parcelas da ultima equagao, exceto n.

a™—1
a—1

e ¢|n, pelo lema anterior temos que m.d.c. {“”‘1 a— 1} =

Assim, se cla—1, | —,

m.d.c.{a—1,n}. A

O exemplo a seguir é um exemplo numérico do resultado provado acima.

Exemplo 2.2.4 Encontre o m.d.c {(14%® + 143" + ...+ 14+ 1),13}.

Solugao. Como (143 + 143"+ ... + 14+ 1) = 1‘1129__11, conforme a demonstracao acima,

vale que:

143 —1
m.d.c. EVERE 14—-1p=md.c.{14—1,39} = m.d.c. {13,39} = 13.
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Teorema 2.2.2 (O algoritmo de Euclides) Se 7o =a e r, = b, onde a > 0e b > 0,
e se o algoritmo da divisao euclidiana for aplicado de forma sucessiva resultando em
Tj = @j417j41 + Tjp2, onde 0 < rjio < 144, para j = 0,1,...,n —1 e r, é o dltimo resto

nao nulo. Entdao, m.d.c. {a,b} = ry,.

Demonstragao. Dividindo g = a por r; = b, encontramos ¢; e ry inteiros onde ry =
@11 + 12, com 0 < ro < ry. Utilizando o algoritmo da divisao para dividir b = r; por
r9 tém-se que r|1 = @ore + 13, onde 0 < r3 < ro. Utilizando o Lema de Euclides, onde
ry = ro — q17r1, temos que m.d.c. {a,b} = m.d.c. {r1,r2}, e pelo mesmo lema na segunda
equagao onde r3 = 11 — qarg, temos que m.d.c. {ry, 73} = m.d.c. {r1,m2}. Aplicando o lema

citado mais n — 2 vezes, e notando que r, — 1 = ¢,r, + 0 (r,01 = 0),

m.d.c.{a,b} = m.d.c.{ry,ro} =m.d.c.{ro,r3} =...=md.c{r,— 1,1} =mr, QA

2.3 Numeros Primos

Defini¢ao 2.3.1 Um nimero natural p > 1 € dito ser um nimero primo se plab implicar

pla ou plb, isto €, toda vez que p divide um produto de nimeros ab, p divide a ou b.

A definicdo acima pode parecer diferente daquela que o seu professor do ensino
fundamental lhe ensinou. Porém esta definicao é andloga aquela de tempos atras, como
veremos abaixo. Utilizamos a dada definicao para que trabalhando com estruturas mais
abstratas possamos reconhecer certas propriedades equivalentes (ou quase) a nimeros

primos em Z.

Proposicao 2.3.1 Um ndmero inteiro p > 1 € primo se os unicos divisores de p é =1 e

+p.

Demonstracao. Seja a um divisor de p (p primo), entao existe b € Z tal que p = ab,
assim, plab, e pela definigdo 2.3.1 temos que p|a ou p|b. Se p|a entdo a = pd, o que implica
que p = ab = (pd) b, assim db = 1, dai, b = £1 e d = £1 (nesse caso a = +p). Portanto,

se p é primo entao os unicos divisores de p sao +1 e +p. 1
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Exemplo 2.3.1 O numero 17 € primo, pois os unicos divisores sao 1 e 17, ao passo que

4 nao € primo, pois os divisores dele sao 1,2 e 4.
Observacao 2.3.1 O numero 2 € o unico numero primo par.

Teorema 2.3.1 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro maior do que
1 ou € primo ou pode ser representado como um produto de niumeros primos e esta repre-

sentagao € unica, a menos de ordenacado.

Demonstracao. Inicialmente, se n é primo nada se tem a demonstrar. Suponha entao
n composto, e considere p; (p; > 1) o menor dos divisores positivos de n. De fato, p; é
primo, pois se nao o fosse existiria um certo p tal que p; > p > 1 com p|n, contradigao.
Portanto, n = pin;.

Novamente, se ny é primo nada se tem a demonstrar. Se n; for composto considere
p2 (p2 > 1) como o menor divisor de n;. Assim, analogamente a argumentacao exposta,
Po € Primo e n = Py Pans.

Continuando o mesmo procedimento em finita vezes, obtemos uma sequéncia de
inteiros positivos nq, no, ..., n,, assim, como a sequéncia de primos p1, pa, . . ., pr pode nao
ser distinta, temos que n = pi'py? - - - pp*.

Provemos a unicidade da decomposicao de n, a menos da ordem. Utilizando
indugdo em n, temos que para n = 2 a proposicao é véalida. Admitamos valida para
os inteiros maiores do que 1 e menores que n, entao devemos provar a validade para n. Se
n for primo a unicidade esta provada. Supondo n composto, e que tenha duas fatoragoes,
ou seja, n = pipe--Ps = q1q2 - q-- Como p; divide o produto ¢iqs---q, ele divide
pelo menos um dos fatores ¢;. Sem perda de generalidade suponha que p;|gq;, portanto,

n n _ . ..
— =py---pPs = Q2+ qr, como 1 < — < n, assim, por hipotese as duas fatoracoes sao

1 P1
idénticas, entao s = r, logo as fatoracoes pips---ps € q1qz - - - @, sd0 iguais, a menos da

ordenacao.

Observagao 2.3.2 Pelo teorema anterior, a fatoragao pode ser representada por a € N
n

em que a =pit - py* ... pon = pr‘i, onde p; € 0 -€simo numero primo.

n
i=1
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Observagao 2.3.3 Se a € Z com wvalor absoluto superior a 1, a € representado como

a=Ipf -p3*-...-pim ondel € {—1,1} e p™ - p3? - ... p2" € a representacdo de |al.
Corolario 2.3.1 Se a = pr = pit - ps? ... - pam o congunto dos divisores positivos
i=1
de A € o conjunto A = {le 0< 6 <a,i= 1,2,...,n}
i=1

Observacao 2.3.4 A partir do coroldrio acima fica facil de calcular o nimero de diviso-

n
res positivos a > 1. Seja d,, este numero, se a = | |pqi entao
M n ) 1 )
i=1

dy= (a1 +1)(ag+1)...(a, +1).
A seguir mostraremos que a sequéncia de nimeros primos ¢ infinita.
Teorema 2.3.2 (Euclides) Ezistem infinitos nimeros primos.

Demonstragao. Suponhamos o contrario, ou seja, que os nimeros primos sejam em
quantidade finita. Consideremos py, po, ..., pr todos os primos. Seja S =p;-ps---pr + 1.
Obviamente, S nao ¢é divisivel por nenhum dos p;, além disso, S ¢ maior do que qualquer
p;. No entanto, pelo Teorema Fundamental da Aritmética ou S é primo ou é composto
(possui fator primo em sua decomposi¢do), o que implica na existéncia de um primo

distinto da lista anterior, um absurdo. Logo existem infinitos nimeros primos. U

Observacao 2.3.5 Muitas vezes é conveniente representarmos um inteiro “a” utilizando
o0

um produtorio infinito a = pr” Esta representacao é sempre possivel em virtude da
i=1

ifinitude do conjunto de nimeros primos. Note que se py ndao aparece na representacao

de a entao oy, = 0, ou seja, pY, que € igual a 1, elemento neutro da multiplicagao.

Corolério 2.3.2 Se a = pr“ eb= Hp’f", entao o m.d.c.{a,b} = le-%, onde v; =
i=1

» i=1 i=1
min {o, B;}.

Exemplo 2.3.2 O m.d.c.{25,35} = m.d.c.{5*,5-7} =7°-5=1-5=05.
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2.4 Minimo Multiplo Comum

Definicao 2.4.1 O minimo maltiplo comum de dois inteiros a e b € o menor inteiro
positivo que € divisivel por a e b. A notacdo utilizada para o minimo maltiplo comum de

aebémm.c{a,b}.

Lema 2.4.1 Se a = pr eb = pri, entao o m.m.c.{a,b} = sz-%, onde ~y; =
i=1 i=1 i=1
max {a;, B}

Exemplo 2.4.1 O m.m.c.{9,15} = m.m.c.{3%,5-3} =32-5=9.5 =45,

Proposicao 2.4.1 Se a,b € Z, entao m.d.c.{a,b} - m.m.c. {a,b} = ab.

o0 oo
Demonstracgao. Se representarmos a = H piteb= H pf ‘, entao
i=1 i=1

ab = ﬁpfcz ﬁpzl _ ﬁp;nm{ai,ﬁi}-l-max{ai,ﬁi} _ ﬁp;mn{ai,ﬁi} ﬁpznam{ai,ﬁi} _
=1 =1 =1 =1

i=1

m.d.c.{a,b} - m.m.c. {a,b}. QA

Observacao 2.4.1 Se m.d.c.{a,b} =1, entao m.m.c.{a,b} = ab.

2.5 Ideais em 7Z

Agora apresentaremos uma idéia que estard presente em estruturas mais abstratas:
ideais em um dado conjunto. No caso estudaremos ideais restritos aos inteiros, sendo de
fato uma fonte concreta (simples) de exemplos a fim de auxiliarmos em estudos mais
avancados. Veremos que o conceito de ideais em Z esta intimamente ligado ao calculo de
m.d.c.’s. Por fim exibiremos o conceito de ideais maximais e mostraremos como se dé a

ligagao deste com niimeros primos.

Definicao 2.5.1 Um conjunto de nimeros inteiros I é um ideal de 7. se

i) 0el;
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is) Sea,bel, entioa+bel;
i3) Sea €1, entio —a € I;

iy) Sea€l et €Z, entiota€ 1.

Exemplo 2.5.1 O conjunto 27 = {2n|n € Z} é um ideal de Z, ja que se verifica
i) 0=2-0¢ 2Z;
iy) Sea,be 27, existem n,m € Z tal que a = 2n e b = 2m, entdo
a+b=2n+2m=2(n+m) € 27Z;
is) Sea €27, existe n € Z, a = 2n, entio —a = —2n = 2(—n) € 27Z;

iy) Sea €27, eristen € Z, a =2n et € Z, entio ta = t(2n) = 2(tn) € 2Z.

Proposicao 2.5.1 As condigoes i1), i) e i3) podem ser substituidas por

i5) I%@,

ig) Sea,bel, entaoa—bel

Demonstracao. Vamos mostrar que se I C Z e i5), ig) e iy) sdo validas, entdao I é um
ideal de Z.

De fato, se a condigao i5) ¢é vélida, entao existe a € I e por ig) temos que 0 =
a —a € I, satisfazendo a condicao ;).

Sea€l,—a=0—aé€ I, porig), deste modo a condigao i3) é satisfeita.

Se a,b € I, e por i3), —b € I, assim, por ig), temos que a +b = a — (=b) € I,

validando i5). O
Exemplo 2.5.2 Sejam ny,no,...,ng inteiros, o conjunto I = niZ + noi + ... + npZ =
{nary + narg + ...+ ngrglr, o, . T € Z} € um ideal de Z. pois

i5) De fato, o conjunto I é ndo vazio, por exemplo 0 € I.

ig) Sea,bel existem ri,7r9,... .7k, l1,lo, ... g € Z, onde a = nyry + Norg + ... +ngTi €

b=mnili+nsla+. .. +nlp. Deste modo a—b = nq(ri—1l)+nq(ro—Ila)+.. . +np(re—1) € 1.
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iy) Por fim, tomet € Z, entao ta = t(nyry +nory + ... +nyry) = nq(try) +na(try) +... +

ng(try) € 1. Logo, I = mZ + noli+ ...+ nxZ é um ideal em Z.

Observacgao 2.5.1 Senqy,ng,...,ng inteiros, o ideal I = niZ+nsZ+. . .+niZ € conhecido

como o ideal finitamente gerado por ny,ng,ns, ..., Ny, e denotado por [nq,na, ..., ngl.

Na sequéncia demonstraremos a existéncia do chamado ideal principal. Este teo-

rema ¢é importante pois caracteriza todos os ideais em Z.

Teorema 2.5.1 Todo o ideal I C Z é um ideal principal, ou seja, se I é um ideal de 7

eriste n € Z tal que I = nZ.

Demonstracao. Se I = {0}, entao I é um ideal gerado por 0, ou seja, I = [0].
Suponhamos que I # {0}, entdo existe 0 # = € I, por i3, —z € I, logo |z|, pelo
P.B.O. existe n > 0,n € I, o menor elemento positivo de I.
Mostremos que I =nZ (nZ C I e I C nZ).
(nZ C I) Como n € I, por i4) é claro que nZ C I.

(I C nZ) Seja a € I, “dividindo a por n”, utilizando o algoritmo da divisao, existem

q,vr €Z,taisquea=gn+r,0<r<n,dai_a — qn =rel,0<r<nen>0.
~ =~
a€el qnel

Pela minimalidade de n, r = 0, assim:
a—qn=0= a=qn € nZ, logo, I C nZ.

Por conseguinte, [ = nZ. 1

Observagao 2.5.2 Assim, o ideal miZ + noZ + ... + nipZ é um ideal principal, ou seja,

existe n € 7 tal que nZ + noli+ . .. + np e = n..

Exemplo 2.5.3 Para I =47 + 6Z = {4n + 6m|n,m € Z} = {0,+2,+4,46,...} = 2Z.

Teorema 2.5.2 Se ni,ng,...,ng,d sao numeros inteiros e d € tal que dZ = nZ +nsZ +
oo+ = nZ, entao d = m.d.c.{ny,na,...,ny}.
Demonstracao. Inicialmente mostremos que d|ny, ng, ..., ng. Assim,

o C il +noli+ ... +np =nl =dl,t = 1,2,..., k. Logo, n; € dZ, ou seja,
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n; = dl;, onde l; € Z, assim, d|n;.

Agora mostremos que d é o m.d.c.{ny,ny,...,ng}. Suponha que d seja outro
m.d.c. de ny,ng,...,ng. Se d'|ny,ng, ... ,ng, existem ly,ly, ... .l € Z, tais que ny =
dly;ne =dly;...;n = d'l,. Como d € miZ + noZ + ... + ny, = nZ, existem

r1,T2, ...,k € Z, onde
d = nyri+ngre+. . Angrg = (d'ly) ri4+(d'ly) rot. . A (dlg) i = d' (Iyry + lara + oo+ LT,

ou seja, d'|d, logo d é o m.d.c.{ny,na,...,ng}. O

Exemplo 2.5.4 87 + 167 + 647 + 2567 = 87, jd que m.d.c. {8, 16, 64,256} = 8.

Definigao 2.5.2 Um ideal 0 # M C 7Z € dito ser maximal em Z se para qualquer ideal
I CZ,onde M CI CZ,M =1 ouZ =1, em outras palavras, M ¢é um ideal maximal

em 7, se nao hd outro ideal entre M e Z em relacao a inclusao de conjuntos.

Exemplo 2.5.5 O ideal 27 é mazimal em Z. Considere I C Z um ideal tal que 27, C
1 C 27, e como em Z todos os ideais sao principais, exviste a € Z, onde aZ = I. Observe
que 2 € I, logo existe b € Z tal que 2 = ab. Como 2 € primo e divide um produto 2|a
ou 2|b, restando as possibilidades: a = £2 e b = £1, que neste caso tém-se I = 27 ou

a= =1 eb= =2, resultando em I = 7.

O teorema a seguir relaciona ntiimeros primos e ideais principais.

Teorema 2.5.3 Seja p € N, o ideal pZ é maximal em Z se , e somente se, p um numero

primo.

Demonstragao.

(=) Primeiramente mostremos que p é um nimero primo, onde, por hipdtese, pZ é um
ideal maximal em Z. Suponha que p é composto, ou seja, existem inteiros a, b, onde
1 <a,b<p,ep=ab. Note que p € aZ, e assim pZ C aZ C 7, onde aZ # Z, pois a > 1,
contradizendo a hipédtese, logo p é primo.

(<) Mostremos que pZ é um ideal maximal em Z, onde, por hipdtese, p é um nimero

primo. Se J C Z é um ideal de Z tal que pZ C J C Z,J = nZ, como p € (J = nZ), ou
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seja, existe k € Z, onde p = nk, logo n|p. Como p é primo n =1 oun = p, isto é, J = pZ
ouJ =7 041

O teorema acima se faz um critério de primalidade de niimeros, porém nao muito
eficaz.

Na demonstracao do exemplo a seguir faz-se uso dos conceitos estudados de ideais

em 7.

Exemplo 2.5.6 Sejam a,b,d € Z, en € N, em que d = m.d.c. {a,b} = (a,b), mostre
que (a™, ™) = ((a,b))".

Demonstragao. Sejam d = (a,b) e c = (a™,b") , ¢ € Z, vamos mostrar que ¢ = d".
Inicialmente, como d|a, b e d"|a™, b, isto implica que d"|c.
Agora iremos mostrar que c|d".
Como d"|a",b", d" € a"Z + b"7Z = cZ, isto implica que existe [ € Z, onde d" = ¢l,

ou seja, ¢/d”. A

2.6 Equacoes Diofantinas Lineares

Nesta secao vamos estudar as equacgoes diofantinas lineares, além de um conceito
milenar, uma forma de aplicacao de m.d.c. em Z. Utilizaremos aqui o conceito de ideais

em Z exposto anteriormente.
Definicao 2.6.1 Uma equacgao diofantina linear é uma equacgao da forma

ax + by = ¢, onde a,b,c € Z.
Exemplo 2.6.1 3z + 11y = 12,42 — 6y = 17 sao exemplos de equagoes diofantinas.

Salientamos que buscamos encontrar solugoes inteiras para tais equagoes. A seguir

veremos a condicao para que isto ocorra.

Proposicao 2.6.1 A equagao diofantina ax + by = ¢ possui solu¢ao em Z se, e somente

se, d =m.d.c.{a,b} divide c.
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Demonstragao. Sabendo que I = dZ (todo ideal é principal, Teorema 2.5.1), onde
d = m.d.c.{a,b} (Teorema 2.5.2), temos que a equagdo ax + by = ¢ possui solugao
To, Yo € Z se, e somente se, ¢ = axg+byg € I, onde o I = aZ+bZ = {am + bn|m,n € Z}.

Assim, se ¢ € dZ, ou seja, existe e € dZ, onde ¢ = de, de modo que d|c. 1

Note que no tltimo exemplo exposto m.d.c. {3,11} = 1|13, sendo assim 3z + 11y =
13 tem solucao em Z. No entanto, a equacao diofantina 4x — 6y = 17 nao dispoe de

solugdo em Z, j& que m.d.c. {4, —6} =2, ¢ 24 17.

Observacao 2.6.1 Sed = m.d.c.{a,b} |c a equagdo ax+by = c € equivalente a a’z+b'y =

I ¢

d,ondea = §,b' = g, e = S assimm.d.c.{a’,0'} = 1. Isto pode auziliar na simplica¢do

dos cadlculos.

Proposicao 2.6.2 Se (xg,yo) € uma solugao inteira de ax + by = ¢, entao 2’ = xo +

th ey =yo —ta,t € Z € também solucao de ax + by = c.

Demonstragao. Basta substituirmos 2’ e 3/ em ax+by = ¢ para encontrarmos az’+by’ =
c.

Note que x e y sao fungoes de Z X Z na variavel t.

Exemplo 2.6.2 FEncontre todas as solugoes inteiras de 6x + 102y = 90.
Como d = m.d.c. {6,102} = 6|90, entao 6x + 102y = 90 possui solugdo inteira.
Uma solugdo é xg = —2 e yo = 1. Portanto, todas as solucoes inteiras de 6x + 102y = 90

sao do tipo x' = —2 4+ 102t,y’ = 1 — 6t, para t inteiro.

Exemplo 2.6.3 Em um certo pais a moeda ¢ chamada de MERRECA. Neste pais hd
somente duas notas de MERRECA: a de duas MERRECAS e a de trés MERRECAS. Se
um cidadao deste do pais em questao quer pagar em dinheiro uma conta de M$ 51, 00,
de que formas isto pode ser feito?

Nosso problema resume-se a encontrar solugoes em inteiros nao-negativos para a
equacdo 2x + 3y = 51. Note que d = m.d.c.{2,3} = 1, esta equacao tem solugio em 7.

Como g =0 e yo = 17 € uma solucao particular de 2x + 3y = 51, a solugao geral desta
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¢ dada por ' = 3t,y’ = 17 — 2t. Porém, como solucdes negativas nao fazem sentido para

este problema, as solugoes possiveis sio dadas para t € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.



CAPITULO 3

Congruéncia e Aritmética Modular

3.1 Introducao

O estudo de congruéncia foi introduzido por Carl Friedrich Gauss (1777-1885)
de forma inovadora em sua magnifica obra denominada Disquisitiones Arithmeticae, em
1801.

Tal obra foi tao enriquecedora do ponto de vista da area da Teoria dos Numeros,
que muitos estudiosos atribuem o surgimento da Teoria Moderna dos Nimeros a partir
da publicacao deste livro.

Com o intuito de facilitar o tratamento algébrico de questoes envolvendo aritmética
dos restos, dispomos do conhecimento dos conceitos, proposicoes e teoremas relacionados
a Congruencias, que propiciam ao aluno o entendimento sobre a evolucao da matematica
ocorrida naquela época, além de permitir ao estudante da drea um instrumento poderoso
de resolucao de inimeras questoes algébricas relacionadas a realidade, sendo que o desco-
nhecimento de tais ferramentas quase necessariamente resultaria em “contas gigantescas”

e “dificeis”.

33
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Sendo assim, abordaremos a seguir uma relacao de equivaléncia em Z, a relagao

de congruéncia médulo m, para m € N,m > 1.

3.2 Congruéncia

“w. o »

Definicao 3.2.1 Dados a,b e m inteiros, com m > 1, dizemos que “a” € congruente a

“b” mddulo m e escrevemos a = b mod m, se mla —b.

“

Observagao 3.2.1 Se m { a — b, entao escrevemos que a % b mod m (Lé-se: “a” é

incongruente a “b” médulo m).

Exemplo 3.2.1 13 = —3 mod 8, pois 8|13 — (—3) = 16, entretanto, 25 Z 10 mod 11,

pois 11425 — 10 = 15.

Demonstraremos a seguir que a relacao de congruéncia médulo m define uma

relacao de equivaléncia em Z.

Proposicao 3.2.1 Seja m € Z, a relacao de congruéncia modulo m, definida em Z, é

uma relacao de equivaléncia em 7.

Demonstragao. Para demonstrarmos que a mesma define uma relacao de equivaléncia
devemos mostrar as trés condigoes necessarias, que a relacao é reflexiva, simétrica e tran-

sitiva. Assim, dados a, b, c,m € Z, temos
i) m|0 = m|(a —a) = a =a mod m (Reflexividade) ;
ii) a=0bmod m= m|(a—>b) = m|—(a—0)=m|(b—a)=b=amodm (Simetria);

iii) a=bmod meb=cmodm= m|(a—>b) em|(b—c)= m|[(a—b)+ (b—c)] =

mla — ¢ = a = ¢ mod m (Transitividade). O

Proposicao 3.2.2 Se a,b,m € Z,m > 1,a = b mod m se, e somente se, 0s restos na

divisao euclidiana de a e b por m sao iguais.
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Demonstragao.

Sejam 11 e ro, 08 restos de a e b na divisao euclidiana por m, respectivamente,
logo a = 11 mod m e b =ry mod m, 1 < mery < m assim, mla —r; e m|b — ro.
Suponha r; # 19, por hipétese, a = b mod m, temos que m|a —b. Como ml|a — r; e
m| — (b — o) implica que m|[(a — b) + (12 — 71)], ora, m|a — b, entdo m|ry — ry, absurdo,

pois 1o — 1y < m ery —1ry £ 0, jd que 1 # 9. Portanto, ry =ry. 1A
Proposigao 3.2.3 Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1. Entao

1) Sea=bmodm, entio a+c= (b+c) mod m;

2) Sea=0bmodm ec=dmodm, entio a+c= (b+d) mod m;

3) Sea=bmodm, entao a-c= (b-c) mod m;

4) Sea=bmodm ec=dmodm, entio a-c= (b-d) mod m

5) Sea=bmodm ec>0, entio a® = b° mod m;

6) Sea+c=(b+c) mod m, entdo a =b mod m;

7) Sec#0, md.c{c,m}=1ea-c=(b-c) mod m, entao a =b mod m

8) Sec#0ea-c=(b-c) modm, entio a =b mod <%>, em que d = m.d.c{c,m}.
Demonstracao. Procederemos a demonstragao dos itens impares, sendo assim

1) Como a = b mod m,m|(a—b) = (a+c—c—0b) = [(a+c) — (b+c)]. Portanto,

a+c=(b+c) mod m. QA

3) Tendo em vista a = b mod m, m|(a —b), ou seja, existe t € Z tal que a — b =
tm, multiplicando por ¢ ambos os lados da igualdade, temos que ac — bc = ctm,

resultando que m|(a-c—b-c), assim a-c= (b-c) mod m. 1

5) Observando a identidade: a¢ —b° = (a —b) (a* ' +a2b+ ...+ ab" 2 +b71), e
sabendo que como a = b mod m,m|(a —b), temos que m|a® — b¢, portanto, a¢ =

b mod m. 4



CAPITULO 3. CONGRUENCIA E ARITMETICA MODULAR 36

7) Como a-c = (b-¢) mod m,m|(a-c—b-¢c) = [(a—b)c|], como m.d.c.{c,m} =

1,m{ ¢, assim, m| (a — b). Portanto, a = b mod m. Q4

Proposicao 3.2.4 A equacdao de congruéncia axr = 1 mod m tem solucdo em Z, se, e

somente se, m.d.c. {a,m} = 1.

Demonstragao. Note que ax = 1 mod m, assim m|ax — 1, portanto, existe y € Z, onde
axr —1 = my, ou seja, ax —my = 1. Pela proposi¢ao 2.6.1, a equacao possui solucao se

existir d = m.d.c. {a,m} |1, logo m.d.c.{a,m} = 1.

Definigao 3.2.2 Se 2’ for solugdo de ax =1 mod m, x' € chamado de inverso multipli-

cativo de a mddulo m.

Exemplo 3.2.2 2/ = 2 € inverso multiplicativo de 4 mddulo 7, pois facilmente percebe-
mos que todos os elementos no conjunto {2,9,16,23,...} U{—5,—12,—19,—-26,...} sdo

mversos multiplicativos de 4 modulo 7.

Observacao 3.2.2 Atentemos que para p um numero primo, os numeros 1,2,...,p—1

sao inversiveis modulo p.

Enunciaremos a seguir um fato importante para os elementos inversiveis modulo

p-

Proposicao 3.2.5 Dado p um nimero primo, os unicos elementos auto-inversiveis de

um inteiro positivo modulo p sao apenas os congruentes a 1 e —1 maodulo p.
Demonstracao. Seja x este inteiro positivo, entao x? = lmodp, assim
*=1modp=plz*—1=(x+1)(x—1)=p|(x+1) oup|(z—1).

Portanto, os inicos elementos auto-inversiveis modulo p sao apenas os congruentes

ale —1méodulop. 1

Teorema 3.2.1 (Wilson) Se p é um nimero primo, entao (p — 1)! = —1 mod p.
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Demonstracao. Notemos que (p—1)!=(p—1)(p—2)---2-1. Como m.d.c. {a,p} =1
para 1 < a < p — 1, e temos que cada a neste intervalo é inversivel. Como os tinicos
auto-inversiveis sato p — 1 (p—1 = —1 mod p) e 1, logo b = (p—k),1 < k < p—1,
tem seu inverso na lista (p —2)(p—3)...2. Assim, (p—1)! = (p—1) - 1 mod p, mas

(p—1) = —1 mod p. Portanto, (p —1)! = —1 mod p. Q1
Provaremos na sequéncia a validade da reciproca do teorema de Wilson.
Teorema 3.2.2 Sep € N, em que (p— 1) = —1 mod p, entdo p é um nimero primo.

Demonstragao. Suponha por absurdo que p nao seja primo, ou seja, existem r,s € N,
comp=rs, 1<rs<pe(p—1)!=—-1modp=p|l(p— 1)+ 1. No entanto, notemos
que (p—D!'=(rs— 1)1 assim (rs — 1) = (rs —1)(rs —2)---(r)---2-1, logo r| (p — 1)\.

Como r|pep|(p — 1)+ 1, temos que 7| (p — 1)! + 1. Desta forma, se r| (p — 1)! +1
er|(p—1) resultaquer| (p — 1)!+1—(p— 1) =1, ou seja r = 1, o qual é absurdo pois
supomos r > 1.

Portanto, p é primo. 1
Lema 3.2.1 O produto de k nimeros consecutivos é divisivel por k!.

Demonstragao. Considere A o produto de k& nimeros consecutivos, deste modo A =

n-(n—1)---(n—k+2)-(n—k+1). Multiplicando e dividindo por (n — k)! temos que

n~(n—l)--~(n—k+2)-(n—k—i—1)~(n—k)!.

A= (n—k)!

|
Desta forma, A = o Como — = " , sendo assim divisivel por k!, o que
(n—k)! k! k

demonstra a afirmagao acima.

Lema 3.2.2 Se p é um nimero primo entao p divide todo nimero da forma (Z), onde

0<k<np.

Demonstragao. Para 1 < k < p, temos que pelo lema anterior k! divide um produto de

k ntmeros consecutivos, assim kl|p-(p —1)-(p —2)---(p — k + 1), e como m.d.c{k!,p} =



CAPITULO 3. CONGRUENCIA E ARITMETICA MODULAR 38

(p—1)! (p—1)!
=k (p—RKK

(z) = pl, ou seja, p| (Z), demonstrando assim o enunciado. 1

1, logo Klf(p—1)-(p—2)---(p—k+1) = = | € Z, portanto,

Teorema 3.2.3 (Pequeno Teorema de Fermat - P.T.F.) Se a,p € N e p é um

nimero primo, entao a? = a mod p.

Demonstracgao. Utilizando inducgao sobre a, temos

i1) Sea=1,entao 1 =1 =1 mod p, sendo valido o caso base;

i2) Suponha vélida a proposicao a? = a mod p, entao provemos que

(a+1)" = (a+1) mod p.

Assim, temos

Pelo lema anterior, temos que (i) =pl,l € Z, dai

(a+1)" = a? + pl + 1, como a? = a mod p, por hipdtese, resulta que
a’+1=(a+1) mod p.

Portanto, (a + 1)’ = (a+ 1) mod p. A

O resultado a seguir advém do teorema acima demonstrado, em muitas ocasioes

seu uso facilita a resolugao de problemas envolvendo congruéncia.
Corolério 3.2.1 Sea,p € N em que p é um nimero primo e p{ a, entdo a?~* = 1 mod p.
Demonstragao. Como a? = a mod p e m.d.c{a,p} = 1, temos que

pla? — a, entdo a? — a = pq, para algum ¢ € Z, assim

a(ap_l — 1) = pgq, com p 1 a, logo a’~' =1 mod p. A
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O exemplo abaixo demonstra o quanto questoes aparentemente complexas podem
ser resolvidas com uma certa facilidade utilizando os teoremas expostos, ressaltando assim
a importancia da assimilacao de cada conceito para lhe dar com as intimeras questoes

acerca de congruéncia.
Exemplo 3.2.3 Mostre que 641|317%° + 640!.

Demonstragao. Como m.d.c {317,641} = 1, pelo Corolario do P.T.F., resulta que

317%4° = 1 mod 641.

Por Wilson, se p = 641 (primo), temos que

(641 — 1)! = —1 mod 641.

Somando ambas as congruéncias:

317540 + 640! = 0 mod 641. QA

3.3 Aritmética Modular

Considerando a relacao de equivaléncia médulo m denotamos o conjunto quociente

——— por Z,,.
= mod m P

Vamos agora introduzir duas operacées no conjunto quociente —— . As

= mod m
operacoes sao adicao de elementos e o produto de elementos de Z,,, que sao herdadas
da soma e produto de numeros inteiros. De fato, vamos somar e multiplicar classes de

equivaléncia que em Z,, sao conjuntos de cardinalidade infinita!

+: DLy X Ly — DL

(@b) +— a+b
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Loy X Loy —> Loy
(@b) +— ab
Com efeito para as operacao descritas acima utilizamos as mesmas notacoes de
soma e produto em Z, o que caracteriza um abuso de linguagem matematica, visto que de
fato as operagoes acima sao herdadas das operacgoes usuais de Z, este abuso é bem vindo,
por hora. Vamos mostrar como obtemos de fato classes que provém de somas e produtos
de elementos em Z,,.

A definicao a seguir aborda as classes médulo m, para m > 1.

Definicao 3.3.1 O conjunto quociente Zi, € o conjunto {0,1,...,m —1}.

Proposicao 3.3.1 Sea,b € Z,, entdoa+b=a+b.

Demonstragao.

a+b={d +V|ad =amodmeb =bmodm}

a+0b={c|c=(a+b) modm}

Sedeca+b=d=d+V, parad,V €Z, onde d =amodmeb =0bmodm, pela
Proposicao 3.2.3, item @, d = a’ + ¥ = (a +b) mod m = d € a+b,logoa+b C a+b.

Sedca+b=d= (a+b) modm. Assim,d = d—a+a+b—b=d—(a+b)+a+b.
Notemos que d — (a+b) + a = a mod m, pois m|d — (a+b) e b = b mod m, assim

d=d—(a+b)+a+ como @’ = a mod m e b = b mod m temos que d € @+ b.

\b,./’
b/

’

Assim, a+bCa+b. O
Observacao 3.3.1 m =0 em Z,,, e também km = 0,k, m € Z.

Observagao 3.3.2 Note que se n € N,na = na, pois

na =

(A

+a+...+@:a+a—|—...+a:m.

-~
n vezes

E também notemos que a™ = (a)", pois

a"=g-—a=ga---aq=(a)".
—— ==

n VEZES n vVezes
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Definicao 3.3.2 Se @,b,¢ € Z,,, entio sdo vdlidas as sequintes propriedades
1)(Associatividade na soma) (@+b) +¢=a+ (b+7¢);
2)(comutatividade na soma) @+ b= b+ a;

3)( existéncia do elemento neutro aditivo) @+ 0 = @;

4)(elemento inverso aditivo) Para todo @ € Z,,, @+ (—a) = 0;

5)(distributividade) a(b+ ¢) = ab + ac;

6)(Associatividade no produto) (ab)e = a(bc);

7)(Comutatividade no produto) ab = be;

8)(Ezisténcia da unidade) al = a.

Proposicao 3.3.2 Sea € Z,,, entdo a é inversivel em Z,, se, e somente se m.d.c{a,m} =

1.

Demonstracgao.

(=) Se @ é inversivel em Z,,, existe b € Z,,, onde @-b = 1, assim ab = 1, o que implica
em ab = 1 mod m, ou seja, existe k € Z, tal que ab— 1 = mk, logo ab — mk = 1. Se
d =m.d.c{a,m}, como d|a, m, entdo d|lab — mk =1, logo d = 1.

(<) Se m.d.c{a,m} = 1, temos que existem r,s € Z, onde ar + ms = 1, utilizando a
relacdo de equivaléncia médulo m, 1 = ar + ms = ar + ms = ar pois m = 0, deste modo

r=a '. O

Exemplo 3.3.1 4 ndo é inversivel em Zs, pois 4 = m.d.c{4,8}, porém 7 é inversivel em

Zsg, pois m.d.c{7,8} = 1. No caso, (7) o7

Corolario 3.3.1 Se p é um numero primo, todos os elementos nao nulos em Z, sdio

inversiveis em Zy.

Demonstracao. Como p é um numero primo, se a € Z, é tal que 1 < a < p, e o

m.d.c{a,p} =1, logo @ € Z, é inversivel em Z,.

Corolario 3.3.2 Se p é primo Z, ndao possui divisores de zero.
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Demonstragdo. Se @,b € Z,, onde @-b = 0. Se @ # 0, existe (@) " € Z,, logo

@ "' @ -b= (@ -0=0,logo I

-b=0b=0. Portanto, 2, para p primo, nao possui

divisores de zero. [

O Matematico Pierre de Fermat, em um de seus escritos estabeleceu que todo
nimero F), da forma F, = 22" + 1 é primo. Outro grande matemédtico, Leonhard Euler,
refutou, tempos depois, mostrando que 641|F5. Vamos provar que 641 divide F utilizando

aritmética modular.
Exemplo 3.3.2 641|F; = 2% +1 =2 +1.

Solucao. Observe que

641 =2".5+1

641 = 2* + 54

Em Zgy,0 = 641 = 275+1 =275+1=2"5+1 = 0. Além disso, temos que
6:§4+54:>54 = —(24)7 logo 215 = -1 = (? 5 _1) 1 = 228 54 _L
substituindo 5% = — (2%), tem-se que (22%) <__24 = 1= (3% < ) ——.

22 = _1==2241=224+1=0=2%+1=0 mod 641.

A seguir demonstraremos um teorema muito importante para resolucao de questoes
envolvendo congruéncia e aritmética modular, cujo nome advém do seu autor, denominado

Teorema de Euler. Inicialmente, passaremos a definicao da fungao ¢ (n).

Defini¢ao 3.3.3 Dadon € N, a fun¢do ¢ (n) denota o nimero de elementos primos com

n na lista 1,2,3,...,n— 1.

Observagao 3.3.3 Se m € primo, entdo ¢ (m) =m — 1, assim a®™ = o™ = lmodm,

pelo Pequeno Teorema de Fermat, se (a,m) = 1.

Teorema 3.3.1 (Euler) Se m é um inteiro positivo e a um inteiro em que (a,m) = 1,

entao a®™ =1 mod m.

Demonstracao. Se (a,m) = 1,7Z,, = {O,d,%, ooy (m=1) a}, pois se | € Z,,, temos

que 0 <1 < (m—1)a, e existe j onde ja = [ em Z,,. Para tanto basta j = (@)~ [, pois
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Loy, = {(),&,Q_a,...,(m—l)a}, logoa-2a---(m—1)a=1,2,--- ,(m—1).
Assim, na lista a,2a,...,(m —1)a, hd ¢ (m) elementos primos com m. Sejam

jla,j2a,...,jd (m) a estes elementos. Desta maneira, temos:

(71a) - (72a) --- (J6 (m)a) = 71-2--- 56 (m) &

& @ (7172 jo(m)) = j1- 72+ 6 (m) &

= a®™ =1 mod m. QO

3.4 Aplicacoes

3.4.1 Critérios de Divisibilidade

Uma aplicacao relevante ¢é a aplicagao de congruéncia nas demonstragoes de critérios
de divisibilidade.

Geralmente o assunto “Critérios de divisibilidade” é contemplado no 6° ano do
ensino fundamental, sendo abordado de forma meramente decoratério, onde se deve lem-
brar as regras em que a divisibilidade por um niumero se adequa, nao havendo nenhum
apreco ao minimo rigor técnico matematico que justifique os alunos acreditarem no que
esta escrito nos livros didaticos e cobrados pelo professor.

Além disso, tal assunto é levado adiante e praticamente nao é mais cobrado nos
contetdos programaticos das séries posteriores, e essa auséncia de preocupacao leva o
aluno na maioria das vezes a concluir o ensino médio e adentrar o ensino superior sem ter
tido o acesso ao “porqué” da validade dos critérios de divisibilidade e como suas demons-
tragoes podem ser relativamente faceis.

Diante disso, o ensino de congruéncia e aritmética modular no ensino médio podem
auxiliar os alunos e professores no preenchimento dessa lacuna deixada pela problematica
curricular.

Inicialmente, seja o nimero “n” da forma aga,_iag_o...asaiag na base decimal,

com k € Nouseja, n = ay-10F+aj_1-10F " +ap_o- 1024+ .. . 4+ ay-1024 a1 - 10" 4+ ap - 10°,
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ou seja, n = ay - 10F + ap_q - 1051 + ap_o - 1052+ ... + ay - 102 4+ a; - 10 + a¢. Sendo
assim, considerando o nimero “n” da forma citada, passemos as demonstragoes de alguns

critérios basicos de divisibilidade:

Divisibilidade por 2

(Linguagem utilizada nos livros didaticos)

Um niumero € divisivel por 2 quando ele € par.

(Linguagem utilizando congruéncia)

Dado n € N, se 2|n, entdao ag =0 mod 2.

Demonstracao. Como n = ag-10* +a,_1-105 " +a,_o- 1052+, . 4 as-10%4 a1 - 10+ a,

fatorando as poténcias de 10 (2 - 5) do lado direito da igualdade temos que:
n=ay-2"-5%+ap_ - 2158 b o 28252 4 4 ay-22-5% +ay -2 5+ ag.

Por hipétese, 2|n, e todas as parcelas do lado direito da igualdade ja sao divisiveis
por 2, exceto ag, entao temos que a proposi¢ao se resume a 2|ag, ou seja, ag = 0 mod 2.
Sendo ag € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (base decimal), assim, aq satisfaz a condi¢ao acima se

for par, ou seja, 0,2,4,6 ou 8, ou seja, o algarismo da unidade é par.

Exemplo 3.4.1 Atente que os niumeros 2456 e 1347658 sao divisiveis por 2, jd que 0s
algarismos da unidade de ambos os numeros sao pares, sendo eles respectivamente, 6 e
8. No entanto, 3257 e 91215 nao sao divisiveis por 2, tendo em vista os algarismos da

unidade de ambos serem impares (7 e b, respectivamente).

Divisibilidade por 3

(Linguagem utilizada nos livros didaticos)

Um nimero € divisivel por 3 se a soma dos seus algarismos € divisivel por 3.

(Linguagem utilizando congruéncia)

Dado n € N, se 3|n, entdo a + a1 + a2+ ...+ as + a; + ag =0 mod 3.

Demonstracao. Tendo em vista que 10 = 1 mod 3, pela proposicao 3.2.3, 5, temos
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que 10" = 1* mod 3,t € N, ou seja, 10 = 1 mod 3. Como, por hipdtese, 3|n, temos que
n=0mod 3, mas n = ay, - 10¥ + ap_, - 101 +ap_o- 1082+ ... +ay-10% + a; - 10 + ay,
assim, temos que (ak 10 4 ap_q - 10F T 4 apg - 10572 4 L 4 ay - 102 + ay - 10 + ao) =
0 mod 3.

Sendo 10' = 1 mod 3, e substituindo em cada parcela acompanhada do fator 10 na
congruéncia exposta, temos que (ax -1+ ap_1-1+apo-14+...+ay-14+a;-14ay) =
0 mod 3, ou seja, (ax + ag—1 + ag—2 + ...+ as + a3 + ag) = 0 mod 3. Assim, um nimero

¢ divisivel por 3 se a soma dos seus algarismos ¢ divisivel por 3. 1

Exemplo 3.4.2 Note que os numeros 2556 e 73476 sao divisiveis por 3, pois a soma
dos algarismos de ambos os numeros resulta em numeros divisiveis por 3, sendo eles
respectivamente, 2+54+5+6 =18 e 7T+ 3+4+ 746 = 27. Entretanto, 7523 e 74285 nao
sao divisiveis por 3, tendo em vista a soma dos algarismos de cada um deles resultar em

nimeros nao divisiveis por 3 (T+5+2+3 =17 e 7+4+2+8+5 = 26, respectivamente).

Divisibilidade por 5

(Linguagem utilizada nos livros didaticos)

Um niumero é divisivel por 5 se o seu algarismo das unidades for 0 ou 5.

(Linguagem utilizando congruéncia)

Dado n € N, se 5|n, entao ag = 0 mod 5.

Demonstracao. Comon = ay- 10 +ap_1- 105" +ap_o- 1052+ .. .4 ay-10°4+aq - 10+ ay,
fatorando as poténcias de 10 (2 - 5) do lado direito da igualdade temos que n = ay, - 2% -
5%+ apq - 2P BR T b 282 52 4 46y 22524 ay -2+ 5 + ag. Como, por
hipétese, 5|n, e todas as parcelas do lado direito da igualdade j& sdo divisiveis por 5,
exceto ag, entao temos que a proposigao se resume a 5|ag, ou seja, ag = 0 mod 5. Sendo
ap € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (base decimal), assim, aq satisfaz a condi¢ao acima se for 0

oub.

Exemplo 3.4.3 Observe que os nimeros 4570 e 89345 sao divisiveis por 5, tendo em

vista os algarismos da unidade dos niumeros ser 0 ou 5. Em contrapartida, temos que os
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numeros 9122 e 49288 nao sao divisiveis por 5, tendo em vista os algarismos das unidades

de cada um deles nao ser maltiplo de 5 (2 e 8, respectivamente).

Divisibilidade por 7

Definicao 3.4.1 Um niumero € divisivel por 7 se a soma de suas classes pares, subtraida

da soma de suas classes impares, resultar em um niumero divisivel por 7.

Observacao 3.4.1 FEste critério geralmente nao vem descrito nos livros diddticos do 6°
ano do ensino fundamental, diante de sua complexidade em relagdo aos apresentados

anteriormente.

(Linguagem utilizando congruéncia)

Dado n € N, se T|n, entdo (... — ajjaipag + agarag — asasaz + asaiag) =0 mod 7.

Demonstracao. Como 1000 = —1 mod 7, assim, (10)3 = —1 mod 7. Além disso, pela
proposicao 3.2.3, 5, (103)t = (=1)" mod 7, t € NU {0}, logo, temos duas possibilidades:
103 = 1 mod 7, para t par, e 103 = —1 mod 7, para t fmpar. Sabendo que 7|n, por
hipétese, logo n = 0 mod 7, temos que: n = ay, - 10F + ap_; - 10871 + ap_y - 1082+ ... +
as - 102 + aq - 10 + ag, separando n em t classes, temos que n = ... — a11G10Gg - (103)3 +
asazag - (10%)% — asasas - (103)" + asaiag - (103)°.

Como n = 0 mod 7, decorre que
(. . — anaay - (10%)° + asarag - (10%)° — asaqas - (103)" + azarag - (103)0> =0 mod 7,
assim, da andlise feita acima da paridade das classes (par: 1 mod 7 e impar:—1 mod 7),
tém-se que (...+ aj1aioag - (—1) + agarag - 1 + asagas - (—1) + agajag - 1) =0 mod 7.

Portanto, (... — ajjaioag + agarag — asasas + asaiag) =0 mod 7. 1

Exemplo 3.4.4 Observe que os numeros 2961 e 28861 sdo divisiveis por 7, visto que
a diferenca entre classe par (no primeiro caso, 961, e no sequndo caso, 861) e a classe
impar (no primeiro caso, 2, e no sequndo caso, 28) resulta em niumeros divisiveis por 7,
sendo eles respectivamente, 961 — 2 = 959 e 861 — 28 = 833. No entanto, temos que o0s

numeros 13456 e 42352 nao sdo divisiveis por 7, tendo em vista os algarismos a diferenca



CAPITULO 3. CONGRUENCIA E ARITMETICA MODULAR 47

entre classes par e impares (no caso de 13456, 456 — 13 = 443, e no caso de 42352,

352 — 42 = 310), resultando em nimeros nao divisiveis por 7.

Divisibilidade por 9

(Linguagem utilizada nos livros didaticos)
Um numero é divisivel por 9 se a soma de seus algarismo resultar em wm nimero

divisivel por 9.

(Linguagem utilizando congruéncia)

Dado n € N, se 9|n, entao ay + ag_1 + ar—2+ ...+ as + a1 + ag = 0 mod 9.

Demonstragao. Como 10 = 1 mod 9, pela proposicao 3.2.3, 5, temos que 10" =
1" mod 9,t € N, ou seja, 10’ = 1 mod 9. Como, por hipdtese, 9|n, temos que n = 0 mod 9,
entretanto, n = ay, - 10 4+ ap_1 - 10F"1 + a9 - 1072 + ... 4+ ay - 10® + a1 - 10 + ay, assim,
temos que
(ak - 10F + a1 - 10" + ay_p - 1072 4 ... 4 ag - 10 + @y - 10 + ag) = 0 mod 9.

Sendo 10" = 1 mod 9, e substituindo em cada parcela acompanhada do fator 10 na
congruéncia exposta, temos que

(ar - 1+ap1-1+apo-14+...+ay-14+a;-14+ag) =0 mod9, ou seja,
(ap +ag—1 +ax_o+...+az+a; +ag) =0 mod 9.

Assim, um ndmero é divisivel por 9 se a soma dos seus algarismos ¢é divisivel por

9. 4

Exemplo 3.4.5 Observe que os numeros 6327 e 57942 sao divisiveis por 9, jd que a
soma dos algarismos de ambos os niumeros resultam em numeros divisiveis por 9, sendo
eles respectivamente, 6 +3 +2+7 =18 e 5+ 7+ 9+ 4+ 2 = 27. Em contrapartida,
temos que os numeros 7111 e 56278 nao sao divisiveis por 9, pois 7T+ 1+1+1 =10 e

5+ 6424748 =28, ambos os resultados nao divisiveis por 9.
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Divisibilidade por 11

Definicao 3.4.2 Um numero é divisivel por 11 se a soma dos algarismos de ordens
impares, subtraida da soma dos algarismos de ordens pares resultar em um nimero di-

visivel por 11.

Observacao 3.4.2 FEste critério geralmente nao vem descrito nos livros diddticos do 6°
ano do ensino fundamental, diante de sua complexidade em relagao aos apresentados

anteriormente.

(Linguagem utilizando congruéncia)
Dado n € N, se 11|n, entao
(ak . (—1)’g + ap_1 - (—1)]‘3_1 +...—ag+ay —a;+ a0> =0 mod 11.

Demonstragdo. Como 10 = —1 mod 11, pela proposicio 3.2.3, 5, temos que (10)" =

(=1)" mod 11, t € N, logo, temos duas possibilidades: 10° = 1 mod 11, para t par, e
10t = —1 mod 11, para t impar.
Sabendo que 11|n, por hipétese, logo n = 0 mod 11, sendo n = ay, - 10¥ + ap_; -
105 +ap_o - 102+ . 4+ ay - 102 4 a1 - 10 + ag, temos que
ap - 10F +ap_y - 105+ ap_o - 10524+ ...+ as- 10> + a1 - 10 4+ ag = 0 mod 11.
Assim, da andlise feita acima da paridade das classes (par: 1 mod 11 e impar:
—1 mod 11 ), tém-se que
(ak (=) 4ap - (D) T 4ag (<) Far-14ar - (—1) +ao- 1) = 0 mod 11.

Portanto, (ak (=) Hap (D) T+ —agtay—a + a0> =0modll. 1

Exemplo 3.4.6 Observe que os numeros 1331 e 62315 sao divisiveis por 11, tendo em
wista que a diferenca entre a soma dos algarismos de ordem impar e a soma dos algarismo
de ordem par de cada nimero resulta em nimeros divisiveis por 11, pois (1 4+ 3)—(3 + 1) =
4—4=0[11e(64+3+5)—(2+1)=14—3 = 11, respectivamente. Em contrapartida,
temos que os numeros 2015 e 61997 ndo sdo divisiveis por 11, visto que (0 +5)—(2+ 1) =
5—3=2e(6+9+7)—(1+9)=22—-10= 12, ambos os resultados ndo divisiveis por
11.
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Proposta de Sequéncia Didatica

O processo de ensino da mateméatica torna-se cada vez mais um desafio aos edu-
cadores da drea de uma forma geral, tendo em vista a complexidade na formagao atual,
assim como pelos diversos gargalos existentes no sistema educacional atual do nosso pais
que corroboram para que a matematica seja vislumbrada como a disciplina para “poucos
aprenderem”, criando um estereétipo de “exclusao” do conhecimento.

Sendo assim, é de extrema importancia a participacao dos estudiosos da area da
Educacao Matematica, juntamente com todo o arcabouco tedrico, no movimento para
tentar modificar o quadro de reptidio e rotulagao a matematica pelos estudantes nos dias
atuais através da insercao de novas ferramentas que propiciem ao educador matemaético
novas formas de abordagem dos conhecimentos intrinsecos a disciplina, transformando
os mesmos, e tornando mais acessivel aos estudantes, desenvolvendo assim, um processo
educativo amplamente integrador dos componentes da relacao de aprendizagem.

Diante disso, neste capitulo elaboramos uma Proposta de Sequéncia Didatica so-
bre Congruéncias para aplicacao na Educacao Bésica, com o intuito de orientar docentes

interessados em novas abordagens do conhecimento matematico referente ao assunto.

49
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A seguir abordaremos alguns conceitos da Didatica da Matematica que norteiam

este capitulo e que formam a base tedrica para o objeto de destaque nesta obra.

4.1 Alguns conceitos da Didatica da Matematica

A Didatica da Matematica tem atualmente um papel de destaque no contexto edu-
cacional, visto que dispoe de novas abordagens e novas teorias que podem suprir lacunas
existentes na disposi¢ao do processo de ensino e aprendizagem matematica em seu amplo
contexto, consequentemente melhorando a transmissao do conhecimento e viabilizando
um conhecimento dinamico e condizente com o que a matematica enfatiza, isto é, com o
rigor légico-matematico necessario e com as suas aplicagoes praticas.

Além disso, a Didatica da Matematica é considerada uma tendéncia tedrica ad-
vinda de uma area de pesquisa educacional mais ampla, que é a Educagao Matematica.

Conforme Pais (2002a), podemos definir o objeto de estudo da Didética da Ma-

tematica como:

“a elaboracao de conceitos e teorias que se-
jam compativeis com a especificidade educa-
cional do saber escolar mateméatico, procu-
rando manter fortes vinculos com a formagao
de conceitos matematicos, tanto em nivel
experimental da pratica pedagdgica, como
no territério tedrico da pesquisa académica.”
(Pais; p. 11)

Entre alguns conceitos importantes da Didatica da Matematica para uma trans-
formagao eficaz do ensino da matematica destacamos: a transposicao didatica, o contrato
didatico e a engenharia didética.

Sendo assim, faremos um breve resumo sobre cada conceito a seguir, para um maior

aprofundamento sobre os temas indicamos a leitura de [2], [4] e [§].
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4.1.1 Transposicao Didatica

Entre as ferramentas de transformacao da pratica educativa no processo evolutivo
que se encontra a Didatica da Matematica temos a transposi¢ao diddtica, introduzida por
Yves Chevallard?.

Sendo o professor responsavel por conduzir o processo de ensino, faz-se necessario
a escolha de métodos e elementos praticos que propiciem a melhor e mais adequada
forma da passagem do saber cientifico matematico (surgido da pesquisa), ao saber a
ensinar (escolha epistemolégica dos conhecimentos a serem contemplados pelo aluno), e
finalmente ao saber ensinado (efetivamente praticado em sala de aula), nesta perspectiva
de adequacao se encontra a nocao de transposicao didatica.

Conforme Chevallard (1991), a transposi¢ao didética, em uma defini¢do formal,

pode ser descrita como:

“Um contetido do conhecimento, tendo sido
designado como saber a ensinar, sofre entao
um conjunto de transformacoes adaptativas
que vao torna-lo apto a tomar lugar entre os
objetos de ensino. O trabalho que, de um
objeto de ensino, ¢ chamado de transposi¢ao
didatica.” (p. 39)

A relagao entre transposicao e saber é intrinseco, tendo em vista a necessidade
um do outro para caracterizacao de existéncia do processo educativo, conforme Pais em

[4], tem-se que:

2Yves Chevallard (1946-) é um matemadtico francés, considerado uma das figuras mais importantes da
Didéatica da Matematica.
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“Quando falamos da existéncia de trans-
posicao, no sentido cognitivo do termo, po-
demos relacionar também a existéncia de um
saber associado. Assim como quando reco-
nhecemos a presenca de um saber, é natu-
ral pensar na existéncia de movimentos de
transposi¢ao que permitiram a sintese desse
saber.” (p. 12)

De uma forma geral, a transposi¢ao diddtica propoe expressar de modo signifi-
cativo a acessibilidade do conhecimento matematico, em sua verdadeira forma, através
de um conjunto de escolhas que permitem uma aprendizagem significativa do estudante,
abarcando questoes da realidade em que o aluno esta inserido, contribuindo para melhores

resultados no processo educativo.

4.1.2 Contrato Didatico

Assim como a existéncia de clausulas em um contrato firmado entre as partes ce-
lebrantes, temos as regras e convencoes no processo educativo que relaciona docente e
discente, sendo tais pactuamentos base da relagao mais conhecida como contrato diddtico.

Consoante entendimento de Brosseau®(1986) , “Chama-se contrato diddtico o con-
junto de comportamentos do professor que sao esperados pelos alunos e o conjunto de
comportamentos do aluno que sao esperados pelo professor [...] Esse Contrato é o con-
junto de regras que determinam uma pequena parte explicitamente, mas sobretudo im-
plicitamente, do que cada parceiro da relagao didéatica deverd gerir daquilo que, de uma
maneira ou de outra ele tera de prestar conta perante o outro.”

Nesta 6tica, temos que o contrato didatico tem uma ligacao direta com a es-
tratégia de ensino abordada, equilibrando a pratica educativa diante de diversos fatores,
como por exemplo, os objetivos do curso, a realidade escolar, condicoes de avaliagao, etc.

Desse modo, a pratica de um ensino matematico tradicional, baseado na memorizacao de

3Guy Brousseau (1933-) é um educador matemético francés, um dos pioneiros da diddtica da ma-
tematica, desenvolveu a Teoria das Situagoes Didaticas.
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formulas e postura mecanizada do aluno, que em geral é o mais presente no contexto esco-
lar, sugere uma diferenca de gerenciamento por parte do professor do que aquela pratica
seguindo as orientacoes contidas em sequéncias diddticas organizadas pelo professor, ba-
seada principalmente em situagoes-problemas relacionadas ao contexto do aluno.
Portanto, podemos perceber o contrato didatico como uma parceria estabelecida
entre as partes do processo de ensino visando a construgao e aquisicao do conhecimento

na relacao didatica que se pactua.

4.1.3 Engenharia Didatica

A engenharia diddtica se constitui como metodologia de pesquisa com o intuito de
analisar situcao didaticas amparadas pela Didatica da Matematica. Tal termo tem sido
utilizado em pesquisas desde a década de 80.

Conforme Michele Artigue (1988) a engenharia didatica pode ser caracterizada
“como um esquema experimental baseado sobre realizacoes diddticas em sala de aula, isto
é, sobre a concepcao, realizacao, a observagao e a andlise de sequéncias de ensino”.

Enquanto metodologia de pesquisa podemos ter dois niveis de engenharia didatica,
o da microengenharia e o da macroengenharia, o primeiro tem objeto de estudo especifico,
ja o segundo tem por objeto a composi¢ao de pesquisas de microengenharia em sua com-
plexidade.

Diante do exposto, podemos entender a engenharia didatica, conforme entendi-
mento de Régine Douady (1993) como sendo “uma sequéncia de aula(s) concebida(s),
organizada(s) e articulada(s) no tempo, de forma coerente, por um professor-engenheiro
para realizar um projeto de aprendizagem para uma certa populacao de alunos. No de-
curso das trocas entre professor e alunos, o projeto evolui sob as reagoes dos alunos e em

funcao das escolhas e decisoes do professor”.

Sendo assim, baseado nos conceitos acima abordados, e com o intuito de propor

algo que possa ser significativo para melhorar a acessibilidade dos discentes ao contetido
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relacionado a Congruéncias, construimos a Proposta de Sequéncia Didéatica exposta a
seguir, baseada em oficinas realizadas com alunos do final do Ensino Médio e alunos
de Iniciacao a Docéncia. Ressaltamos que esta proposta nao tem o intuito de abarcar
todo o conteddo ou ser uma receita pronta, tendo em vista a necessidade de uma ava-
liacao diagnoéstica anterior e continua do docente em relagao a turma que seré trabalhada,
sendo necessaria uma visao critica sobre todo o contexto educacional em que estd inse-
rido. Trata-se entao de uma proposta orientadora aos docentes que pretendem dispor do

conhecimento sobre Congruéncias.
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4.2 Proposta de Sequéncia Didatica

Contetido abordado: Congruéncias.
Nivel sugerido para aplicagao: 2° ou 3° ano do Ensino Médio, ou ainda em prepa-
ratorio para olimpiadas de matematica.

Duracgao estimada: 5 a 6 aulas de 50 minutos.

Nosso objetivo é realizar uma transposicao didatica, introduzindo o conceito de
congruéncia a alunos do ensino médio. Para cumprir com este objetivo utilizaremos a
ideia de sequéncias didéticas, sem abdicar da formalizacao matematica, formando de-
finigoes precisas e proposigoes.

Nesta Proposta de Sequéncia Didatica vamos abordar problemas de divisibilidade
com o objetivo de definir a partir de um nimero n € N, n > 1, o conjunto dos inteiros
modulo n, Z,. Na verdade veremos que cada elemento deste conjunto é também um
conjunto numérico com cardinalidade infinita.

Através de definicoes, proposicoes, teoremas, exercicios chaves e aplicacoes se
propoe um estudo progressivo e dinamico do contetido tratado, elucidando ao estudante
diversos pontos que podem ajuda-lo a resolver problemas dos mais variados tipos, inclu-
sive questoes relacionadas ao cotidiano, numa abordagem interdisciplinar.

Com o intuito de melhorar a compreensao da proposta, assim como facilitar aos
docentes que desejem utilizar esta obra na aplicacao em sua sala de aula, esta Sequéncia
Didatica esta dividida em partes, mais precisamente duas, A e B. Sendo que a Parte A
aborda os conceitos iniciais de divisibilidade, em um estudo progressivo, para a abor-
dagem de congruéncia e suas propriedades, contendo varios problemas sobre o assunto.
Enquanto a Parte B expoe a questao da aritmética médulo m, seus conceitos, proprie-

dades e exercicios.
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4.2.1 PARTE A

Problema 1 Um ano bissexto é um ano composto por 366 dias, um dia a mais do que
anos normais, que sao compostos por 365 dias. No calenddrio adotado pelo nosso pais,
esse dia extra € acrescentado no final do mes de fevereiro, que tem normalmente 28 dias,
mas que nesses anos passam a ter 29 dias. Ocorrendo a cada 4 (quatro) anos, esse dia
extra tem o intuito de manter o calendario anual ajustado com a translagao da Terra e
com os eventos sazonais relacionados as estagoes do ano. Sabendo que um ano € bissexto
se o numero relativo ao ano for divisivel por 4, por exemplo, 1984 é um ano bissexto, pois
4 divide 1984, jd que 1984 +~ 4 = 496. Sendo assim, quantos anos bissextos existem entre

1986 e 2061, inclusive? Descreva-os.

Solugao. Utilizando o processo de divisibilidade por 4 em todos os anos entre 1986 e
2061, inclusive, temos que o primeiro ano bissexto no periodo acima questionado é 1988,
pois 4 nao divide 1986 nem 1987, mas 4 divide 1988, ja que 1988 +~ 4 = 497. Assim,
como anos bissextos ocorrem a cada 4 anos, temos que os anos bissextos no periodo sao:
1988, 1992, 1996, 2000, 2004, 2008, 2012, 2016, 2020, 2024, 2028, 2032, 2036, 2040, 2044, 2048,

2052, 2056 e 2060, num total de 19 anos bissextos.

Observacao 4.2.1 Notemos que os discentes resolverao a questao de certa forma utili-
zando a nog¢ao de congruéncia modulo 4, sendo assim, quando da inser¢do das defini¢oes
e propriedades sobre congruéncia deve ser ressaltado todos os problemas anteriores, que

envolvem todo o conceito relacionado a congruéncia.

Situacao-Problema 1 Verifique a veracidade as afirmacoes abaizo:
i) 7 dividido por 6 deiza resto 1.
ii) 7 dividido por 6 deira resto 1.

iii) 7 dividido por 6 deira resto 1.
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Sugestao de indagacao aos discentes.

Podemos verificar que as afirmacgoes acima sao todas verdadeiras!. Entao seria
possivel afirmar que 7" dividido por 6 deixa resto 17. Veremos adiante como o estudo
de Congruéncia no ensino bdsico poderia auxiliar na solugdo de problemas como este
envolvendo restos de divisao de inteiros, assim como alguns problemas relacionados ao

conteiudo proposto.

Definicao 4.2.1 O Algoritmo da divisao euclidiana em 7Z Dados inteiros a e b, com

b # 0, existem unicos inteiros q e r, onde a =bqg+1r e 0 <r < |b|.

No algoritmo da divisao euclidiana ¢ é chamado de quociente da divisao e r de

resto da divisao de a por b.

Exemplo 4.2.1 Sea =17 e b =7, dividindo 17 por 7, encontramos ¢ =2 e r = 3.

Exemplo 4.2.2 Se a =143 e b = 13, dividindo 143 por 13, encontramos ¢ = 11 er = 0.

Exercicio 1 Encontre o quociente e o resto da divisao de
a) 47 por 5

b) 234 por 17

Solugao. Efetuando a divisao encontramos
a) g=9er=2

b) g=13er =13

Problema 2 Alex, Bianca, Ciro e Daniela, sentados em forma de um circulo, decidi-
ram brincar de “perguntas e respostas”. FEsta brincadeira consiste que a pessoa que vai
perguntar deve apontar a abertura de uma garrafa para si e girar a mesma de forma que
quando a mesma parar de girar a abertura da garrafa esteja apontando (ou apontando
mais proximo) para a pessoa que deve ser dirigida a pergunta (se parar na pessoa que gi-

rou a garrafa, ela deve repetir o processo). Conforme a regras da brincadeira, Alex girou
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a garrafa no sentido hordrio, e logo na sequéncia a mesma passou por Daniela, Bianca
e Ciro. Sabendo que a abertura da garrafa passou por 114 pessoas depois de deixar de
apontar para Alex até parar, entdo quem deve fazer a pergunta e quem deve responder a

mesma.

Solucgao. Considerando as pessoas pela letra inicial do nome, temos que depois de deixar
de apontar para A a garrafa fez o seguinte percurso: DBCA, repetindo o processo. Como
passou por 114 pessoas basta dividir 114 por 4, gerando ¢ = 28 e r = 2, ou seja, a garrafa
deu 28 voltas completas e depois passou por D parando em B. Sendo assim, Alex deve

fazer a pergunta e Bianca deve responder a mesma.

Definicao 4.2.2 Se a e b sao inteiros e b # 0, dizemos que a divide b se existir um

inteiro ¢ tal que b = ac, e escrevemos alb.
Observagao 4.2.2 Se a nao divide b, denotamos esse fato por a [ b.
Exemplo 4.2.3 2|28 (28 =2 x 14), 7|42 (42 =7 x 6), mas 3 | 43.

Exercicio 2 Julgue os itens abaizo em verdadeiro ou falso
a) 6]182

b) 111374

c) 1741226

Solugao. Somente o item a) é falso.

Neste momento, até mesmo pela maturidade matematica que se espera de um
estudante das séries finais do ensino médio, é de enorme importancia a abordagem da
demonstracao matematica em sala de aula, em que pese o acompanhamento do professor
na construcao de toda a demonstracao com a sequéncia logica da demonstragao, o docente
deve deixar o espago para opiniao dos alunos e instigar através de comentérios pertinentes
determinadas situagoes que propiciem ao estudante o entendimento da demonstracao e
a forca que tem uma demonstracao, visto que depois de provada se torna uma verdade

irrefutével.
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Tente demonstrar os fatos abaixo:
a) ala, para qualquer a € Z, a # 0 ;
b) alb entdo ac|be, para a,b,c € Z, e a,b e ¢ nao nulos.
¢) Se ablac entdo b|c, para a,b,c € Z, e a,b e ¢ nao nulos.

d) Se a|b e b|c entao alc.

Demonstragao. Passemos a construcao das demonstragoes:

a) Para todo a € Z existe 1 € Z, tal que a = a - 1, ou seja, ala.

b) Se alb, por hipétese, b = ak, logo be = (ak) ¢ = ake = k (ac), ou seja, aclbc

¢) Se ablac, por hipétese, ac = abk, como a nao nulo, podemos dividir ambos os membros
por a, dai ¢ = bk, ou seja, b|c.

d) Se alb e blc, temos que b = al e ¢ = bk, assim, substituindo a segunda na primeira,

temos: ¢ = (al)k = a(lk), ou seja, alc. 1
Exercicio 3 Prove que se alb entdo a|mb, para quaisquer m € Z.

Demonstragao. Se a|b, por hipétese, logo dc € Z tal que b = ac, assim:
mb = m (ac) = mac = a (mc), ou seja, almb. 1
A partir do exercicio anterior, é verdade que:
Exercicio 4 Se a|b e alc, entdo a|lc +mb, para quaisquer l,m € Z. (Prove isto).

Demonstragao. Pelo exercicio anterior temos que se a|b entao a|mb, assim, se alc entdo

allc, ou seja existem y,t € Z tais que ay = mb e at = le, dai

le+mb=at+ay =a(t+y), ouseja, allc+ mb. 1

Exercicio 5 Prove que a lista a,a + 1,a + 2 tem um e somente um multiplo de 3 para

qualquer inteiro positivo a.

O inteiro positivo a tem apenas trés possibilidades na divisao por 3, sao elas: nao
deixa resto, caso seja multiplo de 3; deixa resto 1; e por ultimo deixa resto 2.

Suponha sem perda de generalidade que a deixa resto 1, assim, a + 1 deixa resto
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2 e a + 2 nao deixa resto, ou seja, ¢ multiplo de 3, assim, existe um 1nico inteiro positivo
na lista a,a + 1,a + 2 que é multiplo de 3. 1

Como voceé ja deve ter notado, dado um nimero inteiro positivo n > 1, os restos
possiveis na divisao por n de um numero a sao 0,1,2,...n — 1. A partir desta idéia
dividiremos o conjunto dos ntiimeros inteiros em n classes: cada classe representa um resto
na divisao por n. Faremos isto utilizando o que chamaremos de relacao de congruéncia

modulo n.

Definicao 4.2.3 Dado m inteiro m > 1, a e b inteiros dizemos que a é congruente a b e

escrevemos a = b mod m, se m|a — b.
Observagao 4.2.3 se mta —b, entio escrevemos que a Z b mod m.

Exemplo 4.2.4 17 = 3 mod 7, 29 = 5 mod 12, —15 = —3 mod 6 e 10 = 10 mod 9.
Pois, 7| (17— 3) = 14,12| (29 — 5) = 24,6| (—15+ 3) = —12 ¢ 9| (10 — 10) = 0.

Sugestao. Remeter o estudante aos Problemas 1 e 2 expostos anteriormente, que
apesar de aparentemente nao parecer envolver o conceito de congruéncia, nada mais é do
que congruéncia modulo 4. Sendo, portanto, outro caminho de resolucao do problema que

deve ser construido em sala juntamente com os estudantes.

A relagao de congruéncia apresenta certas propriedades como
1) a = a mod m, para qualquer a € Z.
2) Se a = b mod m, entdo b = a mod m, para quaisquer a,b € Z;
3) Se a =b mod m e b= c mod m, entdo a = ¢ mod m, para quaisquer a, b, c € Z;
4) Se a = b mod m e ¢ > 0, entao a® = b mod m;
Prove estas propriedades.
Demonstragao.
1) m|0 = m|(a — a) = a = a mod m (Reflexividade) ;
2) a =bmod m = m|(a—>b)=m|—(a—b)=m|(b—a)=b=amodm (Simetria);
3) a=bmod meb=cmodm= m|(a—0b) em|(b—c) = m|[(a—b)+ (b—c)] =

m|a — ¢ = a = ¢ mod m (Transitividade).
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4) Observando a identidade: a® — b = (a —b) (a“ ' +a“2b+ ...+ ab % + b°7'), e sa-
bendo que como a = b mod m,m|(a —b), temos que m|a® — b, portanto, a® = b° mod m.

a

Sugestao. Remeter esta ultima propriedade a Situagao-Problema 1 desta Parte

A solucionando o problema em conjunto com os discentes.

Exercicio 6 Julgue os itens abaizo em verdadeiro ou falso.
a) 25 # 2 mod 12

b) 314 = 34 mod 51

c) 2131 # 3 mod 121

Solugao. Somente o item b) ¢ falso.
Exercicio 7 Mostre que 20° =9 mod 11.

Demonstracao. Note que 202 = 4 mod 11, pois 400 = 4 mod 11, elevando ao cubo,
temos que (202)* = 43 mod 11, assim, 20° = 64 mod 11, como 64 = 9 mod 11, resulta que

20 =9 mod 11. QO
Exercicio 8 FEncontre a tal que 18 = a mod 3.

Solugao. Utilizando a defini¢ao de congruéncia, temos que 3|18 —a, ou seja, existe k € Z,
tal que 18 — a = 3k, assim, a = 18 — 3k = 3 (6 — k), portanto, existe m € Z, tal que

a = 3m.

Sugestoes de indagacgoes aos discentes.
Existe apenas um unico a € Z que satisfaz a 18 = a mod 3 7 A sua resposta é

valida para todo b € Z e n € N, tal que b = a mod n?
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4.2.2 PARTE B

Conforme questionamento surgido no ultimo exercicio da Parte A, suscite a se-

guinte pergunta aos seus alunos, alterando apenas um pouco a anterior.

Exercicio 9 FEncontre b tal que b = 14mod>5.

Solugao. Por definigao, 5|b — 14, ou seja, existe k € Z, tal que b — 14 = 5k, assim
b=>5k+ 14,k € Z.
Vocé aqui ja deve ter notado que ha infinitos valores de a que satisfazem a e b

referentes as duas perguntas anteriores.

Note que dados n € N, e a € Z, o conjunto dos b's que satisfazem a equacao de
congruéncia b = a mod n sao todos os inteiros que deixam resto igual a a na divisao por
n.

Deste modo podemos definir:

Definicao 4.2.4 O conjunto de todos os numeros inteiros que sao congruentes a a modulo

n, denotado por a, é chamado de classe de equivaléncia de a, modulo n. Simbolicamente

a

{b € Z|b = a mod n}.

Exemplo 4.2.5 Para encontrar as classes 0 e 1 mddulo 4, temos que

e 0={a:a=0mod 4} ={a:4|(a—0)}={a:a=4nne€Z} =
{dn:neZ}y=4..,-8,-4,0,4,8,...}.

el={a:a=1mod4} ={a:4/(a—1)}={a:a=4n+1,neZ} =
{dn+1:neZ}={...,-7,-3,1,5,9,...}.

Exercicio 10 Encontre a classe 1 médulo 2.
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Solugao. *1={a:a=1mod 2} ={a:2|(a—1)}={a:a=2n+1,neZ} =
(2n+1:n€Z} = {£],43,45,.. ).

Aqui as propriedades que vocé provou anteriormente:

1) a = a mod n, para qualquer a € Z.

2) Se a = b mod n, entdao b = a mod n, para quaisquer a,b € Z;

3) Se a =bmodneb=cmodn, entdo a = ¢ mod n, para quaisquer a, b, ¢ € Z;

Tais propriedades serao de muita ajuda para determinar as classes de equivaléncia.

Nosso objetivo aqui é justificar que dado n € N, n > 1, o conjunto de todas as
classes de equivaléncia médulo n, {ala € Z} divide o conjunto dos nimeros inteiros em
n partes, onde cada parte tem intersecao vazia com outra distinta, ou seja duas partes
distintas nao tem nada em comum. Para falarmos disto vamos introduzir o conceito de
particao de um conjunto.

Rigorosamente uma partigao P de A é um conjunto de subconjuntos nao vazios e
disjuntos de A, tais que U B = A. Dizemos que dois conjuntos C' e D sao disjuntos se

BeP

cCnD=1.

Definicao 4.2.5 Uma particao P de A € um conjunto tal que:
Py) Dois conjuntos distintos em P ndo tem elementos em comum;

P,) Cada elemento de A estd em algum elemento de P.
Exercicio 11 Encontre todas as parti¢ao do conjunto A = {a,b, c}
Solugao. As parti¢oes de A sao {a}, {b}, {c}.

Exercicio 12 Encontre 0, e 1 mddulo 2.

Solugao. Conforme enunciado, temos
*0={a:a=0mod 2} ={a:2|(a—0)}={a:a=2nneZ}=
{2n:n e Z} ={0,£2,+4,46,...}.
*T={a:a=1mod2} ={a:2|(a—1}={a:a=2n+1,neZ} =

{(2n+1:neZ}={+1, 43,45, .}
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Exercicio 13 FEncontre todas as classes de equivaléncia modulo 3.

Solucao. As classes de equivaléncia médulo 3 sao 0,1 e 2, pois 3 = 0, e assim sucessiva-

mente, dai
*0={a:a=0mod3}={a:3[(a—0)} ={a:a=3n,neZ}=
(3n:ne€Z) ={0,+3,46,49,...}.
*T={a:a=1mod3}={a:3|(a—1)}={a:a=3n+1,neZ}=

{B3n+1:neZ}={.,-5-21,4"7 ..}
*2

{a:a=2mod 3} ={a:3|(a—2)}={a:a=3n+2,ne€Z} =
{8n+2:neZ}={..,-4,-1,2)538,...}.

Sugestao aos discentes. No exercicio anterior, vocé notou que, por exemplo 1 = —27

Se definirmos o conjunto de todas as classes de equivaléncia como a seguir, teremos

uma particao do conjunto A via a relacao de congruéncia modulo n.

Definicao 4.2.6 Dado um conjunto A e uma relacao de congruéncia mddulo n, o con-

Jgunto de todas as classes de congruéncia modulo n , denotada por E—— € o conjunto
= mod n
Z
—— ={ala € Z}.
= mod n {al !
Z

Exemplo 4.2.6 e {ala € Z} = {0,1}.

mod

Exercicio 14 Encontre
= mod 5

/N
- ={ala € 2} = {0,1,2,3,3},

Solugio. — —
OHEA0 —od

Sugestoes aos discentes. Como vocé deve ter notado a médulo n é um conjunto
infinito.

Problema 3 O Cometa Halley é um cometa brilhante de periodo intermedidrio que re-

torna as regioes interiores do Sistema Solar a cada periodo que varia entre 75 a 76 anos,
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aproximadamente. Foi o primeiro cometa a ser reconhecido como periodico, descoberta
feita por Edmond Halley em 1696. Em sua ultima passagem na orbita terrestre, o Co-
meta Halley pode ser observado a olho nu, em 09/02/1986, um domingo. Sabendo que
a proxima passagem do Cometa Halley serd daqui a 75 anos e 169 dias a partir de
09,/02/1986, descubra a data e o dia da semana em que ocorrerd a prorima passagem

do Cometa Halley na orbita do nosso planeta.

Solugao. Podemos, para melhor compreensao, dividir o problema em dois questiona-
mentos:
1) Qual a data da nova passagem?

Como a préxima passagem do Cometa Halley sera daqui a 75 anos e 169 dias a
partir de 09/02/1986, temos que em 09/02/2061 completard 75 anos da tltima passagem,
assim, para sabermos a data do evento, basta adicionarmos 169 dias a data de 09/02/2061.
Como 2061 nao é um ano bissexto, logo o més de fevereiro deste ano tem 28 dias, assim,
temos 19 dias a ser contados em fevereiro, 31 dias em marco, 30 dias em abril, 31 dias
em maio, 30 dias em junho, completando até o momento 141 dias a mais que 09/02/2061,
faltando 28 dias para completar os 169 dias necessarios, portanto, a data da préxima
passagem ¢ 28/07/2061.

2) Qual é o dia da semana da nova passagem?

Como temos 7 dias na semana, sendo eles: domingo, segunda-feira, terga-feira,
quarta-feira, quinta-feira, sexta-feira e sabado, o problema se resume a um problema de
congruéncia modulo 7. Assim, como domingo foi o dia da semana da tltima passagem,
escolhemos o mesmo como o dia base, assim, sendo x o total de dias percorridos da ultima

passagem até a proxima passagem, temos que

Domingo — = =0 mod 7
Segunda-feira — =1 mod 7
Terga-feira — = =2 mod 7
Quarta-feira — = =3 mod 7

Quinta-feira — x =4 mod 7
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Sexta-feira — =5 mod 7

Sdbado — =6 mod 7

Sendo assim, como temos 75 anos e 169 dias no intervalo entre as duas passagens,
temos que descobrir o niimero de anos bissextos no periodo que vai de 1986 a 2061.

Conforme resolucao do Problema 1, existem 19 anos bissextos, assim:
75 - 365 + 169 4 19 = 27563 dias.

Como 27563 dividido por 7 deixa resto 4, temos que 27563 = 4 mod 7, ou seja, a

proxima passagem se dard no dia 28/07/2061, quinta-feira.

Uma Sugestao de Problema.

No que diz respeito ao contetdo relacionado a Nimeros complexos, abordado ge-
ralmente no 3° ano do Ensino Médio, temos a nocdo do nimero i denotado por i = v/—1.
Assim, temos que
i=v—1i2=-13=—y/—1l=—iit=1P9=ii=1i=i=+—1 =" =—1;...

Diante do exposto, calcule as seguintes poténcias de ¢
1) i85
2) Z'lDOO
3) 2'163
Solucao. Utilizando os conceitos aprendidos sobre congruéncia, podemos associar um

dado expoente n,n € N na seguinte congruéncia médulo 4

vV—1— n=1mod4
—1 — n=2mod4
—3 — n=3mod4

1 — n=0mod4

Desse modo, temos
1) i%. Como n = 85, temos que 85 = 1 mod 4, logo % = /1.
2) 109 Como n = 1000, temos que 1000 = 0 mod 4, entao %% = 1.
3 _

3) i'63. Como n = 163, temos que 163 = 3 mod 4, portanto, 1'% = —i.



CAPITULO 5

Consideracoes Finais

Diante do contexto em que se encontra o ensino da matematica, sendo um pa-
radigma perante a realidade educativa que clama melhores resultados no processo de
aprendizagem matemadtica, faz-se necessaria uma reflexao sobre o processo em si e a uti-
lizacao de novas abordagens que visem contemplar os anseios de uma pratica educacional
matematica significantemente produtiva.

Conforme este entendimento, este trabalho propoe a transposicao didatica do Es-
tudo de Congruéncias, geralmente visto em cursos de nivel superior, para a introducgao
na educacao basica, em turmas de Ensino Médio, trazendo mecanismos que facilitam a
resolucoes de problemas relacionados a realidade. Apesar disso, saliento que esta obra
tem o proposito de orientar professores de matematica, além de outros interessados na
tematica, nao sendo apenas um produto pronto e acabado, até mesmo pelas diferentes
realidades no contexto educativo e social vivido nos diversos lugares do nosso pais.

Por fim, espero ter contribuido para a insercao de novas praticas matemaéticas rela-
cionadas ao Ensino de Congruéncias, que possibilitem uma melhor maneira de condugao

da aprendizagem matematica no processo educativo.
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