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Resumo

As técnicas de contagem estudadas na Educacao Bésica visam as resolugoes de
problemas combinatérios mais simples. Neste trabalho, apresentamos as fungoes
geradoras, uma poderosa ferramenta para solucionar problemas mais complexos
de contagem. Para tanto, abordamos o contetido de analise combinatéria através
do estudo de funcgoes geradoras, propondo uma sequéncia didatica sobre o tema
para que professores da Educacao Bésica possam ampliar e diversificar as suas

estratégias de ensino, por meio deste método de contagem.

Palavras-chaves: Técnicas de Contagem. Analise Combinatéria. Fungoes Gerado-

ras. Sequéncia Didética. Educacao Basica.
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Abstract

Counting techniques studied in basic education aim at the resolutions os simplest
combinatorial problems. In this work, we present the generating functions, a
powerful tool to solving more complex problems of counting. In this way, we discuss
the contents of combinatorial analysis through the study of generating functions,
proposing a didactic sequence on the subject for teachers of basic education can

expand and diversify their teaching strategies, by means of this counting method.

Keywords: Counting Techniques. Combinatorial Analysis. Generating Functions.

Didactic Sequence. Basic Education.
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Introducao

A Anélise Combinatoria é a parte da Matematica que é essencial e permite a
elaboracao de situagoes-problema que instiguem o professor e o aluno a desenvolverem a
capacidade de argumentacao logica desde os problemas mais simples, listando os casos,
até os mais complexos.

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) destacam a importancia do raciocinio
combinatério na formacgao dos alunos do Ensino Médio e o cuidado que os professores
devem ter para desenvolvé-lo, ja que alguns docentes nao passam este contetido por nao

terem habilidade no mesmo. Segundo este documento:

As habilidades de descrever e analisar um grande nimero de dados, realizar in-
feréncias e fazer predicoes com base numa amostra de populacao, aplicar as ideias de
probabilidade e combinatéria a fendmenos naturais e do cotidiano sao aplicacoes da
Matematica em questoes do mundo real que tiveram um crescimento muito grande e
se tornaram bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos
sao sem duvida, instrumentos tanto da ciéncias da natureza quanto das ciéncias hu-
manas. Isto mostra como sera importante uma cuidadosa abordagem dos contetidos
de contagem, estatistica e probabilidades no Ensino Médio, ampliando a interface

entre o aprendizado da matemadtica e das demais ciéncias e areas (PCN, 1999, p.257).

No primeiro capitulo, apresentamos o contetiido de Anélise Combinatéria com os
tipos de agrupamentos (permutagoes, arranjos e combinagoes) com e sem repeticao e suas
aplicagoes em problemas, bem como o calculo do nimero de solugoes de uma equacao

linear com coeficientes unitarios. Por fim, mostramos o Binomio de Newton e o calculo



dos coeficientes.

No segundo capitulo, apresentamos as func¢oes geradoras ordindrias e suas
aplicacoes em problemas de contagem, o Binomio de Newton Generalizado, as funcoes
geradoras exponenciais e terminamos com as aplicagoes dos Numeros de Catalao e as
solugoes de recorréncias.

No terceiro capitulo, apresentamos uma introducao ao estudo de particoes de intei-
ros com algumas defini¢oes, as fungoes geradoras para as partigoes, algumas identidades
algébricas e finalizamos com algumas bije¢oes usando os graficos de Ferrers.

No quarto capitulo, desenvolvemos um sequéncia didatica sobre as funcoes ge-
radoras. Em todos os capitulos utilizamos uma linguagem simples e resolvemos varios

exemplos na busca de facilitar a leitura e a compreensao da proposta.



Capitulo 1

Analise Combinatoria

A anélise combinatéria é a parte da Matematica que estuda os métodos de con-
tagem, tais como arranjos, permutacoes e combinacoes. Com estes e outros métodos
calculamos de forma indireta as possibilidades de ocorrer um determinado evento sem
precisarmos listar todos os seus elementos.

A seguir, apresentamos dois principios basicos que ser@o essenciais para o desen-

volvimento do raciocinio combinatorio: O Principio Multiplicativo e o Principio Aditivo.

1.1 Principio Multiplicativo

Se uma decisao A; pode ser tomada de x maneiras e se, uma vez tomada a decisao
Ay, a decisao Ay pode ser tomada de y maneiras, entao o nimero de maneiras de se
tomarem as decisoes Ay e Ay é x.y. Em linguagem de conjuntos, se A tem m elementos
e B tem n elementos, o cartesiano A x B possui m.n elementos.

A extensao do principio multiplicativo para n conjuntos. Se um evento A; pode
ocorrer de m; maneiras diferentes, para 1 = 1,2,3,...,n, entao esses n conjuntos podem
ocorrer, em sucessao, de mq.msy...m, maneiras diferentes. Em linguagem de conjuntos,
se o conjunto A; tem m; elementos, para ¢ = 1,2,3,...,n, entao o produto cartesiano
Ay x Ay x LA, ={(a1,az,...,a,),a; € A;, para i = 1,2,3,...,n} tem my.ms...m,, elemen-

tos.



Exemplo 1 Hd 3 linhas de onibus entre as cidades A e B e 2 linhas de onibus entre B

e C. De quantas maneiras uma pessoa pode viajar.

a) indo de A até C, passando por B?

Para resolvermos este problema, temos 3 possibilidades dessa pessoa viajar da cidade
A até a cidade B e 2 possibilidades de viajar de B até C. Logo, pelo principio

multiplicativo, ha 3.2 = 6 maneiras.

b) indo e voltando entre A e C sempre passando por B?

Como o item trata da ida e da volta entre A e C sempre passando por B, basta

multiplicar o resultado do item anterior por 2, ou seja, 2.3.2 = 12 maneiras.

Exemplo 2 Supondo que as placas dos veiculos contém 3 letras (dentre as 26 disponiveis),

sequidas de 4 digitos numeéricos, quantas sao as placas nas quais.

a) o zero nao aparece na primeira posi¢ao?

Observe que nao hé restricao com relacao as letras. Assim, as trés letras podem ser
iguais, dai teremos 26.26.26 = 17576 possibilidades para a escolha das letras. Com
relacao a escolha dos nimeros, a tnica restricao é que nao apareca o nimero zero
na primeira posicao. Assim, teremos 9.10.10.10 = 9000 maneiras de escolhermos os
4 digitos numéricos. Logo, pelo principio multiplicativo, hd 17576.9000 =

15184000 placas.

b) ndo hd repeticio de letras e nem de nimeros?

Como as letras sao diferentes, teremos 26.25.24 = 15600 possibilidades de escolher-
mos as 3 letras. Da mesma forma, com os digitos obtemos 10.9.8.7 = 6480 maneiras.

Portanto, pelo principio multiplicativo, teremos 15600.6480 = 78624000 placas.



1.2 Principio Aditivo

Se Ay, A, ..., A, sao conjuntos, disjuntos 2 a 2, (A;(A; = O,se i # j) e se A,

n n
possui a; elementos, entao a uniao U A; possui E a; elementos.

i=1 n=1
Exemplo 3 Suponhamos que em um cinema passarao 3 filmes diferentes pela manha e

5 filmes diferentes pela tarde. De quantas maneiras podemos assistir a somente 1 filme?

Como temos 3 filmes diferentes pela manha e 5 pela tarde, podemos assistir de 3
formas distintas os filmes que serao apresentados pela manha e de 5 formas os da tarde.
Como os conjuntos sao dijuntos, ou vai pela manha ou vai pela tarde, pelo principio

aditivo, o total de opcoes para ver ao filme é de 3+ 5 = 8.

Exemplo 4 Hd 12 mogas e 10 rapazes, onde 5 deles (3 mogas e 2 rapazes) sao filhos da

mesma mae e os restante nao possuem parentesco. Quantos sao os casamentos possiveis?

Dividiremos o problema em duas partes: as mogas que possuem irmaos e as mocgas
que nao possuem irmaos. Ha 3 mogas que possuem 2 irmaos, ou seja, serao formados
3.8 = 24 casamentos possiveis, ja que subtraimos dos 10 rapazes, os dois irmaos delas.
Do mesmo modo, considerando as 9 mogas que nao tém irmaos, serao formados 9.10 = 90
casamentos possiveis. Portanto, pelo principio aditivo, ha 24 + 90 = 114 casamentos

possiveis.

1.3 Permutacoes simples

Definicao 1.3.1 Uma permutagao de n objetos distintos é qualquer agrupamento orde-

nado formado por esses objetos.

Denotamos as permutacoes simples por P,. Assim, um conjunto com n objetos

distintos, teremos as seguintes possibilidades:

e 0 1° objeto deve ser disposto de n maneiras;



e 0 2° objeto deve ser disposto de n — 1 maneiras, ja que o 1° objeto ja fixou a sua

posicao;

e 0 3° objeto deve ser disposto de n — 2 maneiras, ja que o 1° e o 2° objetos ja foram

dispostos em suas posicoes;

e Assim, sucessivamente, até o ultimo objeto, que terd apenas 1 lugar para ser ocu-

pado. Logo, pelo principio multiplicativo, obtemos P, = n.(n — 1).(n — 2)...3.2.1

Note que P, é justamente a definicao de fatorial, que é o produto de fatores de-

crescentes positivos até 1. Definimos Py = 0! = 1. Portanto, P, = n!.

Exemplo 5 Considere os algarismos do nimero 786 415. Forme todos os nimeros de
6 algarismos distintos e coloque-os em ordem crescente. Qual a posicao ocupada pelo

numero dado?

Colocando os algarismos da esquerda para a direita em ordem crescente de modo
que o maior seja 7. Fixando o algarismo das centenas de milhar, temos 5! nimeros
comegados por 1, 5! nimeros comecados por 4, 5! niimeros comecados por 5 e 5! niimeros
comegados por 6.

Os proximos ntimeros comegarao por 7. Fixando o algarismo das dezenas de milhar,
teremos 4! nimeros comecados por 1, 4! nimeros comegados por 4, 4! niimeros comegados
por 5 e 4! nimeros comecados por 6. Fixando o algarismo das unidades de milhar, temos
3! nimeros comecados por 1, 3! nimeros comecados por 4 e 3! nimeros comecados por 5.

Fixando o algarismo das centenas, temos 2! nimeros comecados por 1 e por fim
teremos 1 possibilidade do nimero desejado. Logo, obtemos 4.5! +4.4! +3.3! + 2! + 1 =

4.1204+4.24+3.6+241 = 597. E concluimos que o nimero 786 415 ocupa a 597* posicao.

Exemplo 6 De quantos modos diferentes podem ser dispostos em fila m-+h pessoas (todas

de alturas diferentes), sendo m mulheres e h homens.

a) Sem restrigoes?
Como nao hé restrigoes, podemos dispor de (m + h)! modos distintos.

7



b) De modo que pessoas do mesmo sezxo fiquem juntas?

Como as pessoas do mesmo sexo devem ficar juntas, podemos agrupar as mulheres
de m! formas e podemos agrupar os homens de h! formas. Note que hd 2 modos de
iniciar a fila, ou por mulher ou por homem. Portanto, pelo principio multiplicativo,

obtemos m!.h!.2 modos diferentes.

Exemplo 7 Determine o nimero de divisores inteiros e positivos do nimero 720.

Inicialmente, fatoramos o ntimero N = 720 e obtemos N = 2%.32.5. Observe que
ao representar os divisores de N como niimeros da forma D = 2%.3°.57, a € {0,1,2, 3,4},
p€{0,1,2} e vy € {0,1}. Ha 5 possibilidades para os valores de «, 3 possibilidades para
os valores de 3 e 2 possibilidades para os valores de . Logo, pelo principio multiplicativo,

temos 5.3.2 = 30 divisores.

1.4 Arranjos simples

Definigao 1.4.1 Chamamos de Arranjos simples de n elementos distintos tomados p a
p, onden > 1 ep € N, tal que n > p, todos grupos de p elementos que diferem entre si

pela ordem e pela natureza dos p elementos que compoem cada grupo.

Denotamos os arranjos simples por A2. Os arranjos simples sao um caso particular
das permutacoes simples quando nao permutamos todos os p elementos. A quantidade
total de agrupamentos ¢ calculada por A? =n.(n—1).(n—2)...(n —p+1). Multiplicando

e dividindo a expressao pelo mesmo valor, a igualdade nao se altera. Dali, segue que

n(n—1).(n—2)..(n—p+1).(n—p).(n—p—1).(n—p—2)..3.2.1

AP =
(n—p).(n—p—1).(n—p—2)..3.2.1
n!
e concluimos que A? = ———.
(n —p)!

Exemplo 8 Considere os nimeros de 3 algarismos distintos formados com os digitos

2,558 ¢ 9.



a) Quantos sio estes numeros?

Como os numeros serao formados por 3 algarismos e dispomos de 5 digitos, a pri-
meira posi¢ao pode ser ocupada de 5 modos diferentes, a segunda posi¢ao pode ser
ocupada de 4 modos distintos e a terceira de 3 modos distintos. Portanto, pelo

principio multiplicativo, obtemos 5.4.3 = A3 = 60 nimeros.

b) Quantos sao menores do que 8007

Para ser menor do que 800, o digito das centenas pode ser 2,3 ou 5. Escolhido o
primeiro digito, devemos escolher 2 dos 4 restantes para ocuparem as posicoes das
dezenas e unidades, o que pode ser feito de 4.3 = A2 = 12 modos. Logo, teremos

3.A2 = 3.12 = 36 ntimeros.

¢) Quantos sao mailtiplos de 57

Para ser multiplo de 5, o nimero deve terminar em 5, fixando o digito 5 na unidade,

temos 4 digitos restantes para ocupar 2 lugares, ou seja, A2 = 4.3 = 12 nimeros.

Exemplo 9 O conselho diretivo de uma empresa de informdtica tem 10 membros. Pro-
gramaram uma reunido de acionistas para aprovar uma nova escolha de executivos (eleitos

entre os 10 membros do conselho).

a) Quantas escolhas diferentes, formadas por um presidente, um
vice-presidente, um secretdrio e um tesoureiro, podem apresentar o conselho aos

acionistas para a sua aprovacao?

Inicialmente, observe que se denotarmos os membros por 1, 2, 3, 4,...,10, uma escolha
seria 1, 2, 3, 4 e aoutra 4,5,3,1, a ordem importa, ja que o primeiro seria o presidente,

o segundo o vice-presidente, o terceiro o secretario e o quarto o tesoureiro.

E na outra escolha, o presidente seria a pessoa representada pelo nimero 4, isto
, s . , ) 10.9.8.7.6!
é, as escolhas sao diferentes. Assim, o numero de escolhas é A‘fo = e =

10.9.8.7 = 5040 escolhas.



b) Se trés membros do conselho sio engenheiros. Em quantas possibilidades tem um

engenheiro para a presidéncia?

9!
Fixando o presidente (3 possibilidades) e variando o restante teremos 3. A3 = 3'6 =
9.8.7.6! '
3. o 1512 escolhas.

1.5 Combinacoes simples

Definicao 1.5.1 Combinacoes simples de n elementos tomados p a p, onde n > 1 e
p € N tal que n > p, sao todas as escolhas nao ordenadas de p desses n elementos, ou

seja, sao todos os agrupamentos que diferem entre si pela natureza apenas.

. ~ . n . .
Denotaremos as combinagoes simples por C? = ( ) Vimos que os arranjos
p
simples diferem entre si pela ordem e pela natureza dos seus agrupamentos. Assim,
teremos que retirar os agrupamentos que nao diferem pela ordem, pois sao os mesmos

subconjuntos. veja o exemplo.

Exemplo 10 Quantos subconjuntos de 2 elementos distintos podemos formar com os ele-

mentos do conjunto A ={1,2,3,4,5}.

H4 10 subconjuntos, {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5),(4,5)}.

Note que poderfamos ter o subconjunto {(2,1)} que é o mesmo que {(1,2)}, o

mesmo acontece com os outros subconjuntos.
p
Ab n!

Vamos agora, mostrar que C? = P ——E
pl (n—p)'p!

Demonstragao

Como notamos, o nimero C? é o numero de subconjuntos com p elementos de

um conjunto com n elementos. Um conjunto {ai, as,as, ...,a,} gera p! p-uplas do tipo
AP n!

(b1, bg, b3, ..., b,). Logo, CP = —* = ————.

: pl - (n—p)p!

10



Exemplo 11 De um grupo de 10 pessoas, das quais 4 sao mulheres, quantas comissoes

de 5 pessoas podem ser formadas de modo que pelo menos 1 mulher faca parte?

Pelo exemplo anterior, observe que se trata de combinagoes, pois se mudarmos as
posicoes dos homens e mulheres de cada comissao, o conjunto nao se altera. No problema
h& uma restricao de que 1 mulher faca parte da comissao. Como temos 4 mulheres,
devemos variar o nimero delas de 1 até 4.

Aplicando simultaneamente os principios multiplicativo e aditivo, temos que o
nimero N de comissoes é dada por N = C}.C¢ + C3.C8 + C3.C% + C}.CL.

Calculando cada combinacgao e simplificando,

A6 46 4 6 4 6
= 3mrae o3l s ol e

N

6.5 4 6.54 6.5
N=4 —+-.—+4.—
2 * 3 3.2 * 2 6

N = 246 comissoes.
Exemplo 12 De quantos modos podemos dividir 18 pessoas em:

a) 3 grupos de 6 pessoas cada?

Cada grupo deve ter 6 pessoas, no primeiro grupo ha C% possibilidades de escolhas,
no segundo grupo, como ja foram escolhidas 6 pessoas, sobram 12, das quais 6 sao

selecionadas, ou seja, C9%,.

E por tltimo, resta apenas 1 possibilidade de escolha para o terceiro grupo, ja que
sobraram 6 pessoas. Pelo principio multiplicativo, obtemos C%.C%,.C¢ =
18! 120 6! 18.17.16.15.14.13 12.11.10.9.8.7 6.5.4.3.2.1 18!

. . = : . = —— = 17153136
6!12! 6!6! 06! 6.5.4.3.2.1 6.5.4.3.2.1 '6.5.4.32.1 (6!)3

modos.

b) Um grupo de 11 pessoas e um grupo de 7 pessoas?

11



De modo anélogo, no primeiro grupo ha Cjg modos e no segundo grupo, como ja

foram selecionadas 11 pessoas, restam apenas 7, isto é, 077 .

18! 71 18.17.16.15.14.13.12
1170 700 7.6.5.4.3.2.1 N

Pelo principio multiplicativo, teremos Cis.CT =

31824 modos.

1.6 Combinacoes Complementares

Sabemos que o nimero de combinagoes simples de n elementos distintos, tomados
n!

——— Calcularemos agora o valor
(n —p)!p!

pap,comn>pen € N, édenotado por C? =

de C'7P. Assim,

n! n! v
S o gy g Bl o 1 R

ou seja, o numero de maneiras de escolhermos p objetos é idéntico ao niimero de maneiras
de escolhas (n-p) objetos, pois se dos n objetos tirarmos p, sobram (n-p) e, consequente-
mente, se de n objetos tirarmos (n-p), sobram p.

Portanto, C? = C}'7P, onde C]'"P é chamada de combinacao complementar de CZ.

Exemplo 13 Prove as identidades.

a) p.C? =n.C"~]

n!

Como C? = ———— entao
" (n—p)p!
) n! __pnt p.n.(n—1)! . (n—1)! ol
(n—p)p!  (n—p)p!  p.(p—Dlin—p)! (n—p)lp—1) o
1 1
b CP = .crtL
1 1 n!

— (P = . .
p+1 " p+1(n—plp
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Multiplicando e dividindo a expressao por (p + 1)! e simplificando, obtemos

nl(p+ 1)!p! B n!
(p+Dn—ppllp+1)!  (n—p)p+1)!

e finalmente multiplicando e dividindo a expressao por (n + 1)! e simplificando, en-
contramos

nl(n + 1)! 1 (n+1)! 1 ot

(n—plp+n+1)n n+l(n—plp+1)! n+1 "t

1.7 Calculo do nimero de solucoes inteiras de
equacoes lineares com coeficientes unitarios

Neste topico, o nosso objetivo é contar o nimero de solugoes inteiras de uma
equacao da forma x; +x9+ 23+ ...+, = m, onde x;, parai = 1,2, 3...,n e m sdo inteiros

positivos.

1.7.1 Teorema

Teorema 1.7.1 O numero de solugdes inteiras positivas da equag¢do x1+xo+r3+...+x, =
m € dado por C7}.

Inicialmente, observemos a equacao x; + x2 + 3 + x4 = 8. Uma possivel solucao
desta equacao é uma lista da forma {(1, 2, 2, 3) }, ou seja, é uma quadrupla {(z1, x2, 3, 24) },
com xy, Tg, T3 € T4 inteiros positivos cuja soma vale 8. Assim, aplicaremos uma estratégia,
escrevendo o nimero 8 como soma de nimeros 1’s. Dali, segue que 1+1+1+1+1+14+141=8.

Note que ha 7 sinais de +, e que precisamos escolher 3 destes para colocarmos

7! 7.6.5.4!

entre as quatro incégnitas. Portanto, teremos C’? = C’gj = T = 5914 =35

solucoes. Aplicando o mesmo raciocinio, escrevemos o niimero m como soma de nimeros

I's.14+14+1+...+1=m.

m  nidmeros 1

13



Demonstragao

Vamos diferenciar o sinal de + que separa as variaveis como @. De forma andloga
como foi feito no exemplo, vamos escrever a equagao x, + o + 3 + ... + £, = M como

1+ . +10..®01+...+1L=m.
—— ——

1 Tn

Note que ha (m — 1) sinais de +, e desses, n — 1 devem ser escolhidos como @®.

Portanto, obtemos que o niimero de solucdes inteiras positivas é igual a C™~%.

Exemplo 14 Quantas sao as solucoes inteiras e nao negativas da equagao 1+ To+ T3 =

57

Veja que a formula que demostramos serve para calcular o nimero de solugoes
inteiras positivas, ou seja, x; > 1. Assim, para resolver o problema, devemos ajustar as
variaveis. Mudando de variavel, x; = a; — 1, com a; > 1. Substituindo na equacao acima,
temos que a1 — 1 +as — 1+ a3 —1 =5, ou seja, a; + as + a3 = 8 e como vimos, 0 nimero
76

fol = 9 T 21 solucoes.

de solugoes inteiras positivas desta equagao é igual a C? =
Exemplo 15 De quantas maneiras podemos distribuir 30 laranjas para 4 criancas de

modo que cada uma receba pelo menos 2 laranjas?

Denotando as criancas por x1, Ts, T3 € T4, temos que resolver a equacao x1+xo+r3+
x4 = 30, com x; > 2. Mudando de variavel, faz x; = a; + 1, com a; > 1. Substituindo na

equacao, temos que a;+1+as+14as+1+as+1 = 30, o que resulta em a;+as+az+ay = 26.
25! _25.24.23

5213l — 391 = 25.4.23 = 2300 maneiras.

Logo, a solucdo do nosso problema é C3s =

1.8 Combinacoes com repeticao

Definicao 1.8.1 Seja um conjunto formado por n elementos distintos. Cada agrupa-

mento formado por p elementos, distintos ou repetidos, tomados dos n elementos € cha-

14



mado de combinacao com repeticao.

Indicaremos as combinagoes com repeticao por CRP. O numero de combinagoes

i . , . n+p—1
com repeticao de n elemento distintos, tomados p a p € igual a CRE = ( p ) =

(n+p—1)! !
(n—1)lp! ~

Exemplo 16 Quantas pecas tém o jogo de domind?

Uma pega de domind é um retangulo que tem duas partes, em cada parte tem
uma pontuacao que varia de 0 até 6 pontos. Temos ainda pares de pontuacgoes de 0 a 6,

T+2-1 8
chamadas de bombas. Portanto, o nimero de pegas serd CR2 = ( * ) = ( ) =

2 2
8 87

— = 28.
216! 2

Exemplo 17 Um mercado tem 6 marcas diferentes de café no estoque. De quantas for-

mas uma compra de 8 pacotes de café pode ser feita?

8+6—1 13 13! 13.12.11.10.9
* ) = ( ) = . Simplificando, C'R§ = 1287

8 pu— pumy pu—
Ot = ( 8 8 815! 5.4.3.2.1

formas.

1.9 Permutacoes com repeticao

Vimos as permutacoes simples, nas quais os elementos sao distintos e calculamos
por P, = n!. Agora, vamos estudar as permutacoes com repeticao. Estas sao permutacoes

onde um elemento pode ou nao repetir.

Definicao 1.9.1 Seja um conjunto com n elementos, entre os quais jd existem «; objetos
iguais de um tipo A; i € {1,2,...,k}, com oy + as + ... + ax = n. Assim, o nimero de
n!

. I ’ 1,082,000
permutagoes com repeticao é calculada por P, = o] [
1:0090.. .

Exemplo 18 Quantos anagramas tem a palavra Americana?

15



Observe que na palavra Americana tem 3 letras a. Assim, a quantidade de ana-

9!
gramas ¢é dada por Py = 3= 9.8.7.6.5.4 = 60480.

Exemplo 19 Permutando os algarismos no nimero 125612, quantos numeros:

a) Sao obtidos?

Veja que o nimero 125 612 possui 6 digitos, dos quais se repetem dois niimeros 1
6!  6.54.3
2120 2

o 2,2 .
e dois numeros 2. Portanto, obtemos Py = = 180 numeros.

b) Pares sao obtidos?
Terminando pelo nimero 2, hia P? e terminando pelo ntimero 6 ha P2*. Pelo
5! 5! 5.4.3

principio aditivo, teremos P2 4 P2* = 2 + W =5.4.3+ T = 60 + 30 = 90 ntimeros.

1.10 Binomio de Newton

Alguns problemas de analise combinatéria sao resolvidos a partir dos coeficientes
do desenvolvimento de poténcias da forma (z+a)™, onde x e a sdo niimeros reais quaisquer
en € N. Estas poténcias sao chamadas de bindmio de newton e nos ajudam a compre-
ender o teorema do binomio de Newton generalizado, bem como as func¢oes geradoras. A

seguir, veremos algumas dessas poténcias.

(z +a)

( )

(z +a)?* = 2% + 27a + d*
( )} = 2® + 32%a + 3za® + a®
( )

=2t + 4230 + 62%a® + 4za® + ot

Note que os coeficientes desses desenvolvimentos formam o triangulo de Pascal,
de modo que, em cada linha, se tenha ntimeros binomiais de mesmo numerador e classes
crescentes e, em cada coluna, se tenha nimeros binomiais de mesma base e numeradores

crescentes. Observe abaixo
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Calculando cada combinagao, teremos os valores seguintes

1
1 1
1 2 1

Agora desenvolveremos as mesmas poténcias usando os niimeros binomiais nos co-

eficientes

0
(x+a) = (O)xoao
1 1
(z+a) = (0) z'a® + <1> 2%a’
2 2 2
2 _ 2 0 11 0,2
(x+a) = (O)x a’ + <1>:c a + (2)x a
3 3 3 3
3 _ 3.0 2 1 12 0,3
(x +a)’ = (0)33 a’ + (1)33 a + (2)3: a® + <3>x a
4 4 4
(z+a)! = (3) zta’ + (Lll) zial + (2) 2?a® + <3> zta® + (4)x0a4

Dai, segue que o Binomio de Newton para as poténcias decrescentes de x é dado
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por

T=(zx+a)" = 7(7)J 2"a’ + ) "ol + (Z) " 20 + .+ (n i 1)x1a”_1 +
(n) 2%a”.
n
Demonstragao
n parcelas

Como (x+a)" = (z +a).(x + a)...(r + a), vamos encontrar o coeficiente de a’z" "
na expansao de (z + a)".
Podemos escolher p elementos a em (x + a)" de C? modos, pois temos n a’s na

expansao de (x + a)". Observe que, para cada valor de p, com 0 < p < n, o termo

n n
( )x"pap ocupa a posicao p+1, ou seja, T,y = ( )x”pap.
p p

Exemplo 20 Desenvolva o binomio (3z + 2)*.

4
Utilizando o desenvolvimento de Newton, temos (3z 4 2)* = 0 20 (32)*+
4\ 51 3, (42 2 (453 1 (%) on 0 4 3 2
| 2°.(32)°+ 5 2°.(3z)"+ 5 2°.(3z)" + 4 2%.(3z)" = 812" +2162°+2162°+96x+16.

Observagao: Quando o desenvolvimento for do tipo (z — a)", a expressao do

n
termo geral ¢ igual a T, = (—1)? a’x"" P, pois (v —a)" = (x + (—a))* = Tp41 =

(o= Q)eres oo

18



Capitulo 2

Funcoes geradoras

No capitulo 1, estudamos alguns métodos de contagem, cada um com as suas ca-
racteristicas. Vimos que a ordem e a natureza dos elementos do conjunto influencia na
contagem no caso de arranjos simples e que apenas a natureza dos elementos era necessario
para identificar as combinagoes simples. Vimos como resolver equagoes com coeficientes
unitarios em inteiros positivos e suas mudancas de variaveis para se adequar aos proble-
mas. Por fim, exploramos o Bindmio de Newton que nos ajudara na compreensao do
Binomio de Newton generalizado e em fungoes geradoras, nosso objeto de estudo.

A ferramenta matematica chamada de funcao geradora foi amplamente aplicada
pelo matematico noruegués Leonhard Euler, na obra “Introduction in Analysis Infini-
torum”. Outros matematicos importantes fizeram o uso deste, como N. Bernoulli e S.
Laplace. As fungoes geradoras encontram aplicagoes no campo de andlise matematica,
probabilidade, combinatéria, mecanica estatistica e teoria da informacao quantica.

Considere o problema a seguir.

Exemplo 21 Calcule o numero de solugoes inteiras da equagao x1+xs+x3 = 6, sabendo

que 1 € {1,2}, 29 € {1,2,3} e x5 € {2,3,4}.

Associando a cada varidvel x; um polinémio p (x;) , tal que os expoentes represen-
tem as possibilidades dos resultados.

Assim, teremos os seguintes polinémios
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p(z1) = 2! + 22

p(x9) =2t + 2% +2°

p(r3) =2+ 23+ 24

Calculando o produto p (z1).p (z2) .p (x3) = (@ + 2?)(z + 2 + 2®)(2? + 2% + 2*) = 2* +

3a® + 525 4+ 527 + 32 + 27, o coeficiente do termo 2% é o resultado do problema.
Portanto, temos 5 solugoes inteiras da equacao x; + z2 + 3 = 6. Este método é

conhecido como funcao geradora.

2.1 Série de poténcias

Definicao 2.1.1 Chama-se série de poténcias de x com coeficientes

ag, a1, G2, ..., Gn, @ qualquer série da forma ag + a1 v + asx? + ... + ap,a™ + ..., ou seja,
o0

E a,x".

n=0

1

o0
A série geométrica E ar" ' = a+ar+ax®+ ... € convergente se —1 < x < 1 e sua soma

n=1

= a
éZax”’lzl_ | < 1.
n=1 L

Como nos problemas de funcoes geradoras, estamos interessados em calcular os
coeficientes, isto nao influenciaré nos resultados. Vamos definir duas operagoes envolvendo

séries de poténcias.

Definigcao 2.1.2 Se s(z) = ag + a1z + agz® + ... e l(x) = by + bz + box® + ... sdo duas
séries de poténcias, entio a soma s(x)+1(x) = co+c1x+cex® + ... onde ¢; = a; +b;,i >0

e o produto s(x).l(x) = dy + dix + dox® + ..., onde d; = a;by + a;_1by + ... + agb;.

2.2 Funcoes geradoras

Defini¢do 2.2.1 Seja (a,),n = 0,1,2,..., uma sequéncia de nimeros reais. A série
o0

f(x) = Zanx" é chamada de funcao geradora e os coeficientes da funcdao geradora nos
n=0

fornece aisolugdo de um problema de contagem.
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Exemplo 22 Encontrar a funcao geradora que calcula o numero de solucoes inteiras da

equacao x + 1y + z +w = 25, onde cada varidvel é no minimo 8 e no mdxrimo 8.

A funcao geradora que modela o problema é

f(z) = (23 + 2t + 2° + 2% 4+ 27 + 28)*
= P14z + 22+ 2% + 21 + 2°))*
=221 +x+a? 4+ 23 +2* +2°)!
e (12

1—2

=22 (1 — 2% (1 —2)™%

Exemplo 23 Encontrar a funcao geradora que permite calcular o niumero de solugoes

inteiras da equacao a+b+c=6, com —1<a<2,1<b<4el<c<47?

A funcdo geradora é f(z) = (L + 1+ x+2%) (z + 2? + 2° + 2)?

, (1+az+a®+a°
=

)(1+x—|—:p2—|—x3)2
T

=2.(14+z+ 2% +2°)>°

=z.(1 —2*)3.(1—x2)73.

Definigcdo 2.2.2 A funcao geradora ordindria da sequéncia (a,) =1, paran =0,1,2, ...,
¢ dada por f(z) = 1+x+2*+2®+2* +.... Utilizando a soma infinita da série geométrica,
1

isto é, f(x) = T bara lz] < 1.
—x

Nos trés exemplos anteriores, encontramos uma expressao mais simples para a

funcao geradora. Esta expressao é chamada de férmula fechada.
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Exemplo 24 Encontrar a fungdo geradora para a sequéncia (a,) = (0,4,0,4,0,4,...).

Por definigao, a série de poténcias procurada é igual a

f(z) =0+ 4z + 0.2% + 423 + 0.2% + 42° + ...

f(x) =4z + 423 + 425 + ...

flx) =dx(l + 22+ 2+ 2%+ ..)

1
= 4x.
4x
N 3 4x
Portanto, a funcao geradora procurada é f(z) = 1 5
—x

Exemplo 25 Encontre a sequéncia gerada pela funcao geradora ordindria

f(z) =2%(1—3z)"".

. . 1 .
A funcao pode ser escrita como z2. . Assim,

1-3x

f(x) = 2*(1 + 3z + 92 + 272% + 812%...)

f(z) = 2% + 32% + 92 + 2725 + 812° + ...

Portanto f(x) é a fun¢ao geradora da sequéncia (a,) = (0,0, 1,3,9,27,81,...), ou

podemos fazer da seguinte forma.

Sabemos que 1 =142+ 2%+ 23+ 2" + ..., substituindo z por 3z na dltima
x

expressao, temos que =1+3z+ (32)* + (32)> + (3z)* + ... e multiplicando a

1 -3z
expressao por x?, obtemos f(x) = x? + 3x3 + 9zt + 272° + 812° + ...
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Teorema 2.2.1 O numero de solugoes em inteiros nao-negativos para a equacao xrp —+

To+ 23+ ... + 1, =p €igual a C, ;.
Demonstragao

Vimos no capitulo 1, que o ntimero de solugoes em inteiros positivos da equacao
r1+ T9 + 23+ ... + x, = m é dada por C’ff;ll.

Utilizando a mesma estratégia. Inicialmente, mudaremos as varidveis. Fazendo
x; = a; — 1, com a; > 1 e substituindo na equacao xy + 9 + 3 + ... + x, = p, temos
(e — 1)+ (ag—1)+ (a3 — 1) + ... + (a, — 1) = p. Como foram retirados n fatores iguais
al,entao ay +as+as+...+a, =n-+p.

Escrevendo o niimero n+p como soma de nimeros 1, segue que 14+14+1+1+...41 =
n -+ p.

Note que hé (n + p — 1) sinais de +, e como temos n varidveis, ha (n — 1) espagos
para serem escolhidos entre os (n + p — 1) sinais de 4. Portanto, o nimero de solugoes
em inteiros nao-negativos da equacao x1 +xs + 23+ ... +a, =p é CZ;;_l = C£+p_1, pois

sao combinagoes complementares.

Assim, dado que cada x; pode assumir qualquer inteiro nao-negativo, a funcao
1
geradora que “controla” a presenca de x; é f(x) =1+z+ 2>+ 23+ ... = ] .
-
E concluimos que a fungio geradora para este problema é (1+z+ 2%+ 2% +..)" =
1
(1—z)"

=(1—-x)™

Para calcularmos o coeficiente de xP nesta funcao, precisamos do Teorema de New-
ton generalizado. Tomando o desenvolvimento em série de Taylon, em torno do zero,
da funcao (1 + x)*, onde u é um nimero real arbitrario, podemos provar o Teorema de

Newton Generalizado para —1 < z < 1.
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Teorema 2.2.2 Teorema de Newton Generalizado

(1+xV::GDx“+COx“+CDxW+ng“+m+<§>ﬂ,mme
w( = 1) —p+ 1)

, sep>0
(f>: p
p 1,

sep=20
Teremos (14 )" = Z (u) P,

p=0

u
O ndmero ( ) definido acima ¢é chamado de coeficiente binomial generalizado. Se
p

. , (% , . . . .
u for igual ao niimero natural n, ( ) serd o coeficiente binomial usual e o desenvolvimento

acima se reduzirda ao desenvolvimento do Binomio de Newton.

1 n
Teorema 2.2.3 O coeficiente de xP na expressio (1+x+x*+ 2%+ ..)" = ( ) =

1—2x
n+p—1>

1—2)™" € igual a
( ) g ( )

Demonstragao

u

Sabemos que (1 + z)" =

WE

u
( )xp . Substituindo nesta expressao x por —z e u
p

I
=)

p
por —n, temos

1 =3 (e =)

p=0 p=0

Utilizando a definicao do coeficiente binomial generalizado, o coeficiente de zP é

igual a (‘”) (1 = WD

D (—n—p)lp!

(=n).(=n—-1)(-n—2)..(—n—p+1).(—n —p)/(—1)?
(—=n —p)'p!

_(=n).(=n—=1)(=n—2)..(—n —p+1).(=1)P
p!

(=P +1)(n+2)..(n+p—1).(=1)P
p!
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(=1)?*n.(n+1)(n+2)....n +p—1)
p!

Multiplicando e dividindo a igualdade por (n — 1)!.

n(n+)n+2)..n+p—)n-1! (rt+p—1)! (n—i—p — 1)
plin —1)! pln—1)! P '

Este valor é o total de formas de selecionarmos p objetos dentre n objetos distintos,
onde cada objeto pode ser tomado até p vezes.

1

Exemplo 26 Sendo (1 +x)4_l, a fungao geradora ordindria para a sequéncia (ay), encon-

trar as.

1
Basta tormarmos o coeficiente de 23 na expansio de (1 + z)4.

1
)

1 1 N,
1 4 4 4
(1+x)71—§: i xp—(0>+(1>x+(2)x +< +
N —\p ] 1! 2 3!
1,1 1
Z(Z - 1)(1 —2)
Logo, a3 =
3!
1 -3 -7
H )
a3 —
6
g
> 128

Exemplo 27 Usar o teorema binominal para encontrar o coeficiente de x* na expansdao
1

de (1+4x)2.
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Logo, o coeficiente de 2® ¢ dado por

1

3(3 111 1,-1 -3
4 (3) _ 645(5 — (5 -2) _ 645 () () .

3! 6 6
Exemplo 28 (ENQ - 2013-1) Maria tem 10 anéis idénticos e quer distribui-los pelos 10

dedos de suas maos. De quantas maneiras diferentes ela pode fazer isso? Suponha que é

possivel colocar todos os anéis em qualquer um dos dedos.

Note que o problema é solucionado quando resolvemos a equacao x; + xo + x3 +
. + 210 =10, com 0 < 2; < 10.
A fungao geradora do problema é f(z) = (1 +z + 2% + 23 + ... + 2'9)°. Devemos

calcular o coeficiente do termo z1°.

1— 11\ 10
Encontrando a férmula fechada para f(x), obtemos f(x) = ( N T ) . Logo,
—x
fla) =1 =2 .1 —z)70

Desenvolvendo (1 — #!)!0, encontramos (1 — z!1)10 = (1 — ') (1 — z!1)® =

(1 _ 2'1:11 _|_ 1.22)(1 _ xll)S‘

Como estamos interessados no coeficiente de x'°, calculamos (1 — z)~ '

o

—1
(—1)p( 0) 2P, para p = 10.
— P

—1 1 10-1 1
Assim, o coeficiente de 2'° é igual a (—1)10< 100> = ( 0 +100 ) = (12) —

p

19!

o0 = 92378 maneiras.

Claro que este problema poderia ter sido resolvido de uma forma mais simples.

Percebam o uso das fungoes geradoras em problemas mais complexos.

Exemplo 29 Uma bolsa contem 8 moedas de 1 real, 7 moedas de 50 centavos, 4 moedas
de 25 centavos e 8 moedas de 10 centavos. De quantas maneiras podemos retirar 6 moedas

dessa bolsa?

Este problema pode ser resolvido usando o principio da inclusao-exclusao, porém

fica mais simples resolve-lo usando as funcoes geradoras.
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Definimos

x1: numero de moedas de 1 real;
Zo: numero de moedas de 50 centavos;
x3: numero de moedas de 25 centavos;

x4: numero de moedas de 10 centavos.

Queremos calcular o nimero de solugoes inteiras nao-negativas da equacao x; +
Totax3+x4=06,com0<x;<6,0<2,<6,0<23<4,e0<zy<3. Assim, a fungao
geradora que modela o problema é igual a

f@)=Q4+z+2>+23+2* + 25+ 221 +a+ 22+ 2% +2Y).(1+ o+ 22+ 2%) =
(Itx+x2+ 23+t + 25+ 292 (1 + o+ 22 + 22 + 2).(1 + o + 22 + 23).
Encontrando a férmula fechada para f(z), obtemos

f(z) = (1_”57)2. (1_'”5) (1_5”4) — (1—2T)2(1 — 2%)(1 — a*).(1 — ).

1—z 1—z 1—=x

Desenvolvendo (1 —27)%.(1 — 2%).(1 — z*) para calcular a contribui¢ao de (1 —z)~*

no produto (1 —z7)2.(1 — 2°).(1 — 2%).(1 — 2)™*, segue que (1 — 27)%.(1 — 25).(1 — 2) =
1— g% — 25— 207 4 29 4 9pll 4 9712 4 214 _ 9016 _ 218 119 L 23
Queremos calcular o coeficiente de x°.

= (—4
Como (1 —2)~* = Z ( >(—x)p, substituimos p=6,p=2ep=1.

p=0 p

—4 —4 —4
Portanto, o coeficiente de z° ¢ igual a 1.(—1)6( )-1.(—1)2.( )-1.(—1)2< )

6 2 1
9 5 4
= — — =84 —-10—-4 = )
(6) <2> (1) 8 0 70 modos

Note que os numeros destacados acima sao os coeficientes dos termos de graus
zero, quatro e cinco respectivamente.

Para que ndo haja confusao em relacao ao sinal de cada expressao por causa do
[o.¢]

n

—4
valor de p, calculamos (1 —x)™™ = Z ( )xp e modificamos o sinal de acordo com o
p=0
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—4 —4 —4
coeficiente. Assim, o coeficiente de x° € igual a 1.< -1.( >-1.( >

9 5 4
(6) (2> (1) 8 0 70 modos

Exzemplo 30 Encontrar o numero de maneiras de se obter um total 28 de 15 pontos ao

se jogar, simultaneamente, quatro dados diferentes.

Como ha 6 possibilidades da fase voltada para cima de 1 dado, a fun¢ao geradora
que modela o problema é f(x) = (z + 2% + 2* + 2* 4+ 2° + 25).

Sua férmula fechada é f(z) = 2*.(1 — 25)*.(1 — 2)™ = 2%.(1 — 25)%.(1 — 2%)2.(1 —
)™t =2t (1-220+2"2) (1-22542'%).(1—2)* = 21 (1 - 42546212 — 4284+ 221) . (1—2) ™ =
(xt — 4210 + 6210 — 4222 + 2%).(1 — 2)™.

Queremos calcular o coeficiente de z!°.

— [—4
Calculando o valor de (1 —z)™* = E ( >(—x)p, parap =11 ep=>5.
p
p=0

—4 —4 14 8 14! 8!
Assim, o valor procurado é igual a 1. < 1 )-4.( . ) = (11) —4. <5> = 1im1 4% =

14.13.12 4.8'7'6 = 364 — 224 = 140 maneiras.
3.2 3.2

2.2.1 Funcgao geradora exponencial

Vimos nos problemas anteriores que a ordem dos objetos ¢ irrelevante e que para
resolvermos os exemplos, precisavamos da funcao geradora ordinaria. Porém, quando nos
problemas a ordem de escolher determinado niimero de objetos for importante, utilizamos
a funcao geradora exponencial. A seguir, veremos um exemplo de aplicacao das funcoes

geradoras exponenciais para nos ajudar a entender a defini¢ao.

Exemplo 31 Dados trés livros diferentes a, b e ¢, desejamos retirar 4 livros de for-
mas diferentes e colocd-los em ordem numa prateleira obedecendo os sequintes critérios:
O livro a deve ser retirado no minimo uma vez, o livro b no minimo trés vezes e o livro

¢ no minimo duas vezes. De quantos modos diferentes podemos retirar esses quatro livros?
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Inicialmente, se considerarmos que a ordem de escolha dos livros nao importa, a
funcao geradora ordinaria do problema é dada por (1 + az)(1 + bz + b*x? + b32?) (1 + cx +
2?) =1+ (a+b+c)x+ (B> +ab+be+ac+ *)a? + (b* + ab® + ac® + b*c + abe + be?) 2 +
(ab® 4 bPc + ab*c + b*c® + abc®)xt + (abPc + b3c? + ab*c®)x® + ab3c?a®.

Com este desenvolvimento, calculamos todas as possibilidades de escolha de um
livro (Coeficiente de x), de escolha de 2 livros (coeficiente de z?), de escolha de 3 livros
(coeficiente de z®) e, assim sucessivamente, até a escolha de 6 livros que representa o
(coeficiente de x9).

Deste modo, a solugao do problema seria (ab® + b3c + ab’*c + b*c* + abc?) que é o
coeficiente de z*.

Mas como estamos interessados em calcular o nimero de formas levando em con-
sideracao a ordem dos livros, temos um caso de permutacao com repeticao.

Ordenando os livros em cada caso, queremos obter como coeficiente de z* o ntimero
4! 4! 4! 4! 4!
13 3m e 2 e

Para alterar os polinomios que controlam a presenca de cada tipo de livro, intro-

1
duziremos no coeficiente de z™ o fator -
n!

' a b v, Vo, c ¢ 4
Assim, teremos (1 + ﬁJU) <1 BT TR TR 1+ [TRETRE A

] a b c b? ab be ac c? 5
A CTRETRETRY R G TR TR T TG A

B oab? ac? b3 abe bc? 5 ab®>  bdc ab’c b2 abc? A
s T o T T ) T\ e T o T )Y

ab’c b3 ab*c?\ o ab’c®
13 T3 T )Y T

+ + o

ab®> b3 ab’c b2 abc?
13t T3 T e o e )

Agora, o coeficiente de z? é (

Para obtermos o coeficiente desejado, multiplicaremos e dividiremos a expressao
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acima por 4!. Portanto, o valor procurado, tomando-se a = b = ¢ = 1, serd o coeficiente
de & sode (1+5) (1424242 (14242 It
eznaexpansao e(—l—ﬁ> +ﬁ+§+§ +ﬁ+§ , 0 que resulta em

Y C I N A £ R 3! 3\ o
ot gttt ) st T T T am +

1o\2r 12 2r A3 112! 1 o) 3
44 41 41 4\ ot 5! 5! 500\ ° 6\ ¢
* (1!3! T3m e ot 1!1!2!> anr (1!3!1! eI 1!2!2!) BT (1!3!2!) 6
. A~ €T :1;-2 .’13'3 :C’I’L
Definicao 2.2.3 A série de poténcias ag + alF + aga + agy + ...+ (n— + ... €a
. . . n:

fungao geradora exponencial da sequéncia (ay,).

1 -1 1 -1
Exemplo 32 Encontrar a funcao geradora para a sequéncia (1, -1, TR ) .

1 1 11 2

A funcao geradora para a sequéncia (1, 1, STRETRTRGE ) é f(x) = 1—|—x+%+
x> at ab
§+I+§+ =e

SN2 (N3 (VA (05

Substituindo x por -x, obtemos ¢(z) = 1—$L’+( ;l) —i—( 3? —i—( f‘) —i—( ;) +..=

2 ad gh B ! ! ! !
l-z4+4+——-——"+———=—+ ... ="

2030 4 5!

Exemplo 33 Encontrar a sequéncia gerada pela funcdao geradora ** + x + 2.

2 3 4
x ) - N
Sabemos que ¢ =14+ 1+ — + — + — + ... é a fungao geradora para a sequéncia

20 31 4]
11 1
( R TRETEVTE ) Para encontrarmos e?*, basta substituir x por 2x.

21)? 21)3 2z)4 2x)"

Assim,egx:1+2x+(x) +(x) +(x) +...+(x) +.. =
2! 3! 4! n!

Lo 22p2 233 21t 2

+ 22 + o + 3l + 1 + o + ...

Substituindo €%* na funcao geradora €** 4+ z + 2, temos que

23 3 24$4 znxn
e%+x+4¥:1+2x+zﬁ+le+ + ..+
3! 4! n!

+..tr+a’=
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23 3 24 4 2n n
1+3x+3x2+—$+ v + ...+ v
3! 41 n!

Logo, a sequéncia gerada por essa fungao geradora é (1, 3,3,

+ ..

23 24 25 o
31741750 pl7 "
Exemplo 34 (AV2 - MA12 - 2013) Penélope quer distribuir 6 presentes entre seus so-
brinhos, Alfredo, Bruno, Carlos e Daniel, de modo que cada um receba pelo menos um

presente. Todos presentes devem ser distribuidos. Supondo que todos os presentes sejam

diferentes, de quantos modos ela pode distribuir os presentes?

Para resolver, utilizaremos a funcao geradora exponencial, pois os presentes sao
diferentes. Como sao 6 presentes, cada sobrinho ird receber pelo menos 1 e no maximo 3
presentes.

Portanto, a fungao geradora exponencial que modela o problema é

. 12 ZES 4
f(:l:) =\|x+ g + y .
6 1.2 .%'3 x4

Queremos calcular o coeficiente de % Sabemos que e = 14+z+ o7 + 37 + Z+’ -

assim f(z) = (e® — 1) ou seja, f(z) = e — 4€3® + 6.€2® — 4e” + 1 e o coeficiente de %

¢ igual a 1.4% — 4.3% +6.26 — 4.1% = 1560 modos.

Observacgao 2.2.1 O numero de maneiras de distribuirmos n bolas distintas em k cairas

k
(kK
distintas, sem que nenhuma caiza fique vazia, € T'(n, k) = E (—1)Z< )(k —1)". Este
i
i=0
numero € igual ao numero de aplicagoes sobrejetoras.

Exemplo 35 Quantas sequéncias de 0’s e 1’s podem ser formadas usando-se um nimero

par de 0’s e um numero par de 1’s?

A funcgao geradora exponencial que controla o nimero de sequéncias com um

22 gt 46 z2r 2
nimero par de 0’s e um ntmero par de 1’s é (1 +—4+—=—4+—=+..+ —) .

2141 6l (2r)!
2 3 gh b (z)"
T __ - - N JR—
Sabemos que e* =1+ x + o + a3 + o + = + ... o + ... eque
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e :1—1’4—5—5 E—g‘k i =+ ...
2 4 6
Somando as duas expressoes acima teremos e” +¢e * = 2—1—25 + QJ +2§ + ..+
$2T - ,€z+€_z 1+$2+x4+x6+ N 2r+
——, isto é, —— = —+ —+ =+ ..
(2r)0 2 ol "4l 6l (2r)!
0 1+x2+x4+x6+ +x2’” N 2 " +e"\° e e 49
0go —t =+ =4 .+ —+...] = = e
89 ol "4l 6l ()] 2 1 ’
2r+ (_2)7‘

o coeficiente procurado é

2.3 Aplicacoes das funcgoes geradoras

Nesta secao apresentaremos algumas aplicacoes das fungoes geradoras.

2.3.1 Numeros de catalao

Definicao 2.3.1 Considere o produto de n numeros em uma ordem especifica, y =
T1T9X3...T,, € seja Cp, o numero de maneiras de calcular este produto por sucessivas

multiplicagoes de exatamente dois nimeros em cada parte sem alterar a ordem inicial.

Assim,

Paran=1, C; =1;
Para n = 2, ou seja, y = x1x9 , Cy = 1;
Para n = 3, ou seja, y = x1x2x3. Teremos as seguintes possibilidades (z1x9)zs ou

Jfl(.Z'QLL’g), Cg = 2.

[remos encontrar uma expressao para C,, usando recorréncia.
Sejam vy, = X1T2X3...T% € Yp_k = Tpi1.--Typ. O nimero de maneiras de calcular y
é () e o nimero de maneiras de se calcular y,_; é C,_j. Pelo principio multiplicativo, o

numero de maneiras de calcular y;.y, 1 € CrC,_x, para k =1,2,....n — 1.
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Portanto, C,, = C1C,_1 + C>C,_» —|— .+ C,1C1, n = 2.3,.... Assim, a funcao

geradora para o nosso problema é C'(¢ Z Cnt".

Multiplicando a relacao de recorréncia por t" e tomando n = 2, 3,4, ..., teremos

oo n—1 00
que C(t) ZCt” YO Gl = (ZC,J’“) O et).

n=2 k=1 Jj=1

Logo, C(t) —t = (C(t)?), ou seja, (C(t))* — C(t) +t=0.

1++v1—4t
Resolvendo a equagao do segundo grau em C(t), temos C(t) = —
1—+1—4t 1 1 —4t
Assim, C'(t) = —y C"(t) = % Como C'(0) = 0, C"(t) é
1 1
rejeitada, pois C”(0) = 1. Logo, C(t) = 5 5\/1 — 4t.

Usando o Binomio de Newton generalizado e expandindo em poténcias de t,

11 = L
( 1)11 122n 1 < )tn

Ot) = = — =(1 — 4¢)
Lok € = (- )nlzzm(g).

l\DI»—t

2 2

R ¢ i)
26066
e 22) ()05

~ 2271135.7...(2n — 3) 2.4.6(2n — 2)
B P '2.4.6(2n — 2)

_ 277N (20— 2).(2n — 3)..7.6.5.4.3.21  (2n—2)!

2n12.4.6..2(n — 1) = lfn 1) © concluimos que
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2.4 Resolucao de equacgoes de recorréncias

Conhecemos algumas formas para resolver as relacoes de recorréncias lineares nao
homogeéneas. Utilizaremos agora as funcgoes geradoras. Esta técnica permite encontrar
as solucoes particular e homogénea de a, e também incorpora as condigoes inicias do
problema. No entanto, podemos obter mais resultados com este método. Para o préximo

exemplo, faz-se necessario o conhecimento da técnica de derivagao de uma variavel.

Exemplo 36 Resolva a relacao de recorréncia a,-3a,-1 =n, paran >1 eag=1.

Paran =1, a; — 3ap = 1;
Paran =2, as — 3a1 = 2;

Para n = 3, a3 — 3a, = 3.

Multiplicando a primeira das equacoes por x, a segunda por 22 a terceira por z° e

assim sucessivamente, obtemos

a ' — 3apxt = 12!

ayr? — 3a;2% = 222

asz® — 3asx® = 323

a, " — 3a1x” = nx"

oo oo o
Somando as equagoes, segue que 5 apx" — 3 g ap_ 12" = g nx".
n=1

n=1 n=1
o
Queremos determinar a, em funcao de n. Assim, seja f(z) = g a,z” a funcao

n=0
geradora para a sequéncia ag, i, as, ..., .

(o9} o
Substituindo na expressao acima, f(z) —ay — 3x E ap 7"t = g na".
n=1 n=1

Como Z Ap_1z" = Z a,x" = f(x)e ap = 1 e o lado esquerdo da equagao muda
n=1 n=0

para
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fx) =1 =3af(x).

Considere a fungao g(z) = ﬁ Sua primeira derivada, ¢'(z) = a —11‘)2 =
142z + 327 + ...
X 2 3 4 .
Portanto, L =2+ 22° +32° + 42" + ... = ;mc e f(z) —1—-3xf(x) =
x
(1—=2)*

1 T

Isolando f(x), temos que f(z) = T + (DR

Utilizando o método da decomposicao em fragoes parciais,

1 x 1—z+a? A B C
+ = = + + .
1-3z (1-3x)(1—-2)? (1-3x)(1—-2)> 1-3z 11—z (1—2x)?

A+ B+C+x(—2A—4B—-3C) +12*(A+3B)=1—z +2°

Resolvendo o sistema

A+B+C=1
2A+4B+3C=1
A+3B=1
7 —1 -1
E A=-,B=— = —.
ncontramos 1 1 © C 5
7 -1 -1
4 4 2
L = )
o0, /() 1—3x+1—x+(1—x)2

E finalmente, teremos que calcular o coeficiente de 2" em cada parte de f(x).

7
I 7 1 7
i Para 1 _43$, encontramos 11 3 Z(l + 3z 4+ 92% +272° + ...) cujo coeficiente
-1
4 11 2, 3 . : .
Para , encontramos —-. =—(142+x*+2°+ ...) cujo coeficiente é
1—=z 41—-x2 4
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—1
1 1 1 1
—7 ¢ para ﬁ, encontramos R EE = —5.(1 — )72 cujo coeficiente é

()i
1 3

N 7
Portanto, a solugao da equacao de recorréncia é a,, = 1.3” - 571 -7
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Capitulo 3

Particoes de inteiros

A teoria de partigoes faz parte da Analise Combinatéria que é estudada em Ma-
tematica Discreta em alguns cursos de graduacao. Esta teoria foi desenvolvida no século
18 por Euler e reforcada por Hardy, Ramanujan e Rademacher, e é composta pela com-
binatéria e pela teoria dos nimeros.

Nesta secao usaremos os graficos de Ferrers para fornecer provas bijetivas envol-
vendo identidades de particoes, utilizaremos também as fungoes geradoras para particoes.
A primeira abordagem é grafica e a segunda é analitica e veremos as ligacoes entre elas.

Colocaremos notacoes e linguagem simples que serao apresentadas no inicio de

cada item para o maior entendimento do assunto.

Definicao 3.0.1 A particio de um inteiro positivo n € uma maneira de representd-lo

como soma de inteiros positivos, chamadas de partes da particao.

Por exemplo, as parti¢coes dos inteiros 2,3,4 e 5 sao as seguintes

3
4 4+1
3 3+1 3+2
2
2+1 2+2 3+1+1
1+1
1+1+4+1 2+1+1 2+2+1
I+1+1+1 2+1+1+1

1+1+1+1+1
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Denotamos o nimero de partigdes de um inteiro positivo por p(n). Assim dos
nimeros acima temos que p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5 e p(5) = 7. O crescimento
do nimero de particoes de um inteiro é muito rapido, o que torna inviavel listar todas
as possibilidades a medida que n aumenta. Para exemplificar o crescimento de p(n),
listamos alguns valores: p(1) = 1, p(10) = 42, p(20) = 627, p(50) = 204.226, p(200) =

3.972.999.029.388.

3.1 Representacao grafica de uma particao

Definicao 3.1.1 A representacao grdfica de uma particao ou grdfico de Ferrers € uma
representacdo grdfica através de pontos que sao distribuidos na horizontal (linhas) e dis-
tribuidos na vertical (colunas) em ordem decrescente. O nimero de pontos colocados é

1gual a cada uma de suas partes.

Exemplo 37 A particaio 5+ 3+ 2+ 1+ 1, de 12 € representada graficamente por

Observe que cada quantidade de pontos é distribuido na horizontal.

Exemplo 38 A representacdao grdfica da particio de 10, 3+3+2+1+4+1 €
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Estes graficos nos ajudarao a demonstrar combinatorialmente as identidades entre

as particoes que veremos mais adiante.

3.2 Particao Conjugada

Definicao 3.2.1 Representamos a particao conjugada de uma particao n, trocando as

linhas pelas colunas da referida particao.

Exemplo 39 Dada a particio 4 + 4 + 2, represente graficamente a particio conjugada.
Trocando as linhas pelas colunas, encontraremos a particao 3+ 3+ 2+ 2. Observe

graficamente abaixo.

Particao Particao conjugada
e O o o - e o o
e O o o e O o
e o e O
e o

Note que as vezes a particao e sua conjugada tém a mesma representacao grafica.

Quando isto acontece, dizemos que as particoes sao autoconjugadas.

Exemplo 40 A particao 3+2+1 € autoconjugada, pois a parti¢cao conjugada € idéntica.

Particao Particao conjugada
e o o — e o o
e o e o
[ ] [ ]

39



3.3 Funcoes geradoras para particoes

Vimos no capitulo 2, as fungoes geradoras e suas aplicacoes nos problemas de
contagem e que as respostas dos problemas sao associadas aos expoentes das varidveis
destas funcoes. Nesta segao, apresentaremos as fungoes geradoras para partigoes e alguns

resultados que obteremos a partir delas.

Exemplo 41 De quantas formas podemos representar o numero 4 como soma de vdrios

numeros naturais?

Para resolver este problema, devemos encontrar uma funcao geradora para partigoes
em partes de no maximo 4. Assim, f(z) = (1+z+2?+23+2*) (1+ 2% +21) (1 +23) (1+2).

O coeficiente de 2* na expansao desta série é a resposta do nosso exemplo. Desen-
volvendo, f(x) =1+ x + 22% 4+ 32% + ba* + 52° + 62 + 72" + 72% + 5210 + 5zt + 3212 +
9x13 4+ pl4 4 415,

Portanto, hé 5 particoes de 4 da forma pedida.

Exemplo 42 Encontrar a funcdo geradora ordindria para o numero de particoes de n em

que todas as partes sao impares e nenhuma supera 7.

A fungao geradora é (1+z+ 22+ a3+ 2t +2° + 25 +27) (1 + 22 +25) (1 +25) (1 +27)

onde temos as partes de 1, 3,5 e 7 respectivamente e nenhuma parte supera 7.

Definigao 3.3.1 A funcao geradora para particoes de n é o produto (1 + x + x* + 23 +
DA+t a8+ )+ 2+ 28+ 2%+ )1+ 2 + 2%+ L) que representa o

numero de particoes de n em partes de 1,2,3, ..., k respectivamente.

Assim, (1:/1:) (1—1352) (1—13;3) (1—1xk) :ﬁ 1—1xk :nf%p(n)xn'

k=1

Defini¢ao 3.3.2 A Funcao geradora para partes impares distintas é a expressao (1 +

2)(1 + 23)(1 + 2°)...(1 + 2%7T1)... que representa o nimero de particdes de n em partes
o0

impares distintas. Denotaremos esta funcao geradora por Z py(n)z™.

n=0
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Logo, Zp&(n)x" = H(l 4 g2,
n=0 k=0

Definigao 3.3.3 A Funcgao geradora para partes impares é o produto (1 + z + 2% + 23 +

L)+ 2+ 2%+ ) (1 + 2° + 2% + )., que representa o nimero de partigoes de n em
o0

partes impares. Denotaremos esta fungao geradora por Z p'(n)x"

n=0

1 1 1 1 .
ASSlm Zp = <1_x) (1—1‘3) (1—3}5) (m) ..., Ou seja,

1
Zp Hl_ka-l—l'

k=0

Defini¢ao 3.3.4 A Fungao geradora para partes distintas é a expressao (1 + x)(1 +
2?)(1 + 23)...(1 + z™)... que representa o nimero de parti¢des de n em partes distintas.

Denotaremos esta funcao geradora por Zpd(n)x". Portanto, Zpd(n)x” = H(l + 2
n=0 n=0 k=1

3.4 Teorema

Teorema 3.4.1 Para n € N, temos Zp n)x’" = Zp

n=0
Demonstragao
Sabemos que Zpd(n)w” = H(1+:pk) = (1+2)(1+2*)(1+2%)...(14+2).... Como
n=0 k=1

l—2?=0+z)(1—-2),1—-2t=1+2)(1—-2%) ,.,1—2% =

> 1—a?\ [1—a\ [1—2° 1— %
k k d n __ _
(14 2%)(1 — %), temos ngop (n)z" = (1_95) (1_3:2) (1—1:3)'“(1—95’“)'“_

(1—2?)(1—2M)(1 —25)(1 — 28)...(1 — 2?F)
(1—2)(1—23)(1 —2°)(1 —27)...(1 — aF)

, simplificando obtemos

o0

1
Zp 1—x)(1—x3)1—x5)(1—x7)... —]!_Il—x%“ Zp

Portanto, sz(n)x” = Zpd(n)x
n=0

n=0
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Definigao 3.4.1 A Fungao geradora para partes pares é o produto (1 + z% + z* + 2° +

LA+t + 28+ 22+ L) (1 + 28+ 22 + 218 4 ). que representa o niimero de particoes

n em partes pares. Denotaremos esta fungao geradora por Z pP(n)z".

n=0

i 3507 = (22 (257) () - () - -

1
|l

k=1

Definigao 3.4.2 A Fungao geradora para partes pares distintas é a expressao (1+2)(1+
2t (14+2%)...(1+2%)... que representa o niimero de particoes de n em partes pares distintas.

Denotaremos esta fungao geradora por Z ph(n)x™.

n=0
Logo, Zps(n)x” = H(l + %),
n=0 k=1

Usando ideias semelhantes as que foram vistas para encontrar as funcoes geradoras

para alguns tipos de parti¢oes, podemos obter outras funcoes geradoras, veja a tabela

Funcao geradora | Para a sequéncia de partigoes de n com partes

H(l + ) Poténcias distintas de 2
k=0
H(l + %) Cubos distintos
k=1
ﬁ _ Cubos
— k3
o (1 =a)
ol
H Primos
1 —ap

p primo

Exemplo 43 Provar que todo inteiro positivo pode ser expresso de maneira unica como

soma de poténcias distintas de 2.
Demonstracgao

Inicialmente, observe alguns exemplos: 10 = 2! + 23,20 = 22 4+ 24,60 = 22 + 23 +

24 4 25,
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Sabemos que a fungao geradora para poténcias distintas de 2 é igual a H(l—kxgk) =
k=0
(14 2)(1 + 221+ 291 + 2)...(1 + 2%).... O coeficiente de " desta funcio geradora

determina o nimero de formas de se escrever n como soma de poténcias distintas de 2.
Assim, devemos mostrar que o coeficiente de 2" da expansao (1 + z)(1 + 2?)(1 +
(1 +28)...(1+22")... éigual a 1.

Note que (1+2)(1+22)(1+2*)(1+2%)...(1+22). . =1+z+22+23+2*+ ... ¢

sabemos que =14+az+ 22+ 23+ 2", ou seja,

(1—2)1+2)(1+22) (142 (14 28) (1 4+ 20) (1 4+ 232)..(1 + 22)... =
(1 —22)(1 4 22)(1 4+ 2)(1 + 2®)(1 4+ 216)(1 + 232)...(1 + 22")... =
(1—zYA+2H(1+28)..1+22).. =

(1— 281 +2%) (14 20)(1+2%)...(1 +22)... = 1.

Corolario 3.4.1 Mostre que o numero de particoes de n em partes pares distintas € igual

ao numero de particoes de n em partes que sao congruentes a 2modj.

Demonstragao

Sabemos que o nimero de particoes em partes pares distintas é igual a

> phm)am = [+ 2%) = L+ 2*) (1 +2*) (1 + 2% (1 + 2°) (1 + 2')....

n=0 k=1 B 1,4 L :L,8 ok

Como 1 + 2% = T2 1+ a2t = T ool k= ] -~ substituindo na
— X — X — X

expressao acima, obtemos (1 + z%)(1 + z*)(1 + 2%)(1 + 2®)(1 4+ 2'9)..=

1— a4 1— 28 1— g2 1 — 16 1— 220 1—x* 1— 28 . .
1 — a2 1— a4 1 — a6 1— a8 1 — 210 1 — 212 1 — g4 - @ simpli

ficando, encontramos (1 + z2)(1 + 2%)(1 + 2°)(1 + 2®)(1 + 2'9)... =

1 1 1 1 1 !
1 — 2 1 — 6 1 — 10 1 — pl4 1 — pék—2 "'_Hl_x4k72'
k=1
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Portanto, sz(n)x" = Zp(n/partes = 2mod4)z".
n=0 n=0
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Capitulo 4

Proposta de sequéncia didatica

No inicio da vida escolar, algumas criangas criam uma “barreira” que as impede
de aprender matematica. Isso se deve, muitas vezes, ao fato dos préprios pais, e até
de certos professores, afirmarem que Matematica é dificil, criando assim, obstaculos e
dificultando a aprendizagem. Além disso, o ntiimero elevado de estudantes em uma sala
de aula, a falta de estrutura fisica das escolas, a falta de motivagao do professor em exercer
suas atividades e a falta de interesse e motivacao dos alunos contribuem para que esta
disciplina seja temida e que somente os “bons alunos” consigam aprender os conteudos,
excluindo, assim, boa parte dos estudantes.

Segundo Burochovitch e Bzuneck (2004,p.13), ¢ [...] a motiva¢do tornou-se um
problema de ponta em educacao, pela simples constatacao de que, em paridade de outras
condicoes, sua auseéncia representa queda de investimento pessoal de qualidade nas tarefas
de aprendizagem”. Ou seja, a desmotivagao do professor em ministrar suas aulas, influ-
encia o desempenho dos alunos, pois 0os mesmos nao se sentem mobilizados a aprender.
Da mesma forma, o desinteresse dos estudantes limita o aprendizado dos mesmos.

Diante dessa situacao, o ensino de matemaética se torna cada vez mais um desafio
para o docente desta area, tendo que se aperfeicoar e buscar novas metodologias que
o auxilie nos processos de ensino e de aprendizagem. Por isso, se fez necessario que
profissionais da area da Educacao Matematica buscassem novas alternativas de abordagem

dos conteidos, fazendo uso de estratégias que permitam uma melhor aprendizagem.
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A Didéatica da Matematica visa contribuir nesse processo ao discutir possibilidades
de solucao dos problemas de ensino e de aprendizagem, abordando os contetidos de forma
a atrair a atencao dos alunos e suprir as dificuldades de transmissao dos mesmos, sem
perder o rigor matematico.

Nesse contexto, surge uma proposta de ensino que tem por base as sequéncias
didaticas. Estas tém como objetivo criar situagoes que possibilitem ao professor perce-
ber os comportamentos cognitivos dos alunos, quando os mesmos estao envolvidos em
fenomenos que nao estao habituados, levando-os a serem agentes ativos no processo de
ensino e aprendizagem.

Segundo Brousseau ! (1986, p.8),

Uma situagao didatica é um conjunto de relagoes estabelecidas ex-
plicitamente e ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de
alunos, num certo meio, compreendendo eventualmente instrumen-
tos e objetos, e um sistema educacional (o professor) com a finali-
dade de possibilitar a estes alunos um saber constituido ou em vias
de constitui¢ao [...]. O trabalho do aluno deveria, pelo menos, em
parte reproduzir caracteristicas do trabalho cientifico propriamente

dito, como garantia de uma construcao efetiva de conhecimentos.

Para tanto, a intervencao do professor é necessaria para o desenvolvimento da aula,
visando uma pratica que dé liberdade ao aluno para expor suas ideias, deixando de ser
um mero expectador para se tornar um sujeito ativo na aprendizagem, e o professor, da
mesma forma, terd outros meios de avaliar o discente, além da avaliacao escrita, como
acontece no ensino tradicional.

Douady (1993, p.2) nomeia esse processo de Engenharia Didética, que ele explica,

LGuy Brousseau (1933) é um educador matematico francés, um dos pioneiros da diddtica da ma-
tematica, desenvolveu a Teoria das Situagoes Didaticas.
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Como sendo uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s)
e articulada(s) no tempo, de forma coerente, por um professor-
engenheiro para realizar um projeto de aprendizagem para uma
certa populacao de alunos. No decurso das trocas entre professor e
alunos, o projeto evolui sob as reagoes dos alunos e em funcao das

escolhas e decisoes do professor.

Nesse ambito, podemos entender a Engenharia Didatica como um conjunto de
situagoes que serao reproduzidas pelos alunos, chamadas de situacoes didaticas, nas quais
os docentes oportunizam condicoes para o avanco no desempenho dos discentes.

Com base nas ideias de Brousseau (1986) e de Douady (1993), elaboramos uma
proposta de sequéncia didatica para ser aplicada na Educacao Basica, envolvendo Analise
Combinatoria e as Funcoes Geradoras com o objetivo de propor aos docentes novas formas
de abordagens do conhecimento matematico referentes aos assuntos.

Apresentamos, também, o aparato tedrico fundamental de fungoes geradoras para
modelar os problemas de combinatoria e partigoes de inteiros. Com isso, pretendemos
desenvolver um trabalho que possa servir de orientacao na realizacao de pesquisas futuras,
voltadas para o aprimoramento das praticas de ensino da Matemética na Educagao Bésica,
e ainda, auxiliar docentes na melhoria do processo de ensino.

A seguir, mostramos uma proposta de sequéncia didatica que tem como foco o

ensino de conceitos de Anélise Combinatéria e Fungoes Geradoras.

4.1 Objetivos

e Conhecer e aplicar os principios basicos de contagem:;
e Oportunizar a associacao entre a Andlise Combinatéria e as funcoes geradoras;
e Proporcionar aos discentes e docentes outras formas de abordarem os contetidos de

Analise Combinatoria e Fung¢oes Geradoras;
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e Auxiliar os docentes em suas aulas através das sequéncias didaticas;
e Manipular e realizar as operacoes entre polinomios;

e Compreender o desenvolvimento do Binomio de Newton Generalizado e o calculo

dos coeficientes.

4.2 Niveis sugeridos para aplicacao
e Segundo ano do Ensino Médio;
e Terceiro ano do Ensino Médio;

e Cursos preparatorios para Olimpiadas de Matematica.

4.3 Duracao estimada

e No Ensino Médio, de 8 a 10 aulas;

e Em cursos preparatorios para Olimpiadas de Matematica, seria incluido no curso
de Matematica Discreta com duracao de 60 horas para aprofundamento e utilizacao

de materiais selecionados pelo professor.

4.4 Desenvolvimento

A sequéncia didatica que propomos esta organizada em duas partes. Na primeira
parte apresentamos um problemas de Anélise Combinatoria e na segunda parte um pro-

blema de Funcoes geradoras.

4.4.1 Primeira parte

Na primeira parte, apresentamos um problema de Analise Combinatéria e desen-

volvemos todo aparato tedrico fundamental para a resolucao detalhada do problema, bem
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como exemplos, exercicios, situagoes-problemas e possiveis perguntas dos alunos sobre o
assunto.

Buscamos utilizar todo o conteido de Analise Combinatéria, desde os principios
aditivo e multiplicativo até o calculo da quantidade de solugoes de equacoes com coefici-
entes unitarios. Cada tépico é desenvolvido utilizando estes principios fundamentais para
as demonstracoes de cada férmula aplicada. Os exercicios propostos foram selecionados
por nivel de dificuldade, desde os mais simples até os mais elaborados, visando o desenvol-
vimento e aprofundamento de cada item pelo aluno. Em cada fase, o discente, orientado
pelo professor, ird expor a sua estratégia de resolucao da questao.

Nosso objetivo imediato é que o aluno obtenha ferramentas tedricas necessarias
para solucionar problemas como o problema 1 abaixo. Nao desejamos que o discente
saiba previamente como resolver este problema de forma decorativa. Buscamos criar
situagoes problemas em que o aluno possa desenvolver aparato tedrico arrojado de tal

forma que este consiga compreender a solucao geral do problema.

Problema 1 De quantos modos podemos distribuir 30 laranjas para 4 criancas de modo

que cada uma receba pelo menos 2 laranjas?

A seguir, apresentamos uma possibilidade de solugao para o problema 1. Escolhe-
mos esta resolucao, porque é a mais proposta nos livros diddticos, usa linguagem simples

e se baseia no contetudo exposto no capitulo 1 deste trabalho.
Solucao

Inicialmente, modelamos o problema. Seja z; a quantidade de laranjas que as
criancas irao receber, com i = 1,2, 3,4. Assim, teremos que resolver a equacao x; + o3 +
r3 + x4 = 30, com x; > 2.

Neste problema, utilizamos a ideia de encontrar o nimero de solugoes para uma
equacao linear do tipo abaixo em inteiros nao negativos. Como cada crianga deve ganhar
no minimo 2 laranjas, distribuiremos para cada crianga as 2 duas laranjas e a equagao
resultante serd x, + xo + x3+ x4 = 22, com x; > 0. Matematicamente, fazendo a mudanca

r; = a; + 2, com a; > 0, encontramos a equacao x; + rs + T3 + x4 = 22.
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Sabendo que o nimero de solugoes em inteiros nao negativos de uma equacao do

tipo ©1 + a9 + 23+, = p ¢é C’Z;;_l, no nosso caso p = 22 e n = 4. Portanto, ha
25! 25.24.23
CSE) = =

= 59m — 39 = 2300 modos.

Observe que para resolver o problema 1, precisamos modela-lo usando uma equagao
linear, para dai, encontrar a solucao desta. Por isto, definimos uma equacao linear e sua

solugao.

Observacgao 4.4.1 Uma n-upla é uma sequéncia ordenada de n elementos que serd solugao

da equacao linear.

Definicao 4.4.1 Chamamos de equagao linear nas varidveis xq, Ts, ..., T,, toda equacdo
do tipo ay.x1 + as.x +9 +az.x +3 +... + a,.x+, = b, onde ay,as,as, ...,a, e b sao nimeros
reais e denominados coeficientes e termo independente respectivamente. Uma solucao

desta equacdo serd a n-upla (z1,xs, ..., 2,) que a satisfaz.

Exemplo 44 A quddrupla (1,2,0,5) € solu¢ao da equagdo 2xy + 3xo-bx3 + x4 = 13.

Para verificar se realmente a quadrupla (1,2,0,5) é solugdo da equagdo acima,
basta substituir os valores nas respectivas variaveis. Assim, temos que x; = 1,25 =
2,23 =0 e x4 = 5. Substituindo os valores na equagao 2z1 + 3zo-5Hx3 + x4 = 13 segue que
2.1+4+3.2-5.0+5=8+5=13. Como a igualdade foi verificada, a quiadrupla (1,2,0,5) é

solugao da equacao 2x; + 3x9-Hrs + x4 = 13.

Observacao 4.4.2 Alunos do Ensino Médio costumam resolver esta questao tentando
encontrar algumas quddruplas que sejam solugao da equacao x1 + xo + x3 + x4 = 30, com
x; > 2. Por exemplo, (2,5,8,15) e (5,10,6,9) sao solug¢des para a equagao acima. Mas,

mesmo assim nao consequem listar todas as possibilidades facilmente.
Vejamos agora um exemplo que sera possivel a contagem da quantidade de solucoes.

Situacao-Problema 1 FEncontrar o numero de solugoes inteiras positivas da equa¢ao

I1+ZE2:6.
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Solucao

A solugao deste problema sao os pares ordenados (1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1).
Portanto, obtemos 5 solugoes. Este problema poderia ser resolvido da seguinte forma.
Escrevendo o nimero 6 como particoes de 1, teremos 1+1+1+1+1+1=6.

Note que ha 5 sinais de 4+ para ser escolhido apenas 1 que sera colocado entre as

varidveis x; e 9. Logo, encontramos C3 = 5 solugoes.

Diante disto, podemos enunciar e demonstrar um teorema que nos ajuda a calcular,
de forma geral, a quantidade de solugoes inteiras nao negativas de uma equacao linear

com coeficientes unitarios.

Teorema 4.4.1 O numero de solugoes inteiras nao negativas da equag¢ao xi + xo + x3 +

o+ = p € dado por C ., ;.
Demonstragao

Vimos que o nimero de solugoes em inteiros positivos da equacao zy + xo + x3 +
..+, = m é dada por C""}.

Utilizando a mesma estratégia. Inicialmente, mudamos as varidveis. Fazendo
x; = a; — 1, com a; > 1 e substituindo na equacao xy + x9 + 3 + ... + x, = p, temos
(ag — 1)+ (ag — 1)+ (a3 — 1) + ... + (ap, — 1) = p. Como foram retirados n fatores iguais
al,entao ay +as+as+ ...+ a, =n-+p.

Escrevendo o niimero n+p como soma de numeros 1, segue que 14+14+1+1+...4+1 =
n -+ p.

Note que hé (n + p — 1) sinais de +, e como temos n variaveis, ha (n — 1) espagos
para serem escolhidos entre os (n 4+ p — 1) sinais de 4+. Portanto, o nimero de solugoes
em inteiros nao-negativos da equacao ry +xo + 23+ ... +a, =p é C;Z;;_l = C’ﬁﬂ)_l, pois

sao combinagoes complementares.

No exemplo abaixo, aplicamos os conhecimentos do teorema, simplesmente para

calcular a quantidade de solucoes inteiras nao negativas, ja que dispomos da equacao.
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Mas, antes de resolver, perceba que cada variavel pode assumir o valor zero, ou seja,

a>0,b>0,c>0ed>0.

Exemplo 45 Quantas solugoes inteiras positivas tem a equacdo a + b+ ¢+ d = 107
Solucao

Como queremos calcular a quantidade de solugoes inteiras nao negativas da equagao
a+b+c+d =10, basta tomar n = 4 e p = 10. Substituindo, encontramos C}%;,_; =
C1Y = 286 solucdes.

Note que podemos calcular usando a combinacao complementar, ja que n—-1 = 3 e

teremos Ciy = C5 = 286 solugdes.

No exemplo abaixo, veremos um caso particular do teorema estudado. Excluimos
as solucoes nulas, ou seja, cada variavel assume valores maiores ou iguais a 1. Deste modo,
utilizamos uma estratégia de simples compreensao, escrevendo o nimero dado em soma

de nuimeros 1’s.

Exemplo 46 De quantos modos diferentes podemos distribuir 10 bombons idénticos em

4 caizas diferentes, sabendo que cada caixa deve conter no minimo 1 bombom?
Solugao

Seja x; o numero de bombons na caixa i, para ¢ = 1,2,3,4. Logo, teremos que
calcular o nimero de solugoes inteiras positivas da equagao z; + x9 + x3 + x4 = 10,
com x; > 1. Assim, escrevemos o nimero 10 como soma de niimeros 1’s e teremos
1+1+1+14+1414+14+14+1+1=10.

Veja que no problema, temos 4 variaveis e entre elas temos 3 sinais de +, isto é,
dos nove sinais de + que utilizamos para escrever o niimero 10 como soma de nimeros
1’s, devemos escolher 3 sinais de + que ficarao entre as 4 variaveis.

Portanto, obtemos C¢ = 84 modos diferentes.

Desta forma, o ntimero de solugoes inteiras positivas da equagao xy + x9 + x3 +

_ e n—1
.+ x, =m, com m > 0, serd dado por C} 7.
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Percebam que ao excluir a solucao nula para cada variavel, o nimero de solucoes
diminui consideravelmente.

Agora, veremos dois exercicios de aplicacao do exemplo anterior, para que o aluno
reforce os conhecimentos estudados. O primeiro exercicio é algébrico e o segundo requer

mais atencao, por se tratar de um problema do quotidiano.
Exercicio 1 Quantas solugdoes inteiras positivas tem a equag¢ao v +y+z+w+t =77
Solucao

Da mesma forma do exemplo, m — 1 =6 e n — 1 = 4. Logo, ha C§ = 15 solucdes.

Exercicio 2 De quantas maneiras podemos comprar 5 sorvetes de uma bola em uma loja
que oferece 3 sabores diferentes, sabendo-se que teremos que escolher cada sabor de sorvete

pelo menos 1 vez?
Solugao

Seja x; o numero de sorvetes que compramos do 1° sabor, x5 0 nimero de sorvetes
que compramos do 2° sabor e x3 o nimero de sorvetes que compramos do 3° sabor.
Teremos que resolver a equagao x; + 2 + x3 = 5, com x; > 1, ou seja, devemos calcular
o numero de solugoes inteiras positivas da equagao x1 + zo + 3 = 5.

Dai, segue que m — 1 =4 e que n — 1 = 2. Portanto, hd C? = 6 maneiras.

Uma possivel pergunta dos alunos seria. E se tivéssemos um problema em que
fosse possivel a nao utilizacao de pelo menos um dos objetos? Isto é, como resolveriamos
uma equagao com solucgoes em inteiros nao negativos?

Vimos como responder a esta pergunta, aplicando o teorema. Mas, a partir de

agora, usamos outra estratégia, que é a mudanca de variavel.

Situacao-Problema 2 FEncontrar o numero de solugoes inteiras nao negativas da equagao

x1+a:2+x3+a:4+x5:7.

Solugao
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Nas solucgoes inteiras nao negativas, as varidveis podem assumir o valor zero, por
isso antes de resolvermos devemos ajustar cada variavel. Como z; > 0, faz x; = a; — 1,
com a; > 1. Substituindo na equacao x1 + xo + 3 + x4 + 5 = 7, obtemos a; — 1 + as —
l+a3—1+as—1+a5—1=7, o queresulta em a; + as + az + as + a5 = 12, com a; > 1.
Note que com o ajuste de cada variavel, o problema se transforma nos estudados
anteriormente. Assim, m — 1 =11 e n — 1 = 4. Logo, teremos Cfl = 330 solugoes nao

negativas.
Seguindo a mesma linha, mostramos um problema de aplicacao na vida real.

Exercicio 3 De quantos modos podemos distribuir 18 livros iquais em trés caizas dife-

rentes sem nenhuma restri¢ao?
Solugao

Seja x1 o numero de livros distribuidos do 1* caixa, xs o ntimero de livros dis-
tribuidos do 2% caixa e x3 o numero de livros distribuidos do 3* caixa. Teremos que
resolver a equacao r; + ro + x3 = 18, com x; > 0, pois nao tem restricao. Mudando a
variavel do problema, faz x; = a; — 1, com a; > 1.

Substituindo na equacao x1+z2+x3 = 18, o que resultaem a1 —14+as—14+a3—1 =
200 20.19
21181 2

18, ou seja, a; + as + az = 21. Logo, ha 0220 = = 190 modos.

Com esta estrutura de sequéncia didatica, é possivel que o aluno consiga resolver

problemas como o problema 1, proposto e resolvido no inicio desta sequéncia.

4.4.2 Segunda parte

Na segunda parte, buscamos mostrar como transformar o saber cientifico em saber
a ser ensinado na escola.

Definimos formalmente séries de poténcias sem nos preocuparmos com a con-
vergéncia, ja que estamos interessados apenas nos coeficientes das fungoes geradoras. Em

seguida, definimos fungoes geradoras e suas propriedades e exemplificamos com sequéncias.
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Esta passagem requer mais atencdo, porque temos as fungoes geradoras ordindrias (que
nao levam em consideracdo a ordem dos objetos) e as fungoes geradoras exponenciais
(que consideram a ordem dos objetos). Apods conhecer os tipos de fungdes geradoras e
resolver exercicios, nos quais, em alguns serda dada a sequéncia e sera solicitado que seja
encontrada a fungao geradora e, em outros serd dada a fungao geradora e o estudante deve
encontrar a sequencia. Na sequéncia, apresentamos o Binomio de Newton Generalizado
para calcularmos os coeficientes das funcoes geradoras, ou seja, de modo analogo ao que
foi feito na primeira etapa, desenvolvemos o aparato tedrico fundamental para a resolugao
detalhada do problema, bem como exemplos, exercicios, situacoes-problemas e possiveis
perguntas dos alunos sobre o assunto, de tal forma que estes consigam compreender a
solugao geral do problema.

Nosso objetivo imediato é que o aluno obtenha ferramentas tedricas necessarias
para solucionar problemas como o problema 2 e nao esperamos que o discente saiba

previamente como resolver este problema de forma decorativa.

Problema 2 De quantos modos podemos retirar (sem olhar) 10 bolas de uma caiza que

contém pelo menos 10 bolas brancas, pelo menos 10 vermelhas e pelo menos 10 azuis?

A seguir, apresentamos uma possibilidade de solucao para o problema 2 . Escolhe-
mos esta resolucao, por que é de facil entendimento, linguagem simples e segue contetido

exposto no capitulo 2 deste trabalho.
Solugao

Inicialmente, teremos que modelar o problema com a funcao geradora. Como
devemos ter no minimo 10 bolas de cada cor, a fungao geradora pedida ¢é (1 + z + 2% +
)

O préximo passo é encontrar a formula fecha;ia.

Assim, (1 +z + 22 + ... + 210)3 = (%) =1 —a3(1—2)3
Observe que a primeira expressao representa a soma dos termos de uma progressao

geométrica. Desenvolvendo, (1 — z1)3 =1 — 3a!t 4 3222233
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Queremos calcular o coeficiente de z'° no desenvolvimento de (1 — z')3(1 — z)73.

Sabemos que (1 —z')? = 1-3z' + 322223, Logo a expressdo (1 — )~ contribuird com
p = 10.

Assim, utilizando o Bindémio de Newton generalizado, (1 — z) Z C? . (—x)P

para p = 10, temos que o coeficiente de z'° é igual a (—1)*°C% = C™.
12!
2 102!

Pelo binomio de Newton generalizado obtemos C'% = 39,0, = C]
12.11
— = 66 modos.

Observe que para resolver o problema 2 é necessario que o aluno saiba manipular

polinomios e suas operagoes. Para isto, apresentamos algumas defini¢oes que serao tteis

no decorrer desta sequéencia didatica.

Definicao 4.4.2 Uma série da forma Z nt" = ag + a1 + asx® + ... + anz" + ..., onde

=0
a; € R,i € N, e x € a varidvel € uma serze de poténcias centrada em x = 0.
Exemplo 47 1 +x + 2%+ ... e 1 — 2 sdo séries de poténcias.

o o

Definicao 4.4.3 Sejam Z anx™ = ag + a1T + asx® + asx® + ... e Z bpx™ = by + bix +
n=0 n=0

box? + by + ... duas séries de poténcias. A soma destas duas séries € a série de poténcias

na qual o coeficiente de x™ € a, + b, e o produto destas duas séries é a série de poténcias

na qual o coeficiente de x™ € agb,, + a1b,_1 + asb,_o + ... + a,by.

(o) o0
Observacao 4.4.3 Duas séries de poténcias E apx’ e E b,x" sao iguais, se e somente

se, an, = b,,VYn € NU{0}.

Defini¢ao 4.4.4 Dada uma sequéncia (a,), a fun¢ao geradora para esta sequéncia € a

3

série de poténcias E anx™ = ag + a1 + asx® + azzd... | onde os coeficientes desta série

n=0
nos informa a solucao de um problema de contagem.

Observe que estas defini¢oes estao ligadas e para tentar entendé-las, mostramos o

exemplo abaixo.

Exemplo 48 FEncontrar a funcdao geradora ordindria para encontrar o nimero de solugoes

da equagdo a+b+c=75, onde a € {1,2,3}, b € {1,2} e c € {0,1}.
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Solucao

O polinémio que controla a presenca dos a’s é p(x) = (! + 2% + %), o polindémio
que controla a presenca dos b’s é q(x) = (z* + 2?) e o polindémio que controla a presenca
dos c’s é s(x) = (2% + z1).

Portanto, a funcio geradora para este problema é p(z).q(z).s(x) = (' + 22 +

23) (2t + 22)(2° + 2t) = 22 + 323 + 4ot + 325 + 25,

Perceba que é suficiente que o aluno conheca e compreenda as definicoes acima

descritas, ou seja, que o mesmo saiba exibir o polinomio, bem como manusea-lo.

Observacao 4.4.4 Note que o numero de solugoes do problema acima é justamente o
coeficiente de x° que € igual a 3. Sdo elas: {2,2,1},{3,1,1}e{3,2,0}.

Adiante, veremos um exercicio em que as variaveis tém restri¢oes diferentes das im-
postas nos exemplos anteriores. Para resolvé-lo, precisamos de uma ferramenta poderosa

conhecida como funcoes geradoras.

Exercicio 4 Qual a funcao geradora que usaremos para calcular a quantidade de solugoes

inteiras positivas da equacdo x1 + To + x3 + x4 + x5 = 17, nas quais x4 > 37
Solucao

A fungio geradora que modela o nosso problema é f(x) = (z + 22+ 23+ ...)% (2® +

x* + 2° + ...). Encontrando a férmula fechada,

f(z) = (z+2?+22+. )L (Pt +.) = 2t (T4 +22+ . )L 2 (4o +aP ) =

" (1+x+22+..)5 =27.(1 —2)75.

Provavelmente, os alunos irao indagar sobre o fato do expoente do desenvolvimento
ser negativo e que no ensino médio o calculo do nimero de combinagoes ¢é feito apenas
usando os numeros naturais. Para responder a estas perguntas, apresentamos a seguir

um resultado.
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1 n
Teorema 4.4.2 O coeficiente de P na expressio (1+z+x*+2°+ .. 4)" = < ) =

1—=
n+p—1>

1—2)™" € igual a
( ) g ( ’

Demonstracgao

NE

u
Sabemos que (1+x)" = ( )xp . Substituindo nesta expressao x por -x e u por

p

Il
o

p

n, temos (1 — z)™" = f: (‘p") (—2)P = i(—m(_p”) 2.

p=0 p=0

Utilizando a definicao do coeficiente binomial generalizado, o coeficiente de 2P é
— ) (=1)P
igual a ( n> (—1)P = M —
p (—=n —p)!p!

(—n).(—n—1)(—n —=2)..(—n —p+1).(—n — p)!(—1)?
(=n —p)!p!

(—D)Pnn+1)(n+2)...(n+p—1).(=1)P
p!

(=D*n(n+1)(n+2)...(n+p—1)
p!

Multiplicando e dividindo a igualdade por (n — 1)!, encontramos

n(n+)n+2)..n+p—)n-1! (ht+p-1)! (n—i—p — 1)
plin —1)! pln —1)! p '

Este valor é o total de formas de selecionarmos p objetos dentre n objetos distintos,

onde cada objeto pode ser tomado até p vezes.

Voltando ao exercicio anterior, podemos calcular o coeficiente de x'° da expressao

(1—x)7°.
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Daf segue que (1 —z)™° = C?,.(—x)P, para p = 10 obtemos que o coeficiente
p=0

14! 14.13.12.11.
de 2% que ¢ igual a (—1)"°C1} = C3%,,_, = C}} = =

104! 432
a equacao ri + ro + x3 + x4 + 5 = 17 possui 1001 solugoes inteiras positivas, nas quais

= 1001. Logo,

x423

Exemplo 49 De quantos modos podemos distribuir 18 livros iguais em trés caizas dife-

rentes sem nenhuma restri¢ao?
Solucao

Veja que é o mesmo que resolver a equagao xy + T2 + 3 = 18, com z; > 0. A
fungao geradora é (1 + x + 2% 4 ...)> e sua férmula fechada é (1 — z)~3.

Como queremos distribuir os 18 livros, devemos encontrar o coeficiente de z'® no
desenvolvimento de (1 — z)73.

Assim, (1 —z)7° = Z C?,(—z)?, para p = 18. Portanto, (—1)®C"'% = C§i18_1 =
p=0

20! 20.19
18 _ _ _
0= Tg0l = 3 = 190 modos.

Com esta estrutura de sequéncia didatica, é possivel que o aluno consiga resolver

problemas como o problema 2 , proposto e resolvido no inicio desta sequéncia.
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