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Resumo

Neste trabalho ¢é apresentada uma proposta diferenciada para o estudos de fragoes continuas,
onde serao abordadas propriedades sobre representacoes de nimeros racionais e irracio-
nais sobre a forma de fracao continua. Além, do estudo de propriedades referentes a
fragoes continuas, abordaremos também os estudo de seus convergentes, evidenciando as
propriedade mais importantes, e aplicando o uso de fragoes continuas na resolucao de

equacoes diofantinas lineares e também na resolucao das chamadas equacoes de Pell.

Palavras chave: Racional, Irracional, Convergente, Pell.
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Abstract

In this work a different proposal is presented for the study of continued fractions, where
properties will be addressed on representations of rational and irrational numbers on the
form of continued fraction. In addition, the study of properties related to continued
fractions, we will also address the study of its convergent, highlighting the most impor-
tant property, and applying the use of continued fractions in solving linear Diophantine

equations and also in the resolution of so-called Pell equations.

Keywords: Rational, Irrational, Convergent, Pell.
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Introducao

“A Algebra ¢é generosa: freqientemente ela d4 mais do que se
lhe pediu.”
(D’ Lambert)

As fragoes continuas nos fornece um ponto de vista diferente sobre muitos pro-
blemas matematicos, em particular sobre a natureza dos nimeros. As fragoes continuas
foram estudadas por grandes mateméticos dos séculos XVII e XVIII. Em geral, quase
todos os livros sobre a teoria dos niimeros, incluem um capitulo sobre fragoes continuas,
muitas vezes, bem condensado e bastante dificil para um iniciante no assunto. Pensando
nisso, propomos apresentar uma discussao simples sobre fragoes continuas que possa ser
entendida por qualquer pessoa que tenha um grau minimo de formacao matemaética.

O Capitulo 1, versa sobre o aspecto historico acerca do assunto, elencamos algu-
mas defini¢oes iniciais, para que o assunto possa ser desenvolvido com bastante clareza.

O Capitulo 2, mostra como as fracoes continuas podem ser descobertas, e como
nimeros racionais podem ser representados em forma de fracoes continuas. Gradualmente
serao introduzidos teoremas e propriedades preliminares sobre fragoes continuas finitas.
Este capitulo também trata da representacao de niimeros irracionais em forma fragoes
continuas infinitas, e inclui uma discussao introdutéria através do conceito de limites.
Faremos um estudo sobre os convergentes das fragoes continuas sejam finitas ou infinitas.

O Capitulo 3, mostra como podem ser aplicadas as propriedades descritas no
capitulo anterior na resolucao de equagoes diofantinas lineares e equagoes de Pell.

Este trabalho teve como ponto de partida, o estudo dos textos de (Rosen, 1993),

(Moore, 1964) e (Koshy, 2002), que serviram de aporte teérico na elaboragao deste texto.



Capitulo 1

Divisibilidade e Maximo Divisor

Comum

Este Capitulo aborda o aspecto histérico referente as escrituras nos livros de
Euclides de Alexandria, abordando primeiramente o conceito de divisao até o processo
de divisdes sucessivas na busca do maximo divisor comum (m.d.c) entre dois nimeros
naturais. O processo de obtencao do maximo divisor comum sera o ponto de partida para
desenvolver o tema proposto, por isto, far-se-4 uma breve explanacao sobre as propriedades

inicias acerca do mdc, para que o assunto seja desenvolvido com clareza.

1.1 Aspectos histoéricos

Ao se tratar de obras matemaéticas, todo e qualquer estudante de matematica,
profissional ou amador, ja ouviu falar na obra os “Elementos” de Euclides de Alexandria.
Segundo (Eves, 1995) é provavel que os “Elementos” de Euclides sejam, em sua maior
parte, uma compilacao altamente bem sucedida de um arranjo sistemético de trabalhos
anteriores. Nao ha duvida de que Euclides colaborou com muitas demonstragoes e aper-
feicoou outras tantas, mas, o grande mérito de seu trabalho, reside na selecao feliz de
proposicoes e no seu arranjo em uma sequéncia logica, presumivelmente a partir de umas
poucas suposicoes.

Ao contrario do que muitos pensam, os “Elementos” de Euclides nao pretendia
servir somente como um prolongamento amplo da discussao sobre os cinco poliedros re-

gulares, sua obra também aborda a teoria dos nimeros e também a algebra elementar



(geométrica). Os “Elementos” de Euclides é composto de uma cole¢ao de 13 livros, totali-
zando 465 proposicoes, distribuidas entre eles. Em sua colecao, Euclides apresenta no livro
I, 48 proposicoes sobre as propriedades dos triangulos, a teoria das paralelas e a relacao
entre areas. No livro II, sao apresentadas 14 proposicoes sobre transformacoes de areas e
a algebra geométrica dos pitagoricos. No livro III, sao apresentadas 39 proposicoes, sobre
o circulo e seus elementos, e suas relagoes de posi¢ao a outros objetos geométricos. No
livro IV, sao apresentadas 16 proposicoes, discutindo construcoes com régua e compasso.
No livro V sao tratados, principalmente, a teoria das proporgoes de Eudoxo. No livro VI
sao descritas algumas aplicacoes da teoria das proporcoes a geometria plana.

Nos livros VII, VIII e IX sao apresentadas 102 proposi¢oes sobre a teoria ele-
mentar dos nimeros, e no livro VII é feita apresentacao do algoritmo euclidiano para
encontrar o maximo divisor comum entre dois nimeros, enquanto que o livro VIII, dis-
corre sobre as proporgoes continuas e progressoes gométricas relacionadas, e no livro IX,
sao apresentados e enunciados muitos teoremas significativos para a teoria dos nimeros,
como por exemplo, o teorema que hoje é conhecido como o “Teorema Fundamental da
Aritmética”. No livro X, sao abordados os nimeros irracionais.

E, por fim, os livros XI, XII e XIII tratam da geometria sélida, onde o livro
XI descreve retas e planos no espaco, XII aborda, as nocoes de volumes dos sélidos e, o
XIIT descreve algumas construgoes com foco na inscricao dos poliedros regulares em uma
esfera, respectivamente. Acredita-se que os “Elementos” de Euclides tenha sido escrito
como um texto introdutorio de matemaética geral.

Como foi citado, no livro VII esta o Algoritmo de Euclides, que consiste em um
processo para determinar o maximo divisor comum de dois nimeros inteiros, tal algoritmo
é fundamental no progresso de vérios campos da matemdatica moderna. Segundo (Eves,
1995) o algoritmo é enunciado da seguinte forma: “Divida o maior dos dois nimeros in-
teiros positivos pelo menor e entao divida o divisor pelo resto. Continue esse processo de
dividir o ultimo divisor pelo tltimo resto até que a divisao seja exata. O ultimo final é o

méximo divisor comum (m.d.c) procurado”.



1.2 Conceitos iniciais

Definicao 1.2.1. Um numero natural a diwide um nimero natural b se b = ac, para
algum ¢ € N. Neste caso dizemos que a € um divisor de b e que b € um maultiplo de a, ou
ainda, que b é divisivel por a. Denotaremos por alb o fato de a dividir b, e por a{b caso

a nao divide b.

Considerando que N = {0,1,2,...}, entao o elemento ¢ € N, tal que b = ac, onde

a # 0 é chamado quociente da divisao de b por a.

Exemplo 1.2.2. 2|8, pois, 8 = 2.4.

Para a relagao a|b em N valem as seguintes propriedades:

1. ala,Va € N, pois a = a.1 (reflexiva)

2. alb e bla = a = b (anti-simétrica)
Por hipétese, b = ac e a = bd, fazendo a substituicao da primeira igualdade na
segunda temos a = a(cd). Se a = 0, entdao b = 0. Se a # 0 entdo cd = 1 e portanto

c=d=1,logo a=0.

3. alb e blc = a|c (transitiva)

Como b = ar e ¢ = bs, entdo ¢ = a(rs).

4. Se alb e alc, entdo al(ax + by),Vx,y € N
Observa-se que alb = al|bx,Vx € N. Se b = ar e ¢ = as decorre que bx = arx e

cy = asy, assim bx + cy = arz + asy = a(rz + sy) = a|(bx + cy).

5. Se cla,clb e a < b, entao c|(b — a)
Por hipétese temos a = ¢r e b = ¢s. Tomando b = a+d, entao c¢s = cr+d, portanto

u=cs—cr=c(s—r). Logo clu = c|(b— a).

6. Seja a = b+ ¢, supondo que d|b, entao d|a < d|c.
(=) Sabendo que a = b+c e d|b entdo existe s € N tal que b = ds, se d|a entdo existe
geNtalquea=dg,logpa=b+c—dg=ds+c—c=dg—ds—c=d(q—s),

tomando r = ¢ — s entdo ¢ = dr — d|c.



(<) Sabendo que a = b+ ¢ e d|b entdo existe s € N tal que b = ds, se d|c entdo
existe r € N tal que ¢ =dr,logo a =b+c¢ — a=ds+dr — a =d(r + s), tomando

g = s+ r entdo a = dq — d|a.

7. Se alb e b # 0, entdo a < b Pela hipétese, existe ¢ € N* de modo que b = agq.
Como g > 0, entdao ¢ > 1 e portanto ¢ = 1 + u, para algum u € N. Assim

b=aq=a(l+u)=a+au o que implica a < b.

Para auxilio de algumas demonstracoes, sera usado o principio de inducao ma-

tematica

Teorema 1.2.3. Seja a € N, supondo que a cada numero natural n > a esteja associado

uma afirmagao Py, admitimos ainda que seja possivel mostrar que:

i Py € verdadeira.

il Para todo v > a, se Py, € verdadeira, entao P41y também € verdadeira.
Entao P, € verdadeira para todo n > a.

Demonstragao: Seja V' o subconjunto dos elementos de N onde F,) é verdade, deter-
minado por V' = {n € N; P, }. Considerandoo conjunto S = {m € N;a +m € V}, que
verifica a + S C V. Pela condigao ¢, temos que a +0 = a € V, assim 0 € S. Mas, se
m € S, entdao a+m € V e, pela condigao i, temos a+m+1 €V, logom+1 € S. Assim
temos que S = N. Portanto, {m e Nym >a} =a+NCV.

O algoritmo da divisao de Euclides é dado por:

Teorema 1.2.4 (Algoritmo da divisao de Euclides). Para quaisquer a,b € N, b # 0,
existe um unico par de numeros inteiros q e r, de maneira que a = qgb+r, com 0 < r < b.
Os elementos a, b, q e r sao chamados, respectivamente, divisor, dividendo, quociente e

resto da divisao de a por .

Demonstracgao: Considere b um niimero natural nao nulo. Se a € N, entao a é multiplo
de b ou a estéd entre dois miltiplos consecutivos de b, ou seja, bg < a < b(q + 1). Desta

forma temos que g+ 1 é o menor elemento de {n € N|bn > a}, sendo este um subconjunto



nao vazio de N, pois, contém o elemento a + 1, ou seja, b > 1 = ab > a = ab+b >
a+b=0ba+1)>a+b>a.

Se bg < a, entao existe r € N tal que a = qb + r. Precisamos provar que r < b,
considerando 7 > b, se r = a — bg > b, entdo (a — qb) + qb > b+ bq, logo a > b(q+ 1), o
que nao é possivel. Dessa forma podemos dizer que: Dados a,b € N, com b # 0, existem
q,7 € N de maneira que a = gb+rer <b.

Observe que se r = 0, entao a é multiplo de b.

Supondo que a = bqg + 1 = bq; + 11, onde r < b e r; < b. Admitindo que r # rq
e considerando que 0 < r —r; < b, entao a igualdade bg + r = bq; + r; decorre que
bq + (r —r1) = bqy, assim b|(r — ry), logo b < (r — r1) o que é um absurdo. Dessa forma

temos entao r = r; e portanto ¢ = ¢;.
U

Demonstrado o algoritmo da divisao, o maximo divisor comum de dois nimeros
inteiros a e b (a ou b diferente de zero), representado por mdc(a,b) ou simplesmente por

(a,b), é o maior inteiro que divide a e b, entao:

Definicao 1.2.5 (Méximo Divisor Comum). Sejam a,b € N. Um nimero d € N, com

d # 0, € considerado o mdximo divisor comum de a e b se:
1. dla e d|b.
2. se ¢ é um numero natural de forma que c|a e ¢|b, entdo c|d.

Demonstragao: Seja B o conjunto de todas as combinagoes lineares {na + mb} onde n
e m sao inteiros. Escolhendo ng e mg tais que ¢ = nga + mpb seja o menor inteiro positivo
pertencente ao conjunto B. Supondo que ¢ { a, entao existem ¢ e r tais que a = gc +r

com 0 < r < ¢, assim
r=a—qc=a— q(npa+ meb) = (1 — gng)a + (—qmy)b,

ou seja, € B, pois (1 — qng) e (—gmy) sao inteiros, mas isso é uma contradi¢do, uma
vez que 0 < r < ¢ e ¢ é o menor elemento positivo de B, logo c|a.

De forma andloga se mostra que c|b. Sabendo que d é um divisor comum de a
e b, existem inteiros k; e ko tais que a = kid e b = kod e, portanto, ¢ = nga + mob =
nok1d + mokad = d(noky + moks) = d|c. Assim temos que d < ¢ e como d < ¢ nao é

possivel, pois d é o maximo divisor comum, concluimos que d = nga + mgb.



Teorema 1.2.6. Se a e b sao inteiros e a = qgb+ r onde q e r sao inteiros, entao

(a,b) = (b,r).

Demonstracao: Observando a relagao a = qb+ r concluimos que todo divisor de b e r é
um divisor de a, se esta mesma relagao for escrita como r = a — gb, entao todo divisor de
a e b é um divisor de r. Logo o conjunto dos divisores comuns de a e b é igual ao conjunto

de divisores comuns de b e 7, 0 que nos garante que (a,b) = (b, 7).
U

Este teorema apresenta um resultado elementar, mas ¢ de grande importancia na

demonstracao do Algoritmo de Euclides. que é dado por:

Teorema 1.2.7. Sejam ro = a e r; = b inteiros nao-negativos com b # 0. Se o algoritmo
da divisao for aplicado sucessivamente para se obter r; = qj17j41+ 742, com 0 <140 <

ri+1 para j =0,1,2,....n—1 er,pq =0 entdo (a,b) = 1r,, o ultimo resto nao nulo.

Demonstragao: Aplicando o algoritmo da divisao para dividir 7o = a por r; = b,
obtemos 1y = ¢171 + 1o, em seguida dividimos r; por r9, obtemos r; = gory + 13, € assim
sucessivamente, até a otencao do resto r,.; = 0. Sabendo que a cada passo o resto é
sempre menor do que o anterior, e tendo 1 e 7y positivos, entao apés um numero finito
de aplicagoes do algoritmo teremos um resto nulo. Assim geramos a sequéncia:

ro = @171 + 72, com 0 < ry <71

r1 = Qoro + 13, com 0 < rg < 19

ro = q3rs + 14, com 0 < 7y <13

Tn—2 = qn-1Tn—1 + T, COM 0<r, <rp_1

Tn—1 = QnTn + 0

A ultima destas equagoes nos diz que (r,,, r,_1) = rn, a pentltima nos diz que este nimero
é igual a (r,_1,7,_2) e prosseguindo temos a sequéncia:

n= (Th-1,mn) = (Th—2,Tn—1) = ... = (1r1,72) = (10,71) = (a, b).

Portanto o maximo divisor comum de a e b é o dltimo resto nao nulo da sequéncia das

divisoes descritas.



O

Essa demonstracao é construtiva, e costuma-se empregar um dispositivo pratico,
conhecido como processo das divisoes sucessivas, para encontrar o maximo divisor comum

entre dois numeros.

Exemplo 1.2.8. Encontrar, pelo algoritmo de Euclides, o mdc(41,12).
41=123+5

12=52+2
5=22+1
2=12

Logo 0 mdc(41,12) = 1.

Pelo dispositivo prdtico temos

3122
4111215121
5121110




Capitulo 2

Fracoes continuas

Neste capitulo serd descrito as fracoes continuas na forma finita e infinita. As
fracoes continuas de forma finita, estao diretamente ligadas a representacao de ntimeros ra-
cionais, e as fracoes continuas de forma infinita, estao diretamente ligadas a representacao
de nimeros irracionais. Também serao abordadas as propriedades dos convergentes das

fragoes continuas finitas e infinitas.

2.1 Fracoes continuas finitas

Ao descrever o método de divisoes sucessivas utilizadas por Euclides para se
encontrar o maximo divisor comum de dois nimeros, pode-se utilizar este método para

se converter uma fracao qualquer em uma fracao continua.

Definicao 2.1.1. Uma fragao continua finita é uma expressao da forma:

1
q1 + 1
q2 + 1

qgs+ -+ -1

qn—1 + —

n
onde qo, q1,qG2, - ,(qn SGO MUMeEros reais, com qi,qa, - ,q, positivos. Os numeros reais
41,42, ,qn Sao chamados de quocientes parciais da fracdo continua finita. A fracdo
continua finita € chamada de simples se 0s numeros reais qo,q1,q2, " ,qn SGo0 todos in-

teiros.



Observando que essa representacao de fragao continua é muitas vezes extensa,

uma fragao continua é representada por

[q0: 91, 42, -+ + G- (2.2)

, . . p a . C e~ .
Tomando um nuimero racional irredutivel —, pelo algoritmo da divisao de Eucli-

b
des, existem tinicos qq € 7o tais que a = qob + 19, com 0 < ry < b, logo:

a qb 19 0 1
b b + b qo + b qo + 2 (2.3)
To

Para b e rg, existem tnicos ¢, e r; tais que b = 119 + r1, com 0 < ry < g, logo:

a 1 1
- =qo+ o=+ ——— (2.4)
b o+ 2 1
1 " %‘FE
To

Repetindo esse processo sucessivamente, obtem-se a fragao continua desse niimero

racional, ou seja:

a 1
;- 0t 1 (2.5)
Q1+ 1
Q2 + 1
g3+ -+ i
dn—1 + —
E a escrevemos como
a
E = [QOQC]1,CI2a---7Qn] (26)

Exemplo 2.1.2. Ezpressar o nimero racional T2 sob a forma de fracao continua.

Pelo algoritmo de Fuclides, temos:

41 =123+5

12=52+42

0=22+1
2=12

N . . , 41
Como consequéncia dessas igualdades podemos expressar o niumero racional —

12

10



sob a forma de fragao continua, ou seja:

a4, 5 a1, 1oL
= 2+ = 2+ = 24+ —

5 5 5 ). 1L

2 2

U
Nesse processo de divisoes sucessivas observa-se os seguintes casos:
1. se a > b, entao o primeiro quociente parcial da fracao continua é positivo;
Exemplo 2.1.3.
8 5 21 5 r 5 r 5 o 5
o CTmTcTmoit oI Tt T A I
21 o1 a1 Lo
11 11
1 1
= 2+ 1 =2+ 1 =[2;1,1,1,10]
1+ 11 1+ . 1
10 10
2. se 0 < a < b, entao o primeiro quociente parcial da fracao continua é zero;
Exemplo 2.1.4.
17 17 1 1 1 1
17 17 H 14 i
14 14
1 1
= 0+ T =0+ 1 =0+
1+ ) 1 1+ ) 1 1+ I
T ’ 4+ 2 4+ =
3 3 3
2
1
= 0+ I =10;1,1,4,1,2]
1+ I
T
2

11

=13;2,2,2]




3. se a < 0, entao o primeiro quociente parcial da fracao continua é negativo;

Exemplo 2.1.5.

—40 12 1 1
—— = A4 == A4 =4+ — =[—4:1,12
JE— + JE—
12 12
0
Observe que como consequéncia da defini¢ao, se % =190;q1,G2, - - -, qn], €ntao
b
a = [Oa quQlaQZa"an] (27)
pois,
b b 1
=04+ =-=0+ — 2.8
=0+ =0+g (2.8)
b
ou seja, se
a 1
p — + 1
a1 + 1
q2 + 1
L .
dn—1 + —
entao,
b 1
-=0+ 1 (2.9)
a
qo + 1
q1 + 1
q2 + 1
T
qn—1 + —
Qn

Teorema 2.1.6. Toda fragdo continua finita simples representa um numero racional.

Demonstragao: Vamos provar o teorema usando indugao matematica sobre o ntimero
de quocientes parciais da fragao continua finita simples. Seja [qo; ¢1, G2, - - - , ¢»] uma fragao
continua finita simples. Quando n = 1 temos

1 +1
lq0; 1] = qo + — = DT =
q1 q1

12



que é um nuimero racional.
Agora vamos supor que cada fracao continua finita simples com k quocientes
parciais é um numero racional, onde k£ > 1. Entao

1
Q13 G2s - - s Qhs Qs

(90} 15 G2, - - -, Qi) = Qo + [

Uma vez que [q1; G2, - - -, Gk, Qr+1] contém k quocientes parciais, ¢ um nimero racional —,

s
onde s # 0. Entao

1 s qor+ s
[QO;QLC]Q,---,%H]ZQO+?=QO—|—;: .
s
¢ um numero racional.
Assim, por indugao [qo; ¢1, 42, - - -, ¢s] € um nimero racional para todo n inteiro
positivo.
O
Exemplo 2.1.7. Verificando a fracao continua [2,1,4,5,3], temos:
1 1 1
2,1,4,5,3] = 2+ : =24 : —24 :
1+ ——— 14+ —— 1+
1 1 3
3 3
= 2 2 =2 L =2 o7
R L + L6 B R
64+ 3 67 67
16
166 +67 233
B 83 83
ou seja,
233
2,1,4,5,3| = —
[ =3
O

O seguinte teorema nos mostra que o inverso também é verdadeiro, ou seja, que
todo ntmero racional pode ser representado por uma fracao continua finita simples. A

prova foi descoberta por Euler e envolve o algoritmo da divisao de Euclides.
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Teorema 2.1.8. Todo niumero racional pode ser representado por uma fracdo continua

finita simples.

Demonstracao: Seja © = —, onde a e b sao inteiros com b > 0. Seja rg = a e r; = b.

a
b
Entao, o algoritmo da divisao de Euclides produz a seguinte sequéncia de equagoes:
ro =11q0 + 72,0 < 19 < 11,
ry =1oq1 + 13,0 <713 <71,

ro =13qy + 74,0 <14 <3,

Tn—3 = Tn—20n-3 + Tn-1,0 < Tp_1 < Ty,

Tpn—2 = "n—1Gn—2 + Tn, 0<r,< Tn—1,

'n—1 = Tnqn—1-

Nessas equacoes, ¢i,qs, - ,(Gn_1 Sa0 inteiros positivos. Escrevendo essas equagoes em

forma de fracoes, temos

a 1o L ry . 1
b - r =4qo r =4qo ﬂ
T2
™ . 1 T3 o i 1
T =q1 T =q Q
T3
) T4 1
T3 q2 s q2 E
T4
T'n—3 Tn—1 1
=@, 2+ =@, 2+
oo qn—3 oo qn—3 Th—o
Tnfl
T'n—2 'n
=, o+ =, o+
. An—2 . dn—2 Th—1
Tn
T'n—1
= Gn-1-
Tn
r
Substituindo o valor de — a partir da segunda equacao na primeira equagao, obtemos
T2
a 1
—=q+—F. (2.10)
b 1
@+
T3

. o T2 . ~ ~ .
Similarmente, substituimos o valor de — da terceira equagao na equacao anterior, obtemos
T3
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Continuando da mesma maneira, vemos que

a 1
E—CIo+ 1
QI+ 1
ot
Qn—2'+

qn-1

, qn—1]. Isto mostra que todo nimero racional pode ser

a
Consequentemente, 7= [q0; g1,

escrito como uma fragao continua finita simples.
O

Exemplo 2.1.9. Determinar uma representagao por fracao continua do nimero racional

225
157
Pelo algoritmo de Euclides temos:
1 [2]3]4]5
225 | 157 |68 [21[5 |1
68 |21 |5 ] 1]0
assim,
225 68 1 1 1
68 68 68
21
1 1 1
= 1+ 1 =1+ 1 =1+ 1 =1[1;2,3,4,5]
2+ E 2+ 1 2+ 1
3—1—5 3+ 51 3+4+—1
5 )

U

Nota-se que as fracoes continuas finitas simples, usadas para representar nimeros

racionais nao sao unicas, assim, cada nimero racional pode ser escrito como uma fragao

continua simples finita de duas maneiras diferentes.
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O teorema a seguir mostra que é possivel ter duas representacoes em fragoes

continuas para um mesmo nimero racional.

Teorema 2.1.10. Todo numero racional pode ser representado de duas maneiras distintas

sob a forma de fracao continua finita.

Demonstracao: Na representacao de um niimero racional sob a forma fragao continua
finita simples, sempre que o termo g, for maior que 1, podemos substitui-lo por (g,—1) —1—1,
desta forma, a representacao por fracao continua finita simples pode assumir duas formas

diferentes, ou seja, a fracao continua finita simples

1
905 G1, G2, - - - Gn) = Qo + I
q1 + 1
q2 + N 1
.+ i
n—1 + —
pode ser representada como
1
[QO§Q17QQ7---»%_171]ZQO+ 1
q1 + 1
q2 + N 1
.+ i
qn—1 +

Exemplo 2.1.11. Considerando o exemplo ja utilizado, determinar uma segunda repre-

. . , L . , 23
sentacdo por fracao continua finita simples para o niumero racional 3 Sabemos que

233 1
T —
44+ —

54 =
+3

1
substituindo o termo qq4 = 3 por (3 —1) + 1 temos

1 1
2+ T =2+ T = [2:1,4,5,2,1]
1
5t b+ —1

1
3—1)+ - 2+ =
(B=1+7 + 7

16



logo,

233
g = [25 1747573] = [2’ 1747572’ 1]

O

De fato, pode-se mostrar que cada numero racional pode ser escrito como uma
fracao continua finita simples em exatamente duas formas, uma com um nimero fmpar

de termos, e outra com um nimero par de termos.

2.2 Convergentes

Discutir-se-a os nimeros obtidos a partir de uma fracao continua finita. Trun-
cando a fracdo continua finita simples dada por = [qo; q1, q2, - - - , @n], NOS varios sinais de
mais, podemos gerar uma sequéncia {c;} de aproximagoes de z, essas aproximagoes sao
chamadas de convergentes da fracao continua finita simples. Este conceito foi introduzido

por Wallis (1616-1703) em sua Opera Mathematica, e é dado por

Defini¢ao 2.2.1. Dada a fragao continua © = [qo;q1,q2, - - -, qn], @ fra¢do continua ¢, =

[90; G152 - - -, qi], onde 0 < k <n, € chamado de k-ésimo convergente de x.

Observa-se que, os convergentes de uma fragao continua formam uma sequéncia
{cx} de valores que se aproxima de x.

Considere as fragoes:

0 0 17
1
a1 = [qo;q1] = qo + —,
q1
1
¢2 = [90; 1, @] = Q0+ —
g1+ —
q2
1
¢k = [90:q1,q2, -, Q] = q + 1
@+
QQ+—1
S
qk

Esse conjunto de fracoes é obtido através das expansoes das fragdes continuas

finitas simples [qo], [q0; ¢1], [q0; @1, 2], - - -, [qo; @1, q2, - - -, @] de z. Estas fragoes continuas
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finitas simples sao denominadas primeiro, segundo, terceiro, ..., k-ésimo convergente da
fragdo continua finita simples [qo; q1,q2, - - -, ¢n]. Observe que quando k = n, ou seja, o
n-ésimo convergente, seu valor sera igual a prépria fragao continua finita simples, logo,

Cp = .

128
Exemplo 2.2.2. Vamos obter os convergentes de 37

Escrevendo 37 sob a forma de fracao continua, temos:

128 1

3y = [3;2,5,1,2]
37 1 b B B
2+5 1
B
2
logo, Seus convergentes serao:
060:[3]:3
1 7
ca=2=3+5=3
1 38
o0y =[32,5]=3+—— ="
1 11
2 _
5}
1 45
0032[3;275,1]:3+—1:E
2+ —
5 _
+1
1 128
.C4:[3;2,5,1,2]:3+ 1 :W
21—
5+ ——
1
1 —_
+2
CO‘CI‘C2‘C3 ‘ C4

313,5]3,45 | 3,46 | 3,459

18



Considerando que os convergentes de uma fragado continua finita simples, sejam
ag .
representados por ¢, = —, observa-se que a; e b, com 0 < k < n, dependem exclusiva-
by,
mente dos termos da fragao continua finita simples [qo; ¢1, G2, - - -, ¢a]- O seguinte teorema
nos mostra como obter o denominador e o numerador de qualquer convergente da fracao

continua [qo; g1, g2, - - - , gn)-

Teorema 2.2.3. O k-ésimo convergente da fra¢ao continua finita simples [qo; q1, q2, - - -, Gn)

a , .
€ dado por ¢y, = b—k, onde2 < k <n. Onumerador ay e o denominador by de ¢ satisfazem
k

as sequintes relagoes:

ap = qo by =1
ar = qoq1 +1 b =q
ar = QrQi—1 + Gg_2 by, = qrbr—1 + br—2

Demonstragao: Provando por induc¢ao, devemos mostrar que a relacao ¢ valida para

k=0e¢k=1.

a
e Para k£ = 0, o convergente serd ¢y = b—o, por defini¢ao ¢y = [go] = qo, logo podemos
0

. ao qo ~
considerar que — = gy = —. Temos entao

bo 1
ap = 4o
by =1
a
e Para k = 1, o convergente serd ¢; = b—l, por defini¢ao ¢; = [qo; 1] = qo + —, logo
1 a1
a 1 +1 -
L= go+ — = M. Temos entao
by q1 q1
a; = qoq1 +1
bi=aq

Agora provaremos que a relacao é valida para k+ 1. Assumiremos que as relagoes
ar = Qrag—1 + ap_2 € by = qrbr_1 + br_s sejam verdadeiras para algum k, com 2 < k < n.

Observamos que a fracao continua finita simples
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Ck+1 = Qo T I
q1 + 1
q2 + 1
g+ -+ 1
Qo1+ ——7
qr + ——
k41
: . 1 , .
possui k 4+ 1 termos, mas se considerarmos ¢ + ——, como um tUnico termo, temos a
k41
seguinte fracao continua finita simples
1
Ck+1 = Qo + I
q1 + 1
q2 + 1
qr—1 + —1
qr + ——
k41
. 1 .,
agora com k termos, ou seja Cx41 = [qo; q1, -+ » Gk—1, @k + ——]. De acordo com a hipétese
Qie+1

de indugao para uma equagao de k termos, temos que o seu convergente sera dado por

Qg QrQg—1 T+ Qg2

e 2.11
by qrbr—1 + br_o (2.11)

Ck

Devido a forma como em que aj e b, sao definidos, vemos que os nimeros ax_1, Gp_o,

br_1 e by_s, dependem apenas dos quocientes parciais qg, q1, - -+ ,qx—1. Consequentemente
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1
podemos substituir gx por gx + ——, na equacao anterior logo
Q41

1
(g + —)ag—1 + ap—2

_ k+1
Ck+1 = 1
(g + —)bg—1 + b2
qk+1
QrQr+1 + 1
(+—)ak71 + ap_s
_ drk+1
QrQr+1 + 1
(+—)bk—1 + br—2
dk+1
QeQr+10k—1 + Q1 + Q4102
_ dk+1
QkQk+106—1 + bp—1 + Qr1br—2
qr+1

QrQk+10k—1 + Q-1 + Qr10k—2
@k Qr+106—1 + bk—1 + Qrr1bk—2
Qo1 (qrar—1 + ag—2) + ax_1
Qra1(qrbr—1 + br—2) + b1
Qr+10k + Q-1

Q101 + b1
Ag41

brt1

Observa-se que a relagao, é valida para k + 1, o que conclui a nossa demonstragao.

384
Exemplo 2.2.4. Determinar os convergentes de 57
384
Fazendo a representacao em fracdo continua finita simples de 57 temos:
384 1
E:2+ T =12;2,4,8,2]
24—
4+ —
8+ =
+ 2

384
logo 0s numerados e denominadores dos convergentes de 57 serao dados por

ay =2 az =8.22+5 =181
a;=22+1=5 ay = 2.181 + 22 = 384

as =4.5+2 =22 by = 1
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by =2 by = 2.74 + 9 = 157
by =424+1=9
by =8.9+2 =74

logo, os convergentes de — serao:
157

Qo 2
= —-—__ - 2
R
aq 5
o Cl=— = —
b 2
a9 22
® o= — = —
Ty 9
as 181
] c = — = —
P by T4
. ay 384
o = — = —
YT b 157

Para nos auxiliar a determinar os convergentes de uma determinada fragao continua
finita stmples através do processo descrito, podemos usar a tabela a sequir para determinar

os numeradores e denominadores dos convergentes, observe:

ko1 2 3 4
a |2 2 4 8 2
ap |2 5 22 181 384
b, |1 2 9 74 157
O
Teorema 2.2.5. Seja ¢, = % 0 k-ésimo convergente da fracdo continua finita simples
k
(905 G15 G2, + » Gn), onde k um nimero inteiro positivo, 1 < k < n. Se ay e by sao definidos
como no Teorema 2.2.1, entao
ak.bk_l — bk.ak_l = (—1)k_1. (212)

Demonstragao: Serd aplicado o principio de indu¢ao matematica para provar o teorema.

Para k = 1 temos

ar.bp —by.ap = (o1 +1).1 = q1.00 = Qo1 + 1 — q1.q0 = 1.
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Assumiremos que o teorema ¢é verdadeiro para o inteiro k, onde 1 < k < n, isto é

ak.bk_l — bk.ak_l = (—1)k_1.

vamos mostrar que o teorema ¢ valido para k + 1, logo

Wp1-bp = bpgr.ar = (Qerrak + ak-1)-bk — (Qes1br + bx—1)-ak
= Qr+10k-bp + ap—1.bp — Qri1bp.ar — br_1.ay,
= ap—1.bp — bp_1.03
= —(axbgp—1 — brar—1)

— (—D

= (-1
Como o teorema ¢ valido para k + 1, entao concluimos a prova por indugao.

O

384
Exemplo 2.2.6. Temos que a representacao em fracao continua finita simples de T é

dada pela sequéncia [2;2,4,8,2].

Através dos seus quocientes parcias podemos representar os numeradores e deno-

minadores de seus convergentes pela tabela:

ko1 2 3 4
ap |2 5 22 181 384
by |1 2 9 T4 157

Vamos testar o Teorema 2.2.5 para esta fracdo continua. Observe que para:

k=1=a1.bp —bj.ag=51—-22=5—-4=1

k=2= as.by —byay =222 —-95=44 —-45 = —1

k=3= as.by — bs.ap = 181.9 — 74.22 = 1629 — 1628 = 1

o k=4= ay.bs —by.a3 =384.74 — 157.181 = 28416 — 28417 = —1
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a
Corolario 2.2.7. Seja ¢, = b—k 0 k-ésimo convergente da fragao continua finita simples
k
(905 G15 G2, + » Gn], onde os inteiros ay e by sao definidos no Teorema 2.2.3. Entao os

inteiros ay e by sdao relativamente primos.
Demonstragao: Seja d = mdc(ag, by). Pelo Teorema 2.2.5, sabemos que
apbp_y — bp.ap_y = (—1)*.
Consequentemente,
dl(—1)"".
Portanto, d = 1.

U

a
Coroléario 2.2.8. Seja ¢ = b—k 0 k-ésimo convergente da fracao continua finita simples
k

[q0; @1, @25+ -+ , @] Entdo

— ] = —— 2.13
CTO T (2.13)
para todo inteiro k, com 1 < k < n.
Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.5, sabemos que
ak.bk_l — bk.ak_l = (—l)k_l.
Dividindo ambos os lados da equacao por bibr_1 temos
ap.bp_1 — bp.ap_1 _ (—1)k_1 N ar.byp_1 B br.ap_1 _ (—1)k_1
brbr—1 brbr—1 brbe—1  brbr— brbr—1
ak Ag—1 (—1)k_1
by br— bibr—1
(_1)k71
— = G = .
Cr — Ck—1 bibe 1
O
Corolario 2.2.9. Seja ¢, = % o k-ésimo convergente da fracao continua finita simples
k
90 ¢1, G2, , ). Entao .
ar(—1)
Cp— Cphog = ——— 2.14
27 bibys (2:14)

para todo inteiro k, com 2 < k <n.
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Demonstracao: Note que

Q. Qg2 apbp—o — brag_o

Cp o = —2 _ — 2.15
R T bibi—2 21
Pelo Teorema 2.2.3, observamos que o numerador da equacao é dado por
arbr—o — brar—2 = (qeag—1 + ap—2)bp—2 — (qebe—1 + bp—2)ar_2
= quap—1.bp—2 + ap_2.bp—2 — qbr_1.ak — 2 — by_s.ap_»
= qrap—1.bp—2 — qbr—1.ak — 2
= qu(ap—1.by—2 — byp_1.0k — 2)
= qk(_l)k_Qv
Pelo Teorema 2.2.5, sabemos que
ag—1.bp—2 — bp_1.apo = (—1)"2.
Portanto, achamos que
qk(_l)ku
Ch— Ch_g = ——=>"——
k — Ck—2 bibrs
I G O
bpbr—o.(—1)2
_ a(=DF
brbg—2
O

Teorema 2.2.10. Seja c; o k-ésimo convergente de uma fragao continua finita simples

(9051, G2, - -+ qn]. Entdo

Ci >C3>C > ...,

Co < Cop<cy<...

e todo convergente impar caji1, com j = 0,1,2,3,--- € maior que todo convergente par

coj, com 5 =0,1,2,3,---.

Demonstragao: Como o Corolario 2.2.9 nos diz que, para k = 2,3,4,--- ,n,
g (=1)"
Cp— Cpog = ———
k — Ck—2 brbrs
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sabemos que

Cr < Cp—2
quando k é impar, e

Crp > Crp—2
quando k é par. Portanto

Cl >C3>C > ...

Co<Co<cyg < ...

Para mostrar que cada convergente impar é maior do que todos os convergentes pares,
basta aplicar o Corolério 2, tomando k = 2m, temos

(-1

< 0,
b2mb2mfl

Com — Com—1 =
de modo que, ca,,—1 > Cp,. Comparando cyp, € c25-1, vemos que

Coj—1 > C2jy2k—1 > C2j42k > Cok-
entao, todo convergente impar ¢ maior do que todos os convergentes pares.

O

Exemplo 2.2.11. Dada a representacao de um numero racional em fragao continua finita

simples [2;3,1,1,2,4], observamos a tabela a sequir,

ko1 2 3 4 5
w2 3 1 1 2 4
ap |2 7 9 16 41 180
by |1 3 4 7 18 79

os convergentes da fra¢ao continua finita simples serao:

klol 1 | 2| 3 | 4 | 5
ce | 2]2333]2,25 2285 | 2,277 | 2,278

Com isso observamos que
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o ¢y < Cy < ¢y, pois 2 < 2,25 < 2,277
® c1 > c3 > cs, pois 2,333 > 2,285 > 2,278
® ¢y < c3 <y, pois 2,25 < 2,285 < 2,333
o ¢y < cy<cg, pois 2,277 < 2,278 < 2,285
ao expressar todos esse valores em uma mesma desigualdade temos

Co<Ca<cyu<cyp<ceg<c

2.3 Fracoes continuas infinitas

Definigao 2.3.1. Considere que existam infinitos termos na expressao [qo; qi,q2, -+ qn, - -
onde g > 0 e g > 0 para k > 1. Podemos representar essa expressao por uma fra¢ao
continua. Como a fracao possui infinitos termos, entdo dizemos que ela € uma fracao
continua infinita. Se cada q, € um numero inteiro, entao dizemos que a frag¢do € uma

fracao continua infinita simples. Uma fragao continua infinita simples é da forma

do + - (2.16)
1+

QQ+'. 1
T
qn+_

Para dar sentido as fragoes continuas infinitas, é necessario usar um importante
resultado de andlise matematica. Considerando seu resultado como verdadeiro, a prova
pode ser encontrada em alguns textos e livros de andlise matemética, tais como (Rudin,

1964) ou (Lima, 2004).

Teorema 2.3.2. Seja qo, q1,q2, ... uma seqiéncia de niumeros reais tais que qo < q1 <

G <...eq<U,parak=0,1,2,... e para algum nimero real U, ou qy > q1 > q2 > ...

eqr > L, parak=0,1,2,... e para algum nimero real L. Entao, os termos da sequéncia
Q05 q1, G2, - - - tendem para um limite x, ou seja, existe um numero real x tal que

lim g, = x.

k—o00

27

.]7



Este teorema nos diz que os termos de uma sequéncia infinita tende a um limite
em duas situagoes especiais: quando os termos da sequéncia estao a aumentando e todos
sao menores que um limite superior, e quando os termos da sequéncia estao a diminuindo
e todos sao maiores que um limite inferior.

Note que, embora uma fracao continua

[q07 q1,92, - - ]

seja infinita, os seus convergentes

Cr = [QO;Q17Q27 cee ;%]

sao finitos, e, portanto, representam ntimeros racionais, de modo que as propriedades dos

convergentes podem ser aplicados a estes convergentes também. Sabendo que,
CH<Ca<yu<...<cs<c3<

a sequencia cy, ¢ uma sequéncia que estd aumentando, porém, limitada acima por ¢y, e
a sequéncia cy, 41 ¢ uma sequéncia que esta diminuindo, porém limitada por ¢y. Conse-
quentemente, ambas as sequéncias tém limites, isto é, a medida que n tende a infinito,
Con S€ aproxima de um limite [, e a sequéncia cg, 1 se aproxima de um limite [y, assim,

lim ¢y, = 14 lim co,q1 = la.
n—oo n—oo

Agora, é possivel definir infinitas fra¢oes continuas como limites finitos de fragoes

continuas, como mostra o seguinte teorema.

Teorema 2.3.3. Seja ¢, = [qo; q1,92, - - -, Qk), 0 k-ésimo convergente da fra¢ao continua

simples [qo; q1, G2, - - -]. Entdao

lim cg, = lim copq 1.
n—oo n—oo

Demonstragao: Pelo Corolario 2.2.8

_ Qopny1 Q2p
Cont+1 — Con = b .
2n-+1 2n

(_1)(2n+1)—1

b2n+1 b2n
1
b2n+1 b?n '

Como b, > k para todo inteiro positivo k, sabe-se que
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1 1
< ;
b2n+1b2n (271 + 1)2n

e consequentemente,

1

Cony1 — Cop = T—7—
boni1b
+1V2n

tende a zero, isto é,

lim (an+1 - an) = 0.
n—00

Consequentemente, as sequéncias ¢, ¢z, Cs, ... € g, Ca, C4, . . ., tem 0 mesmo limite, pois,
lim (copi1 — c2n) = lim g1 — lim ¢9, = 0= lim c9,01 = lim cogp,.

Portanto, I; = ls, logo as sequéncias tem um limite [ de forma que [ = [; = [5.
O

Nota-se que o limite [ descrito na demonstracao do teorema, é chamado de valor
da fragao continua infinita simples [qo; q1, g2, - - -]

Sabendo que todo nimero racional pode ser representado por uma fragao continua
finita, serd mostrada agora que toda fracao continua infinita simples representa um nimero

irracional.

Teorema 2.3.4. Seja qo, q1, G, - - - inteiros com qi, qa, ... positivos. Entao [qo; q1, G2, - - -]

€ irracional.

Demonstragao: Seja o = [qo; q1, G2, - - -] € seja

ag

Ck:b_: [QO;Qb(]Z:---an]
k

o k-ésimo convergente de a. Quando n é um inteiro positivo, o Teorema 2.3.3 mostra que

Con < @ < Copy1, de modo que
0 <a—cop < Cong1 — Con-

Contudo, pelo Corolério 2.2.8, sabemos que

1

Cont+1 — Con = 77
b2n+1b2n
o que significa que

a9 1
0<Oé—02n:Oé——n P E—
b2n b2n+1b2n
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e, portanto, temos

1

0< Oz.bgn — Aop < .
2n+1

a
Suponha que « ¢ racional, a fim de que o = 7 onde a e b sdo inteiros com b # 0. Entao

Od.bQ 1
L Aoy < —

0< )
b b?n+1

e multiplicando essa desigualdade por b, vemos que

0 < a.by, — b.ag, < ——.
b2n+1

Observe que a.by, — b.as, é um inteiro para todo n inteiro positivo. Contudo, como
Gon+1 > 2n + 1, para cada inteiro n existe um inteiro ng tal que gon,+1 > b, assim
< 1. Isto é uma contradicao, pois, o inteiro a.bs,, — b.as,, nao pode estar entre

q2ng +
0 e 1, ou seja, concluimos que « ¢ irracional.

0

Agora, serda mostrado que todo nimero irracional pode ser expresso, de modo

unico, por uma fracao continua infinita simples.

Teorema 2.3.5. Seja a = ay um numero irracional, e a sequéncia qo,q1,qz, - - - definida

recursivamente por

1

Qe = o) Q1 = ————
A — gk

para k = 0,1,2,..., onde |ay| € denominado parte inteira de «y. Entdo o € o

valor da fragdo continua infinita simples [qo; q1, G2, - - |-

Demonstragao: A partir da definicdo recursiva dos inteiros g, vemos que g € um
inteiro para todo k. Além disso, usando indugao matematica, podemos mostrar que «ay, é
irracional para todo inteiro nao-negativo k e que, como consequéncia, a1 existe. Observe
s 1 _
que @ = «p é irracional, tal que ag # qo = |ap] e ¢y = ———— existem.
& — qo
Assumiremos que «y, ¢é irracional, como consequéncia temos que a1 existe. Po-

demos facilmente ver que g, também é irracional, pois a relagao

1

O] = ——
ar — gk
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implica que
1
ap = ai + s (217)
Q+1

e se a1 for irracional, entao oy também seria um racional. Agora, como «ay, é irracional

e ¢ € um inteiro, sabemos que oy # @, €

qr < op < qp+1,

de modo que

O<ak—qk<1.

Assim,
> 1

Ot =
O — (g

e, consequentemente,
Qk+1 = 1] > 1

para k = 0,1,2,.... Isto significa que todos os inteiros ¢, go, . . . sa0 positivos.

Observe que usando repetidamente a equacao, vemos que

1
a = ay=qo+ — = [qo; ]
aq
1
= Qo+ — 1 = (905 q1, 02
Q+—
Qo
1
= Qo+ T = [q0;q1, G2 - - - Qis Qpet1)
Q1+ 1
q2+ 1
.. + 1
qr +
Apy1

O que devemos mostrar agora é que o valor de [qo; ¢1, G2,

k tende para o infinito. Pelo Teorema 2.2.3, vemos que
Qp410E + Ag—1
Qpp1by + bp1”

a = [QOQQ17Q27 s >Qk704k+1] -
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a .
I R SR .
onde ¢; = D é o j-ésimo convergente de [qo; ¢1, G2, - - .]. Consequentemente
J

a—cn = Qp10k + Q-1 Ak
Qpy1by + 01 by

—(arbp—1 — ap—1by)

(Qgs1b + bp—1)by

(gy1br + br—1)bg

Y

Onde usamos o Teorema 2.2.5 para simplificar o numerador no lado direito da segunda

igualdade. Como
10k + bp—1 > Qry1br + bp—1 = brya,

vemos que

1

bbr+1

la —ci| <

Como by > k, observamos que tende a zero quando k tende para o infinito. Con-

brbr41
sequentemente, ¢, tende para a quando k tende para o infinito, ou seja, o valor da fracao

continua infinita simples [qo; ¢1, G2, - - -] € a.
]

Para mostrar que uma fragao continua infinita simples que representa um nimero

irracional é unica, deve-se provar o seguinte teorema.

Teorema 2.3.6. Se duas fracoes continuas infinitas simples [qo; 1, G2, - - -] € [Po; D1, P2, - - -]
representam o mesmo numero irracional, entao qr = px para k =0,1,2,.. ..

Demonstracao: Suponha que o = [qo; q1, ¢2, . . .]. Entdo, como co =gy ec; =g+ —, 0
q1

Teorema 2.2.10 nos diz que
1
o < & < Qo + D)
q1

de modo que ¢y = |a|. Além disso, notamos que

1

[QO; q1,92, - - ] = qo + R
[qla q2,493, - - ]
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como

04:[Q0§Q1>Q2,---] = ]}i_)IgO[QOHJl,QQw-ka]
. 1
= limg+ - ———
k—o0 41562, 45, - -]
1
= qo+ ¢ :
hmk—>oo [q17 q2,43, - .. >Qk]
1
= Qo+
[ql7QQaq37"']

Suponha que

[90; q1, G2, - - -] = [po; p1, P2, - - .

Nossas observagoes mostram que
9 = po = ||

e que

1 1
Qo+ ———— =Pt T,
[Q1;Q2>CI3,---] [pl;p2,p3,---]

assim

(415 G2, a3, - - -] = [P1; D2, D35 - - ]

Agora, assuma que qx = Dk, € qUE [Gk41; Qk+2, Qk43, - - ) = [Pht1; Pk+2, Pkt 3 - - -). Usando o

mesmo argumento, vemos que gg+1 = Pk+1, €

1 1
= Pr+1 Tt ,
] [Pkt2; Pht3s Pt - - -]

k1 + :
[Ght2; Qet3, Qrotas - - -

o que implica que

[Qk+2§ qk+3; Qk+4, - - -] = [pk+2§pk+3>pk+47 .- -]-

Logo, por indugao matematica, vemos que qx = py para k =0,1,2,.. ..

Exemplo 2.3.7. Expressar V13 sob a forma de fracdo continua infinita simples.
Seja o = ap = V13, entao qo = {\/ 13J = 3. Pela definicao de recursividade

temos:

33



1 1 V13 +3

1 0 — o 13- 3 4 q1 L 1J
1 v13—-3 \/13+1:> lan] = 1
Ay — == = = | ¥ =
? ar—q 4—+/13 3 © ?

1 3 V1342

’ as—q /13 -2 3 4 = o]
L3 VBl
! 043IQ3 V13 -1 4 U :
T as—q V/I3-3 4 = Las]
1 1 V13+3
a6 = = = q6 = [as) =1

as—qs  J13—3 4

E evidente que o padrao continua, assim
V13 =[3;1,1,1,1,6]
destacando o periodo da fragao.

O

Teorema 2.3.8. Se a é um numero irracional, entdo existem infinitos numeros racionais

a
—, de forma que

b

~ . Qg ‘s ~ , . . .
Demonstracao: Seja 2. ° k-ésimo convergente da fracao continua infinita simples de a.
k

Entao, pelo Teorema 2.3.5, vemos que

(053 1
a _——
br|  brbrg
Como by < b1, segue que
Qg 1
a——| < .
2
by, by
a o
Consequentemente, os convergentes de «a, ¢, = 7 com k = 1,2,..., sao infinitos e
k

racionais, que satisfazem a condicao do teorema.
O

Os préximos teorema e corolario mostram que os convergentes da representacao

em fragao continua infinita simples de « sao as melhores aproximagoes racionais para .
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Teorema 2.3.9. Seja a um niumero irracional e b—], com j=1,2,..., os convergentes de
sua representacao em fracao continua infinita simples. Se r e s sao inteiros com s >0 e

se k € um inteiro positivo de forma que
|sa —r| < |bpa — agl,
entao, s > byy1.

Demonstracao: Assumindo que |sa — 7| < |bya — ag|, mas que 1 < s < by41. Conside-

remos as equagoes

AT + A1y =T

brx + b1y = S

Multiplicando a primeira equacao por b, e a segunda por ag, e, em seguida, subtraindo a

segunda equacao a partir da primeira

(ak+1bk - Clkbk+1)y = rby, — say.

Pelo Teorema 2.2.5 tem-se que agq10x — beprax = (—1), logo
y = (—=1)*(rby, — say).

Do mesmo modo, multiplicando a primeira equagao por b e a segunda por agii, €

depois subtraindo a primeira equacao a partir da segunda, encontra-se que
= (=1)F(sappy — hpsr).

Observamos que s # 0 e y # 0. Se x = 0, entao sagr; = rbgr1. Como mde(agy1,bryr) =1
e bry1|s, tem-se que by, 1 < s, 0 que contraria a nossa suposi¢ao. Se y = 0, entdo r = aix

e s = byx, logo
[sa —r| = || [bra — ak| > |bror — ax],

como |x| > 1, contraria a nossa suposigao.
Agora mostraremos que x e y tem sinal oposto. Primeiro, supondo que y < 0.
Como byr = s — byy1y, tem-se que x > 0, como byx > 0 e by > 0. Quando y > 0, como

b1y > bgy1 > s, ver-se que byr = s — b1y < 0, logo < 0.

a a a a
Pelo Teorema 2.2.10 sabe-se que o< 2oy que Ml oo < =2 Em
b bi+1 br+1 b,

ambos os casos, € facil ver que byar — ay e by — a1 tem sinais opostos.
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A partir das duas equacoes iniciais, observa-se que

|sa —7| = [(bpr + bppry)a — (apr + ap11y)|

= |z(bra — ar) + y(bppr100 — agq1)] -

Combinando as conclusées anteriores, tem-se que z(bya — ay) e y(bgy1¢ — ax41) possuem

o mesmo sinal, logo

sa—r| = [z||bpe — ar| + [y] |brs10 — @pia

v

|z| |brae — ag|

Z |bka_a/k|7

como |z| > 1, isto contradiz a suposic¢ao inicial, mostra-se entao que a suposicao é falsa

e, consequentemente, a prova esta completa.
U

’ L4 . Ve . . a .
Corolario 2.3.10. Seja a um numero irracional e b—], com j=1,2,..., os convergentes
J

~ - . . . . ro, , . .
de sua representacao em fracao continua infinita simples. Se — € um numero irracional,
5
onde r e s sao inteiros com s > 0, e se k € um inteiro positivo de forma que

Qg
a__

bi

)

,
o=l <
S

entao, s > by.
Demonstracao: Suponha que s < b, e que

,
a——-|<
S

Multiplicando essas duas desigualdades, descobrimos que

ay
a—_
b

S

Y

r
oz——‘<bk
S

logo,
|sa — 1| < |bpar — ayl,

contrariando a conclusao do Teorema 2.3.9.
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7/ e . . T 7/ Ve .
Teorema 2.3.11. Se a € um numero irracional e se — € um niumero racional menor que
S

a, onde r e s sao inteiros com s > 0 de forma que

1
a—_ [
252

’ T
S

s T 7/ ~ ~ 7 . . .
entdo — é um convergente da representacao em fracao continua infinita simples de «.
S

- oo . ~
Demonstragao: Suponha que — nao seja um dos convergentes da representacao em
S
Qg Af+1
de

fracdo continua infinita simples de a. Entao, ha convergentes sucessivos — e 2
k k41

forma que by < s < biy1. Pelo Teorema 2.3.9, vemos que

! <
a— — —.
S 2s

lbra — ag| < |sa—r| =5

Dividindo por b, obtemos

Como sabemos que [say — rbi| > 1 (pois sabemos que say —rby é nimero inteiro ndo-nulo,

r o a
pois — # —k), segue que
S bk

IN

Assim, vemos que

1 - 1
2sb, 252’

Consequentemente,
25by, > 252,

o que implica que b, > s, contrariando a suposicao inicial.
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Capitulo 3

Equacoes Diofantinas Lineares

Neste capitulo, serd mostrado como as fracoes continuas finitas simples podem
ser usadas para resolver a equacgao diofantina linear ax + by = ¢ onde a, b, e ¢ sao niimeros
inteiros, e x e y sao numeros inteiros desconhecidos. Sera mostrada que os valores inteiros
de = e y que satisfazem qualquer equacdo de Pell 22 — Dy? = 1 podem ser encontrados.
Serd analisada a representagao em fragao continua infinita simples de \/5, evidenciando

uma relacao entre as fracoes continua infinitas simples e a equacao de Pell.

3.1 Equacoes Diofantinas Lineares e Fracoes Continuas

Diofanto, muitas vezes conhecido como o ”pai da dlgebra”, é mais conhecido por
seu ilustre tratado 7’ Arithmetica”, um trabalho sobre a solucao de equacoes algébricas e
teoria dos nimeros. No entanto, essencialmente, nada se sabe de sua vida e tem havido
muito debate sobre a data em que ele viveu.

A Arithmetica é uma colegao de 130 problemas, que mostrarm solugoes numéricas
de equagoes determinados (aqueles com uma solugdo tnica), e equagoes indeterminadas.
O método para resolver este tltimo, é agora conhecido como andlise Diofantina. Apenas
seis dos 13 livros originais sobreviveram, e os outros devem ter sido perdido, muito em
breve, depois que eles foram escritos. O trabalho considera a soluc¢ao de muitos problemas
relativos linear e equagoes de segundo grau, mas considera apenas solucoes racionais po-
sitivas para estes problemas. Equagoes que levariam as solugoes que sao raizes quadradas
negativas ou irracionais, Diofanto considera como inttil. Nao ha evidéncia para sugerir

que Diofanto percebeu que uma equacao quadratica pode ter duas solugoes. No entanto,
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o fato de que ele estava sempre satisfeito com uma solucao racional, e nao exigia um

numero inteiro, é mais sofisticado do que se pode perceber hoje.

Definicao 3.1.1. Uma equacgao diofantina linear em duas varidveis é uma expressao da

forma
axr + by =c
onde x ey sao varidveis inteiras e a, b e ¢ sao numeros inteiros, com a # 0 ou b # 0.

Qualquer par de nimeros inteiros que, quando substituido em z e y tornam a
equacao uma sentenca verdadeira, sao chamados de solucoes para a equagcao.
Uma equagao diofantina, possui solugao se, e somente se, d|c, onde d = mdc(a, b).

Se g, Yo € uma solucao particular, entao existem infinitas solucoes do tipo

b
r = X + ( Cg)t
= 4o — (5.
y=1y0— ()
R a
Para encontrar solucgoes, usamos 7 ou . Supondo que usamos 0 e facamos
a
uma representacgao desta fragdo em fragdo continua finita simples [qo; q1,¢2, ..., ¢,]. Em

seguida, se a fracao continua finita simples contém n termos, podemos utilizar o Teorema
2.2.5
n—1
anbn_l — bnan_l = (—1) .

Qp—1

bnfl

Teorema 3.1.2. Se (a,b) =1, ondea >b>0, e -1 = € o penultimo convergente

do racional %, entao
T = (—1)n_1.bn_1,
y=(=1)""an

¢ uma solugao para a equacao ax — by = 1.
Demonstragao: Sabendo que
ak.bk_l — bk.ak_l = (—1)k_1,

e que

an
b’

a
b
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entao, quando k£ = n a equacao pode ser escrita como
a.by_y —b.ay_, = (—1)"".
Multiplicando ambos os membros dessa equacdo por (—1)""* temos:
a.(=1)" by —b(—=1)" = (=)L (=) = (=) 2 = (—1)2D =1
ou seja,

a. (=) Lb,_y —b. (=) ta,_; = 1.

J/

~\~ ~~
T Yy

Observe que:

e Se n é par, entao

a.((—l)”_l.bn_l)—b.((—l)"‘l.an_l) = a(—bn_l)—b.(—an_l) = a(—bn_1)+b.an_1 =1

e xg = —b,_1, Yo = a,—1 € uma solucao particular para esta equacao.
)

e Se n ¢ impar, entao

a.((—l)"il.bn,l) — b.((—l)"*l.an,l) = CL.bnfl. — b.CLn,1 = abn,l + b.(—a,n,1> =1
e xg=b,_1 € yyp= —a,_1 é uma solucao particular para esta equacao.
Para determinar as solugoes de uma equagao do tipo ax + by = ¢, pode-se utilizar
o corolario a seguir,
(p—1

bn—l

- - . . . , . a
convergente da representacao em fracao continua finita simples do nimero racional —,

Corolario 3.1.3. Se mdc(a,b) = 1, onde a > b > 0, e ¢,-1 = € o pendltimo

entao a equacdo ax — by = ¢ tem solugoes

r=(=1)""t.cb,,

y=(—1""can.

Demonstracgao: Pelo Teorema 3.1.2 temos que
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= (=1)""1b,_,
y=(=1)"""a,

¢ uma solucao particular para a equacao ax — by = 1, ou seja,
a.((=1)" b)) —b((-1)" ta, 1) =1,
multiplicando essa equagao por ¢, temos
a.((=1)" b, 1.c) = b.((=1)" a, 1.c) =c

Logo z = (—=1)" '.cbp_y e y = (—=1)" '.c.a,_; é uma solucdo particular para a equacio

ax + by = c.

Observe que:

e Se n é par, entao

a.((=1)" " bp_1.c) = b.((=1)" tap_1.c) = a.(=by_1.c) —b.(—ap_1.C)
= a.(=bp_1.¢) + b.(ap_1.0)

= C.

e xg = —b,_1.c, Yo = a,_1.c ¢ uma solucao particular para esta equacao.

e Se n é impar, entao

a.((=1)" " bp_1.c) = b.((=1)" tap_1.c) = a.(bp_1.c) —b.(ap_1.C)
= a.(by—1.c) +b.(—a,_1.0)

= C.

e xg=b,_1.ce yy= —a,_1.c &€ uma solugao particular para esta equacao.

Exemplo 3.1.4. Resolva a equagao diofantina 2076x + 1076y = 3076.
Sabendo que d = mdc(2076,1076) e que d|3076, considerando a = 2076 e b =

1076, utilizando o métodos das divisoes sucessivas do algoritmo de Fuclides temos:
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2076 = 1.1076 + 1000
1076 = 1.1000 + 76
1000 = 13.76 + 12

76 =6.12+4
12=34

ou seja, d = mde(1076,2076) = 4 e d|3076, pois, 3076 = 4.769. Logo, a equagao pode ser

reescrita como

269z + 519y = 769.

_ , _ 2076 . . .
Considerando o numero racional 1076’ sua representacao em fracao continua fi-

nita simples é dada por [1;1,13,6,3]. Essa representac¢ao possui os sequintes convergentes.

COZQOZIZ%ﬁCLQ:l,bOZI

0
1 1 1.1+1 2
C1Zf]0—i-—=qoq1+ = il I—ZEZ>G1:2J)1:1
Bt 18241 o7
@201 T+ Qo . a2
C2 = Qo+ I whitby 131+1 14 by a2 » 02
Q1+q—
2
1 qsas —|— ay 627 —+ 2 164 as
€3 =do+ I gsba+ b, 614+1 85 by o
Q1+ T
qo + —
= tay 3164+27 519 a
q4G3 T G2 . 4
€4 = o I Gbs + by 385414 269 b ™ !
C]1+—1
q2+ 1
g3+ —
44

Sabemos que

arby_1 — bpax_y = (—1)"*

nesse caso consideremos k = 4 assim,

asbs_1 — byay_1 = (—1)*1 = aybs — byas = (—1)* — agbs — byaz = —1

realizando as substituicoes, temos
519.(85) — 269.(164) = —1

multiplicando a equagdo por (—1) temos
519.(—85) + 269.(164) =1,
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desta forma temos

o = —85
Yo = 164

¢ uma solucao particular para a equacao. Ao multiplicar a equacdo considerada por 769

temos
519.(769.(—85)) + 269.(769.164) = 769
assim,

2o = 769.(—85) = —65365
Yo = 769.164 = 126116

Logo, as solucoes para a equagao serao da forma

x = —65365 + 269.t
y = 126116 — 519.¢

para t € 7.

Exemplo 3.1.5. Resolva a equacao 90x — 28y = 22.
Sabendo que d = mdc(90,—28) e que d|22, considerando a = 90 e b = —28,

utilizando o métodos das divisoes sucessivas do algoritmo de Fuclides temos

90 = (—4).(—28) — 22
—28=1.(-22) -6
—22 =3.(—6) — 4

—6=1.(—4) -2
—4=2.(-2)

ou seja, d = mde(90, —28) = 2 e d|22, pois, 22 = 2.11. Logo a equagao pode ser reescrita
como

4bx — 14y = 11.

: . 90 . . .
Considere o niumero racional o5’ sua representagdo em fraca continua finita

simples € dada por
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90
—=-41,3,1,2
98 [ 7777]7

essa fracao possui os sequintes convergentes.

CQZQQ:—4:@:>CZOZ—4,Z?0:1

bo
1 1 —4.14+1 -3
61:QO+—:qOQI+ = i =—:ﬂ$a1:—3,b1:1
R I
q2a1—|—a0 3.(=3)+ (-4 —13 (05}
@=d0+ T = by + bo 31+1 i b, ® 72
C]1+q—
2
1 qsaz + ap 1(—13) + (—3) —16 as
3 =qot I 4aby + by 14+1 5 bs as 3
QI—‘f_ 1
q2 + —
{]3 2.(—16 13 45
¢ = @+ - :CI4CL3+CL2: (=16) + (— ):— :%:>a4:
Q4bg + bsy 2544 14 b4
Q1+—1
QQ—‘f— 1
g3+ —
44
45,y = 14

Sabendo que
asbs — bya3d = —1
ou seja,
(—45).5 — 14.(—16) = —1,
multiplicando a equagao por (—1) temos
45.(5) — 14.(16) = 1,

desta forma temos

€ uma solucao para a equacao considerada. Ao multiplicar a equacdo considerada por 11

temos
45.(11.5) — 14.(11.16) =11,

assim,
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2o =11.5 = 55
Yo = 11.16 = 176.

Logo, as solucoes para a equacgao serao da forma

x = 55— 14.t
y = 176 — 45¢

para t € 7.

Uma expressao do tipo
a = b(modm)

¢ chamada de congruéncia linear, e é lida como a congruente a b médulo m. Em uma
congruéncia linear, temos que a e b deixam o mesmo resto, quando dividos por m, também

chamado de modulo. Também podemos ter congruéncias envolvendo incognitas, como
ax = b(modm).
Sabemos que uma congruéncia linear pode ser representada como
axr = b(modm) = ax —my = b.

Uma solucao para esta congruéncia é um nimero que, quando substituido por x fara
com que a congruéncia seja uma sentenca verdadeira, para algum y € Z. Para encontrar
solugbes para ax = b(modm) por fragdes continuas, pode-se considerar que se xy é uma

solugao particular para a congruéncia entao existe yg € Z tal que
axg — myo = b.

Como tem-se que encontrar solugoes para a equagao
ar +m(—y) =b

sabe-se que elas sao dadas por

x=ux9+ (=)t

S| 3

y=1o—(5)t,

S8
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onde d = mdc(a, m).
O Teorema 3.1.2 e o Corolério 3.1.3 auxilia na resolucao deste tipo de equagao,
no caso uma equacao linear diofantina.
. ~ , . . , . a
Vamos considerar a fragao continua finita simples para o nimero racional —. O
m
ultimo convergente de sua representacao em fragao continua finita simples serd evidente-
;. . a - .
mente, o proprio racional —. Se essa representacao apresenta n convergentes, conside-

m
rando a equagao

(b1 (=1)"7) = ba(an-1(=1)"") = 1
substitutuindo a,, = a e b,, = m temos

a(by_1 (=) ) +m(=a,_(=1)" 1) =1.
Com isso observamos que suas solugoes serao

g = bn_l.(—l)n_l

n—1

Yo = _an—l'(_l)

Para encontrar as solucdes da equacio az+m(—y) = b, multiplicamos a a(b,_;(—1)""*)+

m(—a,_1(—1)""1) =1 por b, assim temos
a(b,_1(—=1)""1b) + m(—a,_1(=1)""1.b) = b,
logo, as solugoes particulares para esta equacao serao

Tog = bn_1.<—1)n_1.b

n—1
Yo = —an_l.(—l) .b.
Com isso determinamos que as solugoes gerais para essa equagao serao da forma

xr = bn,1.<—1)n71.b + (
Y= —Qp_1.(—1)""1b—

)t
12

a3

Porém em uma congruéncia linear, nosso objetivo se reduz a encontrar apenas os valores

para x, logo nossa solucao se reduz a
m

7= b1 (1)L + (D)t

ou seja, uma congruéncia linear pode ser escrita como
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a.(by_1.(—1)"" L+ (%)t) = b(modm)

Exemplo 3.1.6. Encontre uma solugao para 11z = 13(modT7).
Tomando a = 11, b = 13 e m = 7, considere o niumero racional - entao sua

representacao em fracao continua serd

11 1
1+ —
14+ -
3
logo, podemos determinar os numeradores e denominadores de seus convergentes pela
tabela
ko 1 2 3
|1 1 1 3
ag |1 2 3 11
by |1 1 2 7

Observamos que o peniltimo denominador € 2, como k = 3 logo, as solucdes para

a congruéncia serao dadas por

T =by_1.(—1)>1b+ (%)t —x =213+ (;)t —x=26+Tt

3.2 Equacoes de Pell e Fracoes continuas

John Pell (1611-1685) foi um matematico Inglés, que ensinou matemadtica na
Holanda, nas universidades de Amesterdao e Breda em 1640. A equacao de Pell tem uma
historia longa fascinante. Sua primeira aparicao gravada estd no problema de gado de
Arquimedes. O primeiro progresso significativo na solucao de equagao de Pell foi feito na
India tao cedo quanto AD 628, por Brahmagupta. Brahmagupta descreveu como usar a
solucao conhecida de uma equacao Pell para criar novas solucoes e Bhaskaracharya em
1150 AD obteu um método de resolver a equagao de Pell. Em 1657 Fermat desafiou
seus colegas matematicos para resolverem uma equacao de Pell, varios deles conseguiram
encontraram uma solucao, e William Brouncker em 1657 descreveu um método geral para
resolver a equacao de Pell proposta por Fermat. John Wallis descreveu o método de

Brounckers em um livro sobre algebra e teoria dos nimeros, e Wallis e Fermat afirmaram
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que, uma equacao de Pell tem sempre uma solucao. Euler equivocadamente pensou que
o método descrito por Wallis em seu livro deveu-se a John Pell, e assim Euler atribuiu a
equacao o nome equagao de Pell. Mas, John Pell nada tem a ver com a chamada equacao

de Pell.

Definicao 3.2.1. Uma equagao de Pell é uma expressao da forma
2 — Dy* =1 (3.1)

onde D é um inteiro positivo.

Serd mostrada que os valores inteiros de x e y que satisfazem qualquer equacao
deste tipo podem ser encontrados. Sera analisada a representacao em fragao continua
infinita simples de v D, para ver se podemos descobrir uma relacao entre ela e a equacao

de Pell.

Teorema 3.2.2. Qualquer numero irracional quadrdtico o tem a sua representacao em

fragcao continua infinita simples, periodica de algum ponto em diante.

Demonstragao: Considere que a representacao de « seja

1
o =qo+ I = [q0;q1,92; - - -, Gk, Cht1]

QI+ 1

q2+‘ 1
.‘_‘_

Qi +

1

Qg1
)

e do Teorema 2.2.1 tem-se

Q1A + A
g1y, + b1

onde, o e a1 sao irracionais quadraticos com oy, > 1. Considerando o conjugado de

ambos os lados desta equagao, obtemos

!
P GO + ap_1
= -0 —

logo,

I
/ by —ag_y

Q4 = —
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Fatorando o numerador e o denominador tem-se,

r Q-1

/ - bk—l bk:—l
Y1 T T ( . Qg )

k o — —

bi

- _bk Oél—Ck )

E quando k tende ao infinito, entao cx_1 e ¢, tendem ao seu limite determinado
por «, logo

I /
o — Cr—1 a — o
_> :]_

o — ¢ o —«
Sabe-se que os convergentes ¢, sao alternadamente menor e maior que «, e, por-
tanto, a medida que k£ aumenta, os valores da fragao nao sé irao chegar mais perto de 1,
mas eles serao alternadamente inferior e superior que 1. Nota-se também que os niimeros

I " by i
by, e bi_1 sao inteiros positivos e 0 < by_1 < bg_1, de modo que % < 1. Assim, uma vez

k
que ter encontrado um valor de k que faca com que a fracgao seja ligeiramente menor que
/ 7’ . ~ 7 . .
1, o valor de o, ; estard necessariamente entre —1 e 0. Logo, a fracao continua infinita

simples sera periddica a partir dai.

Observe a seguinte representacao

1
\/EZCJO—F

1
¢+ I
42 + ) 1
. T
Gn—1 + 1
QQO + —1
@+ —
@+
A partir desta representacao temos
\/E =qo+ ! I
Q1+ 1
G2 + ) 1
. T
Gn—1 +
do + qo + T
q1 +
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logo,

\/BZQO—F 1
a1+ 1
q2+" 1
.+ 1

Qn—1 + ————
qo+\/5

Na ultima expressao para VD, o dltimo termo ¢ dado por q, = qo + VD. Mas,

uma vez que o ultimo convergente é igual ao valor que fracao continua infinita ismples
representa, pode-se aplicar a féormula sobre o n-ésimo convergente, ficando da seguinte

forma

- an _ VD — Qnlp_1 + Qp_2
bn ann—l + bn—2

mas, ¢, = qo + \/5, entao
VD (g0 + @)%—1 + ap_2

(QU + \/E)bnfl + bp_o
VD((g0+ VD)bn-1 +by2) = (qo+VD)an 1+ an 2

\/B(QO + \/5>bn—1 + \/Ebn—2 = (qoan-1 + \/Ban—l + an—2
\/E(QObnq + \/Ebnfl) + \/an72 = (Goln-1 + \/Eanfl + Ap—2
\/BQObn—l + D-bn—l + \/Ebn—Q = (qoln-1 + \/Ban—l + apo

Db,y + \/B((Iobn—l +by2) = Qoan-1+ano+ \/Ban_l

Como os membros direito e esquerdo sao iguais, logo, por consequéncia as partes
irracionais sao iguais, e as partes racionais também sao iguais. Como resultado desta

observacao tem-se as seguintes equagoes

D‘bn—l = qoQn—1 + Gp—2
Gobn—1 + bp—2 = ap_y

e pode-se reescreve-las como

ap—2 = D.by_1 — qoan—1

bn—2 = an—1 — qobn—1
Pelo Teorema 2.2.5 segue
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an—lbn—Q - bn—lan—Q = (_1)71—2.

Agora, ao substituir os valores de a,_s e b,_o, obtém-se a seguinte equacao

CLn71<alnfl - qobnfl) - bnfl(D-bnfl - QOanq) = (_1>n72'

Simplificando tem-se

Qp—1.0p—1 — an—1~q0-bn—1 - bn—1~D-bn—1 + bn—l-qo-an—l = " 2

[\

Ap—1.0p—1 — bp_1.D.by—1 — @p_1.90.bp—1 + bp1.qo.0p_1 = 1

[\

(=)™~
(=)™~
ap_1.0p1 —bp_1.D.bpy = (=1)""
(~1)?

2 2 _
Ap_1 — D'bn—l -

Observe que a,_1 e b,_1 sao solugoes para equacoes do tipo
v — Dy? = (—-1)"

Assim, para encontrar inteiros que satisfacam essa equagao, deve-se encontrar a repre-
sentacao em fragao continua infinita simples de v D construindo uma tabela de seus
convergentes.

a

Teorema 3.2.3. Denotando o k-ésimo convergente de VD como ¢, = b—k en o compri-
k

mento do periodo de VD. Se n for par, toda solugio positiva de > — Dy* = 1 ¢ dada

POT T, = DPkn—1 € Yt = Qrn—1, para k > 1. Se n for impar, toda solu¢ao positiva de

1® — Dy* =1 € dada por xx = Pokn—1 € Yk = Qokn—1, para k > 1.

Demonstracgao: Se n é o comprimento do periodo da representacao em fracao continua
e VD. entio & — _ . ~ — 2 _
infinita simples de vV D, entao x = a,,_1 e y = b,_1, sao solucoes para a equagao r°— D.y* =
(="
Se n é par entao
T = Qnp-1
y= bn—l
~ ~ .. . ~ 2 2
sao as solu¢oes minimais para a equacgao x“ — D.y° = 1.

Se n é impar entao



sao as solucdes minimais para a equacido x> — D.y? = —1.

Uma solucao para 2°> — D.y?> = 1 e com n impar, pode-se usar como solucao

T = aon—1

Yy = b2n—17
logo tem-se

2 2 _
azzn_l - D'bQ’n—l _— 1

Exemplo 3.2.4. Determine os menores inteiros que satisfazem a equacao
x? —41y* = 1.

Como,

6+ v4l

constderando a tabela a sequir.

ko 1 2 3 4 5
U 2 2 12 2 2
ay, 13 32 397 826 2049
be |1 2 5 62 129 320

S O

Logo, como n = 3 entdo, sabe-se que a solu¢do para o equacdo x> — 4ly? =1 €

dado pelo par (agn_1,ba,—1), sendo assim, tem-se
n=3— (a2,3_1, b2.3_1) = (a5, b5) = (2049, 320),

fazendo a substituicao na equagdao tem-se

20492 — 41.320% = 4198401 — 41.102400
= 4198401 — 4198400

=1
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Realizando a substituicao com os convergentes anteriores a cs, observase que nenhum gera
a solucao esperada,

(6, 1)—62 41.12 =36 — 41 = -5

(13,2) = 13 — 41.22 =169 — 164 = 5

(32,5) = 322 — 41.5* = 1024 — 1025 = —1

(397,62) = 397 — 41.62% = 157609 — 157604 = 5

(826,129) = 826% — 41.129% = 682276 — 682281 = —5

logo, consta-se que (2049, 320) ¢ a solugdo minimal para a equagao 2?2 -4l =1
O

Agora, mesmo que (dg,_1, ba,_1) seja uma solucdo para a equacio z° — Dy? = 1,
sera apresentado um método para obtencao de mais solugoes para qualquer equagao deste
tipo.

Se n é par, entdo (a,_1,b,_1) é uma solucio para a equacio z? — Dy* = 1. Outro
par que satisfaz a equacao é (ag,_1,ba,—1). Em geral as solugoes para uma equagao deste

modelo sao dadas por

(ain—ly bin—1)7

para qualquer ¢ inteiro positivo.
Se n ¢é fmpar, entao a solu¢do minimal serd dada por (ag,—1,b2,—1). Logo, para

obter a segunda solugao usamos (a4, 1, bsn—1). Em geral, se n for impar, as solugdes para

a equacdo xz° — Dy? = 1 serdo dadas por

(apn—1,bpn—1),

onde p é um nuimero inteiro positivo e par.

Exemplo 3.2.5. Determine pelo menos duas solugoes inteiras para a equacao
- Ty =1.

Como




constderando a tabela a sequir.

kl]o1 23 4 5 6 7 8
|2 1 1 1 4 1 1 1 4
ay, 3 5 8 37 45 82 127 590
be |1 1 2 3 14 17 31 48 223

Logo, como n = 4 entdo, sabe-se que a solucdo minimal para a equacio x*—Ty? =

1 ¢ dado pelo par (an_1,b,—1), sendo assim, tem-se
n=4— (a4-1,bs-1) = (a3, b3) = (8,3),

fazendo a substituicao na equacgao temos

82 _732 = 64—179

Tem-se que as demais solugoes serao dadas por (ai,—1,bin—1), quando i = 1 obtem-

se a solugao minimal (a,_1,b,_1), para encontrar a seqgunda solugdo condira-se 1 = 2, logo
=2 (a2.n71: b2.n71) = (a2,4,1, 52.471) = (617, b7) = (1277 48);

fazendo a substituicao na equacdo tem-se

1272 — 7.48% = 16129 — 7.2304
= 16129 — 16128

= 1.

0

O processo para a obtencao de todos os convergentes de \/5, quando n é grande,
envolve muitos calculos aritméticos. Desta forma, é conveniente usar formulas que permi-
tam encontrar os pares, que satisfazem essa equacao, em funcao de uma solugao minimal,
sem ter que avaliar todos os convergentes da fracao continua entre as solugcoes. Uma
vez que a menor solucao positiva foi obtida, pode-se encontrar todas as outras solugoes

positivas.
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Teorema 3.2.6. Se D > 1 ¢ um numero natural livre de quadrado, entdo a equacgado
x* — Dy? = 1 admite infinitas solugdes inteiras positivas (z,y), onde, eviste uma solugao
minima

(z1,1) >0

tal que todas as demais solugoes inteiras positivas dessa equacao sao dadas pelos naturais

positivos (x,,,y,) que satisfaz a igualdade
Ty + yn\/ﬁ = (xl + yl\/ﬁ)n;
para n € N.
Demonstracgao: Para n = 2, tem-se
2 +492VD = (21 +yVD)

= x4+ 2$1yl\/5+ yiD

= 224+ 4’D +22,1VD

logo,
Ty = 15 +yiD
Yo = 22191,
Supondo que x5 e 5 seja uma solucdo para a equacao z* — Dy* = 1, entdo,
x5 — Dy; =1,
assim,

vy = Dy; = (21 +yiD)’ = D(201y1)*
= o]+ 223D + y[D* — 42%yiD
= 2} +yiD* +2.2%°D — 422y?D
= 2l — 223D + y D?

= -4y
Como 2?2 — y2D = 1, segue que
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portanto, temos

logo, 13 = 27 + yiD e yo = 221y, também serdo solucdes para a equacido z° — y>D = 1.
Para verificar que a relagao é valida para qualquer n, considera-se

Tn +ynV'D = (1 + VD) = \(Il +VD).(x1 + VD). .... (x1 + ylx/ﬁ)j,

TV
nfatores

da mesma forma, considerando que o conjugado de x,, + yn\/ﬁ é

Tn — yn\/ﬁ = (1‘1 - yl\/ﬁ)n = \(xl - yl\/ﬁ)-(xl - y1\/5) ..... (l‘l - yl\/ﬁ)l,

TV
nfatores

Se x,, e ¥, for uma solucdo da equacio z* — Dy? = 1, logo a equacdao
22— Dy2 =1

deve ser verdadeira. Fatorando o membro esquerdo dessa equacao tem-se

h = Dyn = (2n+y.VD)(w0 = yuV'D)
= (o1 + ?Jl\/_) (21 — 1V D)"
(21 + 11V D) (a1 — yl\/ﬁ)]n
(22 — 230 VD + 2151 VD — y%D)}
(

= [} - yiD)]"

= 1 ]
Como a equacao foi verificada, entao isso conclui a prova.
Exemplo 3.2.7. Determine pelo menos duas solugoes inteiras para a equagao

r? — 19y = 1.

Dado que
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V19 = 4 —[4,2,1,3,1,2,8],

2+
1+

3+

1+

24+ ——
4+ /41

considerando a tabela a sequir.

kj]o1 2 3 4 5 6
|4 2 1 3 1 2 8
ap |4 9 13 48 61 170 1421
be |1 2 3 11 14 39 326

Logo, como n = 6 entdo, sabe-se que a solu¢cGo minima para a equacio x> —19y? =

1 € dado pelo par (a,_1,b,—1), sendo assim,
n =6 — (ag_1,b6—1) = (as,bs) = (170, 39),

fazendo a substituicao na equacdo tem-se

170? — 19.392 28900 — 19.1521

= 28900 — 283899

= 1

Considerando, x1 = 170 e y; = 39, tem-se que uma outra solucdo para a equagao

pode ser dada por

vy = i +yiD
= 170* + 3919
— 28900 + 1521.19
= 28900 + 28899

= 57799
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Yo = 211
= 2.170.39

= 13260

fazendo a substitui¢cao na equacdao tem-se

577997 — 19.13260° = 3340724401 — 19.175827600
= 3340724401 — 3340724400

= 1L
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Consideracoes finais

Ao realizar o estudo das fragoes continuas, foi verificado que é possivel
usar fragoes continuas para representar niimero racionais, como também na representagao
de numero irracionais. Foi observado que quando trata-se de nimeros racionais, sua
representacao em fracao continua é de forma finita; ja a representacao para nimeros
irracionais, é feita de forma infinita. No caso dos numeros irracionais, nesse trabalho,
abordou-se apenas os numeros irracionais quadraticos, onde sua representacao em forma
de fracao continua, é de forma infinita e periddica. Esse tipo de representacao auxiliou
muito para a obtenc¢ao da solugao das equacoes de Pell.

Verificou-se que as relagoes descritas para os convergentes de uma fragao continua
sao validas tanto para representacoes de forma finita, quanto infinita; dessa forma, inde-
pendemente de considerar-se numeros racionais ou irracionais, as propriedades sempre
serao validas.

Este trabalho teve como objetivo, utilizar as fracoes continuas na resolucao de
dois tipos de equagoes, as equacgoes diofantinas lineares ax — by = ¢ e as equagoes de Pell
da forma 22 — Dy? = £1.

Através das aplicacoes das propriedades de fracoes continuas e de seus conver-
gentes, foi mostrado um método alternativo para a resolucao destes tipos de equagoes,
que usualmente envolvem calculos mais avancados.

Mesmo conseguindo atingir nosso objetivo, ainda existem as equagoes do tipo
z? — Dy?> = m, onde este trabalho possa ser um ponto de partida para o estudo dessas
equagcoes.

Ressalta-se que o estudo da equacdo 2> — Dy? = 1 é uma abordagem preliminar,
observa-se que ainda existem as equacoes do tipo 2> — Dy? = m. Destaca-se ainda
que pode ser realizado estudo mais aprofundado de equagoes do segundo grau em duas

incégnitas, ou seja, equacdes da forma Az? + Bay + Cy*> + Dz + Ey+ F =0, onde A, B,
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C, D, E e F sao inteiros, e que x e y sao nimeros inteiros desconhecidos. Isto envolve
um estudo mais amplo e por isso, esse trabalho pode servir de introducao para futuros

trabalhos sobre essas equacoes e as fragoes continuas.
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