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Resumo

O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo dos recursos oferecidos pelo software
livre Geogebra, no que diz respeito a suas aplicagoes no estudo da Geometria Analitica,
visando um enriquecimento dos recursos pedagogicos deste conteudo e, consequentemente,
obter melhores resultados no que se refere ao processo ensino-aprendizagem. O segundo
capitulo do trabalho traz um embasamento tedrico dos conceitos de geometria analitica
abordados no Ensino Médio, apresentando definigoes, identificacao de elementos e de-
monstracao de férmulas e equacoes. As primeiras se¢oes do capitulo seguinte trazem
algumas informagoes sobre o Geogebra, suas origens e os IGs (Institutos Geogebra). Em
seguida, abordamos alguns comandos do Geogebra, enfatizando comandos que serao uti-
lizados na construcao das atividades na secao seguinte, incluindo a criacao de objetos e
a definicao de suas propriedades. Por fim, exploramos a construcao de atividades no Ge-
ogebra, abordando contetidos da Geometria Analitica, que servirao de apoio pedagdgico
aos professores do Ensino Médio, trazendo em cada atividade, o objetivo e as instrugoes

para a sua construcao.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Geometria Analitica. Geogebra. Educacao

Bésica.



Abstract

The objective of the present research was an examination of the resources offered by
“Geogebra” free software in terms of its usefulness for the enrichment of teaching resources
in the area of Analytic Geometry. A need is perceived for material that can be used
in the teaching-learning process. The second chapter provides theoretical bases of the
concepts of Analytic Geometry as taught in high school. These include: definitions,
the identification of elements and demonstrations of formulas and equations. The initial
sctions of the following chapter have a discussion of Geogebra, its origins, and the 1Gs
(Institutos Geogebra). Some of the commands of Geogebra are examined with emphasis
on those that are used in the construction of activities such as objects and the definitions
of their properties. Finally the construction of activities using Geogebra is explored in
terms of the content of Analytic Geometry. It is this content that serves as a support for
teaching at the high school level. The objectives and the instructions of each activity are

examined.

Keywords: Mathematics teaching, Analytic Geometry, Geogebra, Elementary education.
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1 INTRODUCAO, JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS

Este trabalho trata de um estudo dos recursos oferecidos pelo software Geogebra, no
que diz respeito a suas aplicacoes na geometria analitica, visando contribuir para a melho-
ria do processo ensino-aprendizagem em matematica na Educacao Basica, principalmente

no Ensino Médio.

O objetivo do trabalho é fornecer aos professores de Matematica do Ensino Médio,
alternativas pedagogicas para o ensino da Geometria Analitica, através de atividades ela-
boradas com base nos conceitos deste conteudo. Além disso, o passo-a-passo apresentado
para cada atividade leva o professor a compreender o processo de construcao das mesmas,
possibilitando a utilizagao desse processo na construcao de outras atividades, inclusive de

outros contetidos e em outros niveis de ensino.

As experiéncias vivenciadas ao longo de mais de duas décadas no ensino da Ma-
tematica, nos permite observar uma grande dificuldade dos estudantes secundaristas em
compreender conceitos matematicos e aplica-los adequadamente na resolugao de proble-
mas. Essa dificuldade pode ser atribuida a varios fatores. Dentre eles, podemos destacar
o desinteresse da maioria dos estudantes pela area de exatas, associado a complexidade e
formalidade proprios da disciplina. Outro fator que pode ser citado sao as escolhas das
praticas pedagdgicas a serem aplicadas dentro da sala de aula, que muitas vezes acaba

distanciando os conceitos matematicos da realidade dos alunos.

Um importante instrumento de avaliacao que pode nos fornecer um diagnostico da
situagao do processo de aprendizagem é o PISA (Programme for International Student

Assessment - Programa Internacional de Avaliagao de Estudantes).

O objetivo do Pisa é produzir indicadores que contribuam para a discussao da quali-
dade da educacao nos paises participantes, de modo a subsidiar politicas de melhoria do

ensino basico.

As avaliacbes do Pisa acontecem a cada trés anos e abrangem trés areas do conhe-
cimento: Leitura, Matematica e Ciéncias, havendo, a cada edicao do programa, maior

énfase em uma dessas areas. A énfase em matematica ocorreu em 2003 e em 2012.

O Pisa ¢ aplicado de forma amostral, para alunos matriculados a partir do 8° ano do
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Ensino Fundamental, na faixa dos 15 anos de idade, faixa etaria em que os estudantes

completaram a escolaridade obrigatéria na maioria dos paises.

Desde que comecou a participar do PISA em 2000, o Brasil apresentou aumento nos

niveis de proficiéncia em Matematica, passando de 356 pontos em 2003 para 391 pontos

em 2012, anos em que

o programa deu énfase em matemética (veja as figuras 1 e 2).

Area:

Evolugdo do Brasil no Pisa

B Mstematica

§ 412 410
Leiturs 266 403 200
B ciéncias P— — 291
385
ars 370
334
2001 2003 2005 2007 2009 2011
Variagéo entre Matemética Ciéncias Leitura
¢
2000 2012 17,1% 8,0% 3,5%

Media

Figura 1: Evolucao do Brasil no Pisa

CQuadro comparativo dos resultados do Brasil no PISA desde 2000.

T i 000 [ pisa 2003 | i 200 | isa 2009 | Pise 2072

Mumero de alunos

participantes
Leitura
Matematica

Ciéncias

4.893 4452 9.295 20127 18.589
396 403 393 412 410
334 356 370 386 3N
375 390 390 405 405

Figura 2: Quadro comparativo dos resultados do Brasil no Pisa desde 2000

Segundo o INEP

(Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio

Teixeira), o Brasil foi o pais que mais cresceu em matematica nesse periodo:

Em sua quinta participagao no Pisa (em 2012), que tinha o foco em
matematica e cujos resultados devem ser comparados com os da edigao
de 2003, o Brasil melhorou o desempenho considerando a média das trés
areas, e quando comparado com 2003, foi o pais que mais cresceu em
Matematica. (PORTAL INEP, 2015).

Apesar desse crescimento, o Brasil aparece apenas em 58° lugar no ranking do Pisa,

em 2012, quando 65 paises participaram do programa (veja a figura 3).
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Ranking do Pisa - 2012

pais Matematica Leitura Ciéncias
China (Xangai)
Singapura
China (Hong Kong)
China (Taipé)
Coreia do Sul
China (Macau)
Japao
Liechtenstein
Suica

Holanda
Estnia
Finldndia
Canada
Poldnia
Bélgica
Alemanha
Vietnd

Austria
Australia
Irlanda

Costa Rica

Albania

Brasil 391 (587 410 (557 405 (597
Tunisia

Argentina

Figura 3: Ranking do Pisa - 2012

Podemos observar no ranking que os vinte paises com melhor classificagao possuem
nota acima de 500 pontos. Além disso, a diferenga entre a nota da China (Xangai), que
¢ a primeira colocada, e a nota do Brasil é de 222 pontos, ou seja, o Brasil precisaria
aumentar sua nota cerca de 57% para chegar a pontuacao que hoje é o topo do ranking.
Ou ainda, precisaria aumentar sua nota cerca de 28% para ficar entre os vinte paises de

maior pontuagao no ranking.

Se compararmos a nota média de cada pais com seu PIB per capita, podemos observar
que maior PIB per capita nao é garantia de maior nota no Pisa. Na figura 4, podemos
observar que a Noruega possui o maior PIB per capita entre os paises participantes do
Pisa. No entanto, Possui média abaixo de 500 pontos, enquanto, muitos paises com PIB
per capita menor, possui média acima de 500 pontos. Podemos observar ainda, que o
Brasil, com média menor que 400 pontos, possui PIB per capita maior que varios paises
com maior média, inclusive a China (Xangai) que é o unico pais que apresenta média

maior que 600 pontos.

Estes sao fortes indicadores de que o Brasil precisa aumentar os investimentos no

sistema educacional, proporcionando assim, a melhoria dos recursos didaticos, recursos
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tecnologicos, instalacoes fisicas, capacitacao docente e inovacoes pedagdgicas, entre outros.

Nota média X PIB per capita - Matematica

Na grafico abaixo, cada ponto representa um |_Ja|'s. Quanto mais alto,
melhor sua nota média no Pisa. Quanto mais & direita, maior o seu PIB
per capita no mesmao ano.

cen

média

-]
Brasil

Usso USS 20.000 USS 60.000 US5S 80.000 USS 100.000

Figura 4: Nota média X PIB per capita

Assim se justifica este trabalho, uma vez que o mesmo ira fornecer a iniimeros profes-
sores, uma maneira diferente, mais atrativa e mais dinamica de ensinar conceitos basicos
de geometria analitica no Ensino Médio, contribuindo, assim, para uma melhoria nos
recursos pedagodgicos e, consequentemente, uma melhor consolidacao dos conhecimentos

adquiridos no processo ensino-aprendizagem.
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2 CONCEITOS BASICOS DE GEOMETRIA ANALITICA

As secOes seguintes deste capitulo apresentam os conceitos e definigdes relacionados

ao estudo da geometria analitica, tomando como base as referéncias [1], [2], [8] e [9].

2.1 OPONTOE A RETA
2.1.1 Plano cartesiano

Consideremos dois eixos orientados, x e y, perpendiculares entre si. O plano determi-
nado por esses dois eixos é o plano cartesiano.

O eixo x é denominado eixo das abscissas e o eixo y, eixo das ordenadas.

A palavra abscissa vem do latim (ABSCINDERE) e significa “cortada fora”, “reti-

rada”.

Ja a palavra ordenada vem de COM, que significa “junto”, e ORDIRI, que significa

“comecar”.
O ponto de interseccao desses dois eixos é denominado origem.

Cada uma das partes em que o plano fica dividido pelos eixos x e y recebe o nome de

quadrante. Os quatro quadrantes sao numerados no sentido anti-horario, como mostra

a figura 5.
y
2° quadrante 1° quadrante
X

3° quadrante 4° quadrante

Figura 5: Quadrantes do sistema cartesiano.

Para representar um ponto P em um plano cartesiano, utilizamos as coordenadas
cartesianas, que consistem em um par ordenado (a, b), sendo que a é a abscissa e b, a

ordenada do ponto. Assim, dado um ponto P qualquer do plano cartesiano, tracamos por
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P as retas x’ e y’ paralelas aos eixos x e y, respectivamente. Sejam P; e P5 os pontos de

intersecgao dessas retas com os eixos X e y, respectivamente (Figura 6).
Dessa forma, dizemos que:

a) a abscissa zp do ponto P é a medida algébrica do segmento O Py, admitindo que,
se P, estiver a direita da origem, a abscissa tera sinal positivo, e se P; estiver a esquerda

da origem, a abscissa terd sinal negativo.

b) a ordenada yp do ponto P é a medida algébrica do segmento OP,, admitindo que,
se P, estiver acima da origem, a ordenada tera sinal positivo, e se P, estiver abaixo da

origem, a ordenada tera sinal negativo.

c) as coordenadas de P s@o os nimeros reais xp e yp, indicadas, na forma de par

ordenado, por P(zp, yp).

@)

Figura 6: Representagao de um ponto P no sistema cartesiano.

d) a cada ponto P do plano cartesiano corresponde um par ordenado (zp, yp) de
nimeros reais e, inversamente, para cada par ordenado (zp, yp) de niimeros reais corres-

ponde um ponto P do plano.

e) um ponto pertence ao eixo das abscissas quando sua ordenada é nula. Desse modo,

para todo a € R, o ponto (a, 0) pertence ao eixo x.

f) um ponto pertence ao eixo das ordenadas quando sua abscissa é nula. Assim, para

todo b € R, o ponto (0, b) pertence ao eixo y.

g) um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes impares (b13) quando suas coorde-
nadas sao iguais. Assim, para todo a € R, o ponto (a,a) pertence a bissetriz (by3) como

mostra a figura 7(a).

h) um ponto pertence a bissetriz dos quadrantes pares (by4) quando suas coordenadas
sdo opostas. Assim, para todo a € R, o ponto (a,—a) pertence a bissetriz (byy) como

mostra a figura 7(b).
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-1 -1

-2 -2

-3 -3

(a) Bissetriz by3 (b) Bissetriz bag

Figura 7: Bissetrizes
2.1.2 Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos distintos A e B do plano cartesiano, chama-se distancia (d4p) entre

eles a medida do segmento de reta que tem os dois pontos por extremidades.

2.1.2.1  1° caso: O segmento AB € paralelo ao eixo .

Neste caso, a distancia entre A e B é dada pelo mdédulo da diferenca entre as abscissas

de Ae B,isto é, dap = |z — x4 | (figura 8(a)).

2.1.2.2  2° caso: O segmento AB € paralelo ao eixo y.

Neste caso, a distancia entre A e B é dada pelo médulo da diferenca entre as ordenadas

de Ae B,isto é, dap =|yp —ya| (figura 8(b)).

y
y Vg1--1B
Ya=Yg ——é—yB Inf--4A
I : X, . x,
0 Xp Xg Of Xpa=xg
(a) AB // eixo x (b) AB // eixo y

Figura 8: Distancia entre dois pontos

2.1.2.3 3 caso: O segmento AB nao € paralelo a nenhum dos eizos coordenados.

Neste caso, aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo ABC da figura 9, vem:
(dap)* = (dac)* + (dpc)?

(dap)’ = (|2 —2a| ) +(lyp —yal)?
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Figura 9: Distancia entre dois pontos

Como para todo a € R, | a | ? = a?, podemos escrever:

(dag)? = (xp —za)* + (yp — ya)?

dap = /(x5 —x4)* + (ys — Ya)?

Podemos observar ainda que, como (rp—74)* = (za—r5)* e (yp—ya)? = (ya—yn)?,

podemos escrever, também:

dap = /(Az)? + (Ay)? com Az representando a diferenca entre as abscissas, e Ay,

a diferenca entre as ordenadas dos pontos.

2.1.3 Ponto médio de um segmento

Seja M o ponto médio do segmento com extremidades A(x4,y4) e B(xp,yp). Pela
semelhanca de triangulos, geralmente estudada no tltimo ano do ensino fundamental,
temos que os triangulos AM N e ABP da figura 10, sao semelhantes, pois possuem os trés

angulos respectivamente congruentes.

Figura 10: Ponto Médio de um segmento

Assim: 4 = 48 Mas AB = 2 . (AM), pois M é o ponto médio de AB. Logo
AM AN AN _ 1 _
2,(AM)—EZ>E—§:>AP—2.(AN).
Assim, temos:

| op—xal =2 . |on — 24|
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Como xp > T4, TN > Tyx, Tp = Tp € Ty = Ty, podemos escrever:

xp—xa =2y —x4) = axp—xa =2y —Ta) = Tp—Ta =21y 2Ty —

S TrA+ TR
M=
. Ya +YB
De modo analogo, prova-se que y = —

Portanto, sendo M o ponto médio do segmento AB, temos:

M- <$A+$B yA+yB)

2 72

2.1.4 Condicao de alinhamento de trés pontos

Quando trés ou mais pontos estao alinhados, ou seja, quando é possivel construir uma

reta passando por eles, dizemos que esses pontos sao colineares.

A partir das coordenadas de trés pontos, através do calculo de um determinante é
possivel verificar se eles sao colineares ou nao. Para isso, considere os pontos distintos

A= (za,ya),B = (xp,yp) € C = (z¢,yc), representados na figura 11.

Figura 11: Condigao de alinhamento de trés pontos

Se os pontos A, B e C sao colineares, com abscissas distintas e ordenadas distintas,
temos que os triangulos ABD e BC'E sao semelhantes. De fato, temos que os lados AD
e BE sao paralelos ao eixo x, os lados BD e C'E sao paralelos ao eixo y e os lados AB e
BC' pertencem a mesma reta. Logo, os angulos ADB e BEC sio retangulos e os angulos
DAB e EBC sio congruentes. Assim, pelo caso de semelhancga de triantulos Angulo
Angulo, estudado no Ensino Fundamental, os triangulos ABD e BC'E sao semelhantes.

BE CFE . Tc —IZp Yc —YB

Dali, decorre a proporcao — = ——, )
PrOPOTSR® UD ~ BD Tp—TA Y —Ya
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Assim, segue que:

Tc—TB Yo — YB
T —TA YB —Ya

= (B — 24)(yc — yB) = (xc — zB)(YB — Ya) =

TRYc — TBYB — TAYc + TAYB = TeYB — ToYa — TBYB + TRYA —>

TAYB + TBYc + Toya — TaYc — TBYA — Tcyp = 0

Note que a expressao obtida pode ser escrita na forma de determinante:

ra ya 1
B YB 1 =0.

o yo 1

miy Mz M3
De fato, temos que o determinante da matriz M = | mg; M9 mag | € 0 nlimero

mg3y Mgz TMM33
real D tal que:

’D = M11M22M33 + M21M32M13 + M31M12M23 — M317M22M13 — M32M231M11 — M33M211M12 ‘

No caso em que os pontos A, B e C' pertencem a uma reta paralela ao eixo x (ou ao

eixo y), o determinante também se anula. De fato, temos:

ra ya 1

s ys=yYp=Yce|xp ya 1 |=2aYa+ TpYa+ TcYas — Tayas — TpYya — Tcya = 0,
re Ya 1
ra Ya 1

e ry=xp=xce|xy yg 1 |=Taya+Tayp+TaYc — Taya —Tays — Tayc = 0.
ra Yo 1l

Portanto, se trés pontos, A(xa,ya), B(zg,ys) e C(zc,yc), sao colineares, entao:

ra ya 1
B YB 1 =0.

o yo 1

Reciprocamente, sejam trés pontos distintos A(x4,y4), B(zp,ys) e C(xc, yo), tal que:
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Tqa ya 1

B YB 1 =0.

o yo 1

Assim, temos que:
TAYp + TpYc + Teya — TaYc — TpYya — Tcyp =0

Somando o termo —xgyp a ambos os membros da equagao, temos:

TBYc — TBYB — TAYc + TAYB = TcYp — TcYA — TBYB + TBYA

Fatorando os termos em ambos os membros da equagao, temos:

(xp —14)(Yo — yB) = (xc — 2B)(YB — Ya)
Podemos ter as seguintes possibilidades:

1. Se x¢ — xp = 0, ou seja, xc = rp, podemos ter:

e 1g—x14=0= x4 = x5 = vc. Neste caso, A, B e C sao colineares, pois

pertencem a uma mesma reta paralela ao eixo y.

e yo —yp = 0 = yo = yp. Neste caso, temos B = (. Mas isso nao pode

ocorrer, pois, por hipdtese, os trés pontos sao distintos.
2. Se yg —ya = 0, ou seja, yg = y4, podemos ter:

e yo —yg = 0 = yc = yp = ya. Neste caso, A, B e C sao colineares, pois
pertencem a uma mesma reta paralela ao eixo x.

e 15— 14 =0 = xp = x4. Neste caso, temos A = B. Mas isso nao pode

ocorrer, pois, por hipdtese, os trés pontos sao distintos.

3. Sexc—xp #0eyp—ya # 0, temos:

wC_fEB_yC_yB:>BE_CE
Tp—Ta  Yp—Ya AD  BD

(zp—7a)(Yo —yB) = (xc —7B)(Yp —Ya) =

Dai, temos que os triangulos ABD e BC'E sao retangulos e semelhantes.
Consequentemente, temos BAD = CBE. Logo, os pontos A, B e C sao colineares.

Portanto, trés pontos A(xa,ya4), B(zp,ys) e C(xc,yc) sdo colineares se, e somente

se:
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g ya 1

B YB 1 =0.

re yo 1
2.1.5 Equacao geral da reta

Teorema 2.1.1. Toda reta r do plano cartesiano estd associada a pelo menos uma equagao

do tipo

ar +by+c=0

em que a, b e ¢ sao numeros reais, com a e b nao nulos simultaneamente, e x e y sao as

coordenadas de um ponto P(x,y) genérico de r.

Reciprocamente, toda equagao do tipo ax + by + ¢ = 0 estd associada a uma reta do
plano cartesiano.

Demonstracgao:

Sejam Q(zg,yo) € R(xg,yr) dois pontos distintos do plano cartesiano, e r a reta

determinada por Q e R. Considere P(x, y) um ponto genérico da reta r (ver figura 12).

Figura 12: Equacao geral da reta

Como P, Q e R estao alinhados, devemos ter D = 0, isto é:
z y 1
rg Yo 1| =0= xyqg+yrr+rQyr — TrRYQ — 2Yr — Y9 =0 =

rp yr 1

z(yq — yr) + y(rr — @) + (TQUr — TrYyg) = 0| (1)

Como zg, yg, Tr € yr sao numeros reais conhecidos, podemos fazer:
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Yo —Yr=a, TQ —Tp = b e xQyr — TRYg = C.
Assim, obtemos em (1) a equagao ax + by + ¢ = 0, que é chamada equagao geral
da reta r.

Reciprocamente:

Isolando o y na equacao, temos:

a c
Fazendo 7= m e —— = n, temos:

b

Yy=mx-+n

Consideremos agora trés pontos quaisquer dessa equacao P, = (x1, mx; + n),
Py = (xz9,mzy +n) e P3 = (x3,mxs + n). Basta mostrar que esses trés pontos sao
colineares. Para que isso ocorra, é necessario e suficiente que a maior das trés distancias

entre pares desses pontos seja igual a soma das outras duas.

Supomos, sem perda de generalidade, que x; < o < x3. Aplicando a férmula da

distancia entre dois pontos para os pontos P; e P, temos:

dp1p2 = \/(1‘2 — 1131)2 + (m:vg +n — miy, — n)2 = \/ZEQ — ZU1)2 + [m(.l?g — [El)]2 =

V(e — 21)2 +m2(zg — 21)2 = (22 — 1)V1 + m?

De maneira andloga, aplicando a férmula para o par de pontos P, e P3 e para o par

de pontos P; e P3, temos:
dp,p, = (x5 — 12)V/1 +m?
dp,py, = (€E3 - xl)m
Dai decorre que:

dp,p, +dp,p, = (xg —x1)V1+m2+ (23— x2)V1+m? = (xa—21+ 23 —22)V1 + Mm% =
(w3 —x1)V1+m? =dpp,

Logo, os pontos P, P, e P; sao colineares. Portanto, a equacao ax + by +c¢c = 0

estd associada a uma reta do plano cartesiano.
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2.1.6 Inclinacao de uma reta

Seja r uma reta do plano cartesiano, nao paralela ao eixo x, como mostra a figura 13.
Seja B(zp,0) o ponto de intersegdo da reta r com o eixo x. Seja A(z4,0) um ponto do
eixo z tal que z4 > xp. Seja C(zc,yc) um ponto pertencente a reta r tal que yo > 0.

Considere o angulo ABC de medida a, tal que 0° < a < 180°.

Considere o angulo de medida o = 0° no caso da reta r ser paralela ao eixo x.

/

Figura 13: Inclinacao da reta

Esse angulo serda denominado dngulo de inclinagao da reta r.

2.1.6.1 Coeficiente angular

Coeficiente angular ou declividade de uma reta r é o nimero real m definido por:

sendo « a medida do angulo de inclinagao de r, com « # 90°. Desse modo, temos as trés

possibilidades indicadas na figura 14.

y y y
r
\O |
a X — : X X
Q
;
() °<a<90°=m>0 (b) 90° < a < 180° = m <0 (c)a=0"=m=0

Figura 14: Coeficiente angular de uma reta
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2.1.6.2 Cidlculo do coeficiente angular de uma reta a partir de dois de seus pontos

Podemos obter o coeficiente angular de uma reta a partir das coordenadas de dois de
seus pontos. Para isso, considere as retas da figura 15 e os pontos A(za,y4) € B(xp,yn),

com T # rp.

BC -
No triangulo ABC da figura 15(a), temos: tga = _ JB YA
AC rp—1xy
Assim, o coeficiente angular de r é: m = tga = B 94
I — A
AC -
No triangulo ABC da figura 15(b), temos: tg(180° — o) = —JA" U
BC I —TA
B y
Ya N
: []_180-ap B
0 ol ¢ a
-~ Xp Xg
(a) 0° < o < 90° (b) 90° < o < 180°

Figura 15: Calculo do coeficiente angular de uma reta

Da trigonometria, sabemos que tg(180° — a) = —tga. Entao temos:
_tga = Ya — YB — tga = yB_yA'
T —TA IB —TA
Assim, o coeficiente angular de r é: m = tga = Y594
I —TA

Portanto, em qualquer um dos casos, podemos calcular o coeficiente angular da reta
Y — YA
IB — TA

que passa por A(za,y4) e B(zp,yp) por meio da relagao: m = , COM T4 # Xp.

2.1.7 Equacgao reduzida de uma reta

Seja r uma reta nao paralela ao eixo y, cuja medida do angulo de inclinagao é «, e
P(x, y) um ponto genérico de r. A reta r intercepta o eixo das ordenadas em um ponto

N(0, n), como mostra a figura 16.

Como o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(xa,ya) ¢ B(zg,yp) é

dado por: m = tga = M, temos que o coeficiente angular da reta r que passa
IB — TA
, y—n . y—n
por N(0, n) e P(x, y) é dado por m = tga = Pt Assim, temos m = =
x — x

[y=ma+a]

A equagao y = mx + n é chamada equacao reduzida da reta r, a qual m,n € R,
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y e
Yr——"—"""""- P
n a Q
N |
d ! X
r [@] X

Figura 16: Equacao reduzida da reta

sendo que:

e m ¢ o coeficiente angular de r.

e n ¢ a ordenada do ponto em que r intercepta o eixo das ordenadas e é chamada

coeficiente linear de r.

e X ¢y sao as coordenadas de um ponto qualquer da reta r.

Observacoes:

e Se a reta r é horizontal, ela forma angulo nulo com o eixo das abscissas; assim,

m = tg(0°) = 0 e a equacao reduzida da reta torna-se simplesmente y = n.

e Se a reta r é vertical, ela forma angulo reto com o eixo das abscissas; como nao
existe tg(90°), nao se define o coeficiente angular de r e, assim, é impossivel escrever

a forma reduzida da equacao de qualquer reta vertical.

(a) Reta horizontal (b) Reta vertical

Figura 17: Retas paralelas aos eixos
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2.1.8 Equacao de uma reta conhecidos um ponto e o coeficiente angular

Quando conhecemos a direcao de uma reta, dada pela sua inclinacao, e um ponto pelo
qual ela passa, podemos obter sua equacao. Dados P(xg, ) e m = tga, com a # 90°,

consideremos @(x,y) um ponto qualquer de r, distinto de P (veja figura 18).

Figura 18: Equacao da reta

Assim, temos: m = tga = Yy~ % Dai obtemos a equacao:
T — 2o

Y—7%Y Zm-(iﬂ—xo)

No caso de r ser paralela ao eixo y, isto é, r ser vertical, sua equacao é: x = x,.

No caso de r ser paralela ao eixo x, isto €, r ser horizontal, sua equacao é: y = .

2.1.9 Posigoes relativas entre duas retas

2.1.9.1 Retas paralelas

Dadas duas retas no plano, essas retas sao:

e paralelas se, e somente se, nao possuem nenhum ponto em comum.

e coincidentes se, e somente se, possuem todos os pontos comuns.

e concorrentes se, e somente se, possuem um Unico ponto em comum.

Podemos verificar, por meio de suas equagoes, se duas retas sao paralelas, coincidentes
ou concorrentes.

Dessa forma, dadas as equagoes de duas retas r : y = m,x +n, € S : y = msx + N,

temos as seguintes possibilidades:

e m, =mgen, #ns =>r e s sao paralelas (figura 19(a)).
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e m, =mgen, =n; =>r e s sao coincidentes (figura 19(b)).

e m, #ms =1 ¢ s sao concorrentes (figura 19(c)).

y ' y y ;
S
N N
S X —~ X X
(a) Paralelas distintas (b) Retas coincidentes (¢) Retas concorrentes

Figura 19: Posicao relativa entre duas retas

Caso as retas r e s sejam ambas verticais, suas equacoes serao do tipo r = x, e x = x,,

onde z, e x, sao constantes. Neste caso temos as seguintes possibilidades:

e I, =x, —> T e s sao coincidentes.

e 1. # 1y =1 e s sao paralelas.

2.1.9.2 Retas perpendiculares

Teorema 2.1.2. Dadas duas retasr :y = m,x +n, € S : Yy = msx + ng nao verticais e

, , , . 1
nao horizontais, temos que elas sao perpendiculares entre si se, e somente se, mg = ——,
m,
ou seja:
1
rlsemyg=——ourlse m,mg=-—1
my
Demonstracgao:

Considere r e s duas retas perpendiculares nao verticais, sendo ;. e ag seus respectivos

angulos de inclinacao, como mostra a figura 20.

Assim, temos que:
sen(a, + 90°)
Da trigonometria, para 0° < o < 180°, temos:

as = a, +90° = tg(as) = tg(a, +90°) =

e sen(a+ 90°) = cos(a)

e cos(a+90°) = —sen(a)
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» Janela de Visualizagao
y

a
& s
A% <) «x

Figura 20: Retas perpendiculares

Entao, temos que:

cos(a) 1 1
——— = tg(as) = — =my=——
—sen(ay) tg(a,) my

Portanto, se duas retas sao perpendiculares, o coeficiente angular de uma delas é igual

tg(as) =

ao oposto do inverso do coeficiente angular da outra, ou seja, m, = ——

my "
Reciprocamente, considere r e s duas retas cujos angulos de inclinacao sao «, e as,

respectivamente. Sendo m, e m, seus respectivos coeficientes angulares, com mg =

Y

m,
entao temos que:
1 cos(ay.)
s = —— = t s) = — =1 s) —
" m, 9las) tg(a,) 9las) —sen(a;)

Da trigonometria, para 0° < o < 180°, temos:

e cos(a) = sen(a + 90°)

o —sen(a) = cos(a + 90°)

Entao, temos que:
sen(oy, +90°)
cos(a, 4 90°)

Portanto, as retas r e s sao perpendiculares.

tg(as) = = tg(as) = tg(a, +90°) = a5 = a, + 90°

2.1.9.3 Discussao de um sistema linear

A solucao de um sistema linear com duas incognitas e duas equagoes corresponde
ao par ordenado (z,y) que satisfaz simultaneamente as duas equagoes do sistema. Isso

equivale a determinar o ponto de intersecao entre duas retas.

Assim, em um sistema linear com duas incognitas e duas equacoes
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a1 + by = ¢

asT + by = co

em relacao ao par de retas r : ayx + by = c1 e s : asx + by = c9, € as solugoes

correspondentes a esse sistema, temos as seguintes possibilidades:

e sistema possivel e determinado (SPD): r e s sdo concorrentes e se interseptam em

um tnico ponto, cujas coordenadas correspondem a tinica solugao do sistema (figura

21(a)).

e sistema possivel e indeterminado (SPI): 7 e s sdo coincidentes, possuindo infinitos

pontos comuns, cujas coordenadas correspondem as infinitas solugoes do sistema

(figura 21(b)).

e sistema impossivel (SI): r e s sdo paralelas. Nesse caso, o sistema nao tem solugao

(figura 21(c)).

y ; y y '
S
;
X .
X X X
5 0 0
(a) Retas concorrentes (b) Retas coincidentes (c) Paralelas distintas

Figura 21: Interpretacao geométrica das solugoes de um sistema linear

2.1.10 Angulo entre duas retas concorrentes

Considere as retas r e s, nao paralelas aos eixos x ou y e nao perpendiculares entre

1
si, ou seja, my # ——, e o angulo agudo 0 formado entre elas (Figura 22).
m,

Figura 22: Angulo entre duas retas
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Temos que:

tgas — tga,. o mg—my

=0 0= 0= 0.~y > tg0 = tglon — ) = o - =

Como 0 é agudo, ou seja, 0° < 6 < 90°, temos tgd > 0. Assim:

tg9: Mg — My

14+ mg.m,
2.1.11 Equagao segmentaria da reta

Seja r uma reta que intersepta os eixos coordenados nos pontos P(p,0) e Q(0, q), com

P e @ distintos, p # 0 e ¢ # 0. Seja G(x,y) um ponto genérico de r (veja figura 23).

y

~a

Figura 23: Equacao segmentaria da reta

A equagao de r pode ser obtida a partir da condigao de alinhamento de P, @ e G.
z y 1

p 0 1|=0=pg—2xq—yp=0= qx+py=pq.
0 g 1

Como p # 0 e q # 0, entao podemos dividir os dois membros por pq:

qr Py _ Pq x yzl
q

e M
pa pg pq|p

Essa iltima equacao é chamada equagao segmentaria da reta r. Note que os
denominadores de x e y sao as respectivas coordenadas x e y dos pontos em que r intercepta

os eixos coordenados.

2.1.12 Distancia entre ponto e reta

A distancia dp, entre um ponto P e uma reta r, nao horizontal, ¢ a distancia do ponto

P ao pé da perpendicular a reta dada P’, tracada pelo ponto P.

O ponto P’ também é chamado projecao ortogonal de P sobre 7.
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e Se P € r, naturalmente dp, = 0.
e Se P ¢ rtemos dp, > 0.

Teorema 2.1.3. A distancia entre um ponto P(xo,y) € uma reta v :ax +by+c=0 é

o numero real d, tal que:

_Jaxe+byo+c|

d
Va? + b?

Demonstragao:

Considere a reta r : ax + by + ¢ = 0 e o ponto P(xg, o), como mostra a figura 24.

N
\\
Ys
~
~

ol /

Figura 24: Distancia entre ponto e reta

1° caso: a #0 eb#0

Neste caso, a reta r nao é vertical nem horizontal.

1. Determinamos a equagao da reta s perpendicular a r por P.

1 1 b
e Como slrymy=——=——5 = —.
m, a

b
e s passa por P(zo,y0) =y — Yo = 2.(x — z¢) = s : bz — ay + (ayo — bxo) =0

2. Determinamos as coordenadas de P’, projecao ortogonal de P sobre r. Devemos

resolver o sistema, nas incégnitas x e y, formado pelas equacoes de r e de s:

ar +by+c=0
br — ay + (ayo — bxg) =0
Somando a primeira equacao multiplicada por b com a segunda equacao multiplicada
a’yoy — be — abxg

a’? + b?
b2z — ac — abyy

a? 4+ b2

. Substituindo esse valor em qualquer uma

por —a, obtemos: y =

. Logo, temos:

das equagoes, obtemos: x =



3. Calculamos a distancia entre P(xg, o) ¢ P'(
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b xy — ac — abyy a’yy — be — abxg
a? + b? ’ a? + b?

P/(

)

b xy — ac — abyy a*yy — be — abxg
a? + b? ’ a? 4 b?

).

b2z — ac — abyy 9 a’yy — be — abxy 9
d:\/( a? 4+ b2 = 70)" + a? 4+ b2 ~ %)
a.(—axg —byy —¢),y  b(—axg—brog— )y
d p—
\/[ a? + b? P a? + b? ]

Lembrando que V ¢t € R, (—t)? = t?, e colocando axg + byo + ¢ em evidéncia, vem:

g \/(axo + by + ¢)?.(a® + b?) \/(axo + byo + ¢)?

(a2 + b2)?2 = a2 + b2

_awo + byo + |

d
Va* + b?

2° caso: a#0 eb=0

Neste caso, a reta r é vertical e o segmento PP’ é paralelo ao eixo x (Veja figura

25). Logo, a distancia do ponto P ao ponto P’ é dada por d = |z, — xp/|, sendo

& .
xp = ——. Assim, temos que:
a
d = |op— ap| = ‘x _}_2) _|axp+c|  awp+el  axp+c|  |axp+Oyp+c|
e "Ta a |al Va? Va2 + 02
laxp + byp + |
Va2 +b?
y r
P P
.---é ___________ Ry - T _______
|
|
! X
O Xp *p

Figura 25: Distancia entre ponto e reta
3° caso: a=0eb#0
Neste caso, a reta r é horizontal e o segmento PP’ é paralelo ao eixo y (Veja figura

26). Logo, a distancia do ponto P ao ponto P’ é dada por d = |y, — ypr|, sendo

c .
yp = 3 Assim, temos que:
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c byp+c| lbyp+c|  |byp+c|  [0xp+byp + ¢
b b 0] Vb2 V0? + b2
laxp + bxp + |
Va? + b?
y s!
yP > - ———————— 0: P
r yP' EP'
i X
0 |

Figura 26: Distancia entre ponto e reta

2.1.13 Inequacao do 1° grau com duas variaveis

Ao tracarmos uma reta r : ax+by+c = 0 em um plano cartesiano, podemos associar os
semiplanos determinados por essa reta as inequacoes do tipo ax+by+c > 0, ax+by—+c < 0,

ar +by+c<0ouax+by+c>0.

Escrevendo a equagao da reta r na forma reduzida, com b # 0, temos:

axr

b

ar +by+c=0y=—

SO

Considerando os semiplanos determinados por 7 : ax 4+ by + ¢ = 0, temos dois casos.

e 1° Caso: b >0
Para b > 0, o sinal da desigualdade das equacoes geral e reduzida permanece o

mesmo (figuras 27(a) e 27(c)).

e 2° Caso: b< 0
Para b < 0, o sinal da desigualdade das equagoes geral e reduzida se inverte (figuras
27(b) e 27(d)).
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y y y r
ar+by+c>0 ar+by+c<0 T S ar+by+c<0
¢ ¢ ¢ ¢
y>-2_2 1>=2=E ar ¢ !/>*ﬂ*£
Y b b Y b b y =F=F b b
az+:;y+ﬂ<0 az+lj;y+c>0 ar+by+c<0 ar+by+c>0
i i
g _C g ¢ e
r === r === T c ar ¢
5 0 ¢ 0 REET x, I 5
O] O [ O
(a) b>0ea<0 (byb<0ea>0 (c)b>0ea>0 (d)b<0ea<0

Figura 27: Inequacao do 1° grau
2.2 A CIRCUNFERENCIA E AS CONICAS
2.2.1 Circunferéncia

Uma circunferéncia A com centro C'(z¢, yc) e raio de medida r é o conjunto de todos

os pontos P(z,y) do plano que distam r de C' (veja figura 28).

Xc

O

Figura 28: Equagao da circunferéncia

2.2.1.1 FEquacao reduzida da circunferéncia

Considere dpe a distancia de um ponto P da circunferéncia ao centro da mesma.

Temos que:

dpc =/ (x —2c)*+ (y —yc)? =r

Elevando membro a membro ao quadrado, temos:

(x—2c)*+ (Y —yc)* =1

Essa tltima equacao é chamada Equagao reduzida da circunferéncia, em que:

e 1c e Yo sao as coordenadas do centro C' da circunferéncia;
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e 7 é a medida do raio da circunferéncia;

e 1 e y sao as coordenadas de um ponto genérico P da circunferéncia.

2.2.1.2  FEquagao geral da circunferéncia

Considere a equagao reduzida da circunferéncia (z — z¢)? + (y — yo)? = r?%. Desen-

volvendo os quadrados, temos:

2® = 2xx0 + T + Y — 2uye + Yo =1’

Agrupando os termos convenientemente, chegamos a expressao:

a:2+y2—Zxcm—2y0y+(xzc+y%—r2):0

Essa expressao é chamada equagao geral da circunferéncia, com centro (z¢, yc)

e raio r.

2.2.1.3 Posigoes relativas entre ponto e circunferéncia

Dada uma circunferéncia A, de centro C'(z¢,yc) e raio r, um ponto P(zp,yp) pode

ser interno, externo ou pertencer a A.

e Se dpc =1, entao P pertence a circunferéncia (figura 29(a)).
e Se dpc > 1, entdo P ¢ externo a circunferéncia (figura 29(b)).

e Se dpc <, entdo P ¢é interno a circunferéncia (figura 29(c)).

y y y
A ) A WP A
yc"_— Yot — -~ yc"_—
! X ! X ! X
(0] Xc O Xc O X
(a) dpc=r=Pe X (b) dpc >7r = P éexternoa A (c) dpc <r = P é interno a A

Figura 29: Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia

De modo geral, dados um ponto P(xg, o) e uma cercunferéncia A de equagao

(x —20)? + (y — yo)?* = 12, temos:
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e PelN=dip =1 (vo—2c)*+ (Yo —yc)* =1r*

(xo—xc)* + (Yo —yo)* =1 =0

o P externo A\ <= d2p > 1r? <= (vo —20)* + (yo — yc)* > r* <

(xo —2c)*+ (Yo —yc)* — 12 >0

e P interno A <= dip < 1? < (29 — xc)* + (Yo — yo)* < r* <=

(o —2zc)* + (Yo —yc)* —1* <0

2.2.1.4 Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

Seja uma circunferéncia A de centro C(z¢,yc) e raio r. No plano existem retas

secantes, tangentes e externas a circunferéncia.

Na figura 30, por exemplo, temos:

e sNA={S5], S2} e s ésecante a circunferéncia.
e tNA={T} et é tangente a circunferéncia.

e uN)X=0 e uéexterna a circunferéncia.

Figura 30: Posicao relativa de reta e circunferéncia

Se substituirmos o valor de uma das varidveis (isolada na equagao da reta) na equagao

da circunferéncia, obteremos uma equagao do 2° grau (na outra variavel).

Por exemplo, se substituirmos o y da equacao 22 + y? = r? por ma + n da equacao

y = mx + n, obtemos a equagao:

z? + (mx +n)* =r?.
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Desenvolvendo o quadrado e agrupando convenientemente os termos, obtemos a equagao

do segundo grau:
(1 +m?)z? + 2mnz + (n®> —r?) =0
O discriminante da equacao obtida é dado por:
A = 4m?n? — 4(1 +m?)(n* — r?)
Calculando o valor desse discriminante, temos as seguintes possibilidades:

o A > (0= areta e a circunferéncia sao secantes.
e A =0 = areta e a circunferéncia sao tangentes.

o A < (0= areta e a circunferéncia sao exteriores.

Para encontrar os eventuais pontos comuns, basta prosseguir na resolugao da equagao.

De outra forma, se sao conhecidos o centro e o raio da circunferéncia, bem como a
equacao da reta, calcula-se a distancia entre o centro da circunferéncia e a reta, comparando-

a com o raio.

Assim, dada uma circunferéncia A de centro C e raio r, e uma reta s, temos que:

e dos <1 <= s ésecante a A (ver figura 31(a)).
e dos =1 <= s é tangente a A\ (ver figura 31(b)).

e dos > 1 <= s éexterna a A\ (ver figura 31(c)).

-1 -1

(a) dos < (b) des =T (c) doys >

Figura 31: Posigoes relativas entre reta e circunferéncia
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2.2.1.5 Posicoes relativas entre duas circunferéncias

A posigao relativa das circunferéncias A; (com centro Cy e raio r1) e Ay (com centro
(5 e raio 13) pode ser determinada comparando-se a distancia d¢, ¢, entre os centros com

a soma 11 + ro ou com a diferenca |r; — 73| dos raios.

De acordo com a Geometria Plana, sao possiveis cinco casos distintos:

e 1° caso: A\ e \y exteriores (figura 32(a))

e 2° caso: A\ e Ay tangentes exteriores (figura 32(b))
e 3° caso: A\ e \g secantes (figura 32(c))

e 4° caso: A\ e Ay tangentes interiores (figura 32(d))

e 5° caso: A; e Ay uma interna a outra (figura 32(e))

o (0 (3

( ) d0102 >7ry+1ro (b) d0102 =17y +7e ‘Tl—T2| < dC’102 < ri1+7re
‘ ‘
(d) dC’102 = |’I“1 - T2| (e) 0< dC1C2 < |T1 - T2|

Figura 32: Posigoes relativas de duas circunferéncias

2.2.2 (Conicas

No espago Euclidiano, Consideremos um plano 7 e um ponto V' tal que V € 7.
Considere também um angulo 6 tal que 0° < 6 < 90°, e todas as retas que passam por
V e formam com o plano m um angulo de medida 6. Essas retas formam uma superficie

conica de revolucao e sao chamadas de geratrizes dessa superficie.
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A reta t normal ao plano m e que passa pelo ponto V é chamada eixo da superficie
conica de revolugao, e V é o vértice dessa superficie.

O vértice V divide a superficie conica de revolucao em duas folhas, cada uma em um

semiespaco determinado pelo plano 7.

Considerando um plano «, que secciona a superficie conica de revolugao, temos as

seguintes possibilidades:

e Se o plano « é perpendicular a reta t, a secao obtida é uma circunferéncia. Em

particular, se a passa por V', a segdo obtida é um ponto (figura 33(a)).

e Se o plano « é obliquo a reta t, mas corta apenas uma das folhas da superficie

conica, a se¢ao obtida é uma elipse (figura 33(b)).

e Se o plano « é paralelo a uma geratriz g da superficie conica, a se¢ao obtida é uma

parabola (figura 33(c)).

e Se o plano « é obliquo a reta t e corta as duas folhas da superficie conica, a se¢ao

obtida é uma hipérbole (figura 33(d)).

(a) Circunferéncia (b) Elipse (c) Pardbola (d) Hipérbole

Figura 33: Conicas

2.2.2.1 FElipse

Dados dois pontos distintos F; e Fy, pertencentes a um plano «, seja 2¢ a distancia
entre eles (figura 34). Elipse é o conjunto de pontos de « cuja soma das distancias a F}

e Fy é a constante 2a (2a > 2c).

FE = {P S a;dPFl + dpF2 = 2a}
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Figura 34: Elipse

Principais elementos da elipse

Destacamos aqui os principais elementos da elipse, indicados na figura 35:

o [} e Fy: focos
e O: centro

A1 Ay eixo maior

B, Bs: eixo menor

2¢ = dp, p,: distancia focal

2a = da, 4, medida do eixo maior

2b = dp, p,: medida do eixo menor

c .. c
e —: excentricidade (0 < — < 1)
a a
Quanto mais proxima de 1 for a excentricidade de uma elipse, mais “achatada” ela
serd. (Quanto mais préxima de 0 for a excentricidade, mais ela se assemelhard a uma

circunferéncia.

Numa elipse, vale a relacao: a? = b*+c?, decorrente do teorema de Pitdgoras aplicado
ao AO B, F, da figura 35, onde a é a medida do semieixo maior, b é a medida do semieixo

menor e ¢ é a metade da distancia focal.



52

Figura 35: Elementos da elipse

Equacao reduzida da elipse com o eixo maior paralelo ao eixo x

Consideremos em um plano cartesiano uma elipse com o eixo maior paralelo ao eixo

x e um ponto qualquer P(x,y), pertencente a ela (figura 36).

Desenvolvendo a igualdade dpr, + dpp, = 2a e utilizando a relagao a®> = b* + ¢,
obtemos a equagao reduzida da elipse de centro C(xg, yo), que possui eixo maior paralelo

a0 eixo x:

Figura 36: Equacgao reduzida da elipse com centro em C'(xq, yo)

De fato temos:

dpF1 + dpp2 =204 =>
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VEe—zo+c)?+ Wy —y)>+ (@ —20— )2+ (y —y0)? =2a =

V(@ —z0+0)?+ Y — ) =2a—/(z— 20— )+ (y — 1)’

Elevando ambos os membros da equacao ao quadrado, temos:

(z—z0+¢)*+(y—yo)? = 4a*—dar/(z — 19 — )2+ (y — yo)2+(x—x0—C)*+(y—10)* =

(x — 20)? + 2c(x — mp) + A + (y — yo)* = 4a® — da\/(z — zg — )2 + (y — yo)>+
(v —20)? = 2c(v — 20) + ¢ + (y — y0)* =

de(x — x0) — 4a* = —dar/(x — 2o — )2 + (y — yo)?

Dividindo a equacao por —4, temos:

@ = cla—a0) = ay/ T2 = PTG = WP

Elevando novamente os membros da equacao ao quadrado, temos:

a* — 2a2c(x — o) + A(x — x0)? = a*[(x — 2o — ¢)* + (u — yo)?] =

at — 2ac(x — xo) + A (x — w0)? = a®[(x — 20)? — 2c(x — 20) + A + (y — v0)?] =
at — 2ac(x — xo) + A(x — w0)* = a*(x — 10)* — 2a*c(x — 10) + a* + a*(y — yo)* =
A(r —19)* — a®(x — 20)* — a®(y — yo)? = a*c* — a*

Multiplicando os dois membros da equacao por —1, temos:

a?(x — x0)* — A(x — x9)* + d*(y — yo)? = a* — a’* =

(a® — )z — 20)? + a®(y — yo)? = a®(a® — )

Substituindo a® — ¢ por b?, vem:

B2z — 0)? + a%(y — yo)2 = a20?

Dividindo os dois membros da equacao por a?b?, chegamos na equacao da elipse:

(55 - $0>2 (ZJ - yo)2
a? N b? =1

Caso o centro da elipse seja a origem C'(0,0) e os focos Fy e F, pertengam ao eixo x,

como na figura 37, a equacao sera dada por:
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Figura 37: Equacao reduzida da elipse com centro na origem

Equacao reduzida da elipse com o eixo maior paralelo ao eixo y

De maneira semelhante, ao considerarmos em um plano cartesiano uma elipse com o
eixo maior paralelo ao eixo y e centro C(zg,yo), como na figura 38, obtemos a equagao

reduzida:

(z — $0)2 4 (y — 1/0)2

b2 a? =1

De maneira analoga ao item anterior, deduz-se essa equagao.

.!I'-D I 5

A

|
|
I
*o

Figura 38: Equagao reduzida da elipse com centro em C'(x, yo)

No caso em que o centro da elipse é a origem C'(0,0), e os focos F; e F» pertencem

ao eixo y, como na figura 39, a equacgao sera dada por:
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4

Figura 39: Equacao reduzida da elipse com centro na origem
2.2.2.2 Hipérbole

Dados dois pontos distintos F; e Fj, pertencentes a um plano «, seja 2¢ a distancia
entre eles. Hipérbole é o conjunto dos pontos de « cuja diferenca (em valor absoluto)

das distancias a F; e I35 é a constante 2a, sendo 0 < 2a < 2c¢.

H = {P SO |dpF1 - dpF2| = 2(1}

Principais elementos da hipérbole

Destacamos aqui os principais elementos da hipérbole:

Fy e Fy: focos

O: centro

A As: eixo real ou transverso

B By: eixo imaginario

2¢: distancia focal, em que ¢ = OF} + OF;

2a: medida do eixo real, em que a = OA; = OA,

2b: medida do eixo imaginario

c c
e —: excentricidade (— > 1)
a a
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Numa hipérbole, vale a relacio: ¢? = a? + b?, decorrente do teorema de Pitdgoras
aplicado ao AC B;As da figura 40, onde a é a medida do semieixo real, b é a medida do

semieixo imaginario e ¢ é a metade da distancia focal.

(o)

/

Figura 40: Elementos da hipérbole

Equacgao reduzida da hipérbole com eixo real paralelo ao eixo x

Consideremos em um plano cartesiano uma hipérbole com o eixo real paralelo ao eixo

x e um ponto qualquer P(x,y), pertencente a ela (figura 41).

Desenvolvendo a igualdade |dpp, — dpp,| = 2a e utilizando a relacao ¢ = a® + b* no
AC A, By da figura 40, obtemos a equagao reduzida da hipérbole de centro C(xg, yo), que

possui eixo real paralelo ao eixo x:

(z — $0)2 (y — yo)2 —1
a? B b2 N

De fato, temos:

| dppl — dpF2 |: 2a =

V@ =20+ )2+ (y— )2 — /(@ — 20— )2+ (y — 90)? = £2a =

VE—zo+e)2+y—v)?2=+v(—20—0)?2+ (y—y)? £ 2a=

Elevando ambos os membros da equacao ao quadrado, temos:

(z—z0+ )+ (y—1)* = (r — 20— ¢)* + (y — %0)*

+da\/(x —xo — )2 + (y — yo)? + 4a* =

(x — m0)? + 2c(x — @0) + & + (y — 0)* = (z — 20)* — 2¢(x — o) + ¢ + (y — y0)* £
dar/(x —xo — )2 + (y — yo)? + 4a* =
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de(z — xg) — 4a* = Far/(z — o — )2 + (y — yo)?

Dividindo ambos os membros da equacao por 4, temos:

ol — x0) — a® = £a/(x — 2o — ¢)2 + (y — yo)?

Elevando novamente ambos os termos da equacao ao quadrado, temos:

A(x — 19)* — 2a%c(x — mg) + a* = a®[(x — 29)? — 2c(x — 20) + A + (y — v0)?] =

A — x0)? — 2a%c(x — x0) + a* = a®(z — x0)? — 2a%c(x — xo) + a** + a*(y — yo)? =
A(r —19)? — a®(x — 1)* + a*(y — yo)? = a®c® — a*

Multiplicando ambos os membros da equacao por —1, e fatorando em seguida, vem:
a*(x —x9)? — A(x — 20)? — d*(y — )? = a* — > =

(a® — 2)(z — 20)? — a2(y — 40)? = a?(a® — )

Substituindo a? — ¢ por b?, temos:

B (x — 20)? — a®(y — yo)? = a2b?

Dividindo ambos os membros da equacao por a?b?, chegamos na equacao da hipérbole:

(x — 19)” _ (y — w)° -1
a’? b? B

Y TN\

Figura 41: Equacao reduzida da hipérbole com centro em C'(xg, yo)

Caso o centro da hipérbole seja a origem C(0,0) e os focos Fi e F, pertencam ao eixo

x, como na figura 42, a equacao sera dada por:
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Figura 42: Equagao reduzida da hipérbole com centro na origem

Equacao reduzida da hipérbole com eixo real paralelo ao eixo y

reduzida:

De maneira semelhante, ao considerarmos em um plano cartesiano uma hipérbole com
o eixo real paralelo ao eixo y e centro C(zg,yo), como na figura 43, obtemos a equagao

(y — yo)2

a?

De maneira analoga ao item anterior, deduz-se essa equacao

P !

DN

Figura 43: Equagao reduzida da hipérbole com centro em C(xg, 3o)

Caso o centro da hipérbole seja a origem C(0,0) e os focos F e Fy pertencam ao eixo
Y, como na figura 44, a equacao sera dada por:
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Figura 44: Equagao reduzida da hipérbole com centro na origem
2.2.2.3 Pardbola

Considere um ponto F' e uma reta d pertencentes a um plano «, com F' ¢ d. Pardbola

¢ o conjunto dos pontos de a que estao & mesma distancia de F' e de d (figura 45).

Q ={P € a;dpr =dpp'}

Principais elementos da parabola

Destacamos aqui os principais elementos da parabola, indicados na figura 45.

Figura 45: Elementos da pardbola

e I: foco
e d: diretriz

e p = dy/p: parametro
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o V: vértice

—
e VI eixo de simetria

e Como p = dyr = dyv + dyr e, pela definicao de pardbola, dyr = dyy, entao

p
dVF — 5

Equacgao reduzida da parabola com diretriz paralela ao eixo y

Considere uma parabola com vértice na origem do sistema cartesiano, foco no eixo x

e diretriz paralela ao eixo y (figura 46). Assim temos que o foco é o ponto F(g, 0) ea

. ., p
diretriz é a reta x = —=.
4\y
d
P! P
V' \ /\F X

2

O
<

Figura 46: Equagao da parabola com vértice na origem e d paralela ao eixo y

Pela definicao de parabola, temos:

P € parabola < dppr = dpps

Entao:

p p
Je=Brrw-0r= Jar b v -y
Elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo, vem:

2 2
(.r—5)2~|—y2:(x+§)2éa:2—px+%—l-y2:x2+px+%

Simplificando, resulta:

y2 = 2px
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Esta é a equacao reduzida da pardabola com vértice na origem e foco no eixo x.

<
Se uma pardbola tem foco F' e vértice no ponto V(xg,yo), de modo que a reta VF

seja paralela ao eixo z (figura 47), sua equagao é:

(y — yo)2 = 2p(x — )

Figura 47: Equagao da pardbola com vértice no ponto V(xg,yo) e d paralela ao eixo y

Equacao reduzida da parabola com diretriz paralela ao eixo x

Considere agora uma parabola com vértice na origem do sistema cartesiano, foco no

eixo y e diretriz paralela ao eixo x (figura 48). Assim temos que o foco é o ponto F(0, g)
e a diretriz é a reta y = —g.

< 7
x
L 3

Figura 48: Equagao da parabola com vértice na origem e d paralela ao eixo x

Pela definicao de parabola, temos:

P € parabola < dpr = dpp

Entao:
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S0+ w=5r= a0+

Elevando ambos os membros ao quadrado e desenvolvendo, decorre a equacao da

parabola:

x? = 2py

Esta é a equacao reduzida da pardbola com vértice na origem e foco no eixo y.

<
Se uma parébola tem foco F' e vértice no ponto V(xg, 7o), de modo que a reta VF

seja paralela ao eixo y (figura 49), sua equagao é:

(z —20)* = 2p(y — o)

Figura 49: Equacao da parabola com vértice no ponto V(xg,yo) e d paralela ao eixo x

Podemos também escrever a equagao da parabola na forma de funcao quadratica.

Assim temos:
(z —20)% = 2p(y — yo) = 2py — 2pyo = 22 — 2x07 + 22 = 2py = 22 — 2x07 + 2 + 2pyYo

Dividindo ambos os membros da equagao por 2p, com p # 0, obtemos:

2? x| g N
Y= 2% D 9 Yo
2
T x
Fazendo y = f(x), 5 = @ D —pe 2—0 + 9o = ¢, obtemos a férmula da funcao
p p P

quadratica:

f(z) =ax® +bxr +c
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3  GEOGEBRA

3.1 O QUEE O GEOGEBRA?

O GeoGebra ¢ um software gratuito que é utilizado como recurso didatico no ensino da
matematica em todos os niveis. Contém diversas ferramentas que relacionam geometria,
algebra, tabelas, gréaficos, estatistica e calculo, interagindo objetos de forma dinamica em
diversas janelas interligadas. Além disso, é um software multiplataforma, podendo ser
instalado em computadores com sistema operacional Windows, Linux ou Mac OS. Esta
disponivel também para tablets e, em breve, para smartphones. Disponivel também em

varios idiomas, inclusive em portugueés.

3.2 ORIGEM DO GEOGEBRA

O GeoGebra foi criado em 2002 pelo matemaético austriaco Markus Hohenwarter. Foi
objeto de sua dissertagao de mestrado em Salzburg, Austria. Seu objetivo era criar um
software que integrasse geometria e algebra. A ideia deu tao certo que rendeu varios

prémios de software educacional na Europa e nos Estados Unidos.

3.3 INSTITUTO INTERNACIONAL GEOGEBRA (IGI)

O Instituto Internacional Geogebra (IGI) é uma organizagao internacional, sem fins
lucrativos, que desenvolve seu trabalho juntamente com Institutos GeoGebra independen-
tes oficializados em diferentes paises. Atualmente os Institutos GeoGebra estao presentes

em todos os continentes. No Brasil, temos os seguintes institutos:

e Instituto Geogebra em Sao Paulo

http://wiki.geogebra.org/en/GeoGebra_Institute_of_Sao_Paulo

e Instituto Geogebra no Rio de Janeiro

http://www.geogebra.im-uff. mat.br/

e Instituto Geogebra em Uberlandia-MG
http://wiki.geogebra.org/en/GeoGebra_Institute_of_Uberlandia
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e Instituto Geogebra no Parana

http://www.dma.uem.br/igi/

e Instituto Geogebra no Rio Grande do Norte
http://wiki.geogebra.org/en/GeoGebra_Institute_of_Rio_Grande_do_Norte

o Institute GeoGeobra em Fortaleza
http://wiki.geogebra.org/s/en/index.php?title=Institute_GeoGeobra_Fortaleza._
Brazil&wiki=en35

e Instituto Geogebra na Bahia
http://wiki.geogebra.org/en/GeoGebra_Institute_of_Universidade_Estadual_do_
Sudoeste_da_Bahia

3.4 COMANDOS DO GEOGEBRA
Nesta secao iremos apresentar alguns comandos importantes do GeoGebra, princi-
palmente aqueles que serao utilizados na construgao das atividades dinamicas na se¢ao

3.5.

3.4.1 Iniciando o GeoGebra

Para iniciar o GeoGebra, dé um clique duplo no icone 22 que corresponde ao soft-

ware GeoGebra.

Ao iniciar o GeoGebra, serd aberta uma janela similar a janela apresentada na figura

20.

Na parte inferior da janela temos o Campo de Entrada, onde pode-se digitar entra-
das para criar objetos. Na parte superior da janela temos a Barra de Menus e a Barra
de Ferramentas, que serao utilizadas para executar diversos comandos, inclusive para
criar e modificar objetos. Em cada botao da Barra de Ferramentas, existe uma seta para
baixo no canto inferior direito. Esta seta permite visualizar e selecionar todas as opgoes

relacionadas com aquele botao.

Na Janela de Visualizagao serao exibidas as representacoes grafica dos objetos
criados; na Janela de Algebra serao exibidas as representacoes algébricas desses objetos,
e na Janela CAS sao feitos calculos numéricos e simbdlicos, calculos de raizes de fungoes,

solugao de sistema de equagoes, calculo de determinantes, dentre outros.
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No GeoGebra 5.0 temos trés tipos de janelas de visualizacao: Janela de Visua-

lizagao, Janela de Visualizacao 2 e Janela de Visualizagao 3D.

€7 GeoGebra =NESN X
Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
. [ ° -2 [ ]
i Ll [ e @ @ é;v \v ABC || 20°
hd | /v — e | | * | 5| ‘_:Hv
} Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo B
14
o 4
3 2 1 0 1 2 3 4
1
24
Entrada: =

Figura 50: Pagina inicial do GeoGebra

3.4.2 Exibindo janelas

Para exibir (ou ocultar) uma janela, clique no menu Exibir e clique na janela que

pretende exibir (ou ocultar).

3.4.3 Criando objetos

3.4.3.1 Criando pontos

Para criar um ponto, escolha uma das seguintes opgoes:

e 1* Opcao: Selecione o segundo botao da barra de ferramentas (veja figura 51). Em
seguida clique no local da janela de visualizagao onde deseja que o ponto seja criado.

O resultado ¢é algo parecido com o mostrado na figura 52.

ﬂ GE*}G =

Arquivo ar Exibir Opcbes Ferrame
» *.
_I II ~
%v m "/v — 1l v[
P Janela de Algebra | P .

Figura 51: Criando pontos pela barra de ferramentas
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Figura 52: Criando pontos

e 22 Opgao: No Campo de Entrada, digite o nome do ponto e suas coordenadas, como
na figura 53(a). Em seguida, pressione a tecla Enter. Vocé pode também digitar
as coordenadas como variaveis, caso necessite que as coordenadas do ponto sejam
dependentes dessas varidveis (veja figura 53(b)). Vocé pode ainda, usar indices para
nomear pontos, como na figura 53(c). O resultado é algo parecido com o mostrado

na figura 54.

Observagao: No Campo de Entrada, os pontos devem ser nomeados com a primeira

letra maitscula, por exemplo, A, Aa, A_{1}.

Entrada: A(1,1) a *+ @ U ‘ Entrada: A( . ) ® 3 @ U

(a) Criando pontos (b) Criando pontos

J

Figura 53: Criando pontos pelo Campo de Entrada

Entrada: | A_{Z3=(1,1) a 5| @

(¢) Criando pontos

Figura 54: Criando pontos pela barra de ferramentas

e 3% Opcao: Digite “Ponto”’no Campo de Entrada e escolha uma das opgoes dis-
poniveis, de acordo com a seu objetivo (veja figura 55). Por exemplo, Ponto[<Objeto>]
cria um ponto sobre o objeto especificado, como uma reta ou uma circunferéncia,
por exemplo. O resultado é algo parecido com o mostrado na figura 56. Neste caso,

um ponto criado sobre um objeto ja existente.



Ponto[ =0bjeto= ]

Ponto[ =0bjeto=, =Pardmetro= |
Paonto[ =Ponto=, <Vetar= ]

PontoDelnflexdo] =Polindmio= ]

PantoEm[ =Reqido=]

PontoMaisPrdximo[ =Caminho=, =Ponto= ] -

L.m |

<

Entrada:

-4

-5

Figura 55: Criando pontos pelo Campo de Entrada

Figura 56:

3.4.3.2 Criando segmentos

Criando pontos pelo Campo de Entrada

Para criar um segmento, escolha uma das seguintes opcoes:
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e 1% Opcgao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do terceiro botao da

Barra de Ferramentas, e clique na op¢cao Segmento, como mostra a figura 57. Em

seguida clique nos dois pontos que serao as extremidades do segmento. Caso os

pontos ainda nao tenham sido criados, os mesmos serao criados ao clicar no local

onde se deseja construir o segmento. O resultado é algo parecido com o mostrado

na figura 58.

77 GeoGebra

Arguivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda

5]

Ol <,

| 4

B

P Janela de Al de Visy]
!/'/ Reta

_/' Segmento

:}" Segmento com Comprimento Fixo

Figura 57: Criando segmentos pela barra de ferramentas
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Figura 58: Criando segmentos pela barra de ferramentas

e 22 Opcgao: Digite “Segmento’no Campo de Entrada. Duas opgoes serao exibi-
das, como na figura 59. A opgdo Segmento[<Ponto>, <Ponto>] cria um seg-
mento com extremidades nos pontos fornecidos. A opgdo Segmento[<Ponto>,
<Comprimento>] cria um segmento com o comprimento fornecido e uma das
extremidades no ponto dado. O resultado é algo parecido com o mostrado na figura

60.

Entrada:
Segmento[ <Ponto=, =Ponto=]
Segmento[ <Ponto=, =Comprimentos ]

Figura 59: Criando segmentos pelo Campo de Entrada

C D
o——0
N b
O T
-1 0 1 2 3 4 5

Figura 60: Criando segmentos pelo Campo de Entrada

3.4.3.3 Criando retas

Para criar uma reta, escolha uma das seguintes opgoes:

e 1% Opcao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do terceiro botao da

Barra de Ferramentas, e clique na opcao Reta, como mostra a figura 61. Em
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seguida clique em dois pontos por onde a reta devera passar. Caso os pontos ainda

nao tenham sido criados, os mesmos serao criados ao clicar no local onde se deseja

construir a reta. O resultado é algo parecido com o mostrado na figura 62.

¥ GeaGebra

—

Arguive Editar Exibir Opcd

Ferramentas Janela Ajuda

D

A
o

N

EHEyS

|

» Janela de Al

/ Reta V

Paonta

@ A=(26
@ B={22, _/- Segmento

Segmento
a

./' Segmento com Comprimento Fixo

Figura 61: Criando Retas pela barra de ferramentas

Figura 62: Criando Retas pela barra de ferramentas

e 22 Opcao: Digite “Reta”’no Campo de Entrada. Trés opgoes serao exibidas, como

na figura 63. A opgao Reta|<Ponto>, <Ponto>] cria uma reta passando pe-

los dois pontos fornecidos. A opcao Reta[<Ponto>, <Reta Paralela>] cria

uma reta passando pelo ponto fornecido e paralela a reta especificada. A opcao

Reta[<Ponto>, <Vetor Diretor>] cria uma reta passando pelo ponto fornecido

e com a mesma dire¢ao do vetor especificado. Por exemplo, o comando Reta[A,u]

cria uma reta que passa pelo ponto A e com a mesma direcao do vetor u. Neste

caso, o resultado é algo parecido com o mostrado na figura 64.

Entrada:

Reta] =Ponto=, =Ponto= |
Reta] =Ponto=, =Reta Paralela= ]
Reta] =Ponto=, =Vetor Diretor= ]

58
59
60

Figura 63: Criando retas pelo Campo de Entrada
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Figura 64: Criando retas pelo Campo de Entrada

3.4.3.4  Criando poligonos

Para criar um poligono, escolha uma das seguintes opgoes:

e 1* Opcao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do quinto botao da
Barra de Ferramentas, e clique na op¢ao Poligono, como mostra a figura 65. Em
seguida clique nos pontos destinados a vértices do poligono, seguindo uma ordem

de contorno do poligono até retornar ao primeiro vértice. Caso os pontos ainda
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nao tenham sido criados, os mesmos serao criados ao clicar no local onde se deseja

construir os vértices do poligono. O resultado é algo parecido com o mostrado na

figura 66.

7 GeoGebra

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Ja Ajuda

A Pl 1= ! .
R o) B¥ 12 (O (1D
b Janela de Algebra
L ".’\_J- Poligono

= i
L‘/" Poligono Regular

™. Poligeno Rigid
o oligono Kigiao

ﬁp Poligono Semideformavel
I

AB(Q]

Figura 65: Criando Poligonos pela barra de ferramentas

Figura 66: Criando Poligonos pela barra de ferramentas
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e 22 Opcao: Digite “Poligono”no Campo de Entrada. Quatro opgoes serao exibidas,
como na figura 67. Escolha a op¢ao mais adequada ao seu objetivo. O comando
Poligono[A,B,C], por exemplo, cria um triangulo com vértices nos pontos A, B e

C. Neste caso, o resultado é algo parecido com o mostrado na figura 68.

Entrada:
Poligono[ <Lista de Pontos=]
Paligono] =Ponto>, .., <Ponto=]
Paligonol <Paonto=, <Ponto=, <Mimero de Vérices= ]
Poligono[ <Ponto=, <Ponto=, <Mimero de Vértices=, <Direcao=]

Figura 67: Criando Poligonos pelo Campo de Entrada

Figura 68: Criando Poligonos pelo Campo de Entrada

3.4.3.5 Criando circulos

Para criar um circulo, escolha uma das seguintes opcoes:

e 12 Opcao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do sexto botao da Barra
de Ferramentas, e clique na opgao Circulo dados Centro e Um de seus Pontos,
como mostra a figura 69. Em seguida clique no ponto destinado ao Centro do circulo
e no ponto que deve pertencer ao circulo. Caso os pontos ainda nao tenham sido
criados, os mesmos serao criados ao clicar nos locais onde se deseja plotar o centro e
o ponto que devera pertencer ao circulo. O resultado é algo parecido com o mostrado

na figura 70.
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Figura 70: Criando Circulos pela barra de ferramentas

e 22 Opcao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do sexto botao da Barra
de Ferramentas, e clique na opcao Circulo dados Centro e Raio, como mostra a
figura 71. Em seguida clique no ponto destinado ao Centro do circulo, digite o valor
do raio e clique em Ok (ou pressione a tecla Enter). Caso o ponto destinado ao
Centro do circulo ainda nao tenham sido criado, o mesmo sera criado no primeiro

click. O resultado é algo parecido com o mostrado na figura 72.
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Figura 71: Criando Circulos pela barra de ferramentas

Figura 72: Criando Circulos pela barra de ferramentas

e 32 Opcgao: Digite “Circulo”’no Campo de Entrada. Varias opgoes serao exibidas,
como na figura 71. Escolha a op¢ao mais adequada ao seu objetivo. O comando
Circulo[C,1], por exemplo, cria um circulo com centro no ponto C e raio medindo

1 unidade. Neste caso, o resultado é algo parecido com o mostrado na figura 74.



Entrada
Circulo[ <Ponto>, <Raio=]

Circulo[ <Ponto=, <Segmento= |

Circulo[ <Ponto=, <Ponto= ] =
Circulo[ <Reta=, <Ponto=] -
Circulo[ <Ponto=, <Ponto=, <Ponto= ]

Circulo[ <Ponto=, <Raio=, <Direcio=] -

Figura 73: Criando Circulos pelo Campo de Entrada

Figura 74: Criando Circulos pelo Campo de Entrada

3.4.3.6 Criando elipses

Para criar uma Elipse, escolha uma das seguintes opgoes:

73

e 12 Opcgao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do sétimo botao da Barra

de Ferramentas, e clique na opgao Elipse, como mostra a figura 75. Em seguida

clique nos pontos destinados aos focos da Elipse e no ponto que deve pertencer a

Elipse. Caso os pontos ainda nao tenham sido criados, os mesmos serao criados ao

clicar nos locais onde se deseja plotar os focos e o ponto que devera pertencer a

Elipse. O resultado é algo parecido com o mostrado na figura 76.

7 GeoGebra

Arquive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra ] | » Janela )
@ Elipse

:—{';— Hipérbole

Figura 75: Criando elipses pela barra de ferramentas

Figura 76: Criando elipses pela barra de ferramentas
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e 22 Opcao: Digite “Elipse”’no Campo de Entrada. Trés opcoes serao exibidas,
como na figura 77. Escolha a op¢ao mais adequada ao seu objetivo. O comando
Elipse[A,B,2], por exemplo, cria uma elipse com focos nos pontos A e B, e com

semieixo maior medindo 2 unidades. Neste caso, o resultado é algo parecido com o

mostrado na figura 78.

Entrada:

Elipse[ <Foco=, =Foco=, <Comprimento do Semieixo Maior= ==
Elipse[ <Foco=, =Foco=, <Segmento=]

Elipse[ =Ponto=, =<Ponto=, =Ponio=]

Figura 77: Criando elipses pelo Campo de Entrada

Figura 78: Criando elipses pelo Campo de Entrada

3.4.3.7 Criando hipérboles

Para criar uma hipérbole, escolha uma das seguintes opcoes:

e 1% Opcao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do sétimo botao da
Barra de Ferramentas, e clique na opcao Hipérbole, como mostra a figura 79. Em
seguida clique nos pontos destinados aos focos da hipérbole e no ponto que deve
pertencer a hipérbole. Caso os pontos ainda nao tenham sido criados, os mesmos
serao criados ao clicar nos locais onde se deseja plotar os focos e o ponto que devera

pertencer a hipérbole. O resultado é algo parecido com o mostrado na figura 80.
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Figura 79: Criando hiperboles pela barra de ferramentas
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Figura 80: Criando hiperboles pela barra de ferramentas

e 22 Opgao: Digite “hipérbole’no Campo de Entrada. Trés opgoes serao exibidas,
como na figura 81. Escolha a op¢ao mais adequada ao seu objetivo. O comando
Hipérbole[A,B,2], por exemplo, cria uma hipérbole com focos nos pontos A e B,
e com semieixo real medindo 2 unidades. Neste caso, o resultado ¢é algo parecido

com o mostrado na figura 82.

Entrada:
Hipérbole[ <Foco=, <Foco=, =Comprimento do Semigixo Maior= ]2

Hipérbole[ <Foco=, =Foco=, <Segmento=]
Hipérbole[ <Ponto=, <Ponto=, <Ponto=]

Figura 81: Criando hipérboles pelo Campo de Entrada
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Figura 82: Criando hipérboles pelo Campo de Entrada

3.4.3.8 Criando pardbolas

Para criar uma parabola, escolha uma das seguintes opgoes:

e 12 Opcgao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do sétimo botao da Barra
de Ferramentas, e clique na opcao Parabola, como mostra a figura 83. Em seguida

clique no ponto destinado ao foco da parabola e na reta que deve ser a diretriz da
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parabola. Caso o ponto ainda nao tenha sido criado, o mesmo serd criado ao clicar

no local onde se deseja plotar o foco da pardbola. O resultado é algo parecido com

o mostrado na figura 84.
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Figura 83: Criando parabolas pela barra de ferramentas

Figura 84: Criando parabolas pela barra de ferramentas

e 22 Opcao: Digite “Pardabola’no Campo de Entrada e selecione a tinica opgao dis-

ponivel (Ver figura 85). Digite o ponto que serd o foco e a reta que serd a diretriz da

pardbola. O comando Pardabola[A,a], por exemplo, cria uma parabola com foco

no ponto A, cuja diretriz é a reta a. O resultado é algo parecido com o mostrado

na figura 86.

Entrada:

Parabolal =Ponto=, <Reta= ]

Figura 85: Criando parabolas pelo Campo de Entrada

Figura 86: Criando parabolas pelo Campo de Entrada



3.4.3.9 Criando angulos

Para criar um angulo, escolha uma das seguintes opcoes:

7

e 12 Opcao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do oitavo botao da Barra

de Ferramentas, e clique na opcao Angulo, como mostra a figura 87. Em seguida

clique nos trés pontos de definicao do angulo, de modo que o segundo ponto clicado

seja o vértice. Caso a defini¢do do angulo seja de duas retas (ou dois segmentos),

clique em uma reta (ou segmento) e, em seguida, clique na outra reta (ou segmento).

O resultado ¢é algo parecido com o mostrado na figura 88.
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Figura 87: Criando angulos pela barra de ferramentas

Figura 88: Criando angulos pela barra de ferramentas

e 22 Opcao: Digite “Angulo” no Campo de Entrada. Varias opgoes serao exibidas,

como na figura 89. Escolha a opcao mais adequada ao seu objetivo. O comando

Angulo[B,A,C], por exemplo, cria um angulo com vértice A e lados AB e AC. O

resultado é algo parecido com o mostrado na figura 90.

Entrada:

Angulo[ <Objeto>]
.f\ngulo[ =\etor=, =\etor=]
Angulo] <Reta=, <Reta= |
.ﬂngulo[ =Reta=, =Plano= ]
Angulo] <Plano=, <Plano=
Angulo <Ponto=, <Vértice=, <Ponto=] [k

| »

m

Figura 89: Criando angulos pelo Campo de Entrada
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Figura 90: Criando angulos pelo Campo de Entrada
3.4.3.10 Criando textos

Para criar um texto, clique na seta que fica no canto inferior direito do décimo botao
da Barra de Ferramentas, e clique na opcao Texto, como mostra a figura 91. Em seguida
clique na area de trabalho (zona grafica). Serd aberta uma janela como na figura 92.
Digite no campo Editar o texto que serd exibido. Marque a caixa Férmula LaTeX
se quiser que o texto seja exibido no ambiente matematico. Use a lista Simbolos para

inserir simbolos matematicos no texto. Use a lista Objetos para inserir objetos no texto.
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Figura 91: Criando textos
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Figura 92: Criando textos

Os objetos inseridos no texto aparecem no campo Editar dentro de um retangulo.
Vocé pode também, inserir uma area vazia no texto e digitar, nessa area, objetos e
operagoes. Serao mostrados no campo Visualizar, resultados dessas operagoes ou valores
dos objetos digitados. Na figura 93, por exemplo, temos digitada no campo Editar, a

equagao da pardbola. Observe que os objetos x {V} e y_{V} estao inseridos em um
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retangulo no campo Editar e seus valores estao sendo mostrados no campo Visualizar.

Neste caso, o resultado é algo parecido com o mostrado na figura 94.

D Teto =)

Editar
(y-y_{V})"2=2p(x-x_{V}))

FIFérmula LaTeX - Simbolos - | Objetos -
=0 T T T T T T[]

Visualizar
(y—1)* = 2p(x —2)

Figura 93: Criando textos

3.4.3.11

Figura 94: Criando textos

Criando controles deslizantes

Para criar um controle deslizante, escolha uma das seguintes opcoes:

e 12 Opgao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do décimo primeiro botao

da Barra de Ferramentas, e clique na op¢ao Controle Deslizante, como mostra

a figura 95. Em seguida clique na area de trabalho. Serd mostrada uma janela

como mostrada na figura 96. Verifique se os valores apresentados nessa janela estao

adequados para o controle que pretende criar. Se nao, modifique-os adequadamente.

Clique em Aplicar.

7 GeoGebra

Al

P Janela de Algebra

Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda Ej

3150l [= PN o B3

= [ | » Janela de Visualizagio =2 controle Desiizant
; ontrole Deslizante

[}

v * Caixa para Exibir/ Esconder Objetos

Figura 95: Criando controles deslizantes pela barra de ferramentas
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Controle Deslizante [

Nome

@ Nimero
) Angulo

© Inteiro [7] Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animagéo

min: |-5 max: |5 Incremento: | 0.1

Aplicar Cancelar

Figura 96: Criando controles deslizantes pela barra de ferramentas

e 22 Opcao: Digite “ControleDeslizante”’no Campo de Entrada e clique na opg¢ao

apresentada (veja figura 97). Digite todos os arqumentos solicitados e tecle Enter.

O resultado, tanto na primeira quanto na segunda opcao, é algo parecido com o

mostrado na figura 98.

Entrada:

ControleDeslizante[ <Minimo=, <Maximo=, <Incremento

Figura 97: Criando controles deslizantes pelo Campo de Entrada

Figura 98: Criando controles deslizantes

3.4.3.12 Criando caiza para exibir/esconder objetos

Para criar uma caixa para exibir/esconder objetos (ou caixa de sele¢ao), escolha uma

das seguintes opcoes:

e 1* Opcao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do décimo primeiro
botao da Barra de Ferramentas, e clique na op¢ao Caixa para Exibir/Esconder
Objetos, como mostra a figura 99. Em seguida clique na area de trabalho. Sera
mostrada uma janela como mostrada na figura 100. Digite uma legenda para a caixa
de selecao e clique em Aplicar. O resultado é algo parecido com o mostrado na

figura 101.
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Figura 99: Criando caixa de selecao pela barra de ferramentas
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Figura 100: Criando caixa de selecao pela barra de ferramentas
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Figura 101: Criando caixa de selecao pela barra de ferramentas

e 22 Opcao: Digite “CaixaDeSelecao”no Campo de Entrada e clique em uma das
opgoes apresentadas (veja figura 102). Digite o(s) arqumento(s) solicitado(s) e tecle
Enter. Por exemplo, o comando CaixaDeSelegao[“Exibir”| cria uma caixa de
selecao com legenda Exibir. Neste caso, o resultado é algo parecido com o mostrado

na figura 103.

Entrada:

CaixaDeSelecdo] <Legenda= ]
CaixaDeSelecio[ =Lista= ]
CaixaDeSelecio[ <Legenda=, =Lista=]

Figura 102: Criando caixa de selecao pelo campo de entrada
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Figura 103: Criando caixa de selecao pelo campo de entrada

3.4.3.13 Criando botoes

Para criar botao, escolha uma das seguintes opgoes:

e 12 Opgao: Clique na seta que fica no canto inferior direito do décimo primeiro botao
da Barra de Ferramentas, e clique na opcao Botao, como mostra a figura 104. Em
seguida clique na area de trabalho. Sera mostrada uma janela como mostrada na
figura 105. Digite uma legenda para o botao e clique em Aplicar. O resultado é

algo parecido com o mostrado na figura 106.
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Figura 104: Criando botao pela barra de ferramentas
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Figura 105: Criando botao pela barra de ferramentas
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Figura 106: Criando botao pela barra de ferramentas

e 22 Opcao: Digite “Botao”’no Campo de Entrada e clique em uma das opgoes
apresentadas (veja figura 107). Digite uma legenda para o botao e tecle Enter. Por
exemplo, o comando Botao[” Ok”] cria um botao com legenda Ok. Neste caso, o

resultado ¢ algo parecido com o mostrado na figura 108.

Entrada:

Botdo[ <Legenda=]

Figura 107: Criando botao pelo Campo de Entrada

Figura 108: Criando botao pelo Campo de Entrada

3.4.3.14 Criando vetores

Para criar um vetor, digite no campo de entrada o nome do vetor, comecando sempre
com uma letra mintuscula. Em seguida, digite o sinal de igual e, entre parénteses, digite
as coordenadas que representam o vetor. Por exemplo, o vetor u da figura 109 foi obtido

com o comando u=(1,1).
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Figura 109: Criando vetores

Vocé pode também criar um vetor digitando Vetor no campo de entrada e escolhendo
uma das opgoes apresentadas, como na figura 110. O comando Vetor[(1,2)], por exemplo,

cria um vetor de coordenadas (1, 2). Neste caso, o resultado é algo parecido com o
mostrado na figura 111.

Entrada:

Wetor] =Ponto Inicial=, =Ponto Final= ]
‘etorCurvatura[ <Ponto=, =0Objeto=]
VetorPerpendicular] =Reta= |
etorPerpendicular] =<Segmento= ]
‘VetorPerpendicular] <\ etor=]

1

Figura 110: Criando vetores

Figura 111: Criando vetores

3.4.4 Selecionando e movendo objetos

Para selecionar um objeto, clique na seta que fica no canto inferior direito do primeiro
botao da Barra de Ferramentas, e clique na op¢ao Mover, como mostra a figura 112. Em

seguida, clique sobre o objeto na janela de visualizagao ou na janela de dlgebra.

Para mover um objeto, selecione o objeto a ser movido, clique sobre ele na janela de

visualizacao e arraste-o para o local desejado.
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Figura 112: Selecionando e movendo objetos
3.4.5 Definindo propriedades dos objetos

Nesta subsecao iremos apresentar algumas propriedades importantes dos objetos, prin-
cipalmente aquelas que serao utilizadas na construcao das atividades dinamicas na se¢ao

3.5.

Para exibir a janela de propriedades dos objetos, clique com o botao direito do mouse
sobre o objeto na Janela de Visualizagcao ou na Janela de Algebra. Em seguida

clique em Propriedades....

3.4.5.1 Renomeando objetos

Para renomear um objeto, clique com o botao direito sobre o objeto a ser renomeado

e clique em Renomear. Digite um novo nome para o objeto e clique em OK.

Vocé pode também renomear um objeto pela janela de propriedades. Para isso, exiba
a janela Propriedades... e, na guia Basico, digite um nome para o objeto no campo

Nome e tecle Enter.

3.4.5.2  Definindo objetos

Um objeto pode ser definido por um valor ou por uma férmula de definicao. Para
definir um objeto, exiba a janela de propriedades desse objeto e clique na guia Basico.
O nome do segundo campo dessa guia alterna entre Valor e Definicao, de acordo com
o tipo de dados digitados nele. Entao digite nesse campo um valor ou uma férmula de

definicao para o objeto e tecle Enter.

A figura 113(a), por exemplo, mostra o ponto B sendo definido pelo valor de suas
coordenadas (2, 3), enquanto a figura 113(b) mostra o ponto B sendo definido pela soma

do ponto A com o vetor (1, 2).
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Figura 113: Definindo objetos
3.4.5.3 Definindo legenda de objetos

Voceé pode definir uma legenda para que seja exibida junto com o objeto.

Para isso, exiba a janela de propriedades e clique na guia Basico. Digite a legenda

que deseja atribuir ao objeto no campo Legenda e tecle Enter.

Para exibir a legenda, veja o item 3.4.5.3.

3.4.5.4 FExibindo rotulos de objetos

Voceé pode ativar ou desativar a exibicao do rétulo de um objeto.

Para exibir (ou ocultar) o rétulo de um objeto, clique com o botao direito do mouse
sobre o objeto na janela de visualizacao ou janela de algebra e , em seguida, clique na

opcao Exibir Rétulo.

Vocé pode também exibir (ou ocultar) o rétulo de um objeto pela janela de propri-
edades. Para isso, exiba a janela de propriedades e clique na guia Basico. Em seguida,

marque (ou desmarque) a caixa de selecao Exibir Rétulo.

O rotulo de um objeto pode ser exibido como nome do objeto, valor do objeto ou

ambos, nome e valor, ou ainda como legenda do objeto.

Para selecionar um rotulo, exiba a janela de propriedades do objeto e clique na guia
Basico. Marque a caixa de selecao Exibir Roétulo. Clique no botao que fica ao lado

dessa caixa de selecao e selecione a opgao desejada.

3.4.5.5 FExibindo e ocultando objetos

Voce pode exibir ou ocultar objetos na janela de visualizacao.

Para exibir (ou ocultar) um objeto, clique com o botao direito do mouse sobre o
objeto na janela de visualizacao ou janela de algebra e , em seguida, clique na opcao
Exibir Objeto.
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Vocé pode também exibir (ou ocultar) um objeto pela janela de propriedades. Para
isso, exiba a janela de propriedades e clique na guia Béasico. Em seguida, marque (ou

desmarque) a caixa de selecao Exibir Objeto.

Vocé pode ainda, exibir (ou ocultar) um objeto pela janela de dlgebra. Para isso, clique
na "bolinha” que fica ao lado do nome do objeto nessa janela. A “bolinha”preenchida
indica que o objeto esta visivel. A “bolinha”’sem preenchimento indica que o objeto esta

oculto.

3.4.5.6 Definindo cores de objetos

Para definir a cor de um objeto, exiba a janela de propriedades do objeto e clique na

guia Cor. Em seguida, faga a escolha e clique em uma cor para o objeto.

No caso do objeto Texto, existem duas opcoes de cores: cor de primeiro plano e cor de
fundo. Clique em uma das opcoes para selecionéd-la. Em seguida escolha a cor desejada

para essa opgao.

Caso voceé precise remover a cor do fundo, clique no botao M Remover, que

aparece abaixo da op¢ao Cor de Fundo, quando esta esta selecionada.

Vocé pode também incluir uma cor personalizada. Para isso, clique no botao £
Incluir Cor Personalizada e faca os ajustes das cores até atingir a cor desejada. Para

concluir, clique em OK.

3.4.5.7 Definindo estilos de objetos

Voceé pode definir estilos para alguns objetos como retas e segmentos. Para isso, exiba
a janela de propriedades e clique na guia Estilo. Em seguida, clique na caixa de estilos

e selecione a opcao desejada.

3.4.5.8 Definindo condi¢ao para exibir objeto(s)

Uma das propriedades mais importantes que sera utilizada na construcao das nos-
sas atividades é a Condigao para Exibir Objeto(s). Para defini-la exiba a janela
de propriedades e clique na guia Avangado. Em seguida, digite a condigdo no campo

Condicao para Exibir Objeto(s).

No final desse campo tem um botao («) que, ao ser clicado, exibe varios sibolos, como

mostra a figura 114. Ao passar o mouse sobre cada simbolo, seu significado é exibido. Os
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sibolos A e V, por exemplo, significam “E”e “OU”, respectivamente.

O comando (b > 0) A (¢ < 0), por exemplo, exibe o objeto se b > 0 e ¢ < 0. Caso

contrario, oculta o objeto.

@Preferéncias alB |y |0 e[f|n|B|[K]|A d
T E W HlElplo|T|o|o| x|y uf
rra/en el =(e|l
|BésicolCorlEstiIoIAIgebra| Avancado | Programé = |« | = |- | a v |=| 1|2 ]
Condigio para Exibir Objeto(s) s|c|x ||| |i|mm|e
(]

Figura 114: Definindo condicao para exibir objetos

3.4.5.9 Definindo camada para objetos

Pode acontecer de termos objetos sobrepostos, ou seja, objetos que tenham a mesma
localizacao no plano. A utilidade da definicdo de camadas estd no fato de que o objeto
sobreposto de maior camada serd o selecionado em caso de termos um click naquela

localizagao.

Para definir a camada de um objeto, exiba a janela de propriedades e clique na guia

Avancado. Em seguida, clique no botao Camada e selecione o niimero desejado.

3.4.5.10 Definindo janela de visualizagao para objetos

Quando voceé cria um objeto, este sera visualizado na janela de visualizacao ativa, ou

seja, na ultima janela selecionada.

Para visualizar o objeto em outra janela, exiba a janela de propriedades e clique na
guia Avancgado. Em seguida marque (ou desmarque) a caixa de selegao relativa a janela

na qual vocé pretende exibir (ou ocultar) o objeto (veja a figura 115).

Localizacio

ianela de Visualizacid [ | Janela de Visualizacio 2 || Janela de Visualizacio 3D

Figura 115: Definindo janela de visualizagao para objetos

E possivel definir linhas de programacao para serem executadas ao clicar ou ao atua-

lizar objetos.
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Para inserir linhas de programacao, exiba a janela de propriedades, clique na guia
Programacao e, em seguida, clique na guia Ao Clicar ou Ao Atualizar. Digite as

linhas de comando e clique em OK.

Como exemplo, temos os comandos mostrados na figura 116. Ao clicar no objeto com
essa propriedade, os comandos definem o valor booleano d como true (caixa de selegao

marcada) e o valor booleano e como false (caixa de sele¢ao desmarcada).

| Basico | Dnrl Estilo | ﬁdgebral mfan:;adn| Programacao

Ao Clicar | AD Atualizarl JavaScript Glnbal|

1 | d=true
2 | e=false

Figura 116: Definindo programagao para objetos

3.5 ATIVIDADES DINAMICAS NO GEOGEBRA

Nesta secao serao apresentadas algumas atividades dinamicas envolvendo a Geometria

Analitica do Ensino Médio, que podem ser desenvolvidas no Geogebra.

O passo-a-passo apresentado em cada atividade nao representa um objeto fechado e
acabado. Ele é apenas um norteador para que o professor possa, a partir dai, contruir suas
proprias atividades. Porém, algumas sequéncias sao importantes para que a dinamica
funcione corretamente. Espera-se que o professor possa perceber isso durante as suas

construcoes.

3.5.1 Distancia entre dois pontos

O objetivo dessa atividade é levar o aluno a perceber, de forma dinamica, o conceito
de distancia entre dois pontos, considerando todos os casos possiveis, a saber, quando o
segmento AB, que representa a distancia entre os pontos A e B, é palalelo ao eixo das
abscissas, quando é paralelo ao eixo das ordenadas e quando nao é paralelo a nenhum dos

€1X0sS.

A dinamica pode ser obtida deslocando-se com o mouse os pontos A e B. A medida
em que as coordenadas dos pontos A e B variam, os valores indicados na figura e na

formula também variam.

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:



10.

11.

12.

13.
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b Janela de Visualizagao

|
|
|
|
2 3 3 5 B 7 B 5

[=}
Q- ———— 4

-

1 dap=+(zp—x4)?+ (¥ —ya)> =V(@)’+ (3)2 =5

Figura 117: Atividade Distancia entre dois pontos

. Abra um novo arquivo no Geogebra.

. Crie os pontos A e B de coordenadas quaisquer, por exemplo A(1,1) e B(4,5).

Crie o segmento a com extremidades A e B.

. Crie o ponto X4 = (2(A),0).
. Crie o ponto Xp = (z(B),0).

. Crie o ponto Y4 = (0,y(A)).

Crie o ponto Yz = (0,y(B)).

. Crie o ponto C' = (z(B),y(A)) .

Crie os segmentos b = CXpg, c=AC,d=BC,e=AX,, f =AY e g= BYp.

Defina o estilo tracejado e desmarque a opgao Exibir rotulo para os segmentos b, e, f

eg.

Defina a propriedade Exibir rétulo como Valor e formate cor e estilo adequados

para os segmentos a, c e d.
Insira um texto com a féormula da distancia entre dois pontos como na figura 118.

Formate e posicione o texto na tela adequadamente.
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73 Texto ﬁ1

Editar
d_{AB}=\sart{(x_{Bj-x_{A}"2 +{y_{B}-y_{A})"2} =\sart{(x(B) - x(A) )*2+(y(B) - y(A) )*2}=a

VIFérmula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 118: Inserindo férmula da distancia entre dois pontos
3.5.2 Ponto médio de um segmento
O objetivo dessa atividade é levar o aluno a perceber, de forma dinamica, o conceito

de ponto médio de um segmento.

A dinamica pode ser obtida deslocando-se com o mouse os pontos A e B. A medida
em que as coordenadas dos pontos A e B variam, os valores indicados na figura e na

formula também variam.

b Janela de Visualizagio

W —————————
e T
m

o
o 2 4 8 7 E) )
rT4+TEp Y4+ YB 1+5 143
-1 M={ 2 . 2 ]={ 2 ' 9o ]={312]

Figura 119: Atividade Ponto médio de um segmento

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no Geogebra.

2. Crie os pontos indicados na tabela seguinte.



Sequéncia | Nome Defini¢ao/Valor

1 A (1,1)

2 B (5,3)

3 M| ((z(A) +2(B))/2, (y(A) + y(B))/2)
4 Xa (z(A),0)

5 Xp (x(B),0)

6 Xm (x(M),0)

7 Ya (0,4(A))

8 Y (0,y(B))

9 Yu (0,y(M))

92

. Crie os segmentos a = AM, b= MB, c = AX,, d = AY,, e = BXpg, f = BYp,

. Defina a propriedade Exibir rétulo como Valor e formate cor e estilo adequados

para os segmentos a e b.

. Defina o estilo tracejado e desmarque a opcao Exibir rétulo para os segmentos

c,d,e, f,geh.

. Insira quatro textos com as propriedades indicadas na seguinte tabela:

Nome Texto

Condigao para Exibir Objeto(s)

textol | Veja figura 120(a

(x(B) =2 0) A (y(B) = 0)

Editar
M=(frackx_{Ay_(BIH2} racly_(Avy_(BIH2Y=
(Mrac{x(A) + x(B) {2} Wrac{y(A) |+#(B) H2}=(xM) | y(M) )

[¥] Férmula LaTeX + ‘ Simbolos v ‘ Objetos »

(a) Textol
L7 Texto ﬁ

Editar
M=(ractx_{A}+x_{BIH2}\racly_{Al+y_{BIH2))=
(racx(A) | (B) 32} Wrac{y(A) | +y(B) H2N=(xaM) ,y() )

[¥] Férmula LaTex ‘ sSimbolos v ‘ Objetos ~

(¢) Texto3

(a)
texto2 | Veja figura 120(b) (x(B) <0)A (y(B) <0)
texto3 | Veja figura 120(c) (x(B) <0) A (y(B) >0)
textod | Veja figura 120(d) (x(B) > 0) A (y(B) <0)
7 Texto @ 47 Texto @

Editar

M=(racx_{A}x_{BiH{2}Mracly_{A+y_{BiH{2})=
(fracfx(A) | |x(B) {23 Mracy(A)| v(B) H2D=(x(M) ,y(M) )}

[¥] Férmula LaTeX v \ Simbolos * \ Objetos ~

(b) Texto2
¥ Texto ﬁ

Editar
M=(racix_{Al+x_{BIH2}\racly_{Al+y_{BIH2})=
(fracx(A) +|x(B) H2}rac{y(~) | |WB) H2N=(xM) , y(v) )

[¥| Férmula LaTex ‘ Simbolos v ‘ Objetos ~

(d) Texto4

Figura 120: Textos da atividade ponto médio
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7. Posicione os textos na tela de modo que fiquem sobrepostos.

8. Formate adequadamente todos os objetos criados.

3.5.3 Condicao de alinhamento de trés pontos

O objetivo dessa atividade é levar o aluno a perceber, de forma dinamica, o conceito
de condicao de alinhamento de trés pontos, relacionando det = 0 com pontos colineares e

det # 0 com pontos nao colineares.

A dinamica pode ser obtida deslocando-se os pontos A, B e C indicados na figura
121. A medida em que as coordenadas dos pontos A, B e C' variam, os valores indicados

na matriz e no valor do determinante também variam.

» Janela CAS & | » Janela de Visualizagio
M={x(A)y(A), 11{x(B),y(B), 11{X(C),¥(C), 1} \

II B
/ ER
/

|".’ 1
-~ M= | 3
I'\ 5

MW
ot

9 Determinante[M] 24

. -4 /

Figura 121: Atividade Condigao de alinhamento de 3 pontos

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no Geogebra.

2. Crie os pontos A(1,2), B(3,3) e C(5,2).
< <

3. Crie as retas AB e BC

4. Crie o triangulo ABC.

5. Desmarque a opcao Exibir Roétulo para todos os objetos criados, exceto para os

pontos A, B e C.
6. Formate adequadamente as cores e os estilos dos elementos criados.

7. Exiba a janela CAS e digite a definicao da matriz M e do seu determinante, como

na figura 121.
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3.5.4 Equacgao da reta

O objetivo dessa atividade é levar o aluno a perceber, de forma dinamica, a relagao
entre as representacoes geométrica e algébrica de uma reta. Espera-se ainda, que o aluno
reconheca as diferentes formas de se escrever a equagao de uma reta, além de perceber os

efeitos causados pela variacao dos coeficientes dessas equagoes.

A dinamica pode ser obtida deslocando-se o botao de cada um dos controles deslizantes
a, b e c. A medida em que os valores desses controles variam, os valores dos coeficientes
das equacgoes também variam, e consequentemente, obtém-se uma variagdo na posicao

e/ou na inclinacao da reta.

b Janela de Visualizagdo 2 [X] | » Janela de Visualizacgo
a=-2
* 3
b=2
e 2
c=5
®
1
Equacao geral :ax +by+c¢c=0=— —2x+2y+5=0 45°
3 4 5
~ . a c
Equagao reduzida : y= — %71 —y=1x— 2.5
- . T y T y
Equacgao segmentaria: — + —; =1— — + — =1
= 5= 2.5 2
—c _ —(5) —c _ —(5)
=— = — =0 = — = —>"=-25
P="0 = 22 =% 2

Figura 122: Atividade Equacao da reta

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.

2. Exiba a Janela de Visualizagao 2 e desabilite a exibicao dos eixos e da malha

nessa janela.

3. Crie os controles deslizantes a, b e ¢ na Janela de Visualizagao 2.

4. Crie os numeros m = -4 n=—%Sep=—<.
b’ b a

5. Crie aretar:ax + by +c = 0.

6. Formate a cor e o estilo da reta r de modo que ela fique em destaque.
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7. Crie os pontos A e B como pontos de intersecao da reta r com os eixos y e x,

respectivamente.

8. Defina a Legenda dos pontos A e B como ¢ e p, respectivamente.

9. Defina a propriedade Exibir Rétulo como Legenda para os pontos A e B.

10. Crie os pontos C' = (z(B) +1,0) e D = ((1 —n)/m,1).

11. Crie o angulo a = CBD.

12. Desmarque a propriedade Exibir Objeto para os pontos C' e D.

13. Defina a propriedade Exibir rétulo como valor para o angulo a.

14. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na tabela seguinte:

Nome Texto Condicao para Exibir Objeto(s)
EquagaoGerall Veja figura 123(a) (b>0)A(c>0)
EquacaoGeral2 Veja figura 123(b) (b<0)A(c<0)
EquacaoGeral3 Veja figura 123(c) (b>0)A(c<0)
EquacaoGeral4 Veja figura 123(d) (b<0)A(c>0)

EquacaoReduzidal | Veja figura 124(a) n>0
EquacaoReduzida2 | Veja figura 124(b) n<0
EquagaoSegmentaria | Veja figura 125
= = o ) (G ) (G =
Edtar Edlar Edtar Edtar

Equacéo ‘space geral: ax+by+c=0

Equacao \space geral: ax+by+c=0

Equac&o \space geral: ax+by+c=0

Equac&o \space geral: ax+by+c=0

\Longrightarrow ja x+b y+¢ =0

\Longrightarrow |ax--by--¢ =0

\Longrightarrow a x+b y--¢ =0

\Longrightarrow a x--b y+¢|=0

“F6mula LaTeX - | Simbolos - | Objef

(a) Equagao Geral 1

ZFormula LaTeX - | Simbolos ~ | Objef

(b) Equagao Geral 2

3 Texto

(o]

Editar

Equag&o \space reduzida:y=-\frac{a}{b}x-\frac{c}{b}
\Longrightarrow y=m x+n

EIFormula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objstos ~

(a) Equacdo Reduzida 1

ZFormula LaTeX - | Simbolos - | Objef

(c¢) Equagao Geral 3

@IF6rmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objel

(d) Equagao Geral 4

Figura 123: Textos atividade Equacao da reta

7 Texto

=

Editar

Equagéo \space reduzida:y=-\frac{a}{b}x-\frac{cHb}
\Longrightarrow y= m x--n

MIFormula LaTeX - Simbolos ~ | Objetos -

(b) Equagao Reduzida 2

Figura 124: Equagao reduzida da reta
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7 Texto @

Editar
Equagdo \space segmentaria:\frac{x{\frac{-c{a}}+\frac{y}{\frac{-cH{b}}=1
\Longrightarrow\frac{x{p }+\frac{yH{n }=1

©IF6rmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos -
Figura 125: Equagao segmentaria

15. Insira na Janela de Visualizacao 2, os textos com as definicoes e os valores de
A e B (figura 126), que aqui representam a ordenada e a abscisa dos pontos de

interseccao da reta r com os eixos y e x, respectivamente.

[ Texto & Texto
Editar Editar
A=\frac{-c{b}=\frac{-c {b}=n B=\frac{-cH{a}=\frac{-c | {a}= p

WIF6rmula LaTeX - | Simbolos -+ | ¢ @IF6rmula LaTeX - | Simbolos - | ¢

(a) Intersegdo de r com o  (b) Intersegdo de r com o
eixo y eixo x

Figura 126: Intersecao da reta com os eixos

3.5.5 Coeficiente angular de uma reta

O objetivo dessa atividade é levar o aluno a perceber, de forma dinamica, a relagao
entre a variacao do angulo de inclinagao da reta e do valor do seu coeficiente angular,

indicado por m = tgo = ¥8=¥4
TB—TA

A dinamica pode ser obtida deslocando-se com o mouse os pontos A e B.

5T

Figura 127: Atividade Coeficiente angular de uma reta

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

97

. Abra um novo arquivo no GeoGebra.

Crie os pontos A e B.

. Crie os ntimeros Ay = y(B) — y(A), Az = z(B) — z(A) e m = 3.

. Crie a reta r passando por A e B.

Crie o ponto X4 = (2(A),0).
Crie o ponto Xp = (x(B),0).
Crie o ponto Y4 = (0,y(A)).
Crie o ponto Yi = (0, y(B)).

Crie o ponto C = (z(B),y(A)) .

Crie os segmentos a, b, c e d, tais que a = AX 4, b =AY, c= BXg ed= BYpg.
Crie o triangulo ABC.
Crie os angulos a = CEB, 8= BCA e ~ como angulo entre o eixo x e a reta r.

Defina a propriedade Angulo entre: 0° e 180° ¢ marque a opcio Realgar

Angulos Retos para os angulos a, § e 7.

Defina a propriedade Exibir Rétulo como Valor para os angulos « e 7, e desmar-

que essa opg¢ao para o angulo 3.

Desmarque a opcao Exibir Roétulo para todos os segmentos e para o poligono

ABC.
Defina o estilo tracejado para os segmentos a, b, c e d.
Formate o estilo e a cor da reta r, de modo que esta fique em destaque.

Insira quatro textos com as propriedades indicadas na seguinte tabela:

Nome Texto Condigao para Exibir Objeto(s)
textol | Veja figura 128(a) (x(A) > 0) A (y(A) >0)
texto2 | Veja figura 128(b) (x(A) <0) A (y(A) <0)
texto3d | Veja figura 128(c) (x(A) > 0) A (y(A) <0)
textod | Veja figura 128(d) (x(A) <0) A (y(A) >0)




7 Texto

Editar

m=tg\alpha=\frac{y_{B}-y_{A}}{x_{B}-x_{A}}=
\frac{y(B) -y(A) Hx(B) -x(A) }=\frac{Ay {Ax }=m

[Formula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos ~

7 Texto

Editar

m=tg\alpha=\frac{y_{B}-y_{A}H{x_{B}-x_{A}}=

\frac{y(B) +-v(A) {x(B) +-x(A) }=\frac{Ay HAx }=m

“IFormula LaTeX - Simbolos ~ | Objetos -
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(a) Textol (b) Texto2
& T =) & Ters ol

Editar Editar

m=tg\alpha=\frac{y_{B}-y_{A}}{x_{B}-x_{A}}= m=tg\alpha=\frac{y_{B}-y_{A}H{x_{B}-*x_{A}}=
\frac{y(B) +-y(A) X x(B) -x(A) }=\frac{Ay H{ Ax}=m \frac{ y(B) -y(A) { x(B) +-x(A) }=\frac{Ay HAx }= m

[Z/Formula LaTeX + | Simbolos ~ | Objetos - wIFérmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos ~

(c) Texto3 (d) Texto4

Figura 128: Textos atividade Coeficiente angular de uma reta

19. Posicione os textos na tela de modo que fiquem sobrepostos.

20. Formate adequadamente todos os objetos criados.

3.5.6 Posicoes relativas de duas retas

O objetivo dessa atividade ¢é levar o aluno a visualizar, graficamente, as posigoes
relativas entre duas retas, relacionando essas posi¢oes com os valores dos coeficientes das

equagoes dessas retas.

A dinamica pode ser obtida deslocando-se com o mouse os botoes dos controles des-

lizantes que representam os valores dos coeficientes angulares e lineares de cada reta.

=1 /
29n

ml’
e s
m_=1

S
L

n
n =12 r
i®»
nS=2
(2 45°

r:y=1r+ 1.2
s:y=1x+2

Posicdes relativas:

Paralelas

Figura 129: Atividade Posigoes relativas de duas retas
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Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.

2. Exiba a Janela de Visualizacao 2. Nessa janela serao exibidos os textos e os
controles deslizantes, enquanto que na outra janela serao exibidos os elemantos

graficos.
3. Crie os controles deslizantes: m,., mg, n, e n,.

4. Crie os ntimeros z, = —2* e x, = —=. Os pontos , e z, representam, respectiva-
™ S

mente, as intersegoes das retas r e s com o eixo .

5. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na seguinte tabela:

Nome Texto Condigao para Exibir Objeto(s)

textol | Veja figura 130(a) n{r}>0

texto2 | Veja figura 130(b) n{r} <0

texto3 | Veja figura 130(c) n{s} >0

textod | Veja figura 130(d) n{s} <0

textob | “Posicoes relativas”

texto6 “Paralelas” m_A{r} =m{s} A (nAr} #n{s})

texto? “coincidentes” mA{r} =m{s} A (n{r} =n{s})

texto8 “concorrentes rls
perpendiculares”

texto9 | “concorrentes nao | (m_{r} # m_{s}) A (m{r}m-{s} # —1)

perpendiculares”
7 Texto =) €7 Texto = 7 Texto == 7 Texto [
Editar Editar Editar Editar
r:y=m_{r} x+n_{r} riy= m_{r}xn_{r} s:iy=m_{s} x+n_{s} siy=|m_{s}xn_{s}
Formula LaTeX - | & Formula LaTeX » | € Formula LaTeX - | € Formula LaTeX - | <
(a) Equagao 1 reta r (b) Equagao 2 reta r (¢) Equacao 1 reta s (d) Equagao 2 reta s

Figura 130: Equacoes das retas r e s
6. Formate as cores e os estilos de cada texto adequadamente.

7. Posicione os textos na tela, de modo que fiquem sobrepostos os seguintes conjuntos

de textos: {textol, texto2}, {texto3, textod} e {texto6, texto7, texto8, texto9}.
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8. Crie asretas r : y = m,x +n, e s : y = msx + n,, formatando suas cores e estilos

de modo que fiquem em destaque.

9. Crie o ponto B como ponto de intersecao da reta r com o eixo y e o ponto C' como

ponto de intersecao da reta s com o eixo y.

10. Crie os seguintes pontos:

o D= (z,+1,0)

o E=(z,,0)

o F=((1-ny,)/m,,1)
o G=(z,+1,0)

o H=(z,,0)

(
o I =((1-mny)/ms1)

11. Crie os angulos a = DEF e g = GHI.

12. Defina a propriedade Exibir Rétulo como Valor para os angulos « e .
13. Crie o angulo v como angulo entre as retas r e s.

14. Desmarque a propriedade Exibir Rétulo para o angulo 7.

15. Defina a propriedade Avangado/Condigao para exibir objetos(s) do angulo ~

como v = 90°.

16. Desmarque a propriedade Exibir Objeto para todos os pontos, exceto para os

pontos B e C.

3.5.7 Angulo entre duas retas

O objetivo dessa atividade é levar o aluno a visualizar, graficamente, a medida do

angulo 0 formado entre duas retas, relacionando essa medida com a tangente definida por

ms — M,
tgl =

A dinamica pode ser obtida deslocando-se com o mouse os botoes dos controles desli-
zantes que representam os valores dos coeficientes angulares e lineares de cada reta (veja
figura 131).

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:
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m.=02
® 2
GmS =15
n, = 0.5
6 1 /
ng=14 45
L ]
4]
riy =02z +0.5 = = ' 0 ! 2
s:y=15x+1.4
-1

Mg — T, 1.5 — 0.2

— — 0
/tgg Tt mm, | =T 15%02!
y |

Figura 131: Atividade Angulo entre duas retas

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.

2. Exiba a Janela de Visualizacao 2. Nessa janela serao exibidos os textos e os
controles deslizantes, enquanto que na outra janela serao exibidos os elemantos

graficos.
3. Crie os controles deslizantes: m,., mg, n, e ng.

4. Crie os seguintes nimeros:

R

[ ) er = — "

— Ns

® Ts— e
e I'p = Ns—Nr
P mr—ms

e rp=up+1
e rpg=zp+1
® {L‘CZZEP—]_

— MsNyr—MyrNs
° yP_ ms—my
® YA =MpTA+ Ny
® Yyp = MTp + N,

® yo =m,Tc +n,

o t = Se[a < 90° tg(), tg(B)]
5. Crie os seguintes pontos:

o A= (xA,?JA)



* B=(zp,yn)

o U= (xc,y0)

o D= (z,+1,0)

o £ =(z,,0)

o F'=((1—n)/mp,1)
o G=(z,+1,0)

o H = (x,,0)

o 1= ((1-n)/my1)
o P=(zp,yp)
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6. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na seguinte tabela:

Nome Texto Condigao para Exibir Objeto(s)

textol | Veja figura 132(a) n{r}>0

texto2 | Veja figura 132(b) nAr} <0

texto3 | Veja figura 132(c) n{s}>0

textod | Veja figura 132(d) n{s} <0

textob | Veja figura 133

3 Texto [ £ Texta (ot € Texto = £ Texta [
Editar Editar Editar Editar

r:iy=m_{r} x+n_{r}

riy= m_{r}xn_{r}

Formula LaTeX - | S

(a) Equagao 1 reta r

Formula LaTeX ~ | S

(b) Equagéo 2 reta r

siy=m_{s}x+n_{s}

VIFérmula LaTeX - | S

(¢) Equacao 1 reta s

Figura 132: Equagoes das retas r e s

s:y=m_{s} xn_{s}

Formula LaTeX - | S

(d) Equagéo 2 reta s

-
¥ Texto

=

Editar

tg \theta= |\frac{m_{s}-m_{r}{1+m_{sm_{r}}|=|\frac{m_{s} -(m_{r} )H1+(m_{s} )"(m_{r} )}}|=t

vIFérmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos -

Figura 133: Célculo da tangente do angulo entre duas retas

7. Posicione os objetos textol e texto2 na tela de modo que fiquem sobrepostos.

8. Posicione os objetos texto3 e texto4 na tela de modo que fiquem sobrepostos.
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9. Crie asretas r : y = m,x +n, e s : y = msx + n,, formatando suas cores e estilos

de modo que fiquem em destaque.
10. Crie os angulos o = APB e B = BPC.
11. Defina a propriedade Exibir Rotulo como Valor para os angulos a e 5.
12. Defina a propriedade Angulo Entre: 0° e 180° para os angulos « e 3.

13. Defina a propriedade Avangado/Condigao para Exibir Objeto(s) como a <
90° para o angulo a e B < 90° para o angulo f.

14. Desmarque a propriedade Exibir Objeto para todos os pontos.

3.5.8 Distancia entre ponto e reta

O objetivo dessa atividade é permitir que o aluno visualize, geometricamente, a

distancia entre um ponto P e uma reta r, e relacione essa distancia com os elementos
| a.xp + b.yp + ¢ |

da formula d =

b Janela de Visualizagao
r:—2r+4+3y—1=0
B
14 ®
P
SO
-5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4 5 ]
A d
] -1
P
_2_
g lazptbyptel _|-2x @+ @) *(=2)+ (D] _ .
Va5 (—2)°+ (3)? '
N

Figura 134: Atividade Distancia entre ponto e reta

A dinamica pode ser obtida deslocando com o mouse, os pontos A, B e P.

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.
2. Crie os numeros x4, Y4, B, Yg, Tp € Yp.

3. Crie os seguintes nimeros:
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® a=Ya—YB
e b=1xp—1x4
® C=TAYB — TBYA
4. Crie os pontos A = (z4,ya), B= (zp,ys) e P = (zp,yp).
5. Crie aretar:ax+ by +c=0.
6. Crie o ponto P’ como ponto em r préximo a P.
7. Crie o segmento d = PP’.
8. Crie o angulo o = AP'P.
9. Desmarque a propriedade Exibir Rétulo para o angulo a.
10. Defina a propriedade Angulo Entre: 0° e 180° para o angulo o.

11. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na seguinte tabela:

Nome Texto Condicao para Exibir Objeto(s)
textol | Veja figura 135(a) (b>0)A(c>0)
texto2 | Veja figura 135(b) (b<0)A(c<0)
texto3 | Veja figura 135(c) (b>0)A(c<0)
textod | Veja figura 135(d) (b<0)A(c>0)

textod | Veja figura 136

T Texto @ 7 Texto @ 7 Texto @ 7 Texto @

Editar Editar Editar Editar
riax+by+c=0 rraxblyc=0 rax+byle=0 raxby+c=0
[“|Férmula LaTeX [“IFérmula LaTeX ¥IFérmula LaTeX VIFérmula LaTeX

(a) Equagdo 1 reta  (b) Equacdo 2reta  (c¢) Equagao 3 reta  (d) Equagao 4 reta
r r r r

Figura 135: Equacoes da reta r

12. Posicione os objetos textol, texto2, texto3 e texto4 na tela de modo que fiquem

sobrepostos.
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r
©F Texto

Editar

d=\displaystyle \frac{\mid ax_{P}+by_{P}+c\mid}{\sqrt{a"2+b"2}}=
\displaystyle \frac{\mid |a *(x_{P})+(b )*(y_{P})+(c )\mid}{\sgrt{(a )*2+(b )*2}}=d

vIFérmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos ~

Figura 136: Calculo da distancia entre ponto e reta

3.5.9 Inequagao do 1° grau com duas variaveis

O objetivo dessa atividade é proporcionar ao aluno uma visualizagao grafica do se-

miplano definido por uma inequacao do 1° grau com duas variaveis, bem como perceber

os efeitos causados pela variacao dos coeficientes e dos sinais de desigualdade dessa ine-

quagao.

P Janela de Visualizagdo 2

52 —5y—5<0

B e &=

X

) Janela de Visualizagdo

34

2 V 2 3 4
-1

Figura 137: Atividade Inequagao do 1° grau com duas variaveis

A dinamica pode ser obtida deslocando os botoes dos controles deslizantes para alterar

os valores dos coeficientes, ou clicando sobre os botdes de comando para alterar o sinal

de desigualdade da inequacao.

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.

2. Exiba a Janela de Visualizagao 2.

3. Crie os controles deslizantes a, b e ¢, Posicionando-os na Janela de Visualizagao

2.

4. Crie os valores booleanos d, e, f e g.



5. Crie as seguintes desigualdades:

er:ar+by+c>0
e s:ar+by+c<0
et:ar+by+c>0

e u:ar+by+c<0

6. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na seguinte tabela:

Nome Texto Condicao para Exibir Objeto(s)
texto01 | Veja figura 138(a) d=true A (b>0)A (c>0)
texto02 | Veja figura 138(b) =true A (b <0) A (c<0)
texto03 | Veja figura 138(c) =true A\ (b>0) A (c<0)
texto04 | Veja figura 138(d) =true A (b <0) A (c>0)
texto05 | Veja figura 139(a) e=true A (b>0)A(c>0)
texto06 | Veja figura 139(b) e=true A\ (b<0)A(c<0)
texto07 | Veja figura 139(c) e=true A (b>0) A (c<0)
texto08 | Veja figura 139(d) e=true A (b <0)A(c>0)
texto09 | Veja figura 140(a) =true A (b >0) A (c>0)
textol0 | Veja figura 140(b) =true A (b <0)A(c<0)
textoll | Veja figura 140(c) =true A (b >0) A (c<0)
textol2 | Veja figura 140(d) =true A (b <0) A (c>0)
textol3 | Veja figura 141(a) | g =true A (b >0) A (c>0)
textol4 | Veja figura 141(b) g=true A\ (b<0)A(c<0)
textolb | Veja figura 141(c) g=true A (b>0) A (c<0)
textol6 | Veja figura 141(d) =true A (b <0)A(c>0)

@ Texto ) (oo [ R o =X R oy =X
Editar Editar Editar Editar
ax+by+c>0 axbyc>0 axtb|y c>0 axby+c >0

Férmula LaTeX
(a) Texto01

Formula LaTeX
(b) Texto02

Formula LaTeX
(c) Texto03

Formula LaTeX
(d) Texto04

Figura 138: Inequacgoes do tipo ax + by + ¢ > 0

7. Posicione os textos na tela de modo que fiquem todos sobrepostos.

8. Crie os botoes: btl, bt2, bt3 e bt4.

106



107

€7 Texto [ﬁ €7 Texto lﬂ 7 Texto [ﬂ 7 Texto [ﬂ
Editar Editar Editar Editar
axtby+c|<0 axb yci<0 axtb ylc<0 axby+c| <0

VIFérmula LaTeX

(a) Texto05

MFormula LaTeX

(b) Texto06

¥Férmula LaTeX

(c) Texto07

¥Férmula LaTeX

(d) Texto08

Figura 139: Inequacoes do tipo ax + by + ¢ < 0

7 Texto lﬂ
Editar
axt+by+c=0

¥IFérmula LaTeX

(a) Texto09

£ Texto

e

Editar

axbyc=0

(b) Textol0

©F Texto @ 7 Texto lﬂ
Editar Editar
axtbylc=0 axby+c=0

VIFérmula LaTeX

(c) Textoll

¥Férmula LaTeX

(d) Textol2

Figura 140: Inequacoes do tipo ax + by + ¢ > 0

©F Texto lﬂ 7 Texto lﬂ 7 Texto lﬂ
Editar Editar Editar
ax+by+c <0 axblyc=0 ax+bylc/<0

VIFérmula LaTeX

(a) Textol3

MIFérmula LaTeX

(b) Textold

VIFérmula LaTeX

(c) Textol5

Q Texto @
Editar
axby+c<0

VIFérmula LaTeX

(d) Textol6

Figura 141: Inequacoes do tipo ax + by + ¢ < 0

9. Defina a propriedade Legenda como >, <, > e < para os botoes btl, bt2, bt3 e

bt4, respectivamente.

10. Faga a programacao de cada botao, como na figura 142, de acordo com a seguinte

tabela:
bt1l bt2 bt3 bt4
Linha 1 | d = true | d = false | d = false | d = false
Linha 2 | e = false | e = true | e = false | e = false
Linha 3 | f = false | f = false | f = true | f = false
Linha 4 | g = false | g = false | g = false | g = true

12. Formate a cor e o estilo de cada objeto adequadamente.

11. Posicione e ordene os botoes na Janela de Visualizacao 2.
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Basico Texto Cor| Estilo Avangado Programacgéo
Ao Clicar | Ao Atualizar  JavaScript Global
1|d=true
2 | e=false
3 f=false
4 g=false
5
€ >
Codigo GeoGebra v| OK Cancelar

Figura 142: Programacao do botao btl

3.5.10 Discussao de um sistema linear

O objetivo dessa atividade é fazer com que o aluno perceba a relacao entre a discussao
de um sistema linear (SPD, SPI e SI) com duas varidveis e duas equagoes, e a posigao
relativa entre duas retas, além de fazer com que o aluno perceba que a solucao de um
sistema SPD, nesse contexto, é o ponto de intersecao das duas retas representadas por

esse sistema.

b Janela de Visualizagdo 2 » Janela de Visualizagdo
/_a1 =5
e 1
/b1 =2
®
¢, =5 5
0 3
a,=5
®
b,=-5 -1
@
c,=5
@ {a.l:::-i-bly:cl 5z +2y=>5
boy = b —5y=>5
Posicdes relativas das retas rery axt + by =2 ¥
Concorrentes ndo perpendiculares ‘ \
Solugao do sistema : * - L
. . y=0
Discusséo do sistema: SPD ‘ \

Figura 143: Atividade Discussao de um sistema linear

A dinamica pode ser obtida deslocando os botdes dos controles deslizantes, cujos

valores representam os coeficientes das equacgoes do sistema.

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.



2. Exiba a Janela de Visualizagao 2.
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3. Crie os controles deslizantes: aq, by, ¢1, as, by € cs.

4. Crie os numeros zp = (byca — bacy)/(bras — beay) e yp = (¢1 — a1xp)/by.

5. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na seguinte tabela:

Nome Texto Condigao para Exibir Objeto(s)
texto01 | Veja figura 144 (b_{1} > 0) A (b{2} > 0)
texto02 | Veja figura 145 (b{1} < 0) A (b{2} < 0)
texto03 | Veja figura 146 (b_{1} > 0) A (b{2} < 0)
texto04 | Veja figura 147 (b{1} <0) A (b{2} > 0)
texto05 | “Posicoes relativas das retas
r{1} er{2}:”
texto06 | “Paralelas distintas” (—a{1})/bA1} = (—a{2})/0{2} A
(c{1}/0{1} # c{2}/b{2})
texto07 | “Paralelas coincidentes” (—a{1})/bA1} = (—a{2})/0{2} A
(c{1}/b {1} = c{2}/b{2})
texto08 | “Concorrentes perpendicula- | (—a_{1})/b-{1}(—a-{2})/b{2} =
res” -1
texto09 | “Concorrentes nao perpendi- | ((—a_{1})/b{1} +
culares” (—a_{2})/b{2}) A
(—a{11)/b{1H(—a{2})/b {2} #
~1)
textol0 | “Discussao do sistema:”
textoll | “SPD” (—a{1})/b{1} # (—a-{2})/b-{2}
textol2 | “SPI” (—a{1})/bA{1} = (—a{2})/0 {2} A
c{1}/b{1} = ¢ {2}/b{2}
textol3 | “SI” (—a{1})/bA1} = (—a{2})/0{2} A
(c{1}/b {1} # c{2}/0{2})
textold | Veja figura 148 (—a{1})/bA{1} # (—a-{2})/0-{2}
textolb | Veja figura 149 (—a{1})/bA{1}7(—a-{2})/b{2} A
(c{1}/b {1} # e {2}/b.{2})
textol6 | Veja figura 150 (—a{1})/bA{1}7(—a-{2})/b-{2} A
c{1}/b {117 {2}/b {2}
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rﬂ? Texto @‘

Editar
\eft\LARGE \{ }\begin{arrayHll}a_{1}x + b_{1}y = c_{1MNa_{2}x + b_{2}y = c_{2}\end{array} \right
= \eft\LARGE \{ J\begin{array{ll}a_{1}x + b_{1}y = c_{1}\a_{2}x + b_{2}y = [c_{2} \end{array} \right

v/Formula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos ~

Figura 144: Texto01 - Equagoes do sistema
rﬂ? Texto @‘

Editar
\eft{\LARGE \{ }\begin{array}{ll}a_{1}x + b_{1}y = c_{1\a_{2}x + b_{2}y = c_{2}\end{array} \right
= \[eftf\LARGE \{ N\begin{array{ll} a_{1}x b_{1}y =c_{1} Wa_{2}x b_{2} v =c_{2}| ‘end{array} \right

v/Férmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos ~

Figura 145: Texto02 - Equagoes do sistema

rﬁ}' Texto &r

Editar
\eft{\LARGE \{ }\begin{array}{ll}a_{1}x + b_{1}y = c_{1}\a_{2}x + b_{2}y = c_{2}\end{array} \right
= [eft{\LARGE \{ J\begin{array{ll} la_{1}x + b_{1}y =c_{1} W\ ja_{2}x b_{2}y = c_{2} \end{array} \right

v/Formula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos -

Figura 146: Texto03 - Equacoes do sistema

©F Texto @1

Editar
\eft{\LARGE \{ }\begin{array}{ll}a_{1}x + b_{1}y = c_{1a_{2}x + b_{2}y = c_{2}\end{array} \right
= \left{\LARGE \{ J\begin{array{ll} a_{1}x b_{1}y = c_{1} Wa_{2}x + b_{2} v =c_{2} ‘end{array} \right

¥ Formula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos -

Figura 147: Texto04 - Equagoes do sistema
©F Texto @

Editar
Solugéo\ do\ sistema: leftiLARGE \{ \begin{array{ll}x=x_{P}\\y=y_{P}\end{array} \right

¥ Formula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos -

Figura 148: Textol4 - Solucao do sistema

6. Distribua os objetos criados entre as duas janelas como mostrado na figura 143, ou

como achar mais adequado.

7. Posicione os objetos texto01, texto02, texto03 e texto04 na tela de modo que fiquem

sobrepostos.



111

F Texto @

Editar
Solugédo\ do\ sistema:\leftlLARGE \{ \begin{array}{li} 3\ x WA\ y \end{array} \right

v/Formula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos ~

Figura 149: Textol5 - Solucao do sistema
F Texto @

Editar
Solugéo\ do\ sistema:\left\LARGE \{ J\begin{array}{ll}x=x WWy=f(x) \end{array} ‘right

v/Formula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos ~

Figura 150: Textol6 - Solucao do sistema

8. Posicione os objetos texto06, texto07, texto08 e texto09 na tela de modo que fiquem

sobrepostos.
9. Crie as retas 11 : a1z + b1y = ¢1 € 19 : asx + by = co.
10. Crie o ponto P = (zp,yp).
11. Crie o angulo o como angulo entre r; e rs.

12. Para o angulo «, defina a propriedade Angulo Entre: 0° e 180°, desmarque as
opcoes Exibir Rétulo e Realgar Angulos Retos, ¢ ainda, defina a propriedade

Avancgado/Condicao para Exibir Objeto(s) como a = 90°.

3.5.11 Equacao da circunferéncia

O objetivo dessa atividade é permitir ao aluno visualizar, graficamente, a variacao das
coordenadas do centro e da medida do raio de uma circunferéncia. Essa atividade permite
também, relacionar essas variacoes graficas com as variagoes nas equacoes reduzida e geral

da circunferéncia (veja figura 151).

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.
2. Crie os controles deslizantes x¢, yo, xp € yp.
3. Crie os pontos C(z¢,yc) e P(zp,yp).

4. Crie a circunferéncia A com centro em C' e passando pelo ponto P.
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» Janela de Visualizagao

X~ =2

7 & -5 -4 -3 -2 -
Equacao reduzida da circunferéncia:
(x—zc)®+ (Y—yo)’ =r’= (z-2)°+ (y—2)*=5

=24

Equacao geral da circunferéncia:

a’+ y® — 2wew — 2ycy + (at+ o —r’)=0=> " +y’ —dz -4y +3=0

-4

Figura 151: Equacao da circunferéncia

5. Crie os seguintes pontos:

Ponto A(z(C),0), com legenda x.

)
Ponto D(z(P),0)

(
Ponto B(0,y(C)), com legenda yc.
, com legenda xp.
(

Ponto E(0,y(P)), com legenda yp.

6. Crie os segmentos: a = AC, b= BC,c=PD,d=PEer =CP.

7. Defina a propriedade Estilo como Tracejado e desmarque a propriedade Exibir

Rétulo para os segmentos a, b, c e d.

8. Defina a propriedade Exibir Rétulo como Legenda para todos os pontos criados

no item 5.

9. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas nas seguintes tabelas:
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(c) Texto04

Nome Texto Condigao para Exibir Objeto(s)
texto01 | “Equacao reduzida da circunferéncia”
texto02 | Veja figura 152(a) (x{C} > 0)A (y{C} >0)
texto03 | Veja figura 152(b) (x{C} <0)A (y{C} <0)
texto04 | Veja figura 152(c) (x{C} > 0) A (y{C} <0)
texto05 | Veja figura 152(d) (x{C} <0)A (y{C} > 0)
texto06 | “Equacao geral da circunferéncia”
Nome Texto Condicao para Exibir Objeto(s)
texto07 | Veja figura 153 | (z_{C} > 0) A (y_{C} > 0) A (z_{C}* + y{C}*> > r?)
texto08 | Veja figura 154 | (z_{C} > 0) A (y{C} > 0) A (z{C}* + y {C}* < 1?)
texto09 | Veja figura 155 | (z {C} > 0) A (y{C} < 0) A (2 {C}* + y{C}* > r?)
textol0 | Veja figura 156 | (z {C} > 0) A (y{C} < 0) A (2 {C}* +y {C}? < r?)
textoll | Veja figura 157 | (z {C} < 0) A (y{C} > 0) A (z{C}? +y {C}? > r?)
textol2 | Veja figura 158 | (z {C} < 0) A (y{C} > 0) A (2 {C}? +y {C}? < r?)
textol3 | Veja figura 159 | (z {C} < 0) A (y{C} < 0) A (z{C}? +y {C}? > r?)
textol4 | Veja figura 160 | (z{C} < 0) A (y{C} < 0) A (z{C}? +y{C}?* < 1r?)
€ Texto S & Terto =)
Editar Editar
(ex_{Ch)*2+(y-y_{Ch2=r"2= (x-x_{C} "2+ (y-y_{C})*2=r* (ex_{CY2+(y-y_{Ch2=r"2= (x+-x_{C} )*2+(y+-y_{C})'2= r*
YIFérmula LaTeX - | Simbolos + = Objetos - /Formula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos -
(a) Texto02 (b) Texto03
3 Texo =) €3 Texto =)
Editay Editar
(-x_{Ch)*2+(y-y_{Chy'2=r"2= (xx_{C} )"2+(y+-y_{C} )'2=r* (ex_{Ch2+(y-y_{Chr2=r"2= (x-x_{C} }"2+(y+-y_{C})*2=r*
[“IFérmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos ~ [ Férmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos ~

(d) Texto05

Figura 152: Textos - Equacao reduzida da circunferéncia

7 Texto

Editar

XA2+yr2-2%_{Chx-2y_{Cly+(x_{C}2+y_{C}'2-r"2)=0=x"2+y*2-2x_{C} x-2y_{C}y+x_{Cy + y_{Cy -r>=0

FIFormula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 153: Texto07 -

Equacao geral da circunferéncia

10. Formate a cor e o estilo adequados para cada objeto criado.
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7 Texto &J

Editar
xA2+yr2-2x_{Chx-2y_{Cly+(x_{C}'2+y_{C}*2-r"2)=0=x2+y2- | 2x_{C} x- 2y_{C}y- -x_{C¥*-y_{C}* + r2=0

FIFérmula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 154: Texto08 - Equagao geral da circunferéncia

7 Texto &J

Editar
XA2+yr2-2x_{Chx-2y_{Cly+(x_{C}"2+y_{C}'2-r"2)=0=x"2+y*2- | 2x_{C} x+-2y_{C}y+ x_{C}* +y_{C}*-r*=0

FIFérmula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 155: Texto09 - Equacao geral da circunferéncia

7 Texto &J

Editar
XA2+yr2-2x_{Chx-2y_{Cly+(x_{C}2+y_{C}'2-r"2)=0=x"2+y*2- 2x_{C}x+ -2y_{C}y--x_{C}*-y_{C}* +r? =0

FIFérmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos «

Figura 156: Textol0 - Equagao geral da circunferéncia

7 Texto &J

Editar
X2+y"2-2x_{Chx-2y_{Cly+(x_{C}'2+y_{C}2-r2)=0=x"2+y"2+-2x_{C}x- | 2y_{C}y+ x_{C¥ + y_{Cy-r*=0

FIFormula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 157: Textoll - Equagao geral da circunferéncia

7 Texto &J

Editar
XA2+yr2-2x_{Chx-2y_{Cly+(x_{C}2+y_{C}'2-r"2)=0=x"2+y*2+-2x_{C}x- 2y_{C}y--x_{C}* +y_{C}* +rz =0

FIFérmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos «

Figura 158: Textol2 - Equagao geral da circunferéncia

7 Texto &J

Editar
X2y 2-2%_{Chx-2y_{Cly+(x_{CP2+y_{C}'2-r2)=0=x"2+y*2+-2x_{C}x+-2y_{C}y+ x_{CP +y_{CP-r*=0

@IFormula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 159: Textol3 - Equagao geral da circunferéncia

7 Texto &J

Editar
x*2+y"2-2x_{Cx-2y_{Cly+(x_{C}'2+y_{C}*2-r"2)=0=x"2+y*2+-2x_{C}x+-2y_{C}y- -x_{C}* - y_{Cy* + r*=0

FIFormula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 160: Textol4 - Equacao geral da circunferéncia
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3.5.12 Posigoes relativas entre ponto e circunferéncia

O objetivo dessa atividade é levar o aluno a perceber, através da visualizacao grafica,
as posicoes relativas entre um ponto P e uma circunferéncia \, relacionando essas posigoes
com os valores do raio da circunferéncia e da distancia entre o centro da circunferéncia e

o ponto P.

» Janela de Visualizagao

X~ =2
C
i

dep= 3.16 > r=2;=>Pé externo a A\

-7

Figura 161: Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia

A dinamica pode ser obtida movimentando os botoes dos controles deslizantes, ou

arrastando os pontos C' e P no grafico.

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.
2. Crie os controles deslizantes x¢, yo, xp,yp € 1.

3. Crie os seguintes pontos:

o C(zc,yo)-
e P(zp,yp).
e Ponto A(z(C),0), com legenda z¢.
e Ponto B(0,y(C)), com legenda yc.

e Ponto D(z(P),0), com legenda zp.
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e Ponto E(0,y(P)), com legenda yp.

4. Crie a circunferéncia A com centro C' e raio r.

5. Crie o ponto F tal que F' € \.

6. Crie os segmentos: a = AC, b= BC,c=PD,d=CP,e=CF e f = EP.

7. Defina a propriedade Estilo como Tracejado e desmarque a propriedade Exibir

Rétulo para os segmentos a,b,ce f.

8. Crie os trés textos (textol, texto2 e texto3) mostrados na figura 162.

7 Texto =) 7 Teno =) [ Texo ==
Editar Ediitar Editar
‘d_{CP}=d>r=r =P\ é\ externo\ a\ \lambda ‘ ‘d_{CP}=d =r=r| =P\ \in \lambda ‘ ‘d_{CP}=d <r=r =P\ é\ interno\ a\ \lambda ‘
[ Fomula LaTeX | Simbolos - | Objetos - [¥IFérmula LaTeX - | Simbolos - | Objetos ~ 7 Formula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -
(a) Textol (b) Texto2 (¢) Texto3

Figura 162: Textos - Posicoes relativas entre ponto e circunferéncia

9. Posicione os trés textos na tela de modo que fiquem sobrepostos.

10. Defina a propriedade Avangado/Condigao para Exibir Objeto(s) como d > r,

d=red<r para textol, texto2 e texto3, respectivamente.

3.5.13 Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

O objetivo dessa atividade é permitir que o aluno visualize, de forma dinamica, as
trés posicoes relativas entre uma reta s e uma circunferéncia A. A dinamica possibilita,
ainda, relacionar essas posigoes relativas com os valores do raio da distancia entre o centro

da circunferéncia A e a reta s (veja figura 163).

A dinamica pode ser obtida delocando o botao dos controles deslizantes r e d para
alterar os valores do raio de A\ e da distancia entre lambda e s. Pode-se também alterar

a inclinagao da reta s arrastando o ponto P em torno do centro de .

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.
2. Crie o ponto C(2,1).

3. Crie os controles deslizantes r e d.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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} Janela de Visualizagao X
r=24
-
d=13
»

dep =13 <r=2.4=-s é secante a A\

Figura 163: Atividade Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

. Defina a propriedade Intervalo/Min=0.1 para os controles r e d.

Crie a circunferéncia A\ com centro em C' e raio r.

Crie a circunferéncia ¢ com centro em C' e raio d.

Crie o ponto A sobre a circunferéncia .

Crie o ponto P sobre a circunferéncia ¢.

Crie os segmentos 7 = AC e d; = C'P, com legendas e d, respectivamente.
Defina a propriedade Exibir Rotulo: Legenda para os segmentos r; e d.

Crie o vetor u unitario e perpendicular ao segmento d;.

Crie a reta s passando por P e tendo u como vetor diretor.

Crie os pontos S; e Sy como pontos de intersecao da reta s com a circunferéncia \.

Defina a propriedade Avangado/Condigao para Exibir Objeto(s): r > d para

os pontos Sy e Ss.
Crie o ponto B em s tal que B # P.

Crie o angulo a = BIBC’7 defina sua propriedade Angulo Entre: 0° e 180° e

desmarque a opcao Exibir Rétulo.

Desmarque a opcao Exibir Objeto para o vetor u, para a circunferéncia ¢ e para

o ponto B.
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18. Crie os trés textos (textol, texto2 e texto3) mostrados na figura 164.

Editar Editar

d_{CP}=@<r=:>s\ é\ secante\ a\ \lambda d_{CP}=@ =r= ::>s‘\ é\ tangente\ a\ \lambda

¥IFérmula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos ~ ¥Férmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos ~
(a) Textol (b) Texto2

Editar
d_{CP}=@ >r=|£| =s\ é\ externa\ a\ \lambda

VFérmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos ~

(¢) Texto3

Figura 164: Textos - Posicoes relativas entre reta e circunferéncia

19. Posicione os trés textos na tela de modo que fiquem sobrepostos.

20. Defina a propriedade Condigao para Exibir Objeto(s) como d < r, d = r e

d > r, para textol, texto2 e texto3, respectivamente.

21. Formate a cor e o estilo adequados para cada objeto criado.

3.5.14 Posigoes relativas entre duas circunferéncias

O objetivo dessa atividade é permitir que o aluno visualize as posicoes relativas entre
duas circunferéncias, relacionando essas posicoes com as medidas dos raios e da distancia

entre os centros dessas circunferéncias.

b Janela de Visualizagao

-8 u -6 -5 -4 -3 -2

Secantes

Figura 165: Atividade Posigoes relativas entre duas circunferéncias
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A dinamica pode ser obtida deslocando os botoes dos controles deslizantes que alteram
as medidas dos raios e da distancia entre os centros C; e (s das circunferéncias A\; e
Ao, respectivamente. Pode-se também deslocar ambas as circunferéncias, delocando-se o
centro C de A\. Pode-se, ainda, deslocar A\ em torno de A\;, delocando-se o centro Cs de

2.

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no GeoGebra.
2. Crie os controles deslizantes 1, ro € dcica.

3. Defina os intervalos dos controles deslizantes da seguinte forma:

Minimo | Maximo
1 2.1 5
79 0 2
dcico 0 10

4. Crie o ponto Cy(1,1).
5. Crie a circunferéncia A; com centro C'; e raio ry.
6. Crie a circunferéncia A3 com centro C e raio dgios.
7. Crie o ponto (5 tal que C5 € A3.
8. Crie a circunferéncia A\ com centro Cy e raio rs.
9. Desmarque a opcao Exibir Objeto para a circunferéncia As.
10. Crie o segmento d = C;Cs.
11. Crie os pontos A e B como pontos de intersecao das circunferéncias A; e \.

12. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na tabela seguinte:



13.

14.
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Nome Texto Condicao para Exibir Objeto(s)
texto01 Veja figura 166 d{C1C2} > r {1} + r_{2}
texto02 Veja figura 167 d{C1C2} =r {1} + r_{2}
texto03 Veja figura 168 d_{C1C2} = abs(r_{1} — r-{2})
texto04 |  Veja figura 169 abs(r{1} — r{2}) < d_{C1C2} < r_{1} 4+ r {2}
texto05 |  Veja figura 170 d_{C1C2} < abs(r{1} — r-{2})
texto06 ” Exteriores” d{C1C2} > r {1} + r {2}
texto07 | “Tangentes exteriores” d_{C1C2} =r {1} + r_{2}
texto08 | “Tangentes interiores” d_{C1C2} = abs(r{1} — r{2})
texto09 “Secantes” abs(r{1} —r{2}) < d_{C1C2} < r_{1} 4+ r {2}
textol0 | “Uma interna & outra” d_{C1C2} < abs(r{1} — r{2})
textoll [}

€ Texto ==
Editar
d_{C1C2}=d_{C1C2} >r_{1}+r_{2}=r_{1} + 1 {2}
¥IFérmula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos -
Figura 166: texto01
£ Texto [
Editar
d_{C1C2}=d_{C1C2} =r_{1}+r_{2}= r_{1} + {2}
vIFérmula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -
Figura 167: texto02
&3 Texto [

Editar

d_{C1C2}=d_{C1C2} =|r_{1}-r_{2}|= abs(r_{1} - r_{2})

vIFérmula LaTeX ~| | Simbolos ~ | Objetos -

Figura 168: texto03

Posicione os textos na tela de modo que os textos do texto0l ao texto05 fiquem

sobrepostos acima do textoll e os textos do texto06 ao textol0 fiquem sobrepostos

abaixo do textoll, como mostrado na figura 165.

Formate a cor e o estilo adequados para cada objeto criado.
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¥ Texto u

Editar
Ir_{1}-r_{2}|=abs(r_{1} - r_{2})<d_{C1C2}=d_{C1C2} <r_{1}+r_{2}=r_{1} + r_{2}

vIFérmula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos -

Figura 169: texto04
©F Texto E

Editar
d_{C1C2)=d_{C1C2} <|r_{1}-r_{2}|=abs(r_{1} - r_{2})

VIFérmula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos -

Figura 170: texto05

3.5.15 Elipse

O objetivo dessa atividade é auxiliar o aluno na identificacao dos elementos de uma
elipse, bem como fazer com que ele perceba as variacoes do eixo maior, do eixo menor,
da distancia focal, da excentricidade e dos elementos que compoem a equagao da elipse,

estabelecendo relacoes entre essas variagoes e as variagoes do formato grafico da elipse.

} Janela de Visualizagéo

EixoMaior = 10
®

EixoMenor = 6

.
Eim maior na horizontal

. Eixo Maior
. Eixo Menor

Distancia Focal

(x—zc)* | (y—yo)® _ (z—1)* (y—1)*
@ T Ty tog Tl
i

Equagao :

Figura 171: Atividade Elipse

Os dois controles deslizantes permitem variagbes do eixo maior e do eixo menor,
variando, assim, a excentricidade da elipse. A programacao dos controles nao permite
que o eixo maior assuma valores menores que o0 €ixo menor ou que 0 €ixo menor assuma

valores maiores que o eixo maior.
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A caixa Eixo maior na horizontal alterna as posicoes horizontal e vertical do eixo

maior e do eixo menor, além de trocar a ordem dos elementos a? e b? na equacao.

As caixas Eixo Maior, Eixo Menor e Distancia Focal permitem a exibicao nao

simultanea desses elementos no grafico, facilitando assim, sua identificacao e visualizagao.

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no Geogebra.
2. Crie os controles deslizantes: EixoMaior e EixoMenor.
3. Defina o intervalo Min=0 e Max=10 para ambos os controles.

4. Na janela de propriedades do controle EixoMaior, na guia Programacao/Ao atuali-

zar, digite a linha seguinte:

Se[EixoMaiorjEixoMenor, DefinirValor[EixoMenor,EixoMaior]]

5. Na janela de propriedades do controle EixoMenor, na guia Programacao/Ao atua-

lizar, digite a linha seguinte:

Se[EixoMenor; EixoMaior, DefinirValor[EixoMaior,EixoMenor]|]

6. Crie o numero DistFocal e o defina como:

‘QSqrt((EixoMaior / 2)? - (EixoMenor / 2)2)‘

7. Crie os ntimeros z¢ € yc.
8. Crie os valores booleanos Emh, e, fe g.

9. Crie os pontos indicados na tabela seguinte, com suas respectivas definigoes:

Ponto Definicao

C (zc,ye)

Ay Se[Emh == true, C - (EixoMaior / 2, 0), C

Ay Se[Emh == true, C + (EixoMaior / 2, 0), C -
By | Se[Emh == true, C + (0, EixoMenor / 2), C -
By | Se[Emh == true, C + (0, EixoMenor / 2), C -
Fy Se[Emh == true, C - (DistFocal / 2, 0), C

Fy Se[Emh == true, C - (DistFocal / 2, 0), C

+ (0, EixoMaior / 2)]
(0, EixoMaior / 2)]
(EixoMenor / 2, 0
(EixoMenor / 2, 0
+(
+(

}
}

)
)

0, DistFocal / 2)]
0, DistFocal / 2)]
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10. Crie os segmentos com suas respectivas propriedades, de acordo com a seguinte

tabela:
Nome do segmento Definigao Condicao para Exibir Objeto(s)
Doisa Segmento[A_{1}, A_{2}] e
Doisb Segmento[B_{1}, B_{2}] f
Doisc Segmento[F_{1}, F_{2}] g

Segmento

A{1}, A{2}

[ ]
Segmento| ]

B_{1}, B_{2}

11. Defina o Estilo tracejado para os segmentos a e b.

12. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na tabela seguinte:

Nome Texto Condigao para Exibir Objeto(s)
textol | Veja figura 172
texto21 | Veja figura 173 | Emh = true A (z_{C} > 0) A (y_{C} > 0)
texto22 | Veja figura 174 | Emh = true A (z_{C} > 0) A (y{C} < 0)
texto23 | Veja figura 175 | Emh = true A (z{C} < 0) A (y{C} > 0)
texto24 | Veja figura 176 | Emh = true A (z_{C} < 0) A (y_{C} < 0)
texto31 | Veja figura 177 | Emh = false A (x_{C} > 0) A (y_{C} > 0)
texto32 | Veja figura 178 | Emh = false A (x_{C} > 0) A (y{C} < 0)
texto33 | Veja figura 179 | Emh = false A (x_{C} < 0) A (y_{C} > 0)
texto34 | Veja figura 180 | Emh = false A (z_{C} < 0) A (y_{C} < 0)
o Texto | x |

Editar

Excentricidade = \frac{c}{a}=\frac{Doisc / 2 }{Doisa / 2 }= Doisc / Doisa

MFérmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos -

Figura 172: Textol
7 Texto @

Editar

Equagdo:\frac{(x-x_{C})*2{a"2}+\frac{(y-y_{C}"2H{b"*2}=1=\frac{(x-x_{C} }*2H{(Doisa / 2)* }+\frac{(y-y_{C} )*2H{(Doisb / 2)2}=1

@IF6mula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 173: Texto21
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9 Texto ﬂ

Editar
Equagdo:\frac{(x-x_{C})"2H{a*2}+\frac{(y-y_{C})*2H{b"2}=1=\frac{(x-x_{C} y*2{(Doisa / 2) }+\frac{(y+-y_{C} )*2H{(Doisb / 2)2}=1

@IF6mula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 174: Texto22

7 Texto ﬂ

Editar
Equagdo:\frac{(x-x_{C})"2}{a"2}+\frac{(y-y_{C})*2H{b"2}=1=\frac{(x+-x_{C} }*2}{(Doisa / 2)? }+\frac{(y-y_{C} )*2}{(Doisb / 2)?}=1

FIF6rmula LaTeX + | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 175: Texto23

9 Texto &’

Editar
Equagdo:\frac{(x-x_{C})"2H{a"2}+\frac{(y-y_{C})"2H{b"2}=1=\frac{(x+-x_{C} )*2H{ (Doisa / 2)? }+\frac{(y+-y_{C} *2}{(Doisb / 2)2}=1

FIFérmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos -

Figura 176: Texto24

7 Texto @

Editar
Equagéo:\frac{(x-x_{C})"2H{b"2}+\frac{(y-y_{C})"2Ha"2}=1=\frac{(x-x_{C} }*2H{(Doisb / 2) }+\frac{(y-y_{C} y*2{(Doisa / 2)?}=1

FIFérmula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 177: Texto31

7 Texto ﬂ

Editar
Equacgdo:\frac{(x-x_{C})"2H{b"2}+\frac{(y-y_{C})*2H{a"2}=1=\frac{(x-x_{C} }*2}{(Doisb / 2) }+\frac{(y+-y_{C})*2H{(Doisa / 2)*}=1

FIFormula LaTeX + | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 178: Texto32

€3 Texto [

Editar
Equagdo\frac{(x-x_{C})"2H{b"2}+\frac{(y-y_{C})*2H{a"2}=1=\frac{(x+-x_{C} )*2H (Doisb / 2)2 }+\frac{(y-y_{C} )*2H{(Doisa / 2)2}=1

@IF6mula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 179: Texto33

7 Texto ﬂ

Editar
Equag&o:\frac{(x-x_{C})*2H{b*2}+\frac{(y-y_{C})*2{a"2}=1=\frac{(x+-x_{C} )*2H{ (Doisb / 2)2 }+\frac{(y+-y_{C} }*2}{(Doisa / 2)?}=1

@IF6mula LaTeX - | Simbolos - | Objetos -

Figura 180: Texto34
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13. Crie o texto texto4, usando espago e enter de modo que formem um retangulo e sirva
de fundo para as caixas Eixo Maior, Eixo Menor e Distancia Focal (como mostrado

na figura 171).

14. Posicione os textos na tela de modo que texto21, texto22, texto23, texto24, texto31,

texto32, texto33 e texto34 fiquem sobrepostos.

15. Formate adequadamente a cor e o estilo de cada objeto criado.

3.5.16 Hipérbole

O objetivo dessa atividade é auxiliar o aluno na identificacao dos elementos de uma
hipérbole, bem como fazer com que ele perceba as variacoes do eixo real, do eixo ima-
ginario, da distancia focal, da excentricidade e dos elementos que compoem a equacao da
hipérbole, estabelecendo relades entre essas variacoes e as variagoes do formato grafico da

hipérbole.

» Janela de Visualizacao

EixoReal = 5.7
.

Eixolmaginario = 5

.
Eixo real na horizontal

o

Eixo Real
[ Eixo Imaginario

- Distancia Focal

e e S
(@]
b=
(o]
-
[B]

m
()

(x —zc)®  (y—yo)* (z—1)* (y—1)*
a? bz = 8.12 6.25

Equacgao :

Figura 181: Atividade Hipérbole
Os dois controles deslizantes permitem variagoes do eixo real e do eixo imaginario,
variando, assim, a excentricidade da hipérbole.

A caixa Eixo real na horizontal alterna as posicoes horizontal e vertical do eixo

real e do eixo imagindrio, além de trocar a ordem dos elementos a? e b na equacao.

As caixas Eixo real, Eixo imaginario e Distancia Focal permitem a exibi¢ao nao

simultanea desses elementos no grafico, facilitando assim, sua identificacao e visualizagao.
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Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no Geogebra.
2. Crie os controles deslizantes: EixoReal e EixoImaginario.
3. Defina o intervalo Min=0 e Max=10 para ambos os controles.

4. Crie o numero DistFocal e o defina como:

2sqrt((EixoReal / 2)? + (Eixolmaginario / 2)?)

5. Crie os numeros x¢ € yc.
6. Crie os valores booleanos Emh, e, fe g.

7. Crie os pontos indicados na tabela seguinte, com suas respectivas defini¢oes:

Ponto Definicao

C (zc, yo)

Ay Se[Emh == true, C - (EixoReal / 2, 0), C + (0, EixoReal / 2)]

Ay Se[Emh == true, C + (EixoReal / 2, 0), C - (0, EixoReal / 2)]

B | Se[Emh == true, C + (0, Eixolmaginario / 2), C - (Eixolmaginario / 2, 0)
)

]
B, Se[Emh == true, C - (0, Eixolmaginario / 2), C + (EixoImaginario / 2, 0)]
Fy | Se[Emh == true, C - (DistFocal / 2, 0), C + (0, DistFocal / 2)

Fy | Se[Emh == true, C 4+ (DistFocal / 2, 0), C - (0, DistFocal / 2)

]
]

8. Crie os segmentos com suas respectivas propriedades, de acordo com a seguinte

tabela:

Nome do segmento Definicao Condigao para Exibir Objeto(s)
Doisa Segmento[A_{1}, A_{2}] e
Doisb Segmento[B_{1}, B_{2}] f
Doisc Segmento[F_{1}, F_{2}] g
a Segmento[A_{1}, A_{2}]
Segmento[B_{1}, B_{2}]

9. Defina o Estilo tracejado para os segmentos a e b.

10. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na tabela seguinte:



Nome Texto Condigao para Exibir Objeto(s)
textol | Veja figura 182
texto21 | Veja figura 183 | Emh = true A (z_{C} > 0) A (y_{C} > 0)
texto22 | Veja figura 184 | Emh = true A (z_{C} > 0) A (y{C} < 0)
texto23 | Veja figura 185 | Emh = true A (z_{C} < 0) A (y_{C} > 0)
texto24 | Veja figura 186 | Emh = true A (z_{C} < 0) A (y_{C} < 0)
texto31l | Veja figura 187 | Emh = false A (z_{C} > 0) A (y_{C} > 0)
texto32 | Veja figura 188 | Emh = false A (x_{C} > 0) A (y{C} < 0)
texto33 | Veja figura 189 | Emh = false A (x_{C} < 0) A (y_{C} > 0)
texto34 | Veja figura 190 | Emh = false A (z{C} < 0) A (y_{C} < 0)
& Texto | x |

Editar

Excentricidade = \frac{c}{a}=\frac{Doisc / 2 }{Doisa / 2 }= Doisc / Doisa

MFoérmula LaTeX ~ | Simbolos - | Objetos -

Figura 182: Textol
©F Texto @
Editar

Equacio\frac{(x-x_{C}*2{a"2}-frac{(y-y_{C}*2Hb"2}=1= \frac{(x-¥_{C} }*2H (Doisa / 2)2 }frac{(y-y_{C} *2{(Doisb / 2)2}=1

[/ Férmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 183: Texto21

€7 Texto

=

Editar

Equacéo:\frac{(x-x_{C})*2{a"2}-\frac{(y-y_{C})*2H{b"2}=1= \frac{(x-x_{C} )*2H{ (Doisa / 2)? }-\frac{(y+-y_{C} )*2H{(Doisb / 2)?}=1

ZFormula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos -

Figura 184: Texto22

7 Texto

==

Editar

Equacio:\frac{(x-x_{C})*2Ha"2}-frac{(y-y_{C})*2Hb"2}=1= frac{(x+-X_{C}}*2H(Doisa / 2) }-\frac{(y-y_{C} }"2{(Doisb / 2)*}=1

[ Férmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 185: Texto23
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€ Texto @

Editar
Equacéo:\frac{(x-x_{C})*2{a"2}-\frac{(y-y_{C})*2H{b"*2}=1= \frac{(x+-x_{C} }"2} (Doisa / 2)? }-\frac{(y+-y_{C} "2} (Doisb / 2)2}=1
< i :

[ Férmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 186: Texto24

©F Texto M

Editar
Equacdo:\frac{(y-y_{C})"2Ha"2}-\frac{(x-x_{C})"2H{b"2}=1=\frac{(y-y_{C} )*2H{(Deisa / 2)2}-\frac{(x-x_{C} }"2H (Doisb / 2)2 }=1

ZFormula LaTeX ~ | Smbolos ~ | Objetos -

Figura 187: Texto31

©F Texto M

Editar
Equaco:\frac{(y-y_{C}*2Ha*2}-\frac{(x-x_{C}*2H{b*2}=1=\frac{(y+-y_{C} )*2H{(Doisa / 2)? }-\frac{(x-x_{C} )*2}{(Deisb / 2)2}=1

[/ Férmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 188: Texto32

7 Texto @

Editar
Equacdo:\frac{(y-y_{C})*2Ha*2}-\frac{(x-x_{C}H"2H{b*2}=1=\frac{(y-y_{C} Y'2H{(Deisa / 2)}-\frac{(x+ -x_{C} y*2}{(Deisb / 2)2}=1

[ Formula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 189: Texto33

€ Texto @

Editar
Equacéo:\frac{(y-y_{C})*2Ka*2}-\frac{(x-x_{C})*2H{b"2}=1=\frac{(y+-y_{C} )*2H{(Doisa / 2)* }-\frac{(x+-x_{C} )*2H{(Doisb / 2)2}=1
< 0 :

[ Férmula LaTeX - | Simbolos ~ | Objetos ~

Figura 190: Texto34
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11. Crie o texto texto4, usando espacgo e enter de modo que formem um retangulo e

sirva de fundo para as caixas Eixo Real, Eixo Imaginario e Distancia Focal (como

mostrado na figura 181).
12. Posicione os textos na tela de modo que texto2 e texto3 fiquem sobrepostos.

13. Formate adequadamente a cor e o estilo de cada objeto criado.
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3.5.17 Parabola

O objetivo dessa atividade é auxiliar o aluno na identificagao dos elementos de uma
parabola, bem como fazer com que ele perceba as variacoes do foco, do parametro, da
diretriz e do vértice, estabelecendo reladces entre essas variagoes e as variagoes do formato

grafico da parabola.

P Janela de Visualizagéo 2 X|| ¥ Janela de Visualizagao
Eixo de simetria horizontal 41 d
31 P’ 2.3 p
- 21
Equacgao : 2.3
I v v o]
2
(y—wv)"=2p(x —xy) |3 3.81

u 0 1 a 3 4 5 5] 7

(y—1)* =2p(z — 4)

Figura 191: Atividade Parabola

A caixa Eixo de simetria horizontal alterna as posicoes horizontal e vertical do

eixo de simetria e da diretriz da parabola.

Para construir essa atividade, siga os seguintes passos:

1. Abra um novo arquivo no Geogebra.
2. Crie os numeros xy € yy .

3. Crie o valor booleano e e defina sua propriedade Legenda como Eixo de simetria

horizontal.

4. Na janela de propriedades do volor booleano e, na guia Programacao / Ao Atu-

alizar, digite as seguintes linhas de comando:

Linha Comando
1 Se[e==true, DefinirValor[u, (1, 0)], DefinirValor[u, (0, 1)]]
2 Se[e==true, DefinirValor[v, (0, 1)], DefinirValor[v, (1, 0)]]

5. Crie os vetores @ = (1,0) e ¥ = (0, 1).
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6. Desabilite o propriedade Exibir Objeto para os vetores u e v.

7. Crie os objetos indicados na tabela seguinte, com suas respectivas propriedades:

Tipo de objeto | Nome Definicao
Ponto Vv (xv,yv)
Reta S Reta[V, u]
Ponto F Pontols]
Ponto Vv’ 2V -F
Reta Reta[V’, v]

Pardbola Parébola[F, d]

Ponto Ponto[\]

Ponto P’ | PontoMaisPréximol[d, P]
Segmento Segmento[P, F]
Segmento Segmento|P, P’]
Segmento p Segmento[F, V’]

8. Defina o Estilo tracejado para a reta s.

9. Crie os textos cujas propriedades estao indicadas na tabela seguinte:

Nome Definicao Condigao para Exibir Objeto(s)
textol | “(y —y{V})?=2p(x —2{V})” e = true

texto2 | “(x —x{V})? =2p(y —y{V}) e = false

texto31 Veja figura 192(a) e=true A (y{V}>0)A(z{V} >0)
texto32 Veja figura 192(b) e=true N (y{V} >0)A(z{V} <0)
texto33 Veja figura 192(c) e=true A (y{V} <0)A(z{V} >0)
texto34 Veja figura 192(d) e=true N (y{V} <0)A(zA{V} <0)
textod1 Veja figura 193(a) e= false N(z{V}>0)A(y{V} >0)
textod?2 Veja figura 193(b) e= false N (z{V}>0)A(y{V} <0)
textod3 Veja figura 193(c) e = false N (z{V} <0)A(y{V} >0)
textod4 Veja figura 193(d) e= false N (z{V} <0)A(y{V} <0)
textod “Equacao:”

textob U

fiquem sobrepostos.

10. Posicione os objetos textol e texto2 na Janela de Visualizagao 2, de modo que
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7 Texto &J L7 Texto &J 7 Texto l&] 17 Texto @
Editar Editar Editar Editar
Y2200k 0)) | oy P2=2plre 2 01) | ey r2=2p0d ) | oy P2=2p00 0 ())|
vIFérmula LaTeX ~ | Simbolc vIFormula LaTeX - | Simbolc ¥/Férmula LaTeX ~ | Simbolc FIFormula LaTeX - | Simbole

(a) Texto3l (b) Texto32 (c) Texto33 (d) Texto34

Figura 192: Textos 31 a 34 - Equacgoes da Parabola

€7 Texto | € Texto 50 €7 Texto | € Texto [
Editar Editar Editar Editar
X222 (V) | 2= ()| X VHY2E ()| X P2 ey ) |
¥IFérmula LaTeX - | Simbolc Férmula LaTeX - | Simbols FIFormula LaTeX - | Simbol [YIFormula LaTeX ~ | Simbol¢
(a) Textodl (b) Texto42 (¢) Textod3 (d) Textod4

Figura 193: Textos 41 a 44 - Equacoes da Pardbola

11. Posicione os objetos texto3d1, texto32, texto33, textod4, textodl, textod2, textod3 e

texto44 na Janela de Visualizagao 2, de modo que fiquem sobrepostos.

12. Formate adequadamente a cor e o estilo de cada objeto criado.
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4 CONCLUSAO

O objeto de estudo deste trabalho foi usar o software livre Geogebra, com o in-
tuito de explorar atividades relacionadas ao estudo da Geometria Analitica, proporci-
onando, assim, melhorias nos recursos pedagbgicos e, consequentemente, no processo

ensino-aprendizagem.

Segundo dados fornecidos pelo Inep, observou-se que o Brasil apresentou uma baixa co-

locacao no ranking do PISA 2012, considerando a énfase dada as habilidades matematicas.

O fato de que a capacitagao docente e uma maior variedade de recursos pedagdgicos
sao fatores importantes na melhoria do ensino, motivou o desenvolvimento deste trabalho,
que teve como objetivo, oferecer ao professor instrugoes para a construcao de atividades
usando o Geogebra, proporcionando, assim, uma melhora nos resultados do processo

ensino-aprendizagem.

Este trabalho considerou também o fato do software Geogebra ser gratuito, possibili-

tando, assim, facil acesso de alunos e professores a essa importante ferramenta pedagogica.

Por fim, é importante frisar que as atividades aqui desenvolvidas nao foram previa-
mente aplicadas em sala de aula, mas apenas idealizadas. Fica, entao, como proposta
a sua aplicacao para que sejam observados os seus efeitos, podendo estes ser objetos de

pesquisas futuras.
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