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Resumo

Neste trabalho de conclusdo de curso do programa de Pds-Graduagdo em
matematica PROFMAT da UNIRIO, apresentamos como conceitos elementares
abordados no ensino medio tais como potenciacdo e radiciacdo de numeros, aléem da
noc¢do de angulos entre dois vetores podem ser estendidos para matrizes.

Entre as diversas aplicacdes do estudo de matrizes, destacamos: teoria de grafos,
codificacdo e decodificacdo de uma mensagem, determinacdo do termo geral da
sequéncia de Fibonacci e classifica¢do de conicas.

Optamos por utilizar uma linguagem adequada a alunos do ensino medio,

visando que as mesmas pudessem ser compreendidas por um nimero maior de leitores.

Palavras-chaves: Potenciacdo, Radiciacdo e aplicacGes de Matrizes.



Abstract

In this work, we show how to extend to matrices some elementary concepts and
operations already known in the real number context. We work in particular with
exponentiation, extraction of roots and also with the notion of angle between two
elements of a vector space.

Among the various applications of matrices, we focused on graph theory,
cryptography, computation of terms in the Fibonacci sequence and classification of
conics.

We chose to use a more basic language, since it is our hope that this work be
read by high-school students.

Keywords: Potentiation, root extraction and matrix applications.
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INTRODUCAO

O estudo de matrizes realizado no ensino médio esta quase que exclusivamente
ligada a resolucdo de sistemas lineares. Esta pratica pode levar o aluno a formar o
conceito de matriz como uma mera lista ordenada de nimeros cuja finalidade é a
discussdo da solucdo de um sistema linear. Esta concepcdo encobre boa parte da
funcionalidade de se operar com matrizes.

Neste texto procuramos romper com essa concepgdo, operando com as mesmas
de forma ndo tradicional, ou seja, associando matrizes a outros contetidos da matematica
e fazendo aplicacbes dos mesmos. Um primeiro passo nesse sentido € analisar as
matrizes como elementos de um conjunto e ndo apenas como tabelas. Desta forma,
podemos pensar em questdes como: Se a multiplicacdo entre matrizes estd bem
definida, serd& que o mesmo ocorre com as poténcias com matrizes? E quanto a
radiciacdo? Sera que, dispomos de um método para o calculo das poténcias e raizes? O
que se pode afirmar sobre existéncia e unicidade dessas raizes? Como as matrizes se
comportam nessas operagdes? Questdes com estas serdo exploradas no decorrer deste
texto.

A proposta deste trabalho é verificar como podemos estender os conceitos de
potenciacéo, radiciacdo, angulo e norma quando operamos com matrizes. Sempre que
for possivel, faremos um paralelo do comportamento desses conceitos com numeros
reais e matrizes.

Além disso, faremos algumas aplicacdes desses conteldos nas areas de
criptografia, teoria de grafos e na sequéncia de Fibonacci. Também utilizaremos o
estudo de matrizes como instrumento facilitador no célculo de &reas e volumes e na
classificacdo de conicas.

Mostraremos também que algumas dessas aplicacbes como, por exemplo, a
teoria de grafos e criptografia, podem ser exploradas a partir de atividades simples,
aplicaveis em turmas do ensino médio e que podem ser enriquecidas com um teor
ludico e interdisciplinar.

Apresentaremos agora uma descri¢do sucinta de cada capitulo.

No primeiro capitulo apresentamos 0s conceitos preliminares que seréo
necessarios para a compreensao dos assuntos abordados. Ressaltamos que nem toda a
teoria da qual utilizaremos estd contida nesse capitulo. Conceitos mais sofisticados
como diagonalizacdo de matrizes, Teorema Espectral de Operadores Simétricos, entre
outros, estdo diluidos nos demais capitulos a medida que o desenvolvimento dos

10



conteudos exigia tais resultados. Esta diluicdo da teoria tem por finalidade tornar mais
suave a leitura deste trabalho.

No segundo capitulo apresentamos algumas conexdes entre matrizes e outros
conteidos explorados no ensino medio. Além disso, exibiremos um procedimento
pratico para o célculo de poténcias e raizes de um determinado grupo de matrizes, as
matrizes diagonaliziveis. Portanto, neste momento, se fez necessario abordar o
contetido da diagonalizacao de matrizes.

No terceiro capitulo, veremos como resolver sistemas lineares de maneira
simplificada através da fatoracdo LU, como determinar o termo geral da sequéncia de
Fibonacci, como criptografar uma mensagem para a transmisséo de informacdo de
forma segura. Além disso, daremos uma aplicacdo da teoria de grafos e como realizar a
classificacéo de conicas.
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CAPITULO 1

O presente capitulo destina-se a apresentar 0s pré-requisitos que serdo
necessarios para a compreensdo deste trabalho. Algumas defini¢Ges e resultados mais
especificos serdo apresentados nas subsecGes dos capitulos posteriores. Procuramos,
sempre que possivel, apresentar cada conceito seguido de exemplos numéricos, para que
o leitor tenha uma compreensao melhor dos contetdos abordados.

Iniciaremos esse capitulo com alguns conceitos envolvendo apenas vetores de
nimeros reais, em seguida apresentaremos conceitos béasicos envolvendo matrizes.
Alguns conceitos mais sofisticados, ou que serdo amplamente utilizados no decorrer do
trabalho, como por exemplo, o procedimento para encontrar autovalores e autovetores,
serdo abordados em subsecdes especificas.

1.1 — Conceitos basicos com vetores em R%e R3

As definicdes e resultados apresentados nesta subsecdo sdo apresentados para
R", ¥ neN com n>2, mas os conjuntos onde aplicaremos estes conceitos sdo o R? e

R3.

Definicdo 1.1 (Distancia entre dois pontos de um plano): Sejam P = (a,b) e
Q = (c,d) pontos do plano 7 dados pelas suas coordenadas em relacdo a um sistema de
eixos ortogonais OXY dado.

Q

0 ¢y

P b ' R

Figura 1.1: Distancia entre dois pontos de um plano

Seja R = (¢, b) (figura 1.1). A distancia de P a Q, que designamos d(P, @), é a medida
da hipotenusa PQ do triangulo retangulo A PQR de catetos PR e QR.

12



Sendo a distancia entre dois pontos de um eixo medida pelo modulo da diferenca das
suas coordenadas, as medidas desses catetos séo, respectivamente,

|PR| =la—c| e [QR|=1b—d|.

Pelo teorema de Pitagoras, obtemos:

d(P,Q) = |PQ| = /IPRI> + |QRI?> = y/(a— )2 + (b — d)*.

Assim, a distancia de P = (a,b) a Q = (c,d) é a raiz quadrada da soma dos
quadrados das diferencas das coordenadas correspondentes.

O conceito de distancia entre pontos pode ser estendido para pontos no espaco.
Considerando os pontos P,Q eR3, com P=(x.y;.z;)e Q=(x,.y,.z,), a distancia
entre os pontos P e Q € dada por:

d(P,Q) =06, =% P +(y, = v, +(z, - 2, )

Podemos generalizar a definicdo de distancia em R™. Seja U =(u,,u,,...,u,) e

V =(v,,V,,...,V,) pontos em R", definimos d(U,V) como:

dU,V) = (% —U;)% + (v, —U,)? -+ (v, —U, )’

Exemplo 1.2 Determine a distancias entre os pontos A = (-3, 1) e B = (10, -4).

Solucéo:

d(A,B) = /(10— (=3)° + (-4—-1)? =169+ 25 = /194

Exemplo 1.3 Determine a distancia entre os pontos C=(1, -2, 0) e D=(3, 4, -3).

Solucéo:

d(C,D) =+/(3-1) +(4—(~2))? +(-3-0)? =4+36+9 =49 =7

Ao mencionarmos a palavra vetor, estaremos subentendendo que o mesmo
possui uma norma euclidiana (ou modulo), uma direcdo e um sentido. Essas trés
componentes do vetor estéo ilustradas na figura a seguir.
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sentido P

diregio

Figura 1.2: Vetor

Fonte: http://www.mundoeducacao.com/fisica/conceito-vetor.htm

Portanto, dados dois pontos distintos A e B em R? (ou R3) e estabelecendo uma
ordem, ou seja, um sentido entre eles, fica definido um Unico vetor em R? (ou R3).

Denotamos esse vetor por AB (caso o sentido seja de A para B) ou BA (caso contrario).
Observe que, com esta definicdo sempre temos AB+BA. O vetor A4 é chamado de vetor
nulo e sera denotado por 0.

Chamamos de norma de um vetor e a denotamos por | ||, a distancia entre os
pontos que definem este vetor. Por exemplo, nos exemplos 1.2 e 1.3 temos || AB =
V194 e || CD |I=7, respectivamente.

Exemplo 1.4 Dados os pontos A = (3, -2, 1) e B = (4, -1, 3) podemos definir um tnico
vetor AB em R3, onde:

I 4B lI=y/(4-3)? +(-1-(-2)* +(3-1)* =1+1+4 =16

a direcdo de AB é a mesma da Unica reta em R3 que contém A e B, e 0 sentido é de A
para B.

E comum encontramos a expressdo || ¥ || onde ¥ = (x,y) em R? (ou v =
(x,y,z) em R3), sem denotar explicitamente qual o é o ponto de origem do vetor v.

Nesses casos, 0 ponto de origem do vetor é o vetor nulo 0= (0,0) (ou 0= (0,0,0))ea

norma desse vetor fica definida por |v|=+/x*+y? (ou |v|=+/x*+y® +2%). Podemos

observar algumas propriedades da norma de um vetor que resultam diretamente da
definicdo desse conceito, séo elas:

i) Mz0 e |M=0sv=0;

i) [kv|=/k]v] ondekeR.
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Defini¢do 1.5 (Operagdes com Vetores) Sejam u = (u;,U,,...,u,), v=(v,V,,...,V,)
em R" e k eRR. Definimos:

e Soma U+v=_(U,+Vv, U, +V,,...,u, +Vv,)

¢ Multiplica ¢cdo por escalar kv =(ku, ku,,...,ku,)

Exemplo 1.6 Dados os vetores u = (-3, 6) e v = (4, -2) determine o vetor 3u- 2v.
Solucéo:
3u-2v=3.u+ 2.(-v) =3.(-3,6) + 2.(-4, 2) = (-9, 18) + (-8, 4) = (-17, 22)

Vetores cuja norma € igual a 1 sdo chamados de vetores unitarios, por exemplo,
111
V3'J3' 43
respectivamente. Em muitas situacdes, que veremos no decorrer deste trabalho,
precisamos operar com vetores unitarios e nem sempre eles surgem naturalmente. Mas,

dado qualquer vetor v#0 no R? (ou R3) podemos normalizar esse vetor, ou seja,
transforma-lo num vetor unitéario que preserve a dire(;éo e sentido do vetor original. Esse

Exemplo 1.7 Encontre vetores unitarios que possuam a mesma direcdo e sentido dos
vetores v=(4,-3)eu=(1,-57)

0s vetores u:( j e v=(0,1)sdo0 vetores unitarios em R> e R?,

vetor unitério, denotado por w, é dado por w =-—v. Observe o exemplo abaixo.

Solucéo:

Chamemos de w e t 0s vetores unitarios associados a v e u, respectivamente.

4 3
M| =+4%+(-3)* =5 :>W——(4 3) = (E"gj
= 12 2,72 _ _ 1 (3 V3 743
”U”—\/l +(_5) +7 —5\/§ :>t—%(1,—5,7)2t—(—15,—3 1—15 ,J

Definicdo 1.8 (Vetores Equipolentes) Dizemos que os vetores AB e CD sao
equipolentes e denotamos por AB=CD, quando satisfazem as seguintes trés
propriedades:

1) tem a mesma norma;
i) tem 0 mesmo sentido;
iii)  tem amesma direg&o.
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u 7[
w
Vv U=SV=W

Figura 1.3: Vetores Equipolentes

Observe que dado qualquer vetor em R? ou no R3, temos uma infinidade de
vetores equipolentes a esse vetor dado. Além disso, dados dois vetores distintos u e v,
sempre podemos encontrar um vetor equipolente a um desses vetores, de tal forma que
ambos tenham o mesmo ponto inicial, ou seja, sempre ha um angulo entre dois vetores
quaisquer em R? ou no R3. (Figura 1.4)

U w

Figura 1.4: Vetores Equipolentes w=v

Definicdo 1.9 (Angulo entre Vetores) Sejam u e v dois vetores distintos em R? (ou
R3). Definimos o angulo entre u e v, denotado por U,V como sendo 0 menor angulo

formado pelos vetores u e v. Dessa forma temos 0 < A u,v< .

O proximo conceito a ser abordado é o produto interno, que é uma funcgéo
(,y:R*™XR™ - R que associa um par de vetores a um numero real. Esse produto tem
aplicacdo direta no calculo de volume de sélidos no espaco e angulo entre matrizes
(assuntos que serdo explorados no préximo capitulo).

Definicdo 1.10 (Produto interno): Seja R™ para n > 2. Um produto interno sobre
R™ é uma fungdo dada por (, ): R®™ x R™ — R que atribui a cada par ordenado de
vetores u e v em R™ um numero real (u, v) que satisfaz as propriedades a seguir:

i. (vrv)y=0 Vv eRe(v,v)=0 @v=0.
ii.  (au,v) = alu,v) YV uv ER" e a €R

. (u+v,w)=uw)+ (v,w) Y u,v,w €R"

iv. (uwv)=(v,u) V u,v € R™

16



Definimos como produto escalar, também chamado de produto interno
candnico, a funcéo que atribui aos vetores u = (u,,u,,---,u,)e v=(v,V,,---,v,) ambos
em R™ ao namero real

U,Vv) =u\Vv, +U,V, +---+U,V,

¢ facil verificar que o produto escalar satisfaz as propriedades da defini¢do 1.10.
Observe que com essa definicdo podemos reescrever a norma de um vetor

u=(u,u,,---,u,) € R"™ da seguinte forma:

o=

Exemplo 1.11 Determine o produto escalar entre os vetores u = (-3, 2, 0) e v = (4, -3, 8).
Solucéo:

U,y =((-3,2,0),(4,-38))=—-3.4+2,(-3)+08=-12 -6=-1

Definicdo 1.12 (Projecdo Ortogonal) Sejam u e v dois vetores distintos em R™. A
projecdo ortogonal do vetor u sobre v, denotado por proj, u, é o vetor dado por:

proj,u="4-
M

\'

Definicdo 1.13 (Norma da Projecdo Ortogonal) Sejam u e v dois vetores distintos em
R™. A norma da projecdo ortogonal de u sobre v é dada por:

Joroj,u] = ¥
M

Abaixo, na figura 1.5, temos a interpretacdo geométrica da projecdo ortogonal e
sua norma. Onde N é um vetor que é perpendicular aos vetores u e v, (mais adiante,

veremos que o vetor N é o produto vetorial dos vetores u e v) e h = proj,w.

7 U
Figura 1.5
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Exemplo 1.14 Encontre as componentes da projecdo ortogonal do vetor u=(111)
sobre o vetor v=(0,2,-1) .

Solucéo:

uvy  (111),(0,2-1))

proj,u =-——rv =~ 2 _0+2-1
0°+2°+ (-1

0,2 -1) (0,2-1)

As definicdes de projecdo ortogonal e norma da projecdo ortogonal (definicdes
1.12 e 1.13) sdo muito uteis no célculo do angulo entre esses vetores. A figura 1.6
ilustrara a construcdo de uma expressdo que determina o angulo @ em funcdo das
normas dos vetores u e v, e do produto interno entre ambos.

c
Y ___-=
<

v

proj,u
Figura 1.6

Escrevendo cos @ em fungdo das normas dos vetores u e proj,u, temos:

[proj,uf _ fu,v)

- Tl V]
como —1<cosd <1, podemos reescrever a equacdo (1) da seguinte forma:

(u,v)
Jul M

cos@ =

@

cos@ =

(@)

logo temos @ = arc cos {Mj :

Jul M

A equacdo (2) nos fornece outra expressao que define o produto interno, pois
podemos reescrevé-la como:

(u,v) = |ul |v| cos & (3)

18



com isso, mostramos a equivaléncia entre o produto escalar e a equacéo (2), ou seja,

UV, +U,V, +---+ UV, =(U, V) =|u] |V cos @

UV, +U,V, +--+ UV, = |uf |v] cos @

A definicdo de produto interno dada pela equacdo (3) tem um carater mais
geométrico ao passo que a definicdo 1.10, tem um carater mais algébrico. Uma
consequéncia direta desse carater geométrico é a caracterizacdo de vetores ortogonais.
Pela equagdo (3), se tivermos (u,v)=0<>cosd=0<>u Lv. Observe que ndo e

possivel chegar a essa conclusdo apenas pela definicdo 1.10. Doravante, usaremos a
definicdo de produto interno que for mais conveniente, de acordo com o problema que
estaremos trabalhando.

Exemplo 1.15 Encontre o angulo € entre os vetoresu =(3,1,4)ev=(2, 2, -4).
Solucéo:

uwv 3.2+1.2+4.(-4) o -8 -2

WV~ Va2 2142 2 122 + (a)F 26424 439 39

0 = arc cos (_—ZJ
J39

Observe que cos @ <0 e 0< @<, entdo # ¢é obtusangulo.

cos 8 =

Definicdo 1.16 (Combinagdo Linear): Sejam os vetores V,,V,,...,V,, em R",
n € N (n > 2) e os nimeros reais a,,a,,...,a, . Chamaremos de combinacé&o linear dos

vetoresv,,V,,...,V,, 0 vetor v=a,\V, +a,Vv, +---+a,V, também pertencente a R".

Exemplo 1.17 Escreva o vetor v = (3, -5) como combinacdo linear dos vetores u = (2, -
Det=(0,4).

Solucédo: Precisamos encontrar os valores de a e b tais que au + bt = v, ou seja,
precisamos resolver o sistema:

2a+0b=3
—-a+4b=-5

cujasolucdo é a = g eb= —% . Portanto temos (3,-5) = g(z,—l) — % (0,4).

19



Definicdo 1.18 (Dependéncia e Independéncia Linear): Dados o0s vetores
Vi,Vy,...,V, eR",n €N ((n=>2) e os numeros reais a,,a,,..,a;, diremos que o

conjunto  {v,,v,,...,v,} € linearmente independente (LI) se a equacdo
Vv, +a,v, +---+a,v, =0 implicaem a =a, =---=a, =0. Se existir algum a; # 0

diremos que o conjunto {v,,V,,...,V, } € linearmente dependente (LD).

Exemplo 1.19 Verifique se os vetores (2, 2, 2), (0,0, 3) e (0, 1, 1) sdo LI ou LD.
Solucéo:

Precisamos saber quais os valores de a, b e c em a(2,2,2) +b(0,0,3) +¢(0,1,1) = (0,0,0),
ou seja, precisamos resolver o sistema:

2a+0b+0c=0
2a+0b+c=0
2a+3b+c=0

da primeira equacdo temos a = 0, substituindo a = 0 na segunda equacao temos ¢ = 0,
substituindo a = 0 e ¢ = 0 na terceira equagéo temos b = 0. Portanto,a=b =c =0, ou
seja, (2,2,2), (0,0,3) e (0,1,1) séo L.

E fécil verificar que existem a, b e ¢ R, tais que qualquer vetor (X,y,z)e R3
pode ser escrito como a (2,2,2)+b(0,0,3)+c(0,,1). Dizemos entdo que o0s vetores
(2,2,2), (0,0,3) e (0,1,1) geram o espaco R3 e denotamos por [(2,2,2),(0,0,3),(0,11)]=
R3.

Exemplo 1.20 Mostre que os vetores (3,1,4), (2,-3,5), (5,-2,9) e (1,4,-1) séo LD.

Solucdo: Precisamos mostrar que, pelo menos um dos coeficientes a, b, ¢ ou d é
diferente de zero na equacdo a(3,1,4) + b(2,-3,5) + c(5,-2,9) + d(1,4,-1) = (0,0,0).
Observe que (3,1,4) + (2,-3,5) =(5,-2,9), fazendo a=b=1,c=-1ed =0 temos:

1.(3,1,4) + 1.(2,-3,5) — 1(5,-2,9) + 0.(1,4,-1) = (3+2-5+0, 1-3+2+0, 4+5-9+0) = (0,0,0)
Portanto, os vetores (3,1,4), (2,-3,5), (5,-2,9) e (1,4,-1) séo LD.

Definicéo 1.21 (Base): Diremos que um conjunto finito de vetores do R™ é uma base do
R™ se todo vetor v € R™ puder ser escrito como combinacdo linear dos vetores deste
conjunto e todos os elementos deste conjunto sejam realmente necessarios para gerar
R™. Em linguagem algébrica, diremos que o conjunto 8 = {v4, vy, ..., v, } de vetores de
R™, sera uma base de R"™ se:

l) {vl, Uy, ...,Vn} é LI,
i) [vy,vq, ., V] = R™,
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Exemplo 1.22: O conjunto e, =(1,0,0), e, =(0,1,0) e e, =(0,0,1) é claramente uma base

do R3, e devido a sua simplicidade é conhecida como base canénica de R3. Estes
vetores sdo denominados referencial padrdo do plano, pois as coordenadas de um vetor
arbitrario v =(x,y,z) € R3 nesta base, sdo dadas pelas coordenadas do préprio vetor.

v=(xY,z)=x(10,0)+y(0,10)+z(0,0,1)

E comum denotar os vetores da base canbnica do R3por i=(10,0), j=(010)e
k =(0,0,1). Observe ainda que todos os vetores da base candnica séo unitarios.

1.2 — Conceitos Basicos sobre Matrizes

Nesta subsecdo apresentaremos algumas matrizes especiais e alguns
procedimentos basicos com essas matrizes, como por exemplo, as opera¢fes com
matrizes e o célculo da matriz inversa. Outras técnicas mais especificas envolvendo
matrizes serdo apresentadas em outras subsecdes nos demais capitulos.

Uma lista de nimeros reais (ou complexos) dispostas em linhas e colunas € o

que chamamos de matriz. Para representar uma matriz com m linhas e n colunas usamos
a notagdo A,,, =a;, onde A € o nome da matriz (pode ser utilizada qualquer letra
maiuscula), i € o numero de linhas e j € o numero de colunas (1<i<m e l<j<n)e

a; € 0 elemento que esta na i-ésima linha e j-ésima coluna.

4 0 7 43
Exemplo 1.23 A matriz A,,,=| 0 1 6 8 |é uma matriz com 3 linhas e 4
3
-3 -1 2
4

colunas

Uma matriz A, € dita uma matriz quadrada quando o ndmero de linhas for

igual ao nimero de colunas. A matriz A, ,, também é chamada de matriz quadrada de

ordem n.
1000
-1 7 -1
_ 1 2 0 2 0 0 _
Exemplo 1.24 As matrizes A= ,B={0 1 0 ]eC= sdo
5 3 0 030
0 15 -2
0 0 0 4

matrizes de ordens 2, 3 e 4, respectivamente.
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Uma matriz que sé possui uma linha é chamada de matriz linha. Analogamente
se define uma matriz coluna.

4
Exemplo 1.25 As matrizes A= [—2 10 12] e B=|12 | séo exemplos de matrizes
-3

linha e coluna, respectivamente.

Uma matriz em que todos os elementos séo nulos é chamada de matriz nula.

0 0
Exemplo 1.26 As matrizes A=|0 0| e B=[0 0 0 0] s&o exemplos de matrizes
0 0

nulas.

Dada uma matriz quadrada A, ,,, os elementos a; com ie{l 2,...,n}sdo

chamados diagonal da matriz A. Algumas caracteristicas dos elementos da diagonal de
uma matriz A determinam um tipo especifico de matriz. Vejamos algumas delas.

Uma matriz quadrada A, ,, é chamada de matriz diagonal se todos os elementos

que ndo estdo na diagonal sdo nulos, ou seja, a; =0 se i = j.

10 O
4 0
Exemplo 1.27 As matrizes A={0 9 0 ,B:{O 10} sdo matrizes diagonais.
0 0 -3
Uma matriz quadrada 1,,, é chamada de matriz identidade se todos os

elementos da diagonal sdo iguais a 1 e os demais elementos sdo nulos, ou seja, a; =0
se i=j e a;=1se i=]j. Utlizamos sempre a notacdo |, para designar a matriz
identidade de ordem n.

o +— O

1

10
Exemplo 1.28 1, = 0 1| ,=|0
0

= O O
-
Il
o O O O -
o O O +— O
o O, O O
O B, O O O
R O O O O

sdo exemplos de matrizes identidades.

Uma matriz quadrada onde todos os elementos a; =0 Vi< j, ou seja, com

todos elementos abaixo da diagonal iguais a zero, é chamada de matriz triangular
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inferior. Analogamente definimos a matriz triangular superior como a matriz quadrada
onde a; =0 Vi> j.

2
R R A
Exemplo 1.29 As matrizes A=|0 12 -1|e B= } sdo exemplos
J2 1 -7 0
0 0 12
13 9 31 1

de matrizes triangulares superior e inferior, respectivamente.

Seja A,,, uma matriz qualquer chamamos de matriz transposta de A, e

denotamos por AT, a matriz cujas linhas sdo as colunas da matriz A em determinada
ordem (ou, equivalentemente, a matriz cujas colunas sdo as linhas da matriz A,
respeitando a ordem das mesmas).

Exemplo 1.30 Seja A=

o M~
g w o
o o

4
3
1

> o1 ©

0
1|, entdo AT =
4

Dadas as matrizes A e B, ambas com m linhas e n colunas, afirmar que A=B
implica dizer que a; =b; V1<i<m e V1<j<n. Vejamos agora como estdo

definidas as operagdes aritméticas com matrizes.

Definicdo 1.31 (Adigdo de Matrizes) Sejam dadas as matrizes A,,, =a e B, = b -

Definimos a matriz (A+B) .., =C

mxn ij?

onde ¢; =a; +b;.

Defini¢do 1.32 (Multiplicacéo por Escalar) Dados uma matriz Ae um escalar k € R,
definimos a matriz B=k A como B =b; onde b; =ka; .

Observe que com estas definicdes também fica definida a operacéo de subtracao
com matrizes, uma vez que dadas duas matrizes A e B, de mesmo tamanho, definimos
A—B=A+(-1)B.

1 -2 0 3 41
Exemplo 1.33 Dada as matrizes A=| 5 4 1|e B=|-2 3 4|, determine a
-3 7 2 0 5 2
matriz 3A-2B.
Solugéo:
1 -20 3 41 3 -6 0| [-6 -8 -2
3A-2B=3A+(-2)B=3| 5 4 1|+(-2)|-2 3 4|=/15 12 3|+ 4 -6 -8
-3 7 2 0 52| |-9 21 6 0 -10 -4
-3 -2 -2
=19 6 -5

-9 11 2



Definicdo 1.36 (Multiplicagdo de Matrizes) Sejam A, =a; e B, =b;. Definimos

(AB) c,,, onde

mxp — “uv?

n

Cw = Zauk bkv =a, blv +--ta,, bnv
k=1

Observe que pela defini¢do acima o produto AB sé faz sentido se 0 nimero de
colunas da matriz A for igual ao ndmero de linhas da matriz B. Caso isto ndo ocorra o

produto AB ndo esta definido. Outra observagdo é que o elemento c; (o elemento da i-

ésima linha e j-ésima coluna da matriz AB) é dado pelo produto escalar da i-ésima linha
da matriz A pela j-ésima coluna da matriz B. Em outras palavras, o produto AB entre as
matrizes A e B pode ser visto como o produto das matrizes linhas de A pelas matrizes
colunas de B. O exemplo abaixo ilustrard melhor esta operacao.

3 0
4 -1
Exemplo 1.34 Dada as matrizes A=|-1 2| e B :{0 ) } determine os produtos
1 1
AB.
3 0 34+00 3.(-1)+0.2 12 -3

4 -1
Solugdo: AB=|-1 2 {o 2}: ~14+20 -1(-1)+22|=|-4 5
1 1 14+10 1(-1)+1.2 4 1

E facil ver que a multiplicagdo de matrizes ndo satisfaz a propriedade
comutativa.

2 3 2 -1
Exemplo 1.35 Considere as matrizes A:{O J e B:{O J. Determine o0s

produtos AB e BA.

o T
N

O estudo de matrizes também esta intimamente ligado & resolucdo de sistemas
lineares. Por exemplo, dado o sistema linear

3X+5Yy =1
2X +2=3 1)
S5X+y—-z=0
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podemos associar a este sistema as seguintes matrizes:

35 0

A=|2 0 1 |, denominada matriz dos coeficientes;
5 1 -1
X

X =]y |, denominada matriz das incdgnitas;
z

1

B =| 3|, denominada matriz dos termos independentes;
10
(3 5 0 1

C=(2 0 1 3|, denominada matrizampliada.
51 -10

Observe que o sistema original pode ser escrito na forma matricial como
AX =B. Para resolver sistemas lineares utilizando matrizes precisamos fazer o que
chamamos de operacdes elementares sobre as linhas da matriz ampliada do sistema. As
operacdes elementares sobre as linhas de uma matriz séo:

1) A permuta da i-ésima linha pela j-ésima linha, denotado por |; <>l ;
2) A multiplicagdo da i-ésima linha por um escalar k ndo nulo, denotado por

I =kl;
3) A substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha adicionada de k vezes a j-
esima linha, denotado por I; =1; +KkI;.

A ordem com que essas operacOes sdo efetuadas sobre a matriz ampliada é no
sentido de deixar essa matriz na forma escalonada por linhas, ou simplesmente, forma
escalonada, que definiremos a seguir.

Defini¢do 1.36 (Forma Escalonada por Linhas) Dada uma matriz qualquer dizemos
que ela estd na forma escalonada por linhas quando ela satisfizer as seguintes
propriedades:

i) Se uma linha ndo consistir inteiramente de zeros, entdo o primeiro elemento
ndo nulo da linha é 1. Chamamos esse numero 1 de pivo;

i) Se existirem linhas constituidas inteiramente de zeros, entdo elas estéo
agrupadas juntas nas linhas inferiores da matriz;
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iii) Em quaisquer duas linhas sucessivas que ndo consistam so de zeros, o0 pivo
da linha inferior ocorre mais a direita do que o pivo da linha superior;

iv) Cada coluna que contém um piv6 tem zeros nas demais entradas.

Exemplo 1.37 Reduza a forma escalonada por linhas a matriz | 2

1
Solucéo: | 2
3

ool son |

-2 3
-1 2 3
1 2 3

-1

_65
63

%

-1

1
_9¥2=g—2h:>0

L =1

l, =1, +2,
l,=1,-7l,
=1, -2,
4
=l

-3,

=

-2 3

-1 2 3
1 2 3

1
3
2 3 -1
-5 -4 5 —»%2
7 -7 6
=3
5
4
5
_@ 13
5 i
o 110
63
o -1
63
1 5
63 |

-1

Retomando o sistema (1), vamos escalonar a matriz ampliada e verificar como
isto facilita a resolucdo do mesmo.

01 1
1 3 —>{I1:—I1:> 2
-10 5
>

3
—iI2:> 1 3
10 10
2

| 3

= owl o

= o

O WW Ik

l,=1,-2l
_)221:>
|, =1, -5,

=12
1 N1 2

22
l, =1, +=51
3 3 3 2
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17

B~

_)

1
|1=|1—§|3

3
L= +—I
2 2 10 3

=

1001
1

6
010—i

16
001E

8

Como a ultima coluna representa a matriz coluna dos termos independentes, podemos
reescrever o sistema como:

o O -
o +— O
O O

. x . 7 1 17
que determina a solugéo do sistema x=—, y=——e€ z="—.
16 16 8

Definicdo 1.38 (Matriz Inversa) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se existir
uma matriz quadrada B de ordem n, tal que AB=BA=1_, diremos que a matriz A é

invertivel e a matriz B é chamada de inversa da matriz A que sera denotada por A™* =B

2 3
— 3 P —
Exemplo 1.39 Verifique se a inversa da matriz A={3 z}é At = g I .
77
Solucéo: 1 3 2 3 —1.g+3.§ —1.g+3.1 1 0
AAl{ }7 7\_| 7T Ty { },2
3 -2))3 11132 ,3 32,3101
7 7 7 7 7 7
2 3 2 3 2 1
S Sl[=1 3 —(—1)+—3 —(—1)+—3 1 0
ATA=l 3 ] -2 3" 3 3 |- =1
S oZL3 -2 23422 Z3+3(2| 01
7 7 7 7 7 7

-1 3
Portanto, é a inversade A= { 3 2} )

Neste momento, cabem algumas reflexdes sobre matriz inversa, como: se existe
um procedimento para determinar a inversa de uma matriz, em que condi¢des podemos
afirmar a existéncia da inversa de uma matriz dada. Inicialmente apresentaremos um
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método para determinar a inversa de uma matriz e em seguida forneceremos uma
condicdo necesséria e suficiente para garantir a existéncia da inversa de uma matriz.

Pela definicdo 1.38, a inversa de uma matriz esta definida apenas para matrizes
quadradas, logo ndo tem sentido em falar da inversa de uma matriz ndo quadrada. Seja

A uma matriz de ordem n. Construamos a matriz [A|In] em seguida escalonamos

nx2n’
essa matriz até obtermos sua forma escalonada por linhas. Se A for invertivel, entdo a
forma escalonada por linhas de A é |,, e se aplicarmos as mesmas operacdes
elementares que foram aplicadas na matriz A, na mesma ordem, em | obtemos A™.
Estes sdo dois teoremas cujas demonstracdes podem ser consultadas em [2] p.86.

2 0 -1
Exemplo 1.40 Considere A={3 0 2 |, determine A™.
4 -3 7
Solucéo:
- I 1)1 ]
2 0 -1/1 0 0 10—5500 o
0 2|0 1 0|>L=-L=/3 0 2|0 10 —>{IZ:|2 4|1:>
4 -3 7|0 0 1 4 -3 0 1 o8
I 1] 1 ] - _
Lo 5 00 1 0 -1 00
71 3 2| 2 1
0 5173 1 0|-»>lL,elL=/0 -3 9 —% _>|2:_§|2:>
7
- _ 0O 0 =—|-=
0 -3 9|-2 01 _ > |73 |
_ . } ) . i
10 —% 2 0 10 —% 5 00 ,
0 1 -3 2 0 1 _,|3:E|3:> 0 1 -3 2 0 1 N I1=Il+§|3
0o ! 33 3 ! 00 1 33 2 3 l, =1, +3l;
2-= 1 0 )
L 2 ] | 77 |
2 1,
1 o 7 7
= 10 BECAC.
0 . 21 7 3
32
i 7 7 |
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21
7 7
Portanto, temos A™ = 186 1 .
21 7 3
3 2
L 77 i

Definicdo 1.41 (Matriz Simétrica) Dada uma matriz quadrada A, dizemos que A € uma
matriz simétrica quando A for igual a sua transposta, ou seja, quando A= AT .

Exemplo 1.42 A matriz A= é simétrica, pois A" =

A W N P
~N o oN
© 0 O W
o © N b
A W N R
~N o OgN
© 0w o w
o © ~N b

Definigdo 1.43 (Matriz Ortogonal) Dada uma matriz quadrada A de ordem n, dizemos
gue A é uma matriz ortogonal se A.A" =AT.A=1_. Em outras palavras, podemos

definir que A é matriz ortogonal se A™ = A",

. cosd —send| .
Exemplo 1.44 A matriz A= é ortogonal, pois:
send cosé
AT | 080 sendlfcosd —send| cos’ 0+ sen’d —cos g send + send cos b
—send cos@ || send cosd | |-sendcosd +cosd send sen’d + cos” 0

o

AAT = cosf —send || cos® send | cos’ @ +sen’d cos & send —send cos &
send coséd ||—send cosd send cos @ — cos @ send sen’d +cos’® @

e

Defini¢do 1.45 (Matriz Coordenada): Sejam S ={v,,V,,---,V,} base de R" e v € R"

onde v=aVv,+a,v,+---+4a,v,. Chamamos o0s numeros reais a;,a,,---,a, de
coordenadas de vem relagdo a base /e denotamos por
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Exemplo 1.46 Considere a base p={(2,0),(0,—2)}do R? e o vetor v=(-810).

4
Podemos escrever v =-4(2,0)-5(0,-2), logo [v], :{ 5}.

1.3 — Matriz de Mudanca de Base

Em determinadas situacdes dispomos de uma base para R™ na qual a resolucéo
de problemas é trabalhosa, porém se tomarmos outra base, 0 mesmo problema fica
significativamente mais simples. Este recurso é conhecido na literatura como mudanca
de base, veremos que essa mudanca pode ser feita a partir de uma matriz, chamada
matriz mudanca de base. Uma aplicacdo de mudanca de base sera abordada na secdo
2.4. Mostraremos como construir essa matriz e fazer a mudanca de base.

Sejam «a={u,,u,,---,u . ye pg={w,w,,---,w }bases do R" e veR". Entdo
podemos escrever:

V=XU + XU, +---+ X U, e V=YW, +Y,W, +--+ Y W *)

Na forma matricial temos:

X Y.
X

M, =2 e M,=|”
X Yo

Como «aef sdo bases do R™, podemos expressar de forma Unica os vetores de S
como combinacéo linear dos vetores de « . Desta forma temos:
W, =a,,U; +a,U, +---+a,Uu,
W, =a,,U; +a,,U, +---+2a,,U,

(**)

W, =aq;, U, +a, u, +---+2a,,u,
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Substituindo (**) em (*) temos:

V=Y W+ YW, +o+ YW,
V:(allul+"'+anlun)y1+"'+(a1nul+"'+annun)yn
V=(allyl+“.+alnyn)u1+'“+(anlyl+'“+annyn)un

Podemaos reescrever (*) da seguinte forma:

X, =a, Yy, +---t+tayy,
X, =ay,Y, +--+a,,Y,

Xn = anlyl +'“+annyn

ou, na forma matricial escrevemos

Xy a; 8, Ay, Y1
X2 _ aZl a22 a‘2n y2
Xn anl an2 a‘nn yn
&, &, - &,
|8 8yt 8y | .
A matriz | . é chamada de matriz de mudanga de base S para a base
anl anz o ann

« e é denotada por [I ]ﬁ Observe que temos a seguinte relacdo entre as coordenadas de
um vetor v nas bases a e f.

Exemplo 1.47 Considere as bases oe g do R? onde a={(2 2),(4-D} e
B={(@ 3), (-1, —1)}. Determine:

a) amatriz [I]};

3
b) as coordenadas do vetor [w],, onde [w], = L 5} .

Solucéo:

a) Vamos escrever 0s vetores de « como combinagéo linear dos vetores de 3.
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(2,2)=a,,(1,3)+a,(-1,-1) = 8y~ 8 =2 — a.=0 e a,=-2
y 1\ 21 d 3a11_a21=2 11 21
a,—a, =4 5 13
4,-1)=a,(1,3)+a,,(-1 -1 T a,=—— € a,=——
( ) =a,,(1, 3) +a,( ) {3&12—8222—1 = 5 22 5
Portanto, [1]; = &l
—2 _==
2
l, [T fu 0 —g 3 0.3—;(—5) %
b) (w], =1, [w], = { }: -
2 JBLS —2.3—%.(—5) 5—23

Definicdo 1.48 (Transformacdo Linear): Uma transformacdo linear ¢ uma funcéo
T: R™ - R™ com n e m nUmeros inteiros positivos, que satisfaz as seguintes condicdes:

i. Tw+v)=Tw)+T(), paratodo u,v €R".
ii. T(kv)=kT(v), paratodo Kk € R ev € R™.

Ressaltamos que quando se tem T: R™ — R", T é chamado de operador linear.

A seguir daremos alguns exemplos de transformacdes lineares em R? e RS3,
assim como a consequéncia das mesmas no plano e no espago.

Exemplo 1.49 Para as transformacdes considere T : R? — R2.

a) T(x,,X,)=(%,—X,), onde T gera a reflexdo dos vetores em relagéo ao eixo x.
b) T(X,,X,)=(=X,,X,), onde T gera a reflexdo dos vetores em relagéo ao eixo y.
c) T(x,,X,)=(=X,,—X,), onde T gera a reflexdo dos vetores em relagdo a origem.

d) T(x,x,)=(x cosd-x, send, x, send+ X, cosd), onde T gera a rotacdo de um
angulo @ no sentido anti-horario.

Exemplo 1.50 Para as transformagdes considere T : R3 — R3.

a) T(X,X,,%;) = (X, X,,—X%;), onde T gera a reflexdo dos vetores em relagdo ao plano xy.

b) T (X, X,,X;) =(X,—X,,X;), onde T gera a reflexdo dos vetores em relacéo ao plano xz
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C) T(X,%X,,X%;3) =(—X;,X,,%X;), onde T gera a reflexdo dos vetores em relagéo ao plano
yz.

As transformacg0es lineares estdo intimamente ligadas ao estudo de matrizes. De
certa forma, podemos afirmar que o estudo das transformacdes lineares fica reduzido ao
estudo das matrizes, ou seja, dada qualquer transformacéo linear T : R™ — R" podemos
encontrar uma matiz A, ,,, tal que

X

X2
T X, Xy ) = A

Essa matriz A estd associada & T e as bases e fSde R™ e R™, respectivamente.
Em outras palavras, temos a relagéo A=[T]Z. Quando as bases e g ndo forem

mencionadas, tomaremos « e £ como as bases candnicas de R™ e R™ respectivamente.

Exemplo 1.51 Apresentaremos as matrizes associadas as transformacdes lineares
exploradas no exemplo 1.48, nesse exemplo foi tomada a base candnica de R2.

a)T@0)=a,(10)+a,(01)=10)=a,=1ea, =0
T(0,1))=4a,(0)+a,(01)=(0,-1)=a,=0ea,,=-1

:’A:E-) _O} :>T(X,y)2|:1 0}{:1}:[)(1 X2]=(Xl,—X2)

0 -1

b)T(@0)=a,10)+a,(0,1)=(-1,0)=a,=-1lea, =0
T(0,1))=a,(10)+a,(0,1)=(01)=a,=0ea,,=1

-1 0 1 0% | .
A:{O ]] = T(XvY):{O —}{Xj_[xl Xz]_( X, X;)

¢)T(1,0)=a,,(1,0)+a,(0,1) = (-1,0) = a, =—lea, =0
T(0,1)=a,10)+a,(01)=(0,-1)=a,=0ea,,=-1

-1 0 -1 0]]|x T e
A:[O _} = T(X1Y):{0 —}[X2:|_[ Xy Xz]_( X, = X;)
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d)T(@L0)=4a,(10)+a,,(0,1) =(cosd, send) = a,, =cosé e a,, =send
T(0,1) =a,,(1,0)+a,,(0,1) = (-send,cos¥) = a,, =—send e a,, = C0S

cosd —send || X,
T(X,X,) = =[x, cos@—x, send send+x, cosd]
send cosd || X,
cosd —send
= (X, cos@—X, send, x, senf + x, cosd) = A=
send cosd

Exemplo 1.52 Apresentaremos as matrizes associadas as transformacdes lineares
exploradas no exemplo 1.50, nesse exemplo foi tomada a base candnica do R3.

a)T@0,0)=a,(10,0)+a,(0,1,0)+4a,(0,0,1)=(0,0)=a,=1ea,, =a,, =0
T(0,1,0)=a,(1 0,0)+a,,(0,1,0)+a,,(0,0,1) =(0,,,0) > a,=a,,=0ea,, =1
T(0,0,1)=a,,(1,0,0)+a,(0,1,0)+a,(0,0,1)=(0,0,-1) = a,,=a,,=0ea,,=-1

10 0 10 0][x
A=10 1 0| = TX.%.%)={0 1 0[|%|=[x % X]=(X.%—X;)
00 -1 00 —1|x

b)T(0,0)=4a;,(0,0)+a,,(0,10)+a,;(0,0,1)=(10,0)=a,=1ea,, =a, =0
T(0,4,0)=a,(1,0,0)+4a,,(0,1,0)+a,,(0,0,1)=(0,-,0)=a,=a,,=0ea,, =-1
T(0,0,1) =a;(1 0,0)+a,(0,10)+a,(0,0,1)=(0,0,1) > a,=a,;,=0ea,; =1

10 0 1 0 0][x
A=0 -1 0|=T(X.,%,X%)=|0 =1 O[| % |=[x =X X]=(X,—X,,%,)
0 0 1 0 0 1l

¢c)T®0,0)=a,(0,0)+a,,(0,1,0)+4a,;(0,0,1)=(-,0,0)=>a,=-1lea,; =a,; =0
T(0,1,0)=a,,(10,0)+a,(0,10)+a,(0,0,1)=(0,1,0)=a,=a,,=0ea,=1
T(0,0,1)=a,,(1,0,0)+a,(0,1,0)+a,;(0,0,1)=(0,0,))=>a,=a,,=0ea,, =1

10 0 “1 0 0][x
A=l 0 1 0|=2T(XXuX)=| 0 1 Of|% [=[-% X, X3]=(=X,Xy,X5)
0 01 0 0 1 x
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1.4 — Autovalores e Autovetores

Definicdo 1.53 (Autovalores e Autovetores) Seja T : R™ — R™ um operador linear. Se
existirem veR"™, com v+0,e A< R taisque Tv=Av, 4 € um autovalor e v um

autovetor de T associado a /.

Geometricamente, os autovetores de T sdo vetores em R™ que preservam a
direcdo quando aplicamos T, e os autovalores indicam se 0s autovetores sofreram uma
contracdo (0<A<1) ou uma dilatacdo (A >1). Observe ainda que se A =1for o Unico
autovalor, entdo temos que T é um operador identidade e todos 0s vetores permanecem
inalterados quanto a diregdo, sentido e norma. Autovalores negativos indicam que 0s
autovetores mudaram de sentido podendo (ou ndo) ter sofrido alguma contragédo
(<1< 1<0), ou uma dilatacdo (A <-1)ou apenas uma reflexdo em torno da origem

(1=-1).

A seguir daremos alguns exemplos de autovetores com operadores lineares em
R? e R3, cuja finalidade é explorar o aspecto geométrico desses vetores. Mais adiante
apresentaremos um método algébrico para encontrar esses autovetores.

Exemplo 1.54 Considere a transformacgédo linear do exemplo 1.49 (a), dada por
T (X, X,) = (X,—X,) .Vimos que essa transformacédo gera uma reflexdo em torno do eixo
X.

yvh

“wmyY

TG ¥) = (X, -¥)

Figura 1.7

Afirmamos que o Unico autovetor de T é o v=(1,0) Pois os Unicos vetores em R? que
permanecem com a mesma direcdo quando refletidos em relagdo ao eixo x sé&o os
vetores que estdo sobre o eixo X, ou seja, vetores do tipo (X,0)com xe R, e esses

vetores podem ser escritos como combinagcao linear do vetor v =(1,0). [ ]
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Exemplo 1.55 Considere a transformacdo linear do exemplo 1.50 (b), dada por
T (X, Xy, X3) = (X,—X,, X3) . VIMOs que essa transformacao gera uma reflexdo em torno

do plano xz.

Afirmamos que os autovetores de T sdo os vetores (1,0,0)e (0,0,1). Pois os Unicos
vetores,em R?, que permanecem com a mesma diregdo quando refletidos em relacéo ao
plano xz, sdo os vetores que estdo sobre o plano xz, ou seja, vetores do tipo (X,0,2) com
x,ze R, e (1,0,0)e (0,0,1) é uma base do plano xz. [

Nem todas as transformacdes lineares possuem autovetores. Por exemplo, a
transformacéo apresentada no exemplo 1.49 (d), a qual gera uma rotacdo de um angulo
6, com 0< < xno sentido anti-horario em R? altera a direcdo de todos os vetores ndo
nulos do plano, isto é, essa transformacao ndo possui autovetores.

Ja vimos que dado um operador linear T : R™ — R", existe uma matriz quadrada
A,,, associada a base canénica do R", tal que T(v) = Av. Determinar os autovalores

de T significa encontrar os vetores V= (X, Y,z) €R3, tais que
T(V)=Av=Av=Av ™)
Reescrevendo (*) em notacdo matricial temos:

Av=211 v=Vv(A-1)=0

S | | U = o= e
o --- A X 0 anl ... a

nn

A expressao (**) representa um sistema de equacdes lineares homogéneo com n
incégnitas e n equacdes. Desta forma, se o determinante da matriz dos coeficientes for
ndo nulo o sistema tem solucdo Unica, que é a solucdo nula. Porém esta solucdo ndo nos
interessa, pois queremos encontrar 0s autovetores, que por definicdo sdo ndo nulos.
Ent&o devemos procurar valores de A tais que o determinante da matriz dos coeficientes
seja nulo. O polindmio det(A—Al)=0 é chamado de polindmio caracteristico e sera

denotado por P,(4). Observe que as raizes do polindmio caracteristico fornecem os
autovalores de T.

Exemplo 1.56 Determine os autovalores e os autovetores do operador linear T :
R3 — R3 definido por T (X, X,, X5) = (X, — Xg,— X, + Xg, %, + X, +2X;).
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1 0 2
Solucéo: A matriz associada a T em relagdo a base candnicado R3 é A={-1 0 1|
1 1 2

Para determinar os autovalores de T precisamos achar as raizes de P,(4), que é dado
por:

1-2 0 2
P,(1)=det(A—Al)=>detl -1 -4 1 |=P,A)=01-A)(D)Q2-)-2+24-(1-21)
1 1 2-2

cujas raizes sdo 4, =1,4, =-1e A, =3. Esses sdo os autovalores de T.

Uma vez determinado os autovalores, precisamos resolver a equacdo Av=AV onde ve
R3 para cada valor de A encontrado.

)] Para 4, =1, temos:

1 0 2] |x X, X, +2Xg =X, 2%, =0
-1 0 1% |=1.]x, =D X EX =X, = =X Xy =X,
1 1 2]]|x, X, X+ X, +2X5 =X, X, +X, +X, =0

Da primeira equagdo extraimos que x, =0 e das outras equagdes vemos que X, =—X,,
ou seja, 0s autovetores associados a sdo do tipo (Y, Y,0) com y e R. Esses autovetores
sdo gerados por multiplos do vetor (-1,1,0);

i) Para 1, =-1, temos:

1 0 2||x X, X, +2X% =X X, ==X,
-1 0 1|.|x,|=-1.]|X, = =X FX==X, = 5 =X +X =X,
1 1 2] |x, Xq X+ X, + 2%y ==X, X +X, +3%; =0

Das duas primeiras equacdes extraimos que x, =—X, € X, =—2X,. Essas condicOes

satisfazem a terceira equacgdo do sistema, portanto os autovetores associados a A, =-1
sdo do tipo (-z,—2z,z)com ze R. Esses autovetores sdo gerados por multiplos do
vetor (-1,—-2,1);

iii)  Para A, =3, temos:

1 0 2] |x X, X, +2X,=3% 2X, = 2%,
-1 0 1% |=-3.|X%, = 1-X  +X=3X, = =X —3X, +%X; =0
1 1 2]]|x, X, X, + X, +2X; =3X, X, +X, =X, =0
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Das duas primeiras equacdes extraimos que x, =X, e X, =0. Essas condi¢bes

satisfazem a terceira equacdo do sistema, portanto os autovetores associados a 4, =—1
sdo do tipo (X,0,X)com x e R. Esses autovetores sdo gerados por multiplos do vetor

(10,2).

Defini¢do 1.57 Se A for uma matriz quadrada, entdo o trago de A, denotado por tr(A), é
definido pela soma das entradas na diagonal principal de A. O trago de A ndo é definido
se A ndo for uma matriz quadrada.

3 5 7 9
, 2 4 6 8
Exemplo 1.58 Determine o tr(A) onde A= :
0 -1 -1 9
3 2 5 6

Solugéo: tr(A)=a,, +a,, +a,; +a,, =3+4-1+6=12.

Teorema 1.59 A é uma matriz ortogonal se, e somente se, 0s vetores linhas de A séo
ortonormais.

Prova: A entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz produto AA' é o produto
escalar do i-ésimo vetor linha de A com o j-ésimo vetor coluna de A". No entanto,
exceto notagdo, o i-ésimo vetor coluna de AT é o j-ésimo vetor linha de A. Assim, se
r,r,,...,r, forem os vetores linha de A, entdo o produto matricial AAT pode ser
expresso por:

nn nr, - nr,
AAT — Lh Lt - LI
r.p, r,.r, - n.r,

Assim, segue que AAT =1 se, e SO se,

n.n=r.r=--=r.r,=1e r.r,=0quando i= ]
que valem se, e 6 se, {r,, T,,...,r, } for um conjunto ortonormal de R™.

O mesmo resultado vale para os vetores colunas de uma matriz ortogonal A. A
seguir enunciaremos um resultado para matrizes simétricas que é bastante util, porém
ndo daremos a sua demonstragdo, pois envolve conceitos de espagos vetoriais
complexos. Essa demonstracdo pode ser encontrada em [2] p.322.

Teorema 1.60 Se A for uma matriz simétrica com entradas reais, entdo seus autovalores
sdo reais.
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CAPITULO 2

Neste capitulo faremos uma abordagem sobre as aplicacdes de matrizes em
alguns contetdos relacionados ao curriculo de matematica do ensino médio. Veremos
que, em algumas situac@es, fazer uso de determinadas matrizes e determinantes facilita
a resolucdo de muitos problemas como, por exemplo, no célculo de areas e volumes
(segéo 2.5).

2.1 — Potenciacdo de Matrizes

Ao se falar em poténcia para um aluno do ensino médio, fatalmente ele pensara
numa poténcia envolvendo numero inteiro, talvez alguns pensem numa poténcia com
namero racional, mas provavelmente nenhum deles pensaria numa poténcia envolvendo
matrizes. Talvez isto ocorra, porque a ideia de potenciacdo perde um pouco o sentido,
para o aluno, quando falamos em poténcia de matrizes, mesmo sabendo que o produto
entre matrizes esta bem definido.

Sabemos que a operacdo de potenciacdo esta bem determinada para todos 0s
nameros complexos, isto é, dado qualquer numero complexo é possivel calcular
qualquer poténcia desse determinado namero.

Exemplo 2.1 Calcule as poténcias:

a)12* =12.12.12.12 = 20736

(3D

c)2+i) =(2+i).(2+i).(2+i)=(3+4i).(2+i)=6+3i +8i —4 =2 +11i

Quando operamos com poténcias em C, o célculo pode ser muito trabalhoso
quando calculado apenas pela definicdo de poténcia. Observe o trabalho que teriamos
se, no item (c) do exemplo 2.1, ao invés do expoente trés tivéssemos expoente quinze,
por exemplo. Porém, ainda em C, dispomos de uma maneira eficaz para o célculo de
uma poténcia, basta escrever o nUmero complexo z=a+bi, com a,b eR, na forma

polar:

Z=r (cos@+i send), onde r =+a’ +b?
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Desta forma, dado um neN, o calculo de z", que pela definicdo de poténcia era
calculado por z" = (a+bi).(a+bi) ---(a+bi) e que necessariamente deve ser calculada

nvezes

aos pares (a+bi).(a+bi), quando escrita na forma polar fica reduzida a

z" =r"(cosn@+isennd) onde & é o argumento de z. A seguir, o exemplo 2.2 mostra
a praticidade do calculo dessas poténcias na forma polar.

Exemplo 2.2 Seja z = (%+ \/Ei]. Determine z*°.

Solucéo

1 o § § 10_§1o -Elo
(§+ 21) _[[chose +1i (steneJ —(2] (cos(109))+|[2J (sen(106))

Desta forma, vimos que a operacdo de potenciacdo estd bem definida em todo C.
Porém, 0 mesmo, ndo ocorre para as matrizes, pois pela propria definicdo do produto
entre matrizes, por exemplo, A.B, s6 faz sentido se o nimero de colunas de A for igual
ao numero de linhas de B. Como estamos falando em poténcias, isto implica dizer que o
namero de linhas deve ser igual ao nimero de colunas, ou seja, a poténcia de matrizes
esta definida apenas para as matrizes quadradas.

E fato que podemos calcular poténcia de qualquer matriz quadrada usando
apenas a definicdo de produto matricial, mas com um custo operacional alto, ou seja,
com célculos que podem ser muito trabalhosos. Abaixo, no exemplo 2.3, mostramos o
calculo de uma poténcia de uma matriz de ordem dois.

1 2T
Exemplo 2.3 Calcule a poténcia {5 3} .

Solucéo:

1 27 [1 271 271 2 11 7|1 2 46 43
{5 3} {5 3“5 3H5 3} {20 19} {5 3}{115 97}

Quando falamos em custo operacional alto, estamos falando, por exemplo, do
trabalho que teriamos se a matriz do exemplo acima fosse de ordem bem superior a
dois, ou ainda, mesmo com a matriz de ordem dois, mas com expoente superior a trés
(pense, por exemplo, num expoente igual a quinze). Concluimos entdo que calcular

poténcias com matrizes usando apenas o produto matricial ndo representa um método
viavel para o célculo dessas poténcias.

Por outro lado, a potenciacéo fica significativamente mais simples para um tipo
especial de matriz, que sdo as matrizes diagonais. O exemplo 2.4 mostra a praticidade
de calculos com esse tipo de matrizes.
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2 00
Exemplo 2.4 Dadaamatriz D={0 3 0| com a,b,c € R, determine D**°,
0 0 4
Solucéo:
2 00 2 00 2910 0
D**=/0 3 0 0 3 0(=| O 32015 0
0 0 4 0 0 4 0 0 4%

2015 vezes

Diante desse impasse, 0 que faremos € substituir, sempre que possivel, a matriz
original por uma matriz diagonal, desde que essa nova matriz preserve as principais
caracteristicas da matriz original. Essa substituicdo de que estamos falando, na literatura
é conhecida como diagonalizacdo de matrizes. Mas, antes de apresentarmos a definicédo
de diagonalizacdo de matrizes precisamos de algumas definigcdes e resultados que seréo
explorados a sequir.

Definicdo 2.5 (Matrizes Semelhantes) Sejam A e B matrizes quadradas de mesma
ordem. Dizemos que uma matriz B é semelhante a uma matriz A se existir uma matriz

invertivel P tal que B=P"AP.

Observe que se A é semelhante a B a reciproca é verdadeira, ou seja, existe uma
matriz invertivel Q tal que A=Q'.B.Q, basta tomar Q=P™. Pois, tomando
Q =P, temos:

B=P'AP—=PB=AP = A=PBP = A=Q'BQ

Por comodidade, diremos apenas que A e B sdo semelhantes, para denotar que A
é semelhantes a B e vice-versa.

Teorema 2.6 Se A e B sdo matrizes semelhantes, entao:

@ A e B tem 0 mesmo determinante;

(b) A € invertivel se, e somente se, B for invertivel;
(©) A e B tem 0 mesmo polinémio caracteristico;
(d) A e B tem 0s mesmos autovalores;

Prova:

(a) det(A) = det(PBP) = det(P™).det(B).det(P) =

1
o) .det(B).det(P) = det(B)

(b) A é invertivel < det(A) #0 (c)> det(B) # 0 <= B é invertivel.
a
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(c) Como B =PAP* temos:

P, (1) = det(4l — B),com | = PP
= det(APP ™ — PAP )
=det(P(Al — A)P )
= det P.det(Al — A).det(P™)
= det(1l — A)
=Pa(4)

(d) Decorre imediatamente do item (c), visto que os autovalores sdo as raizes do
polindbmio caracteristico. m

Teorema 2.7 Autovetores associados a autovalores distintos sao LI.

Prova: Sejam A,,4,,...4,autovalores distintos de uma matriz A,,,. Mostraremos

primeiramente para o caso de dois autovalores distintos, 4, e 4,.

Considere a equagdo a, Vv, +a,v, =0. Apliqguemos a essa equacao, a transformagéo T-

A,1 . Temos entdo:

T (alvl + azvz) - j'2 I (alvl + azvz) =T (O)
aAv, +a,4,v, -Aav, —4,a,v, =0
av,(4, —-4,)+a,v,(4,-4,)=0

aVvy (4 —4,)=0

Como 4, #4,ev, #0 temos que a, =0. Voltando a equacdo original e aplicando a

transformacdo T — 4,1, de forma anéloga, encontramos a, =0. Logo Vv, e V,,sdo L1I.

A demonstracdo para o caso geral é feita de maneira andloga. Basta tomar a equacéo
aVv, +---+a,v, =0e aplicar sucessivamente as transformacbes T —A1l,---, T — A1

para concluirmos que a, =a, =---=a,=0. =

Definicdo 2.8 (Diagonalizacdo de Matrizes) Uma matriz A é diagonalizavel quando A
for semelhante a uma matriz diagonal D, ou seja, se existir uma matriz invertivel P, tal

que A=P.D.P*, onde D é uma matriz diagonal.

A matriz P é chamada de matriz que diagonaliza a matriz A. Para determinar a
matriz P, basta encontrar os autovetores LI da matriz A que serdo as colunas da matriz
P. Observe, que pela definicdo acima, a matriz P tem que ser quadrada e de mesma
ordem das matrizes A e D. Iniciando por essa argumentagcdo podemos chegar ao
seguinte resultado:
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Teorema 2.9 Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A é diagonalizavel se, e somente
se A tem n autovetores L.

Prova: Suponha que A seja semelhante a D. Entdo P~1AP = D, onde D é uma matriz
diagonal, logo

AP = PD (1).

4 0 0
SejaD=| : "-. : |eseav;, j=1,2, ..,n,aj-ésimacolunade P. Sabemos que a j-
0 0 4,

ésima coluna de AP ¢ Av; e a j-ésima coluna de PD € 4;v. Dessa maneira, de (1) temos:
Avj=lj’l7j (2)

Como P € uma matriz invertivel, suas colunas sdo LI e, portanto, A; € uma autovalor de
A e v; € um autovetor correspondente.

Reciprocamente, considere A,,1,,...,4, como 0s n autovalores de A e que 0s
autovetores vy, v, ... , v, correspondentes sdo LI. Seja P = [vy, vy, ... , U] @ Matriz cuja
j-ésima coluna é x;. Como as colunas de P séo LI, segue que P ¢ invertivel. De (1)
obtemos (2), que implica que A é diagonalizavel. m

2 0 -2
Exemplo 2.10 Dada a matriz A={0 3 0 | verifique se existe uma matriz P que
0 0 3

diagonalize A.
Solucdo: Vamos determinar o polindmio caracteristico da matriz A.

2-4 0 -2
P,(1)=detf 0 3-1 0 [=(2-4).3-1)>, que tem por autovalores
0 0 3-4

4 =2 e 4, =3.Vamos calcular os autovetores v, ev, associadosa /4, e 4,.

Za

Para 4, =2 temos:

2 0 -2||x X 2X—27 =2X
0 3 0\y|=2|y|es 3y=2y
0 0 3|z Z 3z2=2z2

0 que implica que os autovetores associados a 4, =2, sdo do tipo v, = (x,0,0), com

x € R. Entdo v, pode ser gerado pelo vetor (1,0,0), ou seja, v, = [(1,0,0)]
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Para A, =3, temos:

2 0 -2]|x X 2X—22 =3X

0 3 0|ly|=3]y|les 3y=3y o ,

0 que implica que os autovetores associados
0 0 3|z z 32=3z

a A, =3 sdo do tipo v, =(-2z,y,z)com yezeR.Entdo v, pode ser gerado pelos

vetores (0,1,0) e (-2,0,1), ou seja, v, =[(0,1,0), (-2,0,1)] . Como a matriz Az,3 possui

uma base de autovetores, entdo A é diagonalizavel. Portanto a matriz P £

1 0 -2 1 0 2
P=|0 1 0 |, calculando P"encontramos P*=|0 1 0| e a matriz D, , é a
0 0 1 0 01
matriz diagonal cujos elementos da diagonal sdo os autovalores de A, ou seja,
2 00
D=(0 3 0].
0 0 3
1 0 -2(2 0 0|1 0 2 2 0 -2
Como PDP*=(0 1 0 |[0 3 0||0 1 0|=l0 3 0 |=A
0 0 100 3|0 01 0 0 3

Temos que P é a matriz que diagonaliza a matriz A.

Observe que a ordem em que se toma 0s autovetores de A na composicdo da
matriz P, s6 muda a ordem dos autovalores da matriz diagonal D =P AP

O célculo das poténcias de uma matriz A fica bem mais simples se A for
diagonalizavel, pois para A= PDP ™" temos que:

A"=(P.DPY)"=(P.DP?) ... (P.DP)=PD"P* ,nez

e como D é uma matriz diagonal, calcular A" resume-se a calcular a n-ésima poténcia
dos elementos da diagonal principal de D, além de determinar as matrizes P e P

-1 7 -1
Exemplo 2.11 Determine A*onde A=|{ 0 1 0
0 15 -2

Solugéo: O polindmio caracteristico de A é P, (1) =(-1-1)1—-4)(-2— 1) que tem os
autovalores A =-2, A=-1e A=1.
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Para 4 =-1 temos:

-1 7 -1||x X —X+7y—2=-X Ty=12 X =k
0 1 0fly|=-Lly|=3y -y=-y =5y=y =9y=0
0 15 -2||z z 15y -2z=-2 z=-5y z=0

0s autovetores associados a A =-1 sdo do tipo (k,0,0) com k €R, logo podemos
representar esses autovetores por (1,0,0).

Para 4 =1 temos:

-1 7 -1]|x X —X+7y—2=X Ty—17=2x 7y -5y =2x
0 1 O0||lyl=]y|= y=y = y=y = y=0
0 15 -2||z z 15y-2z=12 z="5y Z="5s

0s autovetores associados a A =1 sdo do tipo (s,s,55) com se R, logo podemos
representar esses autovetores por (1,1,5).

Para A =-2 temos:

-1 7 -1||x X —-X+7y—2=-2X X=1
0 1 0lly|==2|y|= y=-2y  =qy=0
0 15 -2||z z 15y -2z =-2z2 z=t

0s autovetores associados a A =-2 sdo do tipo (t,0,t) com te R, logo podemos
representar esses autovetores por (1,0,1).

111
Logo a matriz P que diagonalizaa matrizAé P={0 1 O
0 51
Calculando P*temos
1 4 -1 -1 0 O
P'=/0 1 O e D=0 1 O
0 -5 1 0 0 -2

Assim,
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111 (—1)11 0 |[1 4 -1
A'=PD"P'=|0 1 0| O 0 (|0 1 0

05 1|l © 0 (2)1l 0 -5 1

11 1][-1 0 1 4 -1
=10 1 0 ]o 1 0

05 1_ —-2048(|0 -5 1

11 1][-1 -1 10.237 —2047
=0 1 0|0 1 0 |=|0 1 0

0 51

| 0 10.240 2048 0 10.245 -2048

Observe que no exemplo acima a maior parte do trabalho consiste em
diagonalizar a matriz A. Feita essa diagonalizacdo, o célculo da poténcia de A nédo
requer grandes esforcos. Sabemos que a potenciacdo de matrizes ndo esta definida para
todas as matrizes. Entdo, quando possivel, reescrevemos essa matriz como um produto
de matrizes onde uma das matrizes é diagonal, o que na realidade é a diagonalizacdo
dessa matriz, e o Teorema 2.9 nos da condicgdes de verificar a possibilidade (ou ndo) da
diagonalizacgéo (vide exemplo 2.10).

A diagonalizagdo de matrizes se apresenta como um método bem eficaz no
calculo de poténcias envolvendo matrizes. E fato que nem todas as matrizes s&o
diagonalizaveis, o que ndo quer dizer que ndo podemos calcular poténcias de matrizes
ndo-diagonalizaveis. O que ocorre é que para tais matrizes ndo dispomos de um método
eficaz para calcularmos poténcias. O calculo das poténcias dessas matrizes é feito via
definicdo de produto matricial. Observe o exemplo abaixo:

3
Exemplo 2.12 Sendo A=|0
0

o w -

0
1| calcule A*.
3

Solucéo:

Vejamos se A é diagonalizavel. P,(1) = (3 — 1)3, logo A s6 possui 0 autovalor A = 3
(com multiplicidade algébrica 3). Os autovetores associados a A = 3 sdo dados por

X+y=3x=y=0
y+z=3y=z=0
3z=3z=>z=Kk

que sdo do tipo (k,0,0) com ke R, ou seja, (1,0,0) é um autovetor associado a A = 3.

Logo, pelo Teorema 2.9, A ndo é diagonalizavel. Portanto temos calcular a poténcia pela
definicdo de produto matricial.
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4

310 3 1 0|3 103 10|31 0| (8 108 54
A*=/0 3 1| =|0 3 1{|0 3 1|0 3 1|0 3 1|=/0 81 108
0 0 3 0 0 3{|0 0 3|0 O 3((0 0 3 0 0 81

Com base nos exemplos 2.10 e 2.11, observamos que operar com matrizes
diagonais €, quando possivel, bem menos trabalhoso do que matrizes ndo diagonais.
Outro grupo de matrizes que tem essa caracteristica sdo as matrizes triangulares
(superiores e inferiores), veremos uma aplicacdo dessas matrizes no Capitulo 3, na
secdo 3.1 (Fatoracdo LU).

Diante dessa facilidade de operar com as matrizes diagonais, vejamos como elas
se comportam com relacdo as propriedades de potenciacdo que ja conhecemos com
nameros reais. Quando uma matriz A é diagonalizavel, podemos verificar com mais
facilidade, como elas se comportam com relacdo as propriedades de potenciacao.
Porém, antes de fazermos algumas dessas verificacbes, vamos fazer uma breve
abordagem do calculo de poténcias de uma matriz diagonal.

Seja A,,, uma matriz diagonal, ondeA=[aijJ . Sabemos que as poténcias

A¥, k € N, sdo definidas como:

a; =0 se i=]

k+s

) a; =0sei= ]
A" = . . ,comk,seN
a; = (&) e 1=

« .. entdo, AV A’ =
a; =(a;)" sei=j

Portanto, quando A é diagonalizavel fica mais facil perceber que A*. A® = A***.
Certamente, pois existe uma matriz invertivel P e uma matriz diagonal D tal que:

A“ =PD*P™

N _ppept A“.A* = PDD°P* =PD""*P~ = A**®

A=PDP™ :{

Considerando ainda a mesma matriz A, temos:

(A“)* =(PD*P).(PD*P*)---(PD*P*)=PD*.D"-.-D" P =PD**P* = A

S vezes

S vezes

com essa argumentagio vemos facilmente que (A*)® = A*°quando A é diagonalizavel.

Ressaltamos que as propriedades apresentadas até aqui também valem se A ndo for
diagonalizavel. Nesses casos, mais uma vez, ndo dispomos de um método pratico de
verificacdo como a diagonalizagéo.

Convém lembrar ainda dois fatos: 1°) a divisdo nao esta definida para matrizes;
2°) o produto matricial ndo é comutativo. Desta forma, decorrem desses dois fatos que
. Ak _ N , . ~
as propriedades —- = A¥=S e (A.B)k = A*.B¥ que sdo validas para nimeros reais ndo
valem para matrizes.
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2.2 — Radiciagdo de Matrizes

Iniciaremos esta subsecdo abordando o conceito de raiz com indice par para
matrizes e depois generalizaremos para uma raiz n-ésima.

Sabemos que a radiciacdo com indice par ndo estd definida para todos o0s
nameros reais. A fim de que ela esteja bem definida, devemos impor uma condi¢do
sobre o radicando que deve ser ndo negativo. Algo semelhante ocorre quando estamos
operando com matrizes com entradas reais.

Seja A uma matriz com entradas reais. Afirmamos que se 2/A (ne N) existe,
entdo det(A) > 0. Certamente, pois:

B =2/A = B2 = A= det(B") = det(A) = det(B).det(B)...det(B) = det(A) =

2n  vezes

(det(B))?" = det(A) = det(A) > 0

30 0
Exemplo 2.13 E possivel encontrar uma raiz quadrada para A={0 2 0 |?
1 4 -1

Solucéao: Néo, pois det(A) =—6<0.

A radiciacdo de matrizes ndo € tdo imediata como a radiciagdo com ndmeros
reais, ou seja, dada uma matriz A, ndo € imediato encontrar uma matriz B tal que

B? = A. Porém se a matriz A for uma matriz diagonal, encontrar /A (n e N) se torna
imediato. Vejamos esse fato no exemplo abaixo.

1
Exemplo 2.14 Determine VD onde D=0
0

o M~ O
o O O

Solucéo:
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1 00| |v1 0 0|+ 0 0| 1 00][1 00

D=0 4 0|=|0 4 0/]./]0 V4 0=|0 2 0|/0 2 0O

009/ |0 0 J9||lo o 9| [0 0 3|/0 0 3
100
—JD=[0 2 0
00 3

Ao contrario do que se tem com ndmeros reais (ndo negativos), a raiz quadrada
de uma matriz ndo é Unica. E facil verificar que todas as matrizes abaixo s&o raiz
quadrada da matriz A.

100 -10 0 1 0 0 10 0
B=JD=[0 2 0| , YyD=|0 2 0 , VJD=|0 -2 0| , YD=|0 2 0
00 3 0 0 3 0 0 3 00 -3
-1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 O
JD=|0 -2 0| /D=0 2 0|, VD=[0 -2 0| VD=0 -2
0 0 3 0 0 -3 0 0 -3 0 0 -3

Neste caso, A,,,possui 8 raizes. Concluimos que, se A, ,, for diagonalizavel e

com seus autovalores ndo negativos, entdo existem 2" matrizes B, tais que A=B".
Essa quantidade de matrizes B representa o total de posi¢fes do(s) sinal(is) de menos ao
longo da diagonal principal. Caso haja autovalores nulos a quantidade de matrizes B

com A=B"é inferiora 2".

1 0 0 O
016 0 O
Exemplo 2.15 Determine 4/D onde D = 81 0
0 256

Solucéo:

1 0 0 O 1 0 0 0]f[r1 0 0 O]f1 0 0 O][1 0 0 O
|016 0 0| |0 20 0[0 20 0[[0 20 0f0 200
1o 0 8 0] |0 0o 3 0flo 0o 3 0[l0 03 0ll00 30

0 0 0 256| |0 0 O 4/|0 0 0 4//0 0 0 4//l0 0 0 4
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Logo YD = é uma das 16 raizes de D.

o O O -
o O NN O
o w O o
~ O O O

Assim como a potenciacdo de matrizes se torna muito mais simples se a matriz
for diagonalizével, algo semelhante ocorre na radiciagdo de matrizes. De maneira geral,
se A for diagonalizavel, com seus autovalores ndo negativos, podemos escrever

A=PDP™ o0 que implica que VA=PADP. Vejamos:
WA =A o
(P¥DP) =P@D)' P =PDP =A (2

a igualdade (*) se justifica pelo fato de D ser uma matriz diagonal. De (1) e (2) vemos

que é valida a expressao /A=PA/D.P*. Vale lembrar que se o indice n for par,
precisamos que det(D) >0.

2 0 -2
Exemplo 2.16 Considere a matriz A=|0 3 0 |. Vamos calcular uma B=+A.
0 0 3

Vimos no exemplo 2.10 que A é diagonalizavel e que:

2 0 -2 1 0 -2{2 0 0|1 0 2
A=|0 3 0|=/0 1 010 3 0//0 1 O|=PDP*
0 0 3 0 0 1100 3|0 01
P D p-1
J2 0 0
Entio sabemos que B=P./D.P. Consideremos D =| 0 /3 0 |. Fazendo as
0 0 43
J2 0 242-23
contas P/D.P* encontramos B=| 0 /3 0 que é uma das 8 raizes de
0 0 J3

A. Podemos facilmente verificar a veracidade desse resultado observando que

V2o 0 22-243(V2 0 2v2-243 2 0 -2
0 3 0 10 3 0 - (0 3 0|=A
0 0 V3 0 0 NE) 00 3
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Quando A ndo for diagonalizavel e seus autovalores sdo ndo negativos, nédo
temos uma maneira eficiente de calcular B=+/A. Porém, em alguns casos, ainda que a

matriz A ndo seja diagonalizavel, ainda assim € possivel calcular B = JA.O exemplo
2.17 mostra uma situacdo desse tipo, mas antes precisamos relembrar alguns resultados
sobre rotagéo de vetores no plano.

Sabemos que a matriz R, associada a transformacéo linear que define uma

cosgd -—send

rotacdo de um angulo 6 em R? é R, =
send cosd

] Também sabemos, que a

rotagcdo de um angulo @, com 6 =6+ 2kxz Vk €Z, altera a dire¢do de todos os vetores
ndo nulos do R?, o que equivale a dizer que a matriz R,ndo possui autovetores. Logo,

R,ndo é diagonalizavel, mas ainda sim podemos calcular /R, . E o que faremos no
exemplo abaixo.

Exemplo 2.17 Mostraremos que R_ = |R

Solucéo:

() 03] o
Dho(E (3)e(s) (312

N

(@)

@]

w

|

_|_
\_l_/

|

w

D

>
/7 N/ N\
Wiy W[y
N N

(@]

(@)

w

|
N—

|
w|

2.3 — Angulo entre Matrizes

Quando olhamos para as matrizes como vetores do R™ (onde n=2,3) e ndo

apenas como uma lista (ou tabela) de numeros dispostos em linhas e em colunas,
podemos formalizar conceitos que, num primeiro momento, pareciam sem sentido
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como, por exemplo, a potenciacdo e a radiciacdo, e agora veremos como podemos
trabalhar com angulos entre matrizes.

A fim de mostrar que o angulo entre matrizes esta bem definido, utilizaremos
fortemente a definicdo de produto interno (secdo 1.1 do capitulo 1). No exemplo a
seguir relembraremos como € fundamental o uso de um produto interno para o célculo
do angulo entre dois vetores no R2.

Exemplo 2.18 Considere R? com o0 produto interno candnico. Determine o angulo entre
os vetoresu = (1,-3) e v =(2,4).

Solucéo:

(u,v) =[u] V| cos @ < cos 6 = |u_ ent&o temos :

(u,v)
Jullv

(1L-3),(2.4)) 1.2-3.4 ~10 -10 -2

Q= = = = =
a2 (a4 J200 1042 2

Logo, € = arc cos[%}

No exemplo acima utilizamos o produto interno canénico. Para determinarmos o
angulo entre duas matrizes, precisamos definir uma expressao para o produto interno de
matrizes onde sejam satisfeitas as condic¢des da definicéo 1.10.

Seja M, ,0 conjunto formado pelas matrizes quadradas de ordem n. Considere
UV eM,,,,afirmamos que uma expressdo que define um produto internoem M . €
dada por:
U\Vv)=tru'v)
Sejam U =u; ,V =v; ,W=w; ,U W)= ki . Mostraremos que essa expressao

satisfaz as condi¢des da definicao 1.10.
i) (U,U)=tr(U'U) =(UZ.u5.--U%) + (Uil --uZ,) +- -+ (Ul uz .---uz ) >0

nn

i) (aU,V)=tr((aU)'V)=tr(aU'V)=ak,, +0kK,, +--+akK,, =a(K,+K,, +--+k )=
atrV)=aU,V)
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i) (U+V,W)=tr(U+V)"W)=tr (U™ +VOW) =tr U'W +VW)=tr(U"W)+tr(v W)
=(U,W)+(V,W).

iv) (U,V)=tr U'V) =K, +Ky, +---+k, =
(UpyVyg +UpVoy oot UV ) e (U Vg + Up Vo oo+ U V) =
= (VyqUyy +VoUyy o+ VU ) e (Vi Uy + Vo Uy +oo VU )

=tr (V'U) =(V,U)

2 6 3 2
Exemplo 2.19 Determine o angulo entre as matrizes A = L 3} e B= [1 0} .

Solucéo:

R (Y 4 A
(A B)=tr(ATB) =tr —tr =7+12=19
6 -3/|1 0 15 12

-3(|1 -3

wwmzmzju[[g AR

2 0|1 0

s 2 25 -

(AB) 19 19
|AllB] V50414 10V7

cosf =

o)
= @=arccos| ——
1077

2.4 — Areas e Volumes

Os conceitos de &rea e volume sdo trabalhados do ensino fundamental ao ensino
médio e sdo um dos contetdos com varias aplicacbes ao mundo fisico. Porém, em
muitos dos casos, esses conceitos sdo trabalhados apenas como aplicacfes de formulas
prontas e aplicadas em situacdes bem particulares. Por exemplo, dado um tridngulo em
R? onde se conheca a base e a altura desse triangulo, e, nesse cenario, pede-se ao aluno
que calcule a &rea desse tridngulo. Em situagdes desse tipo ndo configura nem ensino e
nem aprendizagem do conceito de area.

Nesta subsecdo, mostraremos como as matrizes e determinantes podem ser
bastante Uteis nos calculos de &reas e volumes. Para tal, abordaremos esses conceitos
precedidos de dois conceitos, produto vetorial e produto misto. O célculo de (areas e
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volumes) ganha praticidade, principalmente em situacdes nas quais a aplicacdo das
férmulas tradicionais de areas e volumes fica bastante trabalhosa. Ressaltamos que os
conceitos de produto vetorial e produto misto estdo definidos apenas para R3.

No decorrer desta secdo, abordaremos um problema tipico de areas de figuras
planas de duas formas distintas: uma usando o produto vetorial e outra utilizando as
férmulas tradicionais de area e volume, cuja finalidade é mostrar a praticidade dos
conceitos de produtos vetorial e misto, em situacdes aparentemente desfavoraveis.

Definigdo 2.20 (Produto Vetorial) Se u = (u,,u,,u,) e v=(v,,V,,v,) em R3, entdo o
produto vetorial, denotado por u x v, € o vetor definido por:

_ —  —

i ] k
uxv=detju u, u,
Vl VZ V3
onde i=(100), j=(010)e k=(0,01). Também podemos reescrever o produto
. u, u U, Ul [u, U
vetorlaldeuevcomo:uxv:[ S . 2).
V2 VS Vl V3 Vl VZ

Exemplo 2.21 Dados u = (3,2,-1) e v = (0,2,-3) determine u x v.
Solucéo:
uxv=(2.(-3)-(-2.2,3.(-3)-(-1).0,32-2.0)=(-2,-9,6)

Observe que o resultado do produto vetorial € um vetor, diferente do que ocorre
com o produto escalar (secdo 1.1) onde o resultado final é um valor numérico. O vetor
resultante de um produto vetorial tem propriedades associadas ao produto escalar que
sdo fundamentais para no célculo de areas. No teorema abaixo, pontuamos algumas
dessas propriedades.

Teorema 2.22 Se u e v sdo vetores em R3, entdo:

M) {u,uxvy=0
@i)(v,uxv)y=0

(i) Ju x| =l M - @ v
Prova:

(D u. (uxVv)=(uy,U,,Ug) . (UVg —UsV,, UgVy —UyVg, UV, —U,V, ) =
= Ul(U2V3 - U3V2) + uz(uavl - ulvs) + U3(U1V2 - UZVl) =0

(it) Idem ao item (i).
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2
(iii) ”U X V” = (U,v, _U3V2)2 +(Uyv, _U1V3)2 +(u,v, _U2V1)2 @

||u||2.||v||2 —(U.V) = (U2 +ul +ud) (v Vv = (U, ULy, Uy, (2)
Desenvolvendo (1) e (2) chegamos a igualdade |u x V]| :||u||2.||v||2 —(u,v).

O Teorema 2.22 nos garantem propriedades geométricas do vetor u X v que serdo
bastante Uteis, por exemplo, o item (iii) & conhecido na literatura como a identidade de
Lagrange, esse resultado nos permitira o calculo de algumas areas, ja os itens (i) e (ii),
nos garante que o vetor u X v € ortogonal aos vetores u e v simultaneamente, conforme
ilustra a figura a seguir.

AXB

Figura 2.3

Fonte: www.ufpe.br

O sentido do vetor u x v pode ainda ser facilmente determinado por uma regra
bem simples, conhecida como a regra da méao direita. Essa regra diz que se a e b forem
vetores ndo nulos e Za,b =« , colocamos o dedos indicador da méo direita na direcéo
de um desses vetores e o dedo médio na dire¢do do outro vetor, giramos um dos dedos
pelo angulo «, quando os dedos da mé&o direita se fecharem o polegar indica
(aproximadamente) o sentido do vetor u x v, conforme ilustra a figura a seguir.

Figura 2.4

Fonte: www.mundofisico.joinville.udesc.br
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Observe que na figura 2.4 temos « =90°, mas a regra vale para qualquer 0 <o <180°.

Neste momento vamos explorar outra propriedade geométrica do Teorema 2.22,
cuja finalidade é associar o produto vetorial ao célculo de algumas areas e,
consequentemente, associar o calculo das areas aos determinantes envolvidos na
definicdo de produto vetorial (definicdo 2.23).

Retomando a identidade de Lagrange (item (iii) do Teorema 2.22)e substituindo
nela a definicdo de produto escalar (definicdo 1.10) temos:

o =l ™ = v = ul M [l v cos* @

ot M o M @ -sen*) = P sen’s

Da definicdo de angulo entre vetores (definicdo 1.9) temos que 0 <@ <180°, portanto a
equacéo (1) pode ser reescrita como:

Jux v =] Jul sene @

Observando a figura 2.5 vemos que |u|sené é a altura h do paralelogramo definido

pelos vetoresu ev.

Figura 2.5

Fonte: www.pt.wikibooks.org

Observe que a altura do paralelogramo que tem por lados adjacentes, 0s vetores u e v é
h=|jul sené. Portanto, a equacéo (2) representa a area desse paralelogramo (A,),

pois:
A, = (base) x (altura) = |v| . (“v|| sena)z Jlu x ] (3)

Considerando u = (u,,u,,u,) e v=(v,Vv,,v;) em R podemos reescrever a equagio
(3) em funcéo dos determinantes da seguinte forma:
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2 u3

(4)

A= ||uxv||—J ’

Vo V3

Por consequéncia, temos que a area do triangulo (A,) que tem os vetores u e v como
lados é dada por
2

1 _1
Ai-gnuxvan

Exemplo 2.23 Encontre a area do paralelogramo determinado pelos vértices u = (2,3,0)
ev=(-12:-2).

u2 u3
(%)

Vo Vs

Solucéo:

3 0f) 2 o) (|2 3
loxvi=\ll o) LTl ) Ll 2
Observe que resolvendo o exemplo 2.26 pela tradicional formula de area (base x

altura), sem o uso dos conceitos de produtos escalar e vetorial, teriamos um esforgo
muito maior, pois seria necessario calcular: 1°) os lados desse paralelogramo, ou seja,

Jul| e [Vv[; 2°) determinar a equacéo da reta que passa por u é perpendicular a v (ou vice-

J = J(-6)% +4? + 72 =101

versa); 3°) determinar o ponto de intersecdo dessa reta com o vetor v (ou u); 4°) calcular
a distancia entre esse ponto de intersecao e o vertice u, e esta distancia seria a altura; 5°)
entdo, utilizar a formula tradicional Area = base x altura. Portanto, em casos onde s6
conhecemos as coordenadas de dois ou mais vértices de um paralelogramo, o célculo da
area do mesmo fica bem mais simplificada com o uso do produto vetorial expresso em
funcdo dos determinantes. Vejamos mais outro exemplo.

Exemplo 2.24 Determine a area do triangulo cujos vértices sdo A=(2,6,-1), B=(1,1,1) e
C=(4,6,2)

Solucéo:

Seja AB=(-1,-5,2) e AC=(2,0,3). Vamos calcular o produto vetorial AB x AC.

2

:%\/(—15)2 +72 +10? =%\/ﬁ

1 -5
+
2 0

2 -1 2
+_
2 3

0 3
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Exemplo 2.25 Seja € o angulo entre os vetores u e vem R3 e u . v # 0. Prove que

go
u.v)
Solucéo:

Sabemos das defini¢Oes de produto escalar e da norma do produto vetorial que

cos @ = u.v) e senfd= _||u <V
Jul M Jul M
como tgo _send , temos tgé = M
cos o u.v)

A proxima definicdo nos servira de suporte para a compreensdo do Teorema
2.29 que relaciona o produto misto entre vetores do R3 com o volume de paralelepipedo
formado por esses vetores.

Definicdo 2.26 (Produto Misto) Sejam u=(u;,u,,u;), Vv=(V,Vv,,V;) e
w = (W, W,, w,) vetores em R3. Chamamos de produto misto de u,v e w a expressdo:

u.(vxw)

que também pode ser expresso pelo determinante u. (v x w) =det| v, Vv, Vv,
mﬁ m& m%

Teorema 2.27 Sejam u = (U, U,,U;), v=(v,,V,,V;) e W= (W,,W,,w,) vetores em R3.

O valor absoluto do produto misto € igual ao volume do paralelepipedo determinado
pelos vetores u, v e w, ou seja,

ul u2 uS
V=det|lv, Vv, Vv,
mﬁ m& m%

onde V representa o volume do paralelepipedo definido por u, ve w.
Prova:

O volume V do paralelepipedo é dado por:
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V=(area da base) x (altura) = |v xw|. Hproju XVWH =|v xw|. w =[u. (vxw),

v x w

ul u2 u3
que pela definicdo 2.5.7temos V =det| v, v, Vv,
Wl W2 W3

Exemplo 2.28 Determine o volume do paralelepipedo definido pelos vetores u = (2,-
6,2), v=(0,4,-2) ew =(2,2,-4).

2 -6 2
Solucdo: V =detf0 4 -2 :|—32+24+O—16+8—O|216
2 2 -4

Assim como no exemplo 2.26, se fizéssemos o exemplo acima pela tradicional
férmula do volume de paralelepipedo teriamos um custo muito maior em termos de
calculos e tempo. Portanto, mais uma vez vemos como 0 uso dos determinantes pode
ser muito atil em situagBes nas quais s6 conhecemos as coordenadas dos vértices do
paralelepipedo.

Finalizando esta subsecdo, apresentaremos uma atividade que pode ser
desenvolvida em turmas de 2° ou 3° ano do ensino médio. O objetivo dessa atividade é
que os alunos construam a condicao para que trés vetores no espaco sejam coplanares, a
partir do conceito de produto misto.

Atividade 2.29 Considere os vetores u = (5,-2,1), v=(4,-1,1) e w = (1,-1,0).

a) Determine o volume do paralelepipedo definido por u, v e w;
b) Como vocé interpretaria geometricamente os vetores u, v e w?
c) Que relacdo podemos estabelecer entre os resultados dos itens (a) e (b)?

Nessa atividade o que se espera do aluno é que ele conclua que quando o volume
do paralelepipedo for nulo entdo os vetores sdo coplanares, ou seja:

ul u2 US
detfv, v, v;|=0 < u,vewsdocoplanares.
Wl WZ W3

Uma atividade analoga a essa poderia ser usada para mostrar que u xv=0se, e
somente se u e v sdo colineares.
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CAPITULO 3

Neste capitulo abordaremos algumas aplicacdes do estudo sobre matrizes
desenvolvido no capitulo anterior e que podem ser exploradas no ambito do ensino
médio. Tais aplicaces a serem apresentadas como resolugdo de sistemas, sequéncia de
Fibonacci, criptografia e Teoria de Grafos, irdo mostrar que conceitos matematicos
completamente distintos (pelo menos num primeiro momento) podem estar intimamente
interligados através de uma abordagem matricial.

Portanto a matematica, como ciéncia, estd longe de ser vista como algo pronto e
imutavel.

3.1- FATORACAO LU

A busca por métodos que resolvam com eficiéncia e rapidez, sistemas lineares
do tipo Ax = b (onde A é uma matriz quadrada de ordem n, chamada de matriz dos
coeficientes), foi objeto de estudo de grandes matematicos por vérias décadas. Um
desses métodos, utilizados hoje por programas como Matlab e Maple, ¢é a fatoracdo da
matriz A como A=LU, onde L é uma matriz triangular inferior e U é uma matriz
triangular superior, ou seja, faremos a substituicdo:

Ax=LUx=b )

Os principais fatores que justificam a grande utilizacdo desse método séo: o
grande numero de aplicacfes que recaem na resolucdo de um sistema do tipo (1) e a
relativa facilidade de resolver sistemas desse tipo. Primeiramente apresentaremos a
idéia da resolucdo de um sistema com fatoracdo LU, em seguida mostraremos como
obter a fatoracdo LU. Temos entéo,
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&1 Ay - A, |11 0 0 0 Uy Uy oo Uy
Ay By e Ay | |1y L, 00 0 Uy, ... U,
. . . . Lo 0 . . . .
anl an2 ann Inl In2 Inn 0 0 0 unn
A L U
&1 Ay o A, | X |11 0 0 O Ug Uy oo Uy ([ X bl
Ay By e A [ X [ly b 0O 00 Uy Uy | X | by
: : : : I | : :
a, a, .. a,/)\x l, 1, .. 1L,JL0O 0 0 wu,)\x, b,

o0 sistema Ax =b foi substituido por LU x =b. Chamemos U x de Yy, temos entdo o
sistema Ly =b.

= 2)
In1 In2 Inn yn bn

O sistema (2) é resolvido no método que chamamaos de substituicdo direta, onde:

b
L.y, =b =y = |_1

11

b, -1,y
Lyy, +1,,Y, =b, =y, :%
22
De maneira similar para j=3,---,n
j-1
bj _ijk'lk
k=1

Substituimos a solucéo do sistema (2) em U x = y temos o sistema:

ull u12 oo uln Xl yl
0 0 : = @)
u(n—l)(n—l) u(n—l)n Xn—l yn—l
0 0 0 unn Xn yn

O sistema (3) é resolvido no método que chamamaos de substituicdo reversa, onde:
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Yn

nn

unan:yn:Xn:

l"I(n—l)(n—l) Xn—l + unn Xn = yn—l = Xn—l -
Un-ayn1

De maneira similar para j=1,---,n—2

n
Yi— 2 UjeXe

k=j+1
u

i

_ Yoa— u(n—l)n X,

Faremos um exemplo numeérico para fixar melhor a ideia da resolucédo

apresentada acima, para tal, ja daremos a decomposi¢do LU da matriz A.

Exemplo 3.1 Resolva o sistema abaixo utilizando a fatoracdo LU fornecida:

3x, —6X, —3X, =3 3 -6 -3) (3 0 0)1
2, +6X, = —22 2 0 6|=2 4 0}0
—AX +TX, + 4%, =3 4 7 4) (-4 -1 2){0

Chamemos U x =y, ou seja,

1 -2 -1\(x A
0 1 2 |1 % |=| Y, *)
0 0 1){x Y,

substituimos y em LU x =b e temos 0 novo sistema:

3 0 0\(y,) (-3
2 4 0lly,|=|-22 (**)
—4 -1 2)\y, 3

Resolvendo o sistema (**) de cima para baixo temos

-3
yl :?:—1
Y, =—22—2y1 _ -22-2.(-1) _ 5
4 4
3+4y,+y, 3+4(-1)+(-H)
3= 2 = > =-3

Substituimos as soluc@es de (**) em (*) e teremos o sistema:

-2

1
0

-1

2
1
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1 -2 -1\(x) (-1
0 1 2|[x|=|-5
0 0 1)(x) |-3

Resolvendo esse sistema de baixo para cima temos:

Xy =—3
X, =—5-2X, =-5+6=1
X ==14+2X, + X, =-1+2-3=-2

que é a solucdo do sistema inicial.

Ressaltamos que quando falamos sobre a relativa facilidade de resolver sistemas
lineares do tipo Ax=b (sendo A uma matriz quadrada) usando a fatora¢do LU, em geral,
estamos pensando em sistemas cuja matriz A (de ordem n) para n relativamente grande,
pois para sistemas de pequeno porte, como o exemplo acima, dispomos de métodos de
resolucdo mais rapidos (lembrando que no exemplo ja foi fornecida a fatoracdo LU, o
gue na pratica teriamos que calcular).

De posse da fatoracdo LU da matriz A, j& vimos que ndo h& maiores dificuldades
em resolver o sistema Ax=b. Mas algumas questdes ainda ndo estéo claras como: Como
achar a fatoracdo LU da matriz A? Sempre € possivel achar a fatoracdo LU da matriz A?
Uma vez achada a fatoracdo LU da matriz A, ela é Unica? Responderemos essas
questdes no decorrer do texto. A seguir forneceremos um modelo para construcdo de
uma fatoracdo LU de uma matriz A dada:

Etapa 1. Reduza a matriz A a forma escalonada por linhas U por eliminacdo de
Gauss, sem permutacdo de linhas (para maiores informacgdes sobre eliminacdo de
Gauss consulte [2] pp.57-63). Armazene os multiplicadores para introducao dos pivos
(primeiro elemento ndo nulo de cada linha) e os multiplicadores usados para
introducdo dos zeros abaixo dos pivos.

Etapa 2. Em cada posicdo ao longo da diagonal principal da matriz L, coloque o
inverso do multiplicador dos pivos de cada linha.

Etapa 3. Abaixo de cada elemento da diagonal principal de L coloque o simétrico
dos respectivos multiplicadores para a introducéo dos zeros em cada posi¢éo. Todos
os elementos acima da diagonal principal de L sdo zeros, pois L é triangular inferior.

Etapa4. Forme a fatoragdo A=LU.
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Exemplo 3.2 Vamos fazer a fatoragdo LU da matriz A=| 2 -3
7
2 8 0 . 1 4 0 2 00
2 -3 —>§|l:>ul— 2 2 -3 =L =l* *0
1 2 7 1 2 7 oA x

1 4 0 1 4 O 2 0 0
U,=/0 -6 -3 —>I2——%I2:>U3 0 1 1/2|=L,=|2 -6 O
0 -2 7 0 -2 7 1 * =
1 4 O 1 4 0 2 0 0
U,=|0 1 1/2|>,=2,+l,=U,=|0 1 1/2|=L,={2 -6 0
0 -2 7 0 0 8 1 -2 =
1 4 0 1 4 0 2 0 0
u,=/0 1 1/2 —>I3=%I3:>U5= 0 112|=L=|2 -6 0
0 0 8 0 0 1 1 -2 8
v I

Deste modo, segue que

2 8 0 2 0 0)(1 4 O
A=|2 2 -3|=|2 -6 0|0 1 1/2|=LU
1 2 7 1 -2 8)|0 0 1

Em geral, uma matriz quadrada A tem mais de uma fatoracdo LU, por exemplo, a matriz

2 8 0
do exemplo 2 dada por A=|2 2 -3/, possui também a seguinte fatoragdo LU
1 2 7
2 0 0 1 40
L=|{2 -3 0| U=l0 2 1].
1 -1 4 0 0 2

Observe que para matrizes em gue algum(ns) termo(s) da diagonal principal for
igual a zero o método apresentado é falho. Nestes casos, o que pode ser feito é
rearranjar as equacgdes do sistema e recomecar a fatoracdo LU (o0 que vai alterar a matriz
A). Portanto afirmamos que ndo existe fatoracdo LU para todas as matrizes quadradas.

No método que demonstramos para a fatoracdo LU de uma matriz A dada, ndo é
permitido a operagdo elementar sobre A de permutagéo de linhas. O que pode ser feito
nesses casos € criar uma nova matriz, a matriz Q, chamada de matriz de permutacéo,
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que € o resultado do produto, em sequéncia, de matrizes elementares (portanto Q é

invertivel) que produzem permutacdo de linhas em A. Desta forma podemos garantir

que o produto QA pode ser escalonado por linhas sem permutacéo de linhas, ou seja,
QA=LU 4)

como Q é invertivel, temos as equivaléncias de sistemas:

Ax =b < QAx=Qb < LUx=Qb

Na literatura, encontramos a expressao (4) escrita como A=PLU, onde
P=Q™. Essa decomposicdo é conhecida como decomposicdo PLU de A ou fatoracio
PLU de A.

3.2 - SEQUENCIA DE FIBONACCI

Leonardo de Pisa, também conhecido como Fibonacci (filho de Bonaccio),
nascido em Pisa na Italia (1170-1250), mas foi na Africa, acompanhando seu pai numa
viagem de fins comerciais, que teve sua base matematica solidificada. Teve contato com
0s metodos algébricos arabes, os numeros indo-ardbicos além dos célculos com o0s
mesmos. Retornando para Italia resolve disseminar seu aprendizado na Africa através de
vérias publicagdes, entre elas, a mais famosa, o livro Liber Abaci (ou livro do Abaco), o
qual contém o seu problema mais famoso que dard origem a chamada seqiéncia de
Fibonacci.

Este é o problema que abordaremos nesta subsecdo, também conhecido como o
problema dos coelhos, é de facil enunciacdo e bem acessivel ao estudante do ensino
médio, ele pode ser expresso da seguinte forma:

Um casal de coelhos recém-nascidos comegou a cruzar com a idade de um més,
sabe-se que o periodo de gestacdo de um coelho é também de um més. A partir de
entdo, cada casal de coelhos gera um casal de coelhos por més. Suponha que iniciemos
com um casal de coelhos e que nenhum dos filhotes morreu. Quantos casais de coelhos
havera no inicio de cada més?

llustraremos abaixo o inicio dessa populacdo de coelhos em funcdo do tempo
denotado por n (em meses):

Casal 05
/!
f Casal 02 |—| Casal 02 |—| Casal 02
Casal 01 |— | Casalo1 |—»| Casal01 |—»| CasalOl |~ [ CasalOf
\ Casal 04
Casal 03 |—»| Casal 03
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A sequencia que representa a quantidade de casais a cada més, {1,1,2,3,5,...} ¢ a
famosa sequencia de Fibonacci. Uma propriedade importante dessa sequencia é que a
razdo entre dois numeros consecutivos dela aproxima-se cada vez mais do numero

0,618034.... O valor limite é exatamente \/52_1, que € chamado de nUmero aureo,
geralmente denotado por @. Uma propor¢do do tipo §=\/§2—1 ¢ chamada de

proporgao aurea.

Voltando ao problema dos coelhos, observamos que a medida em que os meses
passam, fica cada vez mais complexo determinar, via diagramas como mostrado acima,
a quantidade de casais de coelhos em determinado més. Essa dificuldade nos motiva a
tentar responder a seguinte pergunta:

Serd que existe alguma expressdo algébrica que determine a quantidade de
casais de coelhos em fungdo dos meses?”

Antes de responder essa pergunta, vale ressaltar que a importancia de determinar
tal férmula ndo é simplesmente uma maneira para determinar termos de uma sequéncia
numerica. Suas inumeras aplicacbes em outros campos da Matemética como, por
exemplo, na estatistica, nas diagonais do tridngulo de Pascal, na aritmética, etc, assim
como em outras areas do conhecimento como, por exemplo, na biologia, na masica, nas
artes visuais (proporcdes entre elementos e formas, na arquitetura, etc), justificam a
magnitude de tal expressao algébrica, caso ela exista.

Exemplo 3.3 Fibonacci observou que essa sequencia aparecia na soma dos coeficientes
binomiais das diagonais do triangulo de Pascal

10 10 5 1
6 15 20 15 6 1

11 2,
AT e
V2 A 13
i3 3 1
7 4 6 4 1
1 5

.

Exemplo 3.4 Certas plantas mostram 0s numeros de Fiponacci no crescimento de seus
galhos. Suponhamos que nas¢a um novo broto de um galho a cada més, sendo que um
broto leva dois meses para produzir o seu primeiro broto.
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Existem varias plantas cujo crescimento se parecem com o descrito aqui. A
planta Achillea ptarmica possui essas caracteristicas. (Extraido de [12])

Exemplo 3.5 Um instrumento musical que apresenta referéncias inequivocas a respeito
da aplicacdo da sequencia de Fibonacci, € o piano. No teclado de um piano, uma oitava
consiste de treze teclas, sendo oito teclas brancas e cinco pretas. As cinco teclas pretas
formam entre si um grupo constituido de duas teclas e outro de trés, como vemos na
Figura abaixo. Os numeros 2, 3, 5, 8 e 13 formam numeros consecutivos de Fibonacci.

Teclas Pretas (2 grupos)
Grupo 1 = 2 teclas
Grupo 2 = 3 teclas

Total de teclas pretas = 5 teclas

Total de teclas brancas = 8 teclas

Total de teclas da oitava = 13 teclas

A aplicacio da Proporcdo Aurea a musica tem sido muito freqiiente. Bach e
Beethoven a teriam utilizado. Debussy e Béla Bartok também. Em Debussy (1862-
1918), a Propor¢io Aurea ocorre freqiientemente para controlar a forma e “vitalidade”
da sua mdusica. O climax normalmente esta inscrito numa peca na proporcdo de

0,618:\/57_1 do total [exemplo: numa peca de 100 compassos, 0 climax ocorre no

compasso n° 62 (61,8). (Adaptado de [13]).

Observando como essa sequencia é construida, vemos que podemos defini-la
recursivamente, ou seja, podemos deduzir a quantidade de coelhos de um determinado
més desde que saibamos alguns resultados anteriores.
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Para determinar o nimero de casais num determinado més (u,,), basta observar
que no més n, temos o numero de casais do més anterior (u,_;), pois estamos
assumindo que nenhum coelho morreu, mais o nimero de casais que estao “aptos” a se
reproduzirem, ou seja, € 0 nimero de casais que se tinha ha dois meses. Definido
recursivamente essa sequencia temos:

u,=u,,+u._,

n

De posse dessa recorréncia podemos construir toda a sequencia de Fibonacci,
porém quanto maior for o indice n, mais trabalhoso sera encontrar U, pois é necessario

conhecer todo o “histérico” dessa sequencia até o més n-1.

Podemos reformular a nossa pergunta da seguinte maneira: “Serd que existe
alguma expressdo algébrica que determine, de forma direta, o termo geral da
sequéncia de Fibonacci?”

Para tentar responder a essa nova pergunta, faremos uma abordagem matricial
dessa recorréncia, tendo em vista buscar condi¢cdes para que possamos usar 0 processo

de diagonalizagdo, para entdo determinar diretamente o termo u, da sequencia de
Fibonacci sem a necessidade de ter que encontrar todos os u;, comk € {0,1, ..., n-1}.

Sabemos que:

1)

{un = un—l +un—2
Uyg =Uy,

reescrevendo (1) em forma matricial temos:
u 11 u
un—l 1 O un—z

u.
Definindo w, ={ u'“} temos que

11
e chamando A= [1 0} , podemos escrever (2) como:

W, =A.w,, (©)
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Colocando cada w,em fungéo de w, obtemos as expressoes:

w, = Aw,

w, = Aw, = A(Aw,) = A*w,

w, = Aw, = A(A*w,) = A’w,

W, =Aw _, =AA"?w,) = A",

A expressdo acima fornece uma forma para achar diretamente o termo u,,
7 7 7 = n-1 1 1 -

porém é necessario calcular A" = 10 0 que pode ser bastante trabalhoso. A fim de
evitar esse transtorno, vejamos se a matriz A é diagonalizavel.

O polinémio caracteristico da matriz A é P, (1) =det(Al — A) = A* — 1 —1. Calculando
0s autovalores de A temos:

A 1+/5
1+,1-4.1.(-1 -
A -1-1=0= A= D = 2
2 1-+5
Ay =——
2
Como A,,, tem dois autovalores distintos, A tem uma base formada por
1+/5 0
autovetores, ou seja, A =PDP~! onde D= 2 . Calculando os
1-5
0 - -
2

autovetores v, =(X;,y,) € V,=(X,,Y,)associados a A €A, respectivamente

encontramos:

X +y _1+45 X
1 1 1
{1 1“xﬂ_ﬂ{xﬁ_1+\/§{xﬁ 2
10 2
Y Y S 1+\/§
1= 2 Yy

logo v, =

(1+\/§

— @ a] Va eR*, portanto podemos escrever v, :[

1+4/5 J
1.
2
Calculando Vv, temos:
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[1—\/5
logo v, = —

a matriz P que diagonaliza a matriz A € escrita como:

yop ﬁJ vV e R*, portanto podemos escrever v, = (% ,1]. Entdo

(1445 1-45] 1 1-45]
2 2 J5 2.5
P= ,esuainversaé P* = .
1 1 1 1+45
i ] J5 25 |
1+v5 1-45|[1++5 0 ' 1 _1—\/5
An :Panfl: 2 2 . 2 \/g 2\/3
o B[ 1 1+V5
1 1 2 J5 245
u

Diante desses resultados ja podemos expressar ~n em funcdo apenas de n sem
necessariamente expressar nenhum termo anterior da sequencia como na recorréncia
que define a sequencia de Fibonacci. A expressao € dada por:

n-1 n-1p-1
W, ,=A"wW,=PD"Pw,

Escrita na forma matricial,

(1445 145 (“JEJH o || L _1-45]
[Un} 2 2 2 5 2.5 H
U] |y L G 145 |1

i | 0 (%} 5 2J5 |

(s (s s
[Un } 2 2 5 2./5 F
U,y - n-L ~ n-1 1 1 _,_\/g . ]]

A s s
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1(1+45) 1 (1-4BY 1++5)(_1-V5) (1-+5|(1++5
B2 ) Bl 2 2 2.5 2 245
1(1+48) 1 (1-45)" 1++5) [ 1-5 L[1-45 (1445
V5 2 J51 2 2 yNG 2 2.5
[1+\/_j ( J (1+\/_]( 1—\/§J (Hg]"[“ﬁj‘
2 2 T2 2
_1 .
V5 1+f 1-45)" 1+f 1-45) (1-45 "(1+45
2 2 2 2 )|
[ [H@]“ (H@J" [H@H 1—\/3] (HENMEJ |
2 |l 2 ) Tl T2 T 2 2
_ 1
35 1+45)" (1-+5)" (1+5) [ 1-v5) (1-v5) (1445
2 2 ] T2 2 T2 2 )|
Assim:

J5

1+x/§
2

[
_(

1+\/§
2

i

1-5

]n

/1

Fazendo as operagdes e simplificando, temos que:

1+\/§
2

_(
|

1++/5
2

T

jn+l

1-+5
2

|
d

1-45

2

I
:

[_H

1+\/§
2

}_

:
)

Assim, encontramos uma expressao direta para determinar qualquer termo da
sequéncia de Fibonacci, que € dada por :
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| _i 1+\/§ n+1_ %nﬂ -
N 2 e

Observe que apesar da expressao acima conter raizes, U, € Z.

3.3 - CRIPTOGRAFIA

No mundo moderno de hoje, nunca se investiu tanto em comunica¢do como
nessas Ultimas décadas. E esta comunicacdo precisa ser cada vez mais veloz e segura
para atender as necessidades desse mundo globalizado. Quanto ao aspecto da
velocidade, os computadores estdo sendo aperfeicoados a cada dia para reduzir, com
eficacia, tempo e fronteiras. Quanto ao aspecto de seguranca, no sentido de garantir a
privacidade na comunicacdo de informacgdes, muitas técnicas fazem um vasto uso da
algebra linear. Nesta subsecdo mostraremos, de forma breve, algumas dessas técnicas e
principalmente o importante papel que as matrizes desempenham nesses processos. Ao
processo de transformacdo de uma mensagem original para uma mensagem codificada,
onde somente o remetente e o destinatario sabem como retornar a mensagem original é
chamado de criptografia.

O processo de criptografia que apresentaremos consiste basicamente em trés
passos, sao eles: transformar a mensagem original numa mensagem numérica, codificar
essa mensagem numeérica através de um produto da mensagem numérica (que sera
disposta na forma de matriz com numero de linhas convenientes) por uma matriz
invertivel (matriz codificadora), que chamaremos de mensagem codificada e em
seguida, decodificar essa mensagem através de um novo produto da mensagem
codificada pela a matriz inversa da matriz codificadora. Em linguagem algébrica, esse
Processo se resume em:

M = mensagem numérica
Remetente: A = matriz codificadora
AM = mensagem codificada

AM = mensagem codificada
Destinatario: < B = A™ = matriz decodifica dora
BAM = A" AM = M = mensagem numérica

72



Primeiramente precisamos estabelecer uma codificacdo inicial que transforme a
mensagem original numa mensagem numeérica. Para tal usaremos somente 0s numeros
inteiros seguindo a tabela a seguir.

A B|C|DE|F|G/HlI|J|KILIMN/O/P|QR|S|T|U/ VIWX|Y|Z]|,]|.|2|#

g — N ™M < 10 g N g O g 4 NN o < 100 «Q NN og o

— N M < 10 N o O A A A A o Ao A | 4 4 NN AN N AN AN AN AN AN AN AN T
Tabela 3.1

Usamos o simbolo # para denotar 0s espacos entre as palavras da mensagem.
Podemos utilizar nimeros inteiros maiores que 29 na mensagem numeérica, desde que
seja estabelecida uma regra bem definida entre remetente e destinatario, como por
exemplo, utilizando a aritmética modular. Em todos os exemplos desta subsecéo,
usaremos a tabela 3.3.1 para compor a mensagem numeérica.

Exemplo 3.6 Supomos que a mensagem a ser transmitida seja: “O TEMPO EXPIROU.”

01
Chamemos de M a mensagem numérica e A:L O} a matriz codificadora. A

mensagem numeérica, segundo a tabela 3.3.1, é dada por:
O#TEMPO#EXPIROU. =15, 0, 20, 5, 13, 16, 15, 0, 5, 24, 16, 9, 18, 15, 21, 28

(usamos as virgulas somente para facilitar a visualizacdo). Como a matriz A é 2x2,
temos que dispor a mensagem numérica numa matriz M com duas linhas. Caso a
mensagem tivesse um nimero impar de caracteres, completamos no final com 0, que
representa um espago em branco (nulo). Temos entéo:

M_150 20 5 13 16 15
|5 24 16 9 18 15 21

0
28} — Mensagem numérica

AM_011502051316150
|1 0||5 24 16 9 18 15 21 28

5 24 16 9 18 15 21 28
AM =

= Mensagem codificada
15 0 20 5 13 16 15 O

a mensagem codificada, em caracteres, segundo a tabela 3.1 é:
EXPIROU.O#TEMPO#
Observe que A € ortogonal, pois o0s vetores colunas sdo ortonormais. Portanto,

01
At=AT = L O] logo a mensagem decodificada pelo destinatario é dada por:
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1 0j|]15 0 20 5 13 16 15 O

15 0 20 5 13 16 15 0|
5 24 16 9 18 15 21 28|

ATAM—[O 1}[5 24 16 9 18 15 21 28}

A mensagem numeérica sera lida na ordem 15,0,20,5,13,16,15,0,5,24,16,9,18,15,21,28,
cuja leitura via tabela 3.1 é: O#TEMPO#EXPIROU.

Observe que essa codificacdo poderia facilmente ser quebrada. Isto se deve ao
fato de que a matriz codificadora escolhida é uma matriz bem simples (¢ a matriz
identidade seguida de uma troca de linhas). Mas 0 que queremos mostrar com esse
exemplo, é que essa técnica é valida para qualquer matriz ortogonal e possui a vantagem
de eliminar o calculo da matriz inversa ( matriz decodificadora).

Outra possibilidade de codificacdo seria utilizar uma matriz diagonalizavel A,
invertivel, escolner um ne N e tomar A"como matriz codificadora. Observe que,
sendo A invertivel temos det(A) # 0, como det(A") = det(A).det(A)..det(A) +
0, portanto A" é invertivel e faz sentido entdo tomar A" como matriz codificadora. E

. . . -1 .
como matriz decodificadora tomamos a matriz (A”) . Abaixo daremos um exemplo
numerico dessa técnica.

Exemplo 3.7 Supomos que precisamos transmitir a mensagem: “O#PLANO#ESTA
#COMPROMETIDO.” Tomemos a matriz  diagonalizavel (e  invertivel)

2 0 -2
A=|0 3 0 | do exemplo 2.1.9 e escolhemos A’como matriz codificadora. No
0 0 3
10 -2|{2 0 0|12 0 2
exemplo 2.1.9, vimos que A=P.D.P*, ondeA={0 1 J0 3 0}.]0 1 0.
00 0 0 3|0 0 1
4 0 -10
Entdo, A* édadapor A>=P.D°P™=|0 9 0 |éamatriz codificadora. Como A%é
00 9

3x3, a matriz M da mensagem numeérica fica disposta em trés linhas da seguinte forma:

15 0 16 12 1 14 15 0 5
M=|19 20 1 O 3 15 13 16 18
15 13 5 20 9 4 15 28 O

e a mensagem codificada fica expressa por:
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-90 -130 14 -152 -8 16 -90 -280 20
A*M =171 180 9 0 27 135 117 144 162
135 117 45 180 81 36 135 252 O

o MEF

Calculando (A?)™, encontramos (A%)™ =

o ol o
ol o Klu

Entdo, decodificando a mensagem temos:

1 5
- 0 =
4 . 18| [-90 -130 14 -152 -86 16 —-90 -280 20
(A>)*AM =|0 ] 0(.]171 180 9 0 27 135 117 144 162
0 o 1135 117 45 180 81 36 135 252 O
_ 9

15 0 16 12 1 14 15 0 5
(A))*AM =(19 20 1 0 3 15 13 16 18|=M
15 13 5 20 9 4 15 28 O

A mensagem numérica é lida na ordem 15, 0, 16, 12, 1, 14, 15, 0, 5, 19, 20, 1, 0, 3, 15,
13, 16, 18, 15, 13, 5, 20, 9, 4, 15, 28, 0, cuja leitura via tabela 3.1 é:
O#PLANO#ESTA#COMPROMETIDO.

Observe que ao usarmos A" (n = 2) para a matriz codificadora, essa técnica é
mais segura, pois ainda que a atriz A seja descoberta, € fundamental saber o valor de n,
o qual foi escolhido de modo aleat6rio em N.

Poderiamos ainda fazer uma variacdo dessa técnica tomando a matriz P da
diagonalizacdo da matriz A como a matriz codificadora. Para tal precisamos que 0s
autovalores de A sejam distintos e 0s autovetores de A sejam unitarios e ortogonais.
Nessas condigGes P ¢ ortogonal e a matriz decodificadora é P =P, e mais uma vez
eliminariamos o célculo da inversa.

Para finalizar esta subsecdo deixamos uma sugestdo de atividade que pode ser
explorada em sala de aula. Esta atividade envolve os conceitos de radiciacdo de matrizes
e criptografia. A atividade foi pensada dividindo a classe em dois grupos.
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Atividade 3.8 Descreveremos passo a passo como se desenvolvera a atividade. O tempo
estimado para a atividade é de 60 minutos. A atividade é desdobrada em trés momentos.

1° Momento

1) 1°) A classe sera dividida em dois grupos, digamos X e Y;
2) Os dois grupos mandardo uma mensagem codificada para o professor utilizando
como matriz codificadora uma das raizes quadradas da matriz A , onde

1 0
A:{ 1 2}. (Detalhe: Cada grupo deve informar secretamente ao professor

qual das JAo grupo esté utilizando como matriz codificadora);

3) O professor ird informar ao grupo X a mensagem codificada que recebeu do
grupo Y e vice-versa;

4) Vence o desafio o grupo que decifrar a mensagem do grupo rival primeiro.

2° Momento
2 0 -2
1°) Repetir 0 mesmo processo do 1° momento utilizando a matriz A={0 3 0
0 0 3

(exemplo 2.16). Obviamente com mensagens distintas das do 1° momento.
3° Momento

1) Discutir com a classe o grau de dificuldade de quebra da mensagem codificada
em funcédo da quantidade de matrizes que podem ser raiz quadrada da matriz A.

2) Discutir a relacdo entre as quantidades de matrizes que sao raiz quadrada de A e
o0 tamanho da matriz A.

3.4 - TEORIA DE GRAFOS

Na sociedade em que vivemos ha muitos problemas e situacfes que envolvem
um numero finito de elementos que, de alguma forma, se relacionam entre si. Por
exemplo, essa relacdo pode ser um elemento que domina outro, um elemento que se
comunica com outro, um elemento que depende de outro, etc. Essas relagfes podem ser
unilaterais, bilaterais ou até mesmo, ocorrer de um (ou mais) elemento nédo se relacionar
com os demais. Em areas como sociologia, comunicacfes, economia, ciéncias fisicas e
outras, é que problemas com essas caracteristicas aparecem com maior frequéncia.

Nesta secdo faremos uma breve abordagem desses tipos de problemas e
associado ao estudo de matrizes que fizemos até aqui, veremos que com uma
abordagem matricial relativamente simples, podemos resolver problemas de
complexidade consideravel. Uma das areas da matematica que estuda problemas dessa
natureza € a Teoria dos Grafos. Existem grafos orientados e nao orientados, neste texto
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trabalharemos apenas com grafos ndo orientados. Neste momento, veremos algumas
definigdes e resultados da Teoria de Grafos que nos serdo muito Uteis.
Defini¢do 3.9 (Grafo ndo orientado) Um grafo G(V,E)é formado por um conjunto

finito de vérticesV ={v,,Vv,,---,v,}e um conjunto E de subconjuntos de dois elementos
de V chamado de arestas.

Exemplo 3.10: Abaixo daremos alguns exemplos de grafos.

1 2 1

4

@) (b) (©)

Se e={v;,v;} € E, entdo dizemos que a aresta e incide sobre v; e v;, e que v; e
v, sdo adjacentes. O nimero de arestas incidente sobre o vertice v; € chamado de grau
do vértice v, e é denotado por d(v;). Por exemplo, no grafo (b) do exemplo acima,

temos d(vy) =3.

O conceito de grafo pode ser construido de forma ludica e atraente em turmas
dos ensinos médio e fundamental. Abaixo deixamos um exemplo de atividade
interdisciplinar que ilustra como isso pode ser feito.

Atividade 3.11: O grafo dos estados do Brasil é definido assim: cada vértice € um dos
estados da Republica Federativa do Brasil; dois estados sdo adjacentes se tém uma
fronteira comum. Quantos vértices tem o grafo? Quantas arestas? (Adaptado de [11]
p.10)
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Definicdo 3.12 (Cadeia e Caminho) Uma cadeia de v, a Vv,é uma sequéncia
v,,V,,---,V, de vértices de um grafo tal que {v,,v,,}€E, para 1<i<k-1. Uma

cadeia em que o primeiro e o Ultimo vértices sdo iguais é denominada cadeia fechada.
Um caminho é uma cadeia de veértices distintos.

Um grafo € dito conexo quando dados quaisquer pares de vértices do mesmo
sempre existe um caminho que liga esse par de vértices. Por exemplo, o grafo do
exemplo 3.11 (a) é um grafo conexo.

Abaixo damos outra atividade onde os conceitos de cadeia e caminho, e que
podem ser explorados nos niveis fundamental e médio.

Atividade 3.13: (Ajude ao carteiro!) Determine um caminho para o carteiro, de tal
forma que ele consiga entregar as cartas de todas as casas passando uma Unica vez pelas
ruas que as ligam. Esse caminho € Gnico? (Adaptado de [9] p.82)

PN

W

il

Nesta abordagem vamos considerar apenas grafos simples, ou seja, grafos sem
lacos (arestas ligando um vértice nele mesmo), ndo orientados e sem arestas multiplas
(arestas incidindo num mesmo par de vértices).

Vejamos agora como as matrizes se inserem nesse contexto da Teoria de Grafos
e qual sua importancia na mesma.

Defini¢do 3.14 (Matriz de Adjacéncia) Dado um grafo G =(V,E) com n vértices e
conjuntoV ={v,,v,,---,v,}, a matriz de adjacéncia A(G) é uma matriz quadrada de
ordem n, construida da seguinte forma:

1 se v ev; sdo adjacentes;
AG) =g, onde .
0 caso contrario

Exemplo 3.15 A seguir estdo as matrizes de adjacéncia dos grafos apresentados no
exemplo 3.10.
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01110 01111

0111
10001 10100

1011
AG)=|, | 4 1 AG)=l1 0 0 0 1| AG)=|1 1 0 1 1
10001 10100

1110
01110 10100

Observe que, como ndo estamos trabalhando com grafo orientado, as arestas

(v;,v;) e (v;,v;) representam a mesma aresta. Este fato acarreta que a matriz de

adjacéncia A(G) sempre sera uma matriz simétrica com a diagonal principal formada
por zeros.

No capitulo 1 (se¢do 1.4), vimos que todos os autovalores de matrizes simétricas
sd80 nameros reais. Neste momento, enunciaremos um resultado bastante conhecido em
Algebra Linear chamado Teorema Espectral, que serd apresentado na sua Versio
matricial. Omitiremos a demonstracdo desse teorema, mas a mesma pode ser consultada
em [9] p.254.

Teorema 3.16 (Teorema Espectral_Versdo Matricial) Se A é uma matriz simétrica
com entradas reais, entdo existe uma matriz ortogonal P tal que P™AP =D, onde D é
uma matriz diagonal. Além disso, os elementos da diagonal principal de D sdo os
autovalores de A.

O Teorema Espectral nos garante que toda matriz simétrica com entradas reais é
diagonalizavel. Este fato é extremamente relevante no céalculo das poténcias de
matrizes, conforme vimos na se¢do 2.1 do capitulo 2. Mais adiante veremos uma
aplicacdo com matrizes de adjacéncia, na qual o Teorema Espectral é parte fundamental
do embasamento teorico.

Retomando as defini¢cdes que utilizaremos , chamamos de comprimento de uma
cadeia, denotado por |, a quantidade de arestas que ocorre na mesma. Por exemplo, no
grafo G do exemplo 3.10 (c),

4

podemos fazer trés caminhos para ir do vértice v, ao vértice V.. S8o eles:

(V;,Vs), (Vi,V,,V) e (V,,V,,V,,Vs), que sdo denominados caminhos de um passo, de
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dois passos e de trés passos, respectivamente. Generalizando, um caminho de n passos é
um caminho formado por n arestas.

E bastante tedioso e dificil a tarefa de contar esses caminhos & medida que o
nimero de vértices aumenta. O teorema abaixo nos fornecerd um método para
encontrarmos o total de caminhos de n passos de um determinado vértice para outro.
Teorema 3.17 O numero de cadeias de compriento | ligando os vértices v; e v, em um

grafo G é dado pelo elemento ij da matriz A' , onde A é a matriz de adjacéncia de G.
Prova:

O reultado vale para | = 1, pois as cadeias de tamanho um entre v; e v; sdo as

arestas, e a existéncia delas € indicada pela entrada a; da matriz. A(G), por definigdo.

Supondo que o resultado seja valido para a matriz A', queremos encontrar
nimeros de cadeias de tamanho | +1 ligando v; a v;. Esse nimero pode ser calculado

somando as cadeias de tamanho | que vdo de v, a v, (indicado por (A"), =(e,A'e),
onde e, é o k-ésimo vetor da base candnica), para todos os vertices v, adjacentes a Vv

(qualidade indicada por a,;),
Z<ei A eh>ahj = Al Aej> = (Al+l)ij

A igualdade pode ser confirmada observando que a soma dos produtos identifica
0 produto da i-ésima linha de A' com a j-ésima coluna de A. Portanto, por indugdo em I,
concluimos o resultado. =

Exemplo 3.18: Considere a matriz de adjacéncia A que determina se ha ou ndo voos
entre cinco cidades.

01010
10101
A=[0 1 0 1 1
10101
01110

Escolhida cidades 2 e 4, nesta ordem. Ha uma rota de voos, ou seja, um caminho, que
saia da cidade 2 e chegue a cidade 4?

Solugéo: Inicialmente, olhamos para a matriz A e vemos que ndo ha voo direto da
cidade 2 para a cidade 4, pois a,, = 0. Entdo precisamos construir a poténcias da matriz

de adjacéncia até A’.
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01010 2 020 2
10101 0 3131
A=l0 1 0 1 1 , A?=/2 1 3 1 2
10101 0 3131
011 1 0] 2 1 2 1 3]

Observando A® vemos que ndo precisamos mais continuar as poténcias de A, pois em
A’ a entrada a,, € igual a 3, o que pelo Teorema 3.18 quer dizer que ha quatro

caminhos de dois passos, ou seja, ha quatro rotas distintas de voos com uma escala em
cada rota, que vai da cidade 2 a cidade 4.

Neste exemplo, poderiamos ter calculado a poténcia da matriz A utilizando a
diagonalizacdo de matrizes, porém por se tratar de uma poténcia de uma matriz de
ordem pequena e com expoente baixo, € menos trabalhoso fazé-lo via produto matricial.
Mas em geral a diagonalizacdo € o caminho mais vidvel, conforme o exemplo que
Veremos a seguir.

Exemplo 3.19 Considere o problema de construir um metrd numa grande cidade.

S&o escolhidos n locais estratégicos, digamos V,,v,,---,V , que devem possuir

estacOes de metrd. Estas estacOes, juntamente com as linhas de metr6 definidas para
fazerem a interligacé@o entre elas, formam uma malha ou rede. Esta rede pode ser
representada por um grafo, cujos vértices sdo as estacfes e as arestas indicam 0s
trechos de metrd que as interligam.

A questdo que se coloca é: escolhendo-se duas estagcdes quaisquer, sempre
existe um caminho na rede que as interligue? Para uma resposta positiva, é necessario
que o grafo seja conexo. Se A é a matriz de adjacéncia do grafo basta que

A+ A% + A® +...+ A" ndo tenha nenhuma entrada nula.

Por exemplo, se n=10e a matriz do grafo que representa a rede é

01000000GO0O
1010000000
0101001000
0010100000
00010100710
A=loooo0o10000 0|
0010000100
0000001000
0000100001
000000001 0]
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Utilizando a diagonalizacdo de matrizes para calcular A? A% ..., A’e calculando
A+ A? + A® 4.+ A’ encontramos

31 119 87 133 46 46 114 27 55 9
119 118 366 133 234 46 114 114 55 55
87 366 278 467 188 188 366 87 234 46
133 133 467 200 421 96 133 133 124 124
46 234 188 421 232 233 234 46 311 78
46 46 188 96 233 58 46 46 78 78
114 114 366 133 234 46 118 119 55 55
27 114 87 133 46 46 119 31 55 9
55 55 234 124 311 78 55 55 108 109
9 5 46 124 78 78 55 9 109 30 |

A+ A? + o+ A =

que tem todas as entradas diferentes de zero, garantindo a conexidade do grafo.
(Extraido de [1] p.33)

Observe que neste exemplo o Teorema Espectral é extremamente funcional, pois sendo
A simétrica ele nos garante a existéncia da matriz P que diagonaliza A, o que torna

possivel o célculo de cada poténcia A%, A°,---, A°. Vale lembrar que encontrar raizes de

polinbmios de grau maior ou igual a 3 é trabalhoso, mas existem programas que
calculam essas raizes.

Definigdo 3.20 (Espectro) Dada uma matriz quadrada A, chamamos de espectro de A, e
denotamos por spect(A), o multiconjunto das raizes do polinémio caracteristico,
lembrando de suas respectivas multiplicidades.

O conceito de espectro € muito aplicado na matriz de adjacéncia A(G) de um grafo
G, nesses casos denotamos o espectro de A(G) apenas como spect(G). E fato que
determinar o espectro de um grafo, muitas vezes, ndo é um trabalho simples, pois
significa determinar as raizes de um polindmio de grau igual ao nimero de vértices do
grafo. Mas existem softwares que utilizam métodos numéricos que permitem encontrar
aproximacdes bem proximas dessas raizes.

3.5 — Classificacao das Conicas

As conicas sdo as secOes determinadas por um plano sobre um cone reto. A
classificacdo das conicas pode ser feita através de uma manipulagdo algébrica nas
equacOes das mesmas, porém, nesta subsecdo, mostraremos como identificar as conicas
através de uma algebra matricial nas equacfes que descrevem essas curvas, usando a
diagonalizagdo de matrizes simétricas. Abaixo temos a figura 2.1 que ilustra as
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principais conicas (elipse, hipérbole e parabola) e a figura 2.2 que apresenta o gréafico e
as equacbes dessas curvas. Quando o plano passa pelo veértice do cone temos as
chamadas conicas degeneradas, que serdo exploradas mais adiante.

Figura 2.1

Fonte: http://astro.if.ufrgs.br/kepleis/node5.htm

Elipse Hipérbole Parébola
NG 2 2 2 2 _ g
a® b a“ b a>0
a>b>0 a>0,b>0

Figura 2.2

Fonte: www.somatematica.com.br
O gréfico das conicas é descrito pela equacao:
ax’ +bxy +cy’ +dx+ey+f =0 )

onde a, b, c, d, e, f sdo numeros reais fixados, com a e ¢ ndo simultaneamente nulos e x
e y variam em R. As conicas em que d =e =0 sdo chamadas de cdnicas centrais. Se
uma conica central tiver b =0, ela é chamada de cénica central em posi¢do canoénica.

Geometricamente, os coeficientes d =e =0 indicam que a conica esta centrada
na origem do plano cartesiano. Ja o coeficiente b =0, indica que a conica ndo sofreu
rotacdo. Observe que as conicas descritas na figura 2.2 sdo conicas centrais em posi¢do
canonica.

Neste momento, vamos reescrever a equacdo (1) em termos matriciais, mas antes
daremos a definicéo a seguir, que nos serd muito util.
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Definicdo 3.21 (Forma Quadratica) Sejam a, b e ¢ nimeros reais. A expressao

ax® +bxy +cy® é chamada de forma quadratica em R?. Generalizando, a expressio

aX; +a,X; +---+a,X; +(todos os termos a,X; X; que X, #X;) é chamada de forma

quadratica em R™. Em termos matriciais, podemos escrever a forma quadratica em R™
X 8y v gy K

como XTAX, onde X=|:| e A=| : " : [(com g =a; =?S, Vi# j

X a, - a

n nn

onde k, € o coeficiente do termo Xx;X;).

b
a —
X
Retomando a equacdo (1) e considerando X{Xl},Az b 2 ,Z=—T1,
2 - C
2
podemos reescrever a equacdo (1) da seguinte forma:
b
&5 [ X T
X, x,] +[d e]l T|=z=>XTAX +[d e]X =z 2
9 c X2 X2
2

Quando se tratar de uma cénica central em posi¢do canonica a equacéo (2) fica reduzida
a

XTAX =z (3)

Ao primeiro membro da equacdo (3) chamamos de forma quadratica da matriz
A, que sera denotada por Q,, ou seja, Q, = X" AX . Observe que se A for uma matriz

diagonal a forma quadratica de A em RR? fica reduzida a ax; +cx; .

No caso presente é conveniente fazer uma substituicdo de varidveis e substitui-la
na forma quadratica, a fim de transformar a equacdo original numa equacdo mais
simples num novo sistema de eixos. Essa substituicdo se da fazendo X =PY , onde P é

uma matriz convenientee Y = {yl} .
Y,

Para a escolha dessa matriz P é fundamental observar que a matriz A é simétrica.
Pois sendo A simétrica, A possui uma base formada por autovetores e A é
ortogonalmente diagonalizavel, ou seja, existe uma matriz ortogonal P, tal que

(P)" AP’= D onde D é uma matriz diagonal.

Escolhendo P=P’, temos:
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XTAX =z =>(PY) APY =z =Y (PTAP)Y =z2=Y'DY =k = A y,° +4,y," =2

onde A, e A,séo os autovalores de A. Com essa substitui¢do (X=P’Y) encontramos um

novo sistema de eixos coordenados (Y, y,) em que essa mesma cOnica se encontra na

posicdo candnica. Em outras palavras, essa substituicdo desfaz qualquer rotagédo sofrida
pela conica no R2. Essa argumentagdo é conhecida na literatura como o Teorema dos
eixos principais, que enunciaremos abaixo. Essa mudanca de variaveis é chamada de
mudanca de variaveis ortogonal.

Teorema 3.22 (Teorema dos eixos principais) Se A for uma matriz simétrica de ordem
n, entdo existe uma mudanca de variaveis ortogonal (X = PY) que transforma a forma

quadratica X' AX numa outra forma quadréatica Y ' DY , tal que:
XTAX =YTDY = 4,y,° + Ay, +-+ Ay,

onde A,,4,,...,4,580 os autovalores de A e D é uma matriz diagonal.(Para encontrar

essa mudanca de variaveis basta que P seja a matriz que diagonalize ortognalmente a
matriz A)

Entdo, se X' AX =z for a equacgdo de uma conica e se z =0, podemos dividir a

equacio por k e teremos X 'BX =1, onde B = 1A. Observe que essa matriz B ainda é
z

simétrica, portanto o teorema dos eixos principais nos garante que ha um sistema de
eixos Y, Y,no qual essa conica est4 na posicéo candnica. Portanto, temos:

XTAX =2=5 X"BX =1= A y2 + 4,y% =1 (4)

Comparando a equacdo (4) com as equacdes da figura 2.2, podemos identificar
as conicas em fung&o dos autovalores A, € A, de acordo com a tabela abaixo.

A, € A, ndo ambos nulos A . A4,=0
A A, >0 A .4, <0
elipse (*) hipérbole (**) parabola (***)
Tabela 2.3
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Ressaltamos que em:
(*) o gréfico poderia ser um Unico ponto ou o0 conjunto vazio, € o que chamamos de

elipse degenerada;

(**) o grafico poderia ser duas retas concorrentes, € o que chamamos de hipérbole
degenerada;

(***) o grafico poderia ser duas retas paralelas ou uma Unica reta, € o que chamamos de
parabola degenerada.

Exemplo 3.23 Identifique a conica determinada pela equagdo 2x° —4xy —y* +8=0.

Solucdo: Reescrevendo a equacdo em termos matriciais temos

2 -2

[x y]{_2 —J[X y]=-8

A equacdo caracteristica de A é dada por (2—A4).(-1-1)—4=0, resolvendo esta
equacdo encontramos os autovalores 4, =-2 e A, =3. Calculando e normalizando os
autovetores v, e Vv, associados a A, e A,respectivamente encontramos a base
ortonormal formada por:

y _[L Lj e v _£;2 ij
BRCENE ERWENE
12
Logo P = \/25 ‘/15 é a matriz que diagonaliza ortogonalmente a matriz A.
V5 5

Segue do teorema dos eixos principais que:

20 2 2
XTAX =YTDY =[y, yz]{ Myl}z—sj—zyfwy;=—8:»y71—y—2=1 *)

0 3y, %

A equacdo (*) descreve uma hipérbole. Outra forma de observar é verificando

que a forma quadratica X "BX =1 (onde B = —% A)e 4.4, <0.
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CONSIDERACOES FINAIS

Os anos de experiéncia lecionando em turmas do Ensino Médio, nos permitem
prever as possiveis reacdes dos alunos e professores ao lidar com algo novo, no caso,
uma abordagem ndo tradicional do estudo de matrizes. Neste cenario diversificado
podem ser gerados comportamentos distintos como curiosidade, receio ou rejeicao.
Contudo, acreditamos que partir de conceitos ja estabelecidos, como potenciacdo e
radiciacdo, e fazer aplicacfes dos mesmos em outro cenario fortalecem o processo de
ensino-aprendizagem.

Ao longo deste trabalho também procuramos evidenciar as conexdes que ha
entre conteldos distintos, como por exemplo, relacionar os conceitos de area e volume
como aplicacdo de matrizes e classificar conicas a partir de matrizes. Explorar essas
conexdes ddo significado e funcionalidade aos conceitos trabalhados e isto acarreta na
assimilacdo e acomodacéo de conteldos.

O desenvolvimento dos conteldos abordados, assim como a aplicacdo dos
mesmos, foi feito ao nivel de compreensdo e maturidade matematica de um aluno do
Ensino Médio. Portanto, evitamos uma formalizacdo excessiva e uma linguagem que
abrangesse contetdos fora da sua grade curricular.

Ressaltamos que este texto ndo tem a pretensdo de esgotar o estudo sobre
matrizes, nem muito menos as suas aplicagoes.

Ao concluir esta dissertacdo, esperamos que este texto possa contribuir como
estimulo e fonte de referéncia aos possiveis leitores interessados neste tipo de assunto,
na busca de ampliar seus conhecimentos.
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