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Resumo

A realizacao deste trabalho é para que o aluno possa viajar no estudo de fungées de um modo dinamico
visto que o ensino de matematica tem se tornado muito mondétono e como estamos numa era digital, deve-
mos acompanhar essa evolugao. Nele encontraras atividades desenvolvida pelo autor utilizando o software
Geogebra, no qual o aluno poderé se interagir com o contetido e vendo como se comportam determinadas
funcoes. Espera-se que o trabalho possa alavancar novas ideias com o intuito de melhoria do processo de

ensino-aprendizagem em matematica na Educagao Basica.

Palavras-chave: Ensino de Matemaética, Educacao Bésica, estudo de fungoes e Geogebra.



Abstract

This work is for the student to travel in the study of functions in a dynamic way as the teaching of
mathematics has become very monotonous and as we are in a digital age, we must follow this evolution. In
it you will find activities developed by the author using the Geogebra software, in which the student will be
able to interact with the content and seeing how they perform certain functions. It is hoped that work can

leverage new ideas in order to improve mathematics teaching-learning process in basic education.

Keywords: Mathematics Education, Basic Education, study of functions and Geogebra .
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Por que eu tenho que estudar isso? Nossa, que coisa chata? Onde vou usar isso na minha vida?

Essas sao frases ditas por aprendizes quando submetidos ao estudo de fungoes.

Neste cendrio, o estudo de fungoes pode ser chato e o intuito desse trabalho é deixar esse estudo mais
divertido e dinamico.

Nos dias de hoje, podemos aplicar o conceito de funcao em vérias situacées do nosso cotidiano e sendo
assim, acreditamos que tal estudo possa ficar mais interessante.

No capitulo [2] serd tratado o assunto Conjuntos iniciando de modo bem simples para que o aluno
consiga relembrar alguns conceitos vistos nos anos anteriores ao qual ele se encontra. Serao tratado assuntos
como por exemplo a linguagem matematica dos conjuntos, pertinéncia, diagramas, conjuntos unitario e
vazio, igualdade de conjuntos, subconjuntos e operagoes com conjuntos. Dentre as operagoes com conjuntos,
teremos uma atividade dinamica que mostra ao aluno o que é a interseccao de conjuntos de modo lidico e
divertido.

Na sequéncia, sao apresentados os Conjuntos Numéricos, como sao representados numa reta numérica
e representacao dos conjuntos por Diagrama de Venn.

No capitulo |3| introduziremos a teoria de Relagoes no intuito de que o aluno compreenda os conceitos
de par ordenado, plano cartesiano, distribui¢ao de pontos no plano cartesiano, produto cartesiano e relagao
bindria. Além disso, definir o que é dominio e imagem de modo mais intuitivo.

No capitulo [4l realmente chegaremos em nossas pretencoes que é Funcgoes. Nesta etapa do trabalho,
introduzimos uma atividade dinamica envolvendo uma fungao mais simples com o problema chamado T'dzi do
Sr. Anténio, o qual descreve uma corrida de taxi. Na sequéncia é abordado os conceitos de funcao, dominio,
contradominio, imagem, injetividade, sobrejetividade e bijetividade, funcao inversa, fungao crescente e fungao

decrescente. Este capitulo é finalizado com outra atividade dindmica envolvendo dois taxistas no problema



CAPITULO 1. INTRODUCAO

chamado Sr. Antonio x Sr. Carlos.

No capitulo [5] apresentamos a Fun¢ao Afim mostrando os procedimentos para determinarmos um valor
numérico de uma dada funcao afim. Estudaremos o grafico da fungao, as intersec¢oes com os eixos do plano
cartesiano, o crescimento e decrescimento, o coeficiente angular e o coeficiente linear. Por fim, apresentamos
duas dinamicas relacionadas aos coeficientes de uma funcao afim ao qual chamamos de Coeficiente Linear e
Coeficiente Angular.

A Fung¢do Quadrdtica é um assunto que serd tratado no capitulo [6] de nosso trabalho. Nele, além da
defini¢ao e exemplos abordados, veremos o comportamento do grafico da fungdo em questdo, nimeros de
raizes, zeros da fungao, coeficientes, maximo e minimo da fungao.

Ao tratarmos da Fung¢do Exzponencial, capitulo[7] a priori faremos uma revisao de potenciagao para
que na sequéncia possa ser introduzido conceitos de fungao exponencial e seu comportamento grafico.

Em Fung¢do Logaritmica, capitulo [8) definiremos a mesma, introduziremos algumas propriedades e
mostraremos o comportamento grafico de uma funcao logaritmica. Teremos muitos exercicios de aplicagao
e alguns problemas relacionados ao nosso cotidiano.

Ao final de nosso trabalho iremos tratar das Fungdes Trigonométricas, capitulo [9 Iniciaremos com
trigonometria na circunferéncia e em seguida teremos uma experiéncia com intuito de mostrar uma maneira
de calcular o comprimento de uma circunferéncia. Uma atividade dinamica que introduziremos no capitulo,
se trata do espaco percorrido por cada uma das torres de um pivot central. Complicado? Va até ela! Ficou
muito interessante! Trataremos também os conceitos de arcos congruos na circunferéncia, estudo das fungoes
seno, cosseno e tangente, comportamento grafico de cada uma dessas fungoes, tabela trigonométrica com os
respectivos valores de seno, cosseno e tangente dos angulos compreendidos entre 0° e 90°.

Ainda neste ultimo capitulo, exibiremos uma atividade dinamica com a funcéo seno na qual iremos variar
seus parametros. A atividade chamada Funcdo Seno trata-se de uma mola que empurrard e puxara um corpo
até uma determinada distancia e mais ao final teremos outra atividade dindmica chamada Tabela de valores
seno, cosseno e tangente cuja sua finalidade é encontrar os valores do seno, cosseno e tangente de qualquer
angulo de modo bem dinamico.

Diante de tudo que serd exposto, o trabalho aqui presente, vem de certo modo, tentar facilitar o apren-
dizado de fungoes através da teoria, aplicacao de exemplos, aplicagao de exercicios e atividades dinamicas.
Deixo claro que, colocando nossas ideias em pratica, poderemos elaborar muitas atividades dinamicas que
possam facilitar o aprendizado do contetdo.

As atividades dindmicas foram feitas no software de geometria dinamica Geogebra 5.0, software de livre
acesso na internet e de facil manuseio.

Vamos estudar fungoes? E divertido!



Capl'tulo 2

NOCOES DE CONJUNTOS

Figura 2.1: copa
ver fonte [14]

Album de figurinhas

2014 foi um ano muito esperado por varios brasileiros. Mas por qué? Tem que haver um motivo, nao é
mesmo! E para muitos esse motivo existiu apesar da decepgao que estava por vir. Copa do Mundo no Brasil!
Nao poderiamos repetir o fiasco de 1950. Bom, para quem gosta de futebol sabe o final de tudo isso... O legal
de Copa do Mundo é que muitas pessoas ficam alvorocadas com os albuns de figurinhas. Senti isso na pele.

Meu filho e seus amiguinhos participaram de uma atividade elaborada no colégio que consistia em completar
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album de figurinhas onde continha paginas com os préprios alunos e os maiores craques das Copas. Legal
né! Eu como pai, tive que entrar na brincadeira e voltar a ser crianca. Adquirir album, comprar pacotinhos
de figurinhas, trocar figurinhas repetidas, colar figurinhas, quanta diversao. Pra mim tudo bem o fato de
ter figurinhas repetidas, mas para meu filho era a morte, emburrava mesmo, e sendo assim, vai o papai e a

mamae explicar a dindmica de tudo isso, e acreditem, deu certo, ele entendeu!

Olha que legal, o 4lbum contém figurinhas e as figurinhas estao divididas entre figurinhas dos alunos,
craques das copas, paises participantes, estadios para realizagdo dos jogos e um mascote. Acho que isso dd
uma boa brincadeira de estudos, vamos 14!

As segbes deste capitulo foram baseadas nas referéncias [I], [3], [], [6], [8], [11] e [13].

2.1 Nocoes de conjunto

Uma ideia inicial que podemos ter de conjuntos é que, uma colecao de objetos ou simbolos é um conjunto

e os objetos ou simbolos que formam esse conjunto sdo chamados de elementos do conjunto.
Para pensar! — Que analogia se pode fazer do texto “dlbum de figurinhas” com conjuntos?
NOTACAO

e Geralmente representamos conjuntos por letras maitsculas: A, B, C, ...

® Se os elementos de um conjunto forem letras, representamos as mesmas por letras minuasculas: a, b,

¢,

e Usamos duas chaves para representar um conjunto discreto sendo que entre elas escreveremos seus
elementos A = {a,b,c,...} ou algo que representa a caracteristica do conjunto, A = {letras do nosso
alfabeto}.

Observagao:

1 - Em um conjunto nao se deve repetir os elementos iguais, e é permitido substituir elementos por

reticéncias, desde que sua compreensao nao seja prejudicada.

2 - Um conjunto também pode ser representado colocando seus elementos dentro de uma regiao limitada

do plano, chamada também por diagrama de Venn. Veremos mais adiante sobre tal diagrama.
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2.1.1 Exemplos

a) A = {dias da semana} = {domingo, segunda, terca, quarta, quinta, sexta, sabado}

b) B = {meses do ano} = {janeiro, fevereiro, margo, ..., dezembro}

c¢) C = {filhos do autor} = {Arthur, Melissa}

d) D = {conjuge do autor} = {Pricila}

e) E = {vogais do alfabeto} = {a, e, i, o, u}

f) F = {estagdes do ano} = {primavera, verao, outono, inverno}

g) G = {numeros pares} = {0, 2, 4, 6, ... }

h) H = {irmas do autor} = {}

i) I = {trés estddios da copa de 2014 no Brasil} = {Maracana, Mineirdo, Arena Pernambuco}

j) J = {cinco pafses participantes da copa de 2014 no Brasil} = {Brasil, Alemanha, Itdlia, Portugal,

Franca}

2.2 Pertinéncia

As componentes que formam um conjunto sao seus elementos. Dado uma componente qualquer, a mesma

pode ou nao pertencer ao conjunto em questéo e escrevemos do seguinte modo o exemplo g (ver [2.1.1)).

lé-se: “2 pertence a G”

3¢G

lé-se: “3 nao pertence a G”
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2.3 Diagrama de Venn

A representagdo de um conjunto através de um Diagrama de Venn consiste em colocar os elementos do

conjunto dentro de uma regiao limitada por uma curva fechada, e os elementos que nao sao do conjunto

estao fora dessa regiao limitada pela curva fechada.

2.3.1 Exemplos

Primeiro exemplo

B = {vogais do nosso alfabeto}

B
a
u

Conclusao:

a€B ecB

b¢ B

Segundo exemplo
C = {Arthur, Melissa}

Conclusao:

Arthur € C

1€B

Arthur

Melissa

Melissa € C

b
d
oeB u€eB
d¢ B
Pricila
Pricila ¢ C
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2.4 Conjunto unitario

Conjunto unitario é todo conjunto formado por apenas um elemento. Temos como exemplo de conjunto

unitario:

D = {conjuge do autor} = {Pricila} I

2.5 Conjunto vazio

Conjunto vazio é todo conjunto que néo possui elemento e representamos por {} ou @. Temos como

exemplo de conjunto vazio:

H = {irmas do autor} = {} = @ I

Observagao: Nunca representar conjunto vazio utilizando as duas representagdes dada acima.

2.6 Igualdade de conjuntos

Dois conjuntos A e B sao ditos iguais quando todo elemento de A for elemento de B e vice versa.

Exemplo: O conjunto A é formado pelos meses do ano comecados pela letra f e B é o conjunto dos

A = B = {fevereiro} I

meses do ano com menos de 30 dias.

2.7 Subconjuntos

Um dado conjunto A serd subconjunto de B se todo elemento de A é também elemento de B.
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Escrevemos do seguinte modo:

ou

Lé-se:
A estd contido em B ou B contém A.

Observagao: Cuidado com a confusao que pode ser feita com a relagao de pertinéncia, €, ou a rela¢do
de inclusdo, C. O simbolo € € utilizado para relacionarmos elementos e conjuntos e o simbolo C € usado

para relacionarmos conjuntos.

Exemplo: Considere o conjunto A = {meses do ano comegados com J} e o conjunto B = {meses do

ano}. Temos que A é subconjunto de B, ou seja, A C B. Veja a ilustracao a seguir.

Janeiro

Junho
Julho

Conclusao: Janeiro, junho e julho € A e também janeiro, junho e julho € B, logo A C B.

Observagao: Se B nédo for subconjunto de A entéo escrevemos:

Fevereiro € B e Fevereiro ¢ A entdao B ¢A.

2.8 Operacoes com conjuntos

2.8.1 Uniao de conjuntos

A unido ou reuniao dos conjuntos A e B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A ou a

B ou a ambos, e escrevemos:
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AUB:{a:|x€A0uxEB}I

Ezxemplo: Considere o conjunto A formado pelos meninos descritos no conjunto abaixo e o conjunto B

formado pelas meninas descritas no outro conjunto abaixo. Ao fazermos a uniao dos conjuntos, ou seja, se

juntarmos os meninos e as meninas num unico conjunto, teremos A U B.

B A
Melissa Arthur
Beatriz Bruno
Duda Kaiky
Maria Joao
AUB

Melissa Arthur
Beatriz
Kaiky Bruno Duda

Maria Joao

2.8.2 Interseccao de conjuntos

A interseccao dos conjuntos A e B é o conjunto formado pelos elementos que pertencem a A e também

AﬁB:{x|x€Aex€B}I

Ezxzemplo: A interseccao dos conjuntos sera formada pelas criancgas filhos da mesma mae. Nesta situacao;

a B, € escrevemos:

Arthur e Melissa sao filhos de Pricila. As outras criangas nao sao filhos de mesma mae.
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Melissa Arthur
Beatriz Bruno
Duda Kaiky
Maria Joao

ANB

Arthur
Melissa

ATIVIDADE DINAMICA

A atividade a seguir mostrara uma dinamica realizada pela interseccao de conjuntos, ou seja, os elementos
que estiverem nos dois conjuntos ao mesmo tempo, serao direcionados para uma determinado espago no
Diagrama de Venn.

Interse¢cdo de conjuntos

Mesta atividade wacé encontraras um exempla de dindmica de coma @ a intersegaa de conjuntos, ou seja, 0s
elementos repetidos nos dols conjuntos se deslocam para Um mMesmo espaco

Interatividade para interseccio de conjuntos

0 conjunte amarele € formade
pelos sequintes elementos:
{#.B,C.J, G}
0 congunto azulé formado J
pelos seguintes elementos:
{A B.C,D.H} A

Figura 2.2: Interseccao de conjuntos

fonte — o autor

Clique em: Interseccao de conjuntos| ou acesse: https://tube.geogebra.org/m/1941533

10
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2.8.3 Conjuntos disjuntos

Quando A N B=g, isto é, quando os conjuntos A e B nao possuem elementos comuns, A e B sdo deno-
minados conjuntos disjuntos.

Exemplo: Abaixo temos dois conjuntos, um formado por frutas e outro por letras. Perceba que nao
existe elemento comum entre os dois.

A = {frutas} B = {letras}
B A
a maga
€ péra
i morango
0 banana

Dera

banana
morango

Conclusao: Perceba que, ANB =&

2.8.4 Diferenga de dois conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, chama-se diferenca entre A e B o conjunto formado pelos elementos de

A que nao pertencem a B, e representamos por A — B={z|x € A e x ¢ B}.

Exemplo: Considere o conjunto A como sendo as cinco vogais do nosso alfabeto e B formado pelas cinco
primeiras letras do alfabeto. Teremos que:

11
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A={a,e,i,o,u} B ={a,b,c,d, e}

A—B:{i,o,u}l

2.8.5 Conjunto complementar

Dados dois conjuntos A e B, chamaremos de conjunto complementar de A em relacdo a B a diferenga

B — A, quando A C B.

Exemplo: Abaixo temos um exemplo visto anteriormente onde tinhamos o conjunto B como sendo o

conjunto dos meses do ano e A um subconjunto de B, ou seja, A estd dentro de B.

Janeiro

Junho
Julho

AY = B — A, ou seja, tome o conjunto B e retire o conjunto A.

12
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2.8.6 Exercicios

1 — Represente as citacoes abaixo através de conjuntos:

a) Numeros impares menores que dez.
b) Letras da palavra MAIO.

¢) Vogais da palavra MAIO.

d) Consoantes da palavra MAIO.

e) Meses do ano comegados por vogal.
f) Niimeros maiores que quinze.

g) Meses do ano comegados por B.

Considere os conjuntos A = {1, 2,3, 4,5}, B={4,5,6,7,8 e C = {6, 7, 8,9, 10}, para responder as
questoes 2, 3 e 4:

2 — Determine os conjuntos abaixo:

a) AUB c) BUC e) AnC
b) AUC d) AnB fyBnC

3 — Preencher com € ou ¢:

a)2...A c)2...B e)2...AUB g)8...BnC
b)5...A d)8...B fy2...ANB h)7...BUC

4 — Represente por um diagrama de Venn os conjuntos formados por A e B; Be C, e A e C.
5 — Com relacgao a questao 2, qual dos conjuntos representa um conjunto vazio?

6 — Seja A = {a,b,c}, B={a,c,d,e} e C ={a,b,d, f}, determine:

a) A— B d)B-A g) (A-B)U(A—-C)
b) C — A ) A—C L) (B—C)N (B — A)
¢)B-C f)C - B i) (C— A)U(C - B)

13
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2.9 Problemas

Problemas Resolvidos

1 — Numa pesquisa sobre a preferéncia em relagao a dois jornais, foram consultadas 470 pessoas e o

resultado foi o seguinte: 250 delas léem o jornal A, 180 o jornal B e 60, os jornais A e B.

a) Quantas pessoas léem apenas o jornal A7
b) Quantas léem apenas o jornal B?
¢) Quantos léem jornais?

d) Quantos néo léem jornais?

Solugao: Comece a resolucao pela interseccao dos conjuntos, ou seja, pela quantidade de pessoas que
léem os dois jornais, 60 pessoas. Como temos que 180 pessoas léem o jornal B (A e B ou somente o jornal
B) e j4 temos 60 na intersecgao (A e B), entdo teremos que 120 léem apenas o jornal B (somente B). Como
temos que 250 pessoas léem o jornal A (A e B ou somente o jornal A) e jé temos 60 na intersecgao (A e B),
entdo teremos que 190 léem apenas o jornal A (somente A). Foram consultadas 470 pessoas e pelo diagrama
temos que 370 pessoas léem algum jornal, sendo assim podemos concluir que 100 pessoas nao léem nenhum

jornal (470 — 370) e portanto ficam fora do diagrama.

100

Figura 2.3: Diagrama de Venn

a) 190 pessoas léem apenas o jornal A.
b) 120 pessoas léem apenas o jornal B.
c) 370 pessoas léem jornal.

d) 100 pessoas nao léem jornal.

2 — Uma editora estuda a possibilidade de lancar novamente as publicagoes: Helena, Senhora e A More-

ninha. Para isto, efetuou uma pesquisa de mercado e concluiu que em cada 1000 pessoas consultadas:

14
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600 leram A Moreninha

400 leram Helena

300 leram Senhora

200 leram A Moreninha e Helena
150 leram A Moreninha e Senhora
100 leram Senhora e Helena

20 leram as trés obras.
Calcule:

a) O ndmero de pessoas que leram apenas uma das trés obras.
b) O nimero de pessoas que néo leram nenhuma das trés obras.

¢) O ntimero de pessoas que leram duas ou mais obras.

Solugao: Considere M para A Moreninha, H para Helena e S para Senhora.

Comece a resolugao pela interseccao dos conjuntos, ou seja, pela quantidade de pessoas que leram os trés
livros, 20 pessoas. Na sequéncia, verifique as quantidades de pessoas que leram dois livros, por exemplo, 100
leram Senhora e Helena, mas como ja temos 20 nessa interseccao, restam 80 pessoas. Procedendo do mesmo
modo verificamos as interseccoes entre A Moreninha e Helena e A Moreninha e Senhora. Na sequéncia
podemos determinar quantas pessoas leram um, e somente um, dos exemplares. Como a pesquisa foi feita

com 1000 pessoas, temos portanto condigoes de saber também quantos nao leram nenhum exemplar.

130
S

Figura 2.4: Diagrama de Venn

15
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a) 460 pessoas leram apenas uma das trés obras. (70 + 120 + 270)
b) 130 pessoas nao leram nenhuma das trés obras.

¢) 410 pessoas leram duas ou mais obras. (20 + 80 + 130 + 180)

Problemas Propostos

1 — Uma pesquisa feita com vérias pessoas constatou que 50 pessoas gostam de futebol, 30 pessoas gostam

de voleibol e 10 pessoas gostam dos dois esportes. Quantas pessoas foram pesquisadas?

2 — Em certa comunidade ha individuos de trés etnias: branca, negra e amarela. Sabendo que 70 sao

brancos, 350 sao nao negros e metade sao amarelos, responda:

a) Quantos individuos tem a comunidade? b) Quantos sdo os individuos amarelos?

3 — Uma escola tem 20 professores, dos quais 10 ensinam Matemdtica, 9 ensinam Fisica, 7 ensinam
Quimica e 4 ensinam Matemética e Fisica. Nenhum deles ensina Matemaética e Quimica, e nem as trés

disciplinas. Quantos professores ensinam Quimica e Fisica e quantos ensinam somente Fisica?

4 — Numa pesquisa, verificou-se que, das pessoas consultadas, 100 liam o jornal A, 150 liam o jornal B,

20 liam os dois jornais e 110 nao liam nenhum dos dois jornais. Quantas pessoas foram consultadas?

5 — Numa pesquisa de mercado, verificou-se que 2000 pessoas usam os produtos A ou B. O produto B
é usado por 800 pessoas, e 320 pessoas usam os dois produtos ao mesmo tempo. Quantas pessoas usam o

produto A?

6 — Sabe-se que o sangue das pessoas pode ser classificado em quatro tipos quanto a antigenos. Em uma
pesquisa efetuada num grupo de 120 pacientes de um hospital, constatou-se que 40 deles tém o antigeno A,
35 tém o antigeno B e 14 tém o antigeno AB. Nestas condigdes, pede-se o nimero de pacientes cujo sangue

tem o antigeno O.
7 — Num grupo de 99 esportistas, 40 jogam voélei, 20 jogam volei e xadrez, 22 jogam xadrez e ténis,

18 jogam volei e ténis e 11 jogam as trés modalidades. O nuimero de pessoas que jogam xadrez ¢é igual ao

ntimero de pessoas que jogam ténis.

16
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a) Quantos esportistas jogam ténis e nao jogam volei?
b) Quantos jogam xadrez ou ténis e nao jogam volei?

¢) Quantos jogam vdlei e ndo jogam xadrez?

8 — Em uma universidade sao lidos dois jornais, A e B. Exatamente 80% dos alunos léem o jornal A e
60%, o jornal B. Sabendo que todo aluno é leitor de pelo menos um dos jornais, determine o percentual de

alunos que léem ambos.

9 — (Faap-SP) Uma prova era constituida de dois problemas. 300 alunos acertaram somente um dos pro-
blemas, 260 acertaram o segundo, 100 alunos acertaram os dois e 210 erraram o primeiro. Quantos alunos

fizeram a prova?

10 — Numa sala de aula com 60 alunos, 11 jogam xadrez, 31 sao homens ou jogam xadrez e 3 mulheres

jogam xadrez. Calcule o nimero de homens que nao jogam xadrez.

2.10 Conjuntos Numéricos

Brincando com os numeros

Certa vez, ao adentrar numa determinada sala de aula, fiquei pensando como iria fazer para chamar
a atencao daqueles alunos que ali se encontravam para o assunto que iria comegar. Decidi perguntar aos
alunos como era seu guarda roupas, se era baguncado com camisetas misturadas com as bermudas, shorts,
meias, roupas intimas, vestidos e outros, ou se era arrumadinho com cada vestimenta em seu lugar. Naquele
momento obtive respostas variadas que me agradaram muito. O interessante foi que apareceram alunos que
eram muito organizados, como por exemplo, alunos que separavam até as camisetas por cores e tudo mais,
e alunos que eram totalmente desorganizados. Aos desorganizados, perguntei se era facil encontrar uma
roupa que eles tanto gostavam ou se eles eram daqueles que ficam: “Mae, cadé minha camiseta branca e
aquela bermuda preta que ganhei da tia?”. E a mae exclama: “Se vocé fosse mais organizado, saberia onde
estd!”. Essa dindmica foi muito legal e como tarefa naquele dia, ficou para que os alunos arrumassem seu
guarda roupas. E claro que eu nao iria a casa dos alunos para conferir, ficaria numa conscientizacao de
cada um. E acreditem; no dia seguinte alguns alunos me trouxeram fotos e algumas maes vieram agradecer
a tarefa que eu havia passado. Legal né! E a matematica, onde fica? Decidi entao, na aula seguinte,
pedir aos alunos que escrevessem em seu caderno cinco numeros e a partir dai fui analisando os ntimeros
de cada aluno e colocando-os na lousa. No momento em que isso era feito, foram aparecendo ntmeros de

todo tipo e foi com este momento que comecei a questionar os alunos. Perceberam os tipos de niimeros que
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aqui estao aparecendo? Serd que podemos organizar esses nimeros para que nao fiquem bagungados, todos
misturados? Organizando esses numeros, serd que a visualizagao nao ficaria melhor? E se alocarmos esses
nimeros e dermos um nome a eles, ficaria bom?

Olha que legal, todos os nimeros podem estar num mesmo local e ainda subdivididos com novas propri-

edades para um melhor entendimento. Acho que isso dd4 uma boa brincadeira de estudos, vamos 14!

2.11 Introducao

Os conjuntos numéricos sao divididos em:

Numeros Naturais
Niumeros Inteiros
Numeros Racionais
Numeros Reais
Numeros Irracionais

Numeros Complexos - nao veremos neste exemplar.

2.12 Numeros Naturais

O conjunto dos ntimeros naturais, representado pelo simbolo N, é o conjunto formado pelos nimeros

0,1,2 3,4, ...
N = {0, 1,2,3,47...}I
N* = {1, 2, 3,4,...}.

Observagao informal: “Os ntimeros naturais sao aqueles que conseguimos contar com os dedos. Mao

fechada representa o zero.”

18
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2.13 Numeros Inteiros

O conjunto dos nimeros inteiros, representado pelo simbolo Z, é o conjunto formado pelos nimeros:

Z={.,6-3,-2,-1,01,23, ...}

No conjunto dos niimeros inteiros temos trés subconjuntos notaveis:

2.13.1 Conjunto dos inteiros nao negativos

Z+={0,1,2,3,...}I

2.13.2 Conjunto dos inteiros nao positivos

2.13.3 Conjunto dos inteiros nao nulos

7 ={.,-3,-2,-1,1,2,3,...}

2.13.4 Reta numérica

Os numeros inteiros podem ser representados em uma reta orientada da seguinte forma

Perceba que, na reta numérica o nimero 0 (zero) separa os nimeros positivos dos nimeros

negativos.
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2.14 Numeros Racionais

p m .
Os nimeros que podem ser representados na forma —, n diferente de zero (n # 0), m, n pertencentes
n
aos inteiros, sao chamados de fracoes e formam o conjunto dos niimeros racionais que é representado pelo

simbolo Q.

Q:{:m,nEZm#O}

2.15 Numeros Reais

Os numeros reais sao definidos pela uniao dos niimeros racionais com os nimeros irracionais, ou seja;

R=QUR-Q)

2.16 Numeros Irracionais

. . ~ m .
Existem alguns nimeros que nao podem ser representados na forma —, com n diferente de zero, m,

n
n pertencentes aos inteiros, tais como o nimero T, V2 e outros. Esses nimeros formam o conjunto dos

ndimeros irracionais e denotaremos por R — Q.

2.16.1 Exemplo:
V2 é um ntimero irracional.

2

. . m m . , m . .
Demonstragdo: Considere 2 = —, com — irredutivel = 2 = — = m?2 =2n%2 = m? é par = m é
n n n

par = m = 2k.
Sendo assim: m? = 2n? = 4k? = 2n? = 2k%? = n? = n? é par = n é par.
~ Z. m ~ s . 7z ~ . ~
Como m e n sdo pares, concluimos — nao é irredutivel e v/2 ndo pode ser escrito por uma fracao.
n

Portanto, v/2 é um ntmero irracional.
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CAPITULO 2. NOCOES DE CONJUNTOS 2.17. DIAGRAMA DE VENN

2.17 Diagrama de Venn

Perceba que:

NCcZcQcR
R
Q
Z
1 N -2 L v2
3
1
1 —
0 2 U
3
2 -3 -
4 V5

Figura 2.5: Conjuntos Numéricos

2.18 Intervalos

Dados dois nimeros reais a e b, com a < b, definimos:

a) Intervalo aberto de extremos a e b é o conjunto |a, b[= {z € Rla < < b} ou (a,b).
b) Intervalo fechado de extremos a e b é o conjunto [a,b] = {x € Rla <z < b}.
c¢) Intervalo fechado & esquerda de extremos a e b é o conjunto [a,b[= {z € R|la < z < b} ou [a,b).

d) Intervalo fechado & direita de extremos a e b é o conjunto |a,b] = {z € Rla < 2 < b} ou (a, b].

Os numeros reais a e b sao denominados, respectivamente, extremo inferior e extremo superior do
intervalo.

Também consideramos intervalos lineares os ”intervalos infinitos” assim definidos:

a) | — 00, a[= {z € R|z < a} que também podemos indicar por (—oo,a[ ou (—o0, a).
b) | — o0,a] = {z € R|z < a} que também podemos indicar por (—oo, al.

¢) la,+oo[= {z € Rlx > a} que também podemos indicar por ]a, +00) ou (a, +00).
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2.18. INTERVALOS CAPITULO 2. NOCOES DE CONJUNTOS

d) [a,+oo[= {z € R|x > a} que também podemos indicar por [a, +00).

e) | — 0o, +00[= R que também podemos indicar por (—oo, +00).

2.18.1 Representacao Geométrica

Os intervalos tém uma representagao geométrica sobre a reta real como a que segue:

]—oo,a]

Ja, +o0]

2.18.2 Exercicios

1 — Represente sobre a reta real os seguintes conjuntos:

Resolugao:

a) A={r eR|1 <z <2}

[1,2] —OANAAAAAAAAANAAAAA A

Para resolver:

b)B={reR|-3<z<-1}
)JC={zreR|-2<z<3}
d)D={zeR|-1<z<4}
e) E={z € Rjz >0}

o
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CAPITULO 2. NOCOES DE CONJUNTOS 2.18. INTERVALOS

f) F={z e Rjz < 3}
g) G={zeR|-3<z<20ux>4}
h) H={z€Rlz>0oux < -2}

2 — Considere a questao anterior e represente os seguintes casos na reta real:

Resolucgao:
a) AUB
AALS
1 2
——ONAAS AN
-3 -1
—— AN OANS
-3 -1 1 2
Para resolver:
b) BUC c)BNnC d) DUE
e)DNE fy FEUF g) ENF
h) GUH )GNH j)AnBNC

3 — Escreva, com a notacao de intervalo, as solugoes dos sistemas:

2c — 4 > 2
a)
4 + 8 < 24
zr — 4 > 0
b)
3r — 6 > 0

4 - Dados A=]—-1,1], B=10,2[ e C = [-2,2], determine:

a) A—(BNCQC) b) (AuB)NC
¢c) (A-B)UC d) AnBnC
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2.18. INTERVALOS CAPITULO 2. NOCOES DE CONJUNTOS

5—Dados A={zx € Q|1 <z <8} eB={xeQz>3}, obtenha:

7
87DadosA:{x€R|1S:r:g\/g}eB:{xeR\lgmgg},obtenha:

a) ANB b) AUB
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Capitulo 3

RELACOES

BATALHA NAVAL

Vocé ja jogou batalha naval? E um jogo muito interessante datado do inicio do século XX, antes mesmo
da 1* Guerra Mundial.

O jogo consiste em capturar os navios do adverséario que estao dispostos em uma malha quadriculada com
dez linhas e dez colunas, chamada de malha ou grelha de defesa. As linhas sdo denominadas com as letras de
A a J enquanto que as colunas sdo enumeradas de 1 a 10. Existe também uma malha, ou grelha, de ataque
que é para o jogador marcar onde foi que ele langou os tiros. Os navios sao do seguinte tipo: um porta
avides (ocupa cinco quadradinhos), um ndvio de quatro canos (ocupa quatro quadradinhos), dois névios de
trés canos (ocupa trés quadradinhos), trés ndvios de dois canos (ocupa dois quadradinhos) e quatro névios
de um cano (ocupa um quadradinho). Por exemplo: Suponha dois jogadores A e B. Ambos colocardo seus
névios na grelha de defesa e o jogador A comegard o jogo. O jogador A dara trés tiros tentando acertar onde
estao os navios do jogador B. Os tiros sdo dados dizendo a linha e a coluna que deseja, por exemplo, C5. Ao
final dos trés tiros, o jogador B dird se o jogador A acertou ou nao algum navio. Se o jogador A acertar, o
jogador B dira; tiro e o nome do navio, caso contrario dird dgua. Em seguida serd a vez do jogador B dar
seus trés tiros. O jogo prossegue sempre alternando os jogadores até um conseguir afundar todos os navios
do seu adversario. Um néavio serd afundado quando for acertado por completo.

Enfim ...

25



CAPITULO 3. RELACOES

Certa vez fui jogar com meu filho Arthur. Expliquei a ele como funcionava o jogo e assim comegamos a
jogar. Tiro pra la, tiro pra ca e assim vai.

Em uma determinada rodada, me confundi na quantidade de tiros e aprontei o maior embaraco, fiquei
perdido se ja havia dado todos os tiros da rodada, e foi ai que veio a primeira surpresa dita pelo Arthur:

— Papai, conta quantos tiros ja foi dado, mas conta de trés em trés!

— Porque de trés em trés filho?

Palavras do Arthur:

— Se der, tipo assim, trés, seis, nove, doze... thanana... thanana... é que ja deu os tiros!

Pensei comigo, vai pegar o jogo facill

Bom, algumas rodadas depois veio a segunda surpresa:

— Papai, afundei seu navio de quatro canos!

— Porque vocé tem essa certeza Arthur?

Palavras do Arthur:

-E que eu ja acertei um pedaco dele e os quadradinhos da frente é dgua, entao o resto é nos quadradinhos
que estao atras.

Bom, enfim ..., o jogo continuou, era a primeira vez que meu filho jogava, j4 havia me surpreendido
duas vezes com seu raciocinio e eu teria que perder o jogo pois se eu ganhasse ele iria ficar bravo, chateado,
coisa de crianca. Mais fiquei muito contente pelo ocorrido.

Acho que isso d4 um bom estudo de matematica! Vamos 147

Este capitulo foi baseado nas referéncias [6], [§] e [13].
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CAPITULO 3. RELACOES 3.1. PAR ORDENADO

3.1 Par Ordenado

3.1.1 Exemplo

Numa sala de aula existem trinta carteiras, dispostas em cinco fileiras, e os alunos estao sentados conforme

0 esquema abaixo:

professor

Figura 3.1: Sala de aula

Perceba que o aluno sentado na segunda linha e quinta coluna nao estarda no mesmo lugar sentando na

quinta linha e segunda coluna.
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3.1. PAR ORDENADO CAPITULO 3. RELACOES

Observamos que:

(2,5) # (5,2)

Analogamente, percebemos que:

Logo, a ordem é de extrema importancia e assim sao chamados de pares ordenados. O primeiro
elemento do par ordenado é chamado de abscissa e o segundo de ordenada.
No ensino fundamental é trabalhado Sistemas de equagdes com duas varidveis e a solugao de cada um

deles é dada por par ordenado. Concentre-se e resolva os problemas abaixo.

3.1.2 Problemas para praticar

1 — O perimetro de um retangulo mede 20 metros. A diferenca entre as dimensoes desse retangulo é 2

metros. Calcule essas dimensoes.

2 — Num estacionamento hé carros e motos. No total existem 42 veiculos e 138 rodas. Quantos carros e

quantas motos hé no estacionamento?

3 — André e Jilia foram a uma lanchonete. André comeu dois mistos, tomou um refrigerante e gastou
seis reais e sessenta centavos. Jilia comeu um misto e também tomou um refrigerante, gastando quatro reais

e dez centavos. Qual é o preco do misto e do refrigerante nessa lanchonete?

4 — A soma das idades de Joao e Maria é 28 anos. Qual é a idade de cada um deles, sabendo que Joao é

4 anos mais velho que Maria?
5 — Numa Olimpiada de Matematica, a prova é composta de 20 questoes. Pelo regulamento, cada questao

certa vale 5 pontos e cada questio errada vale 2 pontos. A equipe de certo colégio obteve 82 pontos. Quantas

questoes acertou e quantas errou?
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CAPITULO 3. RELACOES 3.2. PLANO CARTESIANO

3.2 Plano Cartesiano

Consideremos duas retas numeradas obedecendo as seguintes condicoes:

a) os pontos da reta horizontal estdo associados com os valores de x do par ordenado (z,y).

0 2

b) os pontos da reta vertical estdo associados com os valores de y do par ordenado (z,y).

c¢) as duas retas numeradas se interceptam na origem, & qual se associa o par ordenado (0,0).

Todo plano que apresenta um eixo x e um eixo y nas condicoes acima é denominado plano cartesiano.
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3.3. PRODUTO CARTESIANO CAPITULO 3. RELACOES

3.2.1 Representacao de pontos no plano cartesiano

Figura 3.2: Plano cartesiano

3.3 Produto Cartesiano

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Denominamos produto cartesiano de A por B o conjunto
A x B cujos elementos sdo todos pares ordenados (z,y), em que o primeiro elemento pertence a A e o

segundo elemento pertence a B.

AxB={(z,y) |r€Aeyec B}

Leitura da notacao A x B: “A cartesiano B” ou “produto cartesiano de A por B”.
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CAPITULO 3. RELACOES

3.3.

PRODUTO CARTESIANO

3.3.1 Exemplos

1 - Seja A ={1,2,3} e B={2,3} entdo;

Ax B=

Bx A=

e as representacoes no plano cartes

Y 4

{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

e

{(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

iano sao as seguintes:

(1,3) (2,3) (3,3)
1(1,2)1(2,2),(3,2)
e

I

I

I
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
L L

Xz
Figura 3.3: Ax B
y IN
(2,3) (3,3)
-———————e--""e
1(2,2):(3,2)
R R
1(2,1)1(3,1)
T

Figura 3.4: B x A
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3.3. PRODUTO CARTESIANO CAPITULO 3. RELACOES

2 — Tomando o conjunto B do exemplo anterior, temos:
BxB={(22),(2,3),(3,2),(3,3)}

B x B também pode ser chamado por B? e lé-se “B dois”.

3-SejaA={reR1<z<3}eB={reR|l<z<5} temos Ax B={(z,y) eR}1 <z <3el<

y < 5} representado graficamente no plano cartesiano pelo conjunto de pontos de um retéangulo.

(1,5) (3,5)

R RRERY

v

Figura 3.5: A x B
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3.3. PRODUTO CARTESIANO

CAPITULO 3. RELACOES

3.3.2 Exercicios

1 — Dé as coordenadas de cada ponto do plano cartesiano abaixo:

el R
e e
R RN
i [T SRS S A R e LIS PEE B
o SR
R N S R E—
SEEEE A
SN U G S Y N SN NS S0
RS e
— D S
S i e S B s R S S
S Y SR
T e e e Y i it et
L ” ” ” ” ” ” T I ” ”
T T
S Y
R e N
SR CEEEEE
R e S e Y S R L
” ” ” ” ” ” ” ” ” ” =
Lo T FU 0 - - - AT B T A Lo L o y
~

Figura 3.6: Plano cartesiano
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3.4. RELACAO BINARIA CAPITULO 3. RELACOES

2 — Dados os conjuntos

A={zeR|l1 <z <3}
B={zeR—-2<z<2}

represente graficamente os seguintes produtos:

a) Ax B b) Bx A c) Ax A d) Bx B

3 — Dados os conjuntos

A=1{1,2,3} B ={-2,0} C ={3,4,5}

represente pelos elementos e pelo gréafico cartesiano os seguintes produtos:

a) Ax B d) BxC g) A2
b) AxC e) C x B h) B2
c) Bx A f)Cx A i) C?

3.4 Relagao Binaria

Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {5,6,7}. O produto cartesiano de A por B é o conjunto
Ax B =A{(z,y)|lx € A ey € B} formado por 12 elementos (quantidade de elementos de A multiplicada pela
quantidade de elementos de B). Se agora considerarmos o conjunto de pares ordenados (z,y) € A X B tais
que x|y (lé-se: “x divide y”), teremos R = {(z,y) € A x B| zly} = {(1,5),(1,6),(1,7),(2,6),(3,6)}, que é
chamado relagao entre os elementos de A e de B ou, simplismente, relagao bindria de A em B.

Se R é uma relagao entre dois conjuntos, entao R é subconjunto de A x B.

R é relacao bindria de A em B <— R C A x BI

34



CAPITULO 3. RELACOES 3.5. DOMINIO E IMAGEM

Figura 3.7: R é relagdo binaria de A em B

3.4.1 Exercicios

1 — Sejam os conjuntos A, nimeros pares nao negativos menores que 10; B, niimeros impares ndo nega-
tivos menores que 10 e C, nimeros primos positivos menores que 10. Considere R como sendo uma relacao

entre esses conjuntos e determine:

a) R={(z,y) e Ax B |z <y} fy R={(z,y) e BxC |z >y}
b) R={(z,y) € Ax B | x>y} g) R={(z,y) e Ax B|z=y}
c) R={(z,y) e AxC |z <y} h) R={(z,y) e AxC |z =y}
d) R={(z,y) e AxC|z>y} i) R={(z,y) e BxC |z =1y}
e) R={(z,y) e BxC |z <y} i) R=A{(z,y) e CxC |z <y}

2 — Considerando os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B ={3,4,5,6, 7}, verifique se as relagoes S = {(x,y) €
AxBly>z+2teT={(z,y) € BxA|y>x+2} sdo iguais.

3 — Represente os itens do exercicio 1 por meio do diagrama de Venn (diagrama das flechas).

3.5 Dominio e Imagem

Chamarse dominio de uma relagdo, o conjunto de todos os primeiros elementos dos pares ordenados

pertencente a relagao.

Indicando dominio por D e R uma relacao de A em B, teremos que;

re€D<<=3Jy, yeB|(z,y) €R
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3.5. DOMINIO E IMAGEM CAPITULO 3. RELACOES

O dominio da relagdo R é subconjunto de A.

Chama-se imagem de uma relagdao, o conjunto de todos os segundos elementos dos pares ordenados
pertencente a relagao.

Indicando #magem por I'm e R uma relacao de A em B, teremos que;

yelm<— Iz, z€A|(x,y) €R

A imagem da relacao R é subconjunto de B.

Conclusao: De modo simplificado para nosso entendimento e considerando o diagrama das flechas,
fardo parte do dominio os elementos dos quais partem as flechas e da tmagem os elementos que recebem

as flechas.

3.5.1 Exemplo

Seja A =1{0,2,3,4} e B={1,2,3,4,5,6}, qual é o dominio e a imagem da relagdo R = {(z,y) € Ax B |
y é multiplo de x}?

R={(22),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6), (4,4)}

D ={2,3,4}
Im ={2,3,4,6}
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CAPITULO 3. RELACOES 3.5. DOMINIO E IMAGEM

Figura 3.8: R é relagdo bindria de A em B

Observacao: Perceba que, D C A (destaque em azul) e Im C B (destaque em vermelho).

3.5.2 Exercicios

1 — Sejam os conjuntos A = {—2,-1,0,1,2,3,4,5}, B={-2,-1,0,1,2} e R a relacao bindria de A em
B definida por:

TRy &z =y

a) Enumere os pares ordenados de R.
b) Enumere os elementos do dominio e da imagem de R.

c¢) Faga o diagrama de Venn dessa relagao R.

2 —Se R e S sdo as relagoes bindrias de A = {z € Z| -2 <z <5} em B = {y € Z| —2 < y < 3} definidas

por:

2Ry < 2|(z —y)
xSy & (z - 1) = (y - 2)?

forneca:

a) as representacoes cartesianas de R e de S;
b) o dominio e a imagem de R e de S;

¢c) RNS.
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3.5. DOMINIO E IMAGEM CAPITULO 3. RELACOES

3 — Considere as relagoes bindrias de A = {—2,-1,0,1,2} em B = {-3,-2,—1,1,2,3,4} definidas por:

csRysc+y=2
Sy sz =y
Ty < |z| = ly|
Vyesr+y>2
Wy e (x—y)2=1

a) Enumere os pares ordenados de cada relagao.
b) Represente por meio de flechas.
c¢) Faga o diagrama cartesiano das relagoes bindrias dadas.

d) Estabeleca o dominio e a imagem das relagoes bindrias dadas.
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Capitulo 4

NOCOES BASICAS DE FUNCOES

Quando estamos pretendendo realizar uma atividade, dificilmente associamos a algum conhecimento
matematico, ou até mesmo nao fazemos a associagao com nenhuma disciplina escolar. E importante observar
que em todas as atividades que realizamos diariamente tem sempre um questionamento a se fazer relacionado
a matematica. Uma atividade que podemos usar como exemplo é uma simples ida a padaria, e vocé deve
estar pensando, porque padaria? Suponha que pela manha vocé vai a padaria comprar pao. Em seguida
vocé pensa em quantos paes comprar, ou seja, quantas unidades. Sabendo a quantidade que vai comprar
vem o questionamento: qual o valor em dinheiro que vou gastar para fazer a compra? Evidentemente temos
primeiro que saber qual é o preco da unidade, e a cada unidade que nds formos comprando temos de somar
o valor. O valor total em dinheiro é a soma dos valores unitarios. Na pratica, se compramos 6 paes e o valor
da unidade é igual a R$ 0,20, sabemos que o valor da compra é de R$ 1,20. Usamos valores numéricos para
esse raciocinio, abordando conceitos matematicos importantes como o uso de unidades, soma, quantidade.

A matemética do dia a dia apresenta outras diversas formas de interpretagdo que néo estao relacionados
exclusivamente com a forma matemadtica concreta ou tedrica (matemédtica com o uso de nimeros, teoremas).

Os atrasos e a correria do dia a dia sao coisas que estamos sujeitos. Quantas vezes saimos de casa
atrasados querendo em um certo intervalo de tempo chegar em algum lugar, ou desafiarmos até mesmo a
capacidade de executar determinadas atividades. Nessa corrida contra o tempo utilizamos a matematica,
realizamos cdlculos mentais relacionados a quantidade necessaria de tempo para concretizar determinadas
atividades. Observe que a palavra quantidade aparece de novo em nosso estudo, enfatizando a atividade
didria a matematica.

No6s mesmos conseguimos estabelecer a diferenga entre o uso da matematica nas atividades, mas podemos
perceber que algumas coisas nao realizariamos sem a base de um ensino matematico, nogoes de soma, a

questao de quantidade, os principios bésicos da contagem. As vezes, ao realizarmos uma atividade relacionada
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4.1. DEFINICAO CAPITULO 4. NOCOES BASICAS DE FUNCOES

ao calculo de tempo farfamos ligacdo a matematica, apenas sabemos que um intervalo de tempo pode
significar muito ou pouco dependendo do conceito em que devemos relacionar o assunto.
Note que o estudo da matematica no dia a dia auxilia o ensino e a aprendizagem da matemadtica como

préatica fora da escola, nos direcionando a estudar suas aplicagoes dentro do local de ensino.

Este capitulo foi baseado nas referéncias [3], [4] e [6], [8], [I1] e [13].

4.1 Definicao

Dados dois conjuntos A e B ndo vazios e uma relagdo f de A em B, dizemos que f € uma funcgao se, e

somente se, para todo x € A estd associado um dnico elemento y € B, tal que (x,y) € f.

4.1.1 Exemplos

1 — Se considerarmos o texto inicial, poderemos relacionar a func¢ao f de A em B como sendo A={quantidade
de paes a comprar} e B={quantidade a pagar pelos paes comprado}. Perceba que; cada elemento do con-

junto A estara relacionado a apenas um elemento do conjunto B.

2 — Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {2,4,6,8} e uma relagdo f como abaixo:

leA—2€e€B=

(
2e¢ A—4eB=(
3€e¢A—6€B=(

(

4 A—8€B=

Observe que, para todo elemento do conjunto A, f relacionard tal elemento a um outro do conjunto B.

Representando via Diagramas de Venn.
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CAPITULO 4. NOCOES BASICAS DE FUNCOES 4.1. DEFINICAO

Figura 4.1: fungao f

Sendo assim;

f é fungdo de A em B, pois para todo z € A, estd associado um tnico y € B.

3 — Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B ={2,4,6,8} e uma relagdo g como abaixo:

leA—4eB=(1,4) ¢
2€eA—6€B=(2,6)€
3¢ A—8cB=(3,8) ¢
4€A*>10¢Bé(4,10)¢

Perceba que nem todo elemento de A esté relacionado a algum elemento de B.

Representando via Diagramas de Venn

Figura 4.2: funcao g
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Sendo assim;

g ndo é funcdo de A em B, pois existe elemento em A que ndo se relaciona com o conjunto B.

4 — Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B ={2,4,6,8,10} e uma relagdo h como abaixo:

leA—4eB=(1,4)€h
2e¢A—6€B=(2,6)€h
3¢ A—8e€B=(3,8)ch
4 A—10€B=(4,10)€h

Perceba que a relagao h é uma funcao, pois todo elemento de A se relacionara a algum elemento de B.

Representando via Diagramas de Venn

Figura 4.3: funcao h

Sendo assim;

h é uma fungdo, pois para todo x € A, estd associado um unico y € B. I

Note que, o fato do elemento 2 € B nao ter correspondente em A nao faz a relagao h deixar de ser fungao.

5 — Considere os conjuntos A = {-1,1,2,3} e B =1{1,2,4,9} e uma relacao ¢ como abaixo:

—-leA—1eB=(-1,1) €t
leA—1eB=(1,1)et
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2e6A—4eB=(2,4) €t
3¢ A—9e€B=(3,9 €t

Perceba que a relagdo t é uma fungao, pois mesmo com a existéncia de dois elementos de A com o

mesmo correspondente em B, a definicao de fungao é satisfeita.

t

Figura 4.4: funcao t

Sendo assim;

t é uma funcao, mesmo sendo dois elementos de A (destaque em verde) com a mesma

correspondéncia em B (destaque em amarelo).

Faremos agora um exemplo mais elaborado. Nele encontraremos uma correspondéncia por meio de uma

equagao.

6 — Considere os conjuntos A = {2,3,4} e B = {2,3,4,9} e uma relagdo v = {(z,y) € Ax B | se x é

primo, entdo y = 22 e se z é ndo primo, entdo y é primo }

Veja;

2cA—~4cB= 4

)

3cA—9€B=

(2,4) ewv
(3,9) €wv
4eA—2eB=(42)cv
4eA—3€B=(4,3)cv

)

2

Perceba que a relacdo v nao é uma funcgao, pois existe um elemento em A com dois correspondentes

em B, e isso nao representa uma fungao.
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Figura 4.5: fungao v

Sendo assim;

v nao é uma funcao, pois um elemento de A nao pode se relacionar com mais de um elemento de B. I

4.1.2 Exercicios

1 — Considere os conjuntos A = {0,1,2,3} e B=1{0,1,2,3,4,9,10} e as seguintes relagoes:

{(z,y) e Ax B |y =2}
{(z,y) eAXxB|y=2a%>+1}
{(z,y) € AX B |y =2z}
t={(z,y) eAxB|y=x+1}
u={(z,y) EAxB|y=x+2}

f
g
h

Quais das relagoes citadas acima é uma fungao? Justifique as que nao forem.

2—-Se A=N, B=7Ze f uma relacao de A em B dada por: y € o oposto de z. Porque f nao é uma
fungdo de A em B?
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4.2 Notacao de uma funcao

Dados dois conjuntos nao vazios A e B, e uma lei que associa os elementos de A em B, de modo geral,
quando o valor de y é obtido em funcao dos valores de x, através de uma lei f, representa-se tal fato com a

seguinte notagao:

y = f(x)

Lé-se: “y é igual a f de x”.

4.2.1 Exemplo
Sejam A = {0,1,2} e B={1,3,5,7} e f uma lei, de A em B, f definida por y = 2z + 1.

flx) =2x+1

Temos que f é realmente uma funcédo, pois todos os elementos de A estdo relacionados com algum ele-

mento de B. Veja:

Para = 0 teremos y = f(0) = y = 1.
Para x = 1 teremos y = f(1) = y = 3.

Para x = 2 teremos y = f(2) = y = 5.

Figura 4.6: funcgao f

Perceba que nenhum elemento de A estd com uma correspondéncia no elemento 7 em B, e isso néo faz

com que f deixe de ser fungdo como ja vimos anteriormente.
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4.3 Dominio, Contradominio e Imagem

Considere f uma fungdo de A em B.
O dominio de f, D(f), é o conjunto de todos os elementos pertencentes a A.
O contradominio de f, CD(f), é o conjunto de todos os elementos pertencentes a B.

A imagem de f, Im(f), é o conjunto de todos os elementos pertencentes a B tal que seja correspondente

de algum elemento de A.
A Im(f) é um subconjunto do contradominio.

4.3.1 Exemplo

1 — Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {3,4,5,6,7} e f(z) uma relagdo de A em B, tal que,
f(z) = z + 2. Determine D(f), CD(f) e Im(f).

D(f) =1{1,2,3,4} CD(f)=1{3,4,5,6,7}

Vamos determinar a Im(f):

Im(f)=1{3,4,5,6}
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Figura 4.7: fungao f

No diagrama acima, a parte destacada de verde no conjunto B é Im(f). Como vimos, Im(f) C CD(f).

4.3.2 Exercicios

1 — Considere os conjuntos A = {-2,0,1,2}, B=1{0,1,2,3,4} e C = {-2,-1,2}.

Determine:

a) D(f) e Im(f) sendo f(z) =z + 2 uma relagao entre A e B.
b) D(g) e Im(g) sendo g(z) = 2 — 2 uma relacio entre A e C.
c) D(f) e Im(f) sendo f(x) = = + 2 uma relacdo entre C e B.
d) D(h) e Im(h) sendo h(z) = x? uma relacio entre A e B.

(h) e Im(h) sendo h(z) = 2% uma relagao entre C' e B.

D
D(t) e Im(t) uma relacao entre A e B sendo:

t(x):{ —r se <0

r+1 se >0
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4.4 Injecao, sobrejecao e bijecao

4.4.1 Funcao Injetora

Uma dada funcao f é dita injetora se cada elemento do contradominio (que é imagem), for imagem de

um unico elemento do dominio.

Figura 4.8: funcao t

Observe que a fungdo t ndao € injetora, pois dois elementos distintos do dominio possuem a

mesma imagem.

Figura 4.9: fungao f

A funcao f € injetora, pois os elementos do dominio possuem imagens distintas.
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4.4.2 Fungao Sobrejetora

Uma dada fungao f é dita sobrejetora se todos os elementos do contradominio for imagem de algum

elemento do dominio.

Figura 4.10: funcéo g

A funcao g é sobrejetora, pois todos os elementos do contra dominio é imagem de algum

elemento do dominio.

Figura 4.11: funcgao t

A funcao t nao € sobrejetora, pois existe elemento no contra dominio que nao € imagem de

nenhum elemento do dominio.

49



4.4. INJECAO, SOBREJECAO E BIJECAO CAPITULO 4. NOCOES BASICAS DE FUNCOES

4.4.3 Funcao Bijetora

Uma dada fungao f ¢é dita bijetora se for injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.

Figura 4.12: funcao f

No diagrama acima, [ € injetora e sobrejetora, entao f € bijetora.

4.4.4 Exercicios

1 — Considere os seguintes conjuntos A = {x € N| -3 <2 <3}, B={y € N -2 <y <4} e a fungdo

f(@) =241 de A em B. Verifique se a fungao é bijetora.

2 — Dada uma fungao g(z) = 22 — 1 com dominio A = {0,1,2,3,4,5}, determine o contra dominio para

que a funcao g seja bijetora.
3 — Encontre um contra dominio para a fungdo g da questao anterior de modo que ela nao seja bijetora.
4 — Responda sem olhar na teoria:

a) Quando é que uma funcao é injetora?
b) Quando é que uma fungéo é sobrejetora?

¢) Quando é que uma fungao é bijetora?
5 — Escreva uma fungao que seja:

a) apenas injetora b) apenas sobrejetora ¢) bijetora
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4.5 Funcao inversa

Seja f uma fungao bijetora de em A e B, com x € A e y € B, sendo (z,y) € f. Chamaremos de fungao

inversa de f, e indicaremos por f~!, o conjunto dos pares ordenados (y,x) € f~! comy € Bex € A.
Exemplo:
f é definida de R em R, sendo y = 2zx.
Para determinarmos f ! basta trocarmos  por y e y por z.

Observe:
y=2r—x =2

Isolando y em funcao de z resulta:

isto é,

4.5.1 Exercicios

1 — Considere os seguintes conjuntos A = {x € N| -3 <z <3}, B={y € N|—2 <y <4} e a fungéo

f(@) =241 de A em B. Determine a funcao inversa de f.

2 — Dada uma fungéo g(z) = 2z — 1 com dominio A = {0,1,2,3,4,5}, determine a fungéo inversa de g.
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4.6 Graficos da Funcgao

Seja f uma fungdo de R em R. O grafico de f é o subconjunto do plano cartesiano dado por:

Grf={(z,y) e RxRJy = f(z)}

Considere as funcoes dadas e seus respectivos pontos no plano cartesiano.

8) f(@) = +1

1,2

—

0,1

~Nr

Figura 4.13: Gréfico da funcao afim f

Perceba que os pontos da fungao afim f(z) estdo todos alinhados e neste caso podemos tragar uma reta

unindo-os.
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4.7 f e f~! no plano cartesiano

Sendo f : y = 2z, teremos que;
Serx=-2=y=—4
Sex=0=y=0

Sex=2=—y=4

4 x
Sendo f~* 1y = §,teremos que;
Sex=-2=—y=-1
Sexr=0=y=0

Sex=2=—=y=1

grafico de f bissetriz do I e III quadrantes

grafico de f~!

¥

Figura 4.14: Graficode fe f71

Observe que, os gréaficos que representam f e f~! sdo simétricos em relacio & bissetriz do I e III qua-

drantes.
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4.7.1 Exercicios

1 — Considere os seguintes conjuntos A = {x € N| -3 <z <3}, B={y € N|-2 <y <4} e a fungéo

f(x) =2z +1de A em B. Faca a representacio de f e f~! no plano cartesiano.
2 — Represente os gréaficos da questao anterior para o dominio e contra dominio sendo reais.

3 — Dada uma funcédo g(z) = 22 — 1 com dominio A = {0,1,2,3,4,5}, determine a fun¢ao inversa de g e

represente graficamente essa funcao.

4.8 Funcao crescente e decrescente

Considere uma fungao f definida de R em R.
Quando atribuimos valores para x, obtemos valores correspondentes para ¥y e sendo assim podemos ter

as seguintes situacgoes:

e A medida que os valores de x aumentam, os valores de y também aumentam; neste caso dizemos que

a funcao é crescente.

e A medida que os valores de z aumentam, os valores de y diminuem; neste caso dizemos que a fungao

é decrescente.
Exemplos:

1 — Considere a fungdo f(z) = x 4+ 1 definida de R em R. Perceba que f(x) é crescente, pois a medida

que aumentamos os valores de x, f(z) também aumentars.

Vamos fazer um estudo da f(x).

Se x = —2 entdo f(z) = —1. Se x =1 entao f(x) =2
Se x = —1 entao f(z) =0. Se x = 2 entao f(x) = 3.
Se z = 0 entdo f(z) = 1. Se © =3 entdo f(z) =4
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yl\

L 2

x
Figura 4.15: Gréfico de f(z) =2 +1
2 — Considere a fungdo f(x) = —2x definida de R em R. Perceba que f(z) é decrescente, pois & medida
que aumentamos os valores de x, f(x) diminuir4.
Vamos fazer um estudo da funcao.
Se x = —2 entdo f(z) = 4. Se x =1 entao f(x) = —2.
Se x = —1 entéo f(z) = 2. Se x = 2 entdo f(x) = —4.

Se x = 0 entao f(z) =0. Se x = 3 entao f(z) = —6.
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L 2

Figura 4.16: Gréfico de f(x) = —2z

4.8.1 Exercicios

1 — Considere os seguintes conjuntos A = {x € N| -3 <2 <3}, B={y € N| -2 <y <4} e a fungdo

f(@) =2+ 1 de A em B. Verifique se a fungao é crescente ou decrescente.

2 — Dada uma funcao g(x) = 2z — 1 com dominio A = {0,1,2,3,4,5}, determine se a fungio é crescente

ou decrescente.
3 — Esboce os gréficos das questoes 1 e 2 juntamente com suas fungoes inversas.
4 — Responda sem olhar na teoria:

a) O que é uma funcao crescente?

b) O que é uma fungao decrescente?
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Capitulo 5

FUNCAO AFIM OU DE 1° GRAU

Vocé ja se deparou com alguma dessas situacoes? Utilizagdo de um téxi para um determinado deslo-
camento, ida a um restaurante e ter que desembolsar o couver artistico e os 10% do garcon, utilizar um
estacionamento pago no centro de uma cidade ou muitas outras situagoes parecidas. Bom, o que essas si-
tuagoes tém em comum é o fato da matematica estar ligadas a elas de modo que as pessoas nem percebam.
Vamos analisar de inicio a seguinte situacao:

O Senhor Antonio necessita deixar seu automdével em um estacionamento que funciona da seguinte forma:

Entrada + 12 hora R$ 5,00
22 hora R$ 3,00

demais horas R$ 1,00 por hora

Se o Senhor Antoénio deixar o carro por uma hora ou menos no estacionamento, ele desembolsard R$
5,00.

Se o Senhor Anténio deixar o carro por 1,5 horas, ele desembolsard R$ 8,00.

Se o Senhor Antonio deixar o carro por um tempo maior que duas horas, ele desembolsard algo que pode

ser escrito por uma fungao afim. Vamos a essa discussio e em seguida resolver a situa¢io do Senhor Antoénio.

Este capitulo foi baseado nas referéncias [2], [3], [, [E], [6], [7], [8], [I1] e [13].
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5.1. DEFINICAO CAPITULO 5. FUNCAO AFIM OU DE 1° GRAU

5.1 Definicao

Uma aplicagao de R em R recebe o nome de fungao afim ou fungao de 1° grau quando a cada x € R

associa sempre ao elemento (ax 4+ b) € R, em que a # 0 e b sd@o ndmeros reais dados.

flz)=az+0b a#0

5.1.1 Exemplos

a) f(x)=z+lemquea=1leb=1

b) f(z) =2x+3emquea=2eb=3

¢) fe)=—2x—2emquea=—-1leb=-2
d) f(z) = —4rxemquea=—-4eb=0

e) fe)=—2zx—4emquea=—-2eb=—4
f) flx)=2x+ Femquea=2eb=1%

5.2 Valores numéricos da Funcao Afim

Dada uma fungdo y = f(z), definimos valor numérico dessa funcdo, o valor que y assume quando
atribuimos algum valor para x. Tal valor determinado para y pertence ao conjunto imagem da funcao dada
em questao.

Exemplos

1 — Considere uma fungao afim de R em R definida por:

a) f(x) =2 +1

Sex=-2 temosy = f(-2)=(-2)+1=-1
Sex=—1,temos y = f(-1)=(-1)+ 1=
Sex=0,temosy = f(0)=0+1=1
Sex=1,temosy=f(1)=1+1=2
Sex=2temosy=f(2)=24+1=3
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b) g(z) = -2z + 3

Sex = —2, temos y = g(—2) = —2(-2)+3=7

Se x = —1, temos y = g(—1) = —-2(—-1)+3 =5

Se x =0, temos y = g(0) = —2(0) +3 =3

Sex =1, temosy=g¢g(1) =-2(1)+3=1

Se x =2, temos y = ¢g(2) = —2(2) +3 = —1

5.2.1 Exercicios

1 — Complete as tabelas :

a) f(z) =3z +2 b) g(z) = —2x +5 c) h(x):?);-kl
x| f@) x | o) x | h(z)
-3 -3 -3
-2 -2 -2
-1 -1 -1
0 0 0
1 1 1
2 2 2
3 3 3

d) f(z) = 32 +2 ¢) g(a) = ~20+5 ) () = 5 +1

x | f(=) x | g(z) x | h(z)
~1/3 ~1/3 ~1/3
~1/2 ~1/2 ~1/2
—1/4 —1/4 —1/4
1/2 1/2 1/2
2/3 2/3 2/3
3/4 3/4 3/4
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2 — Considere a funcdo f(x) = x — 2. Determine os valores numéricos da fungao afim para o conjunto

A={zxe€Z|l -3 <z <3}

3 — Quem s&o os termos a e b das trés primeiras fung¢oes afins da questao 17

5.3 Graficos da Funcao Afim

Seja f uma funcao de R em R. O gréafico de f é o subconjunto do plano cartesiano dado por:

Grf={(z,y) e RxRJy = f(z)}

Considere as funcoes dadas e seus respectivos pontos no plano cartesiano.

2) f@) =w+1
o (—2,-1)eGrf
e (—-1,0) e Grf
e (0,1) e Grf

e (1,2) e Grf

® (2,3)eGrf

e (—2,7)€Grg
e (—-1,5) € Gry
e (0,3) € Grg
e (1,1) € Grg
e (2,-1) e Gryg
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‘g(:r):—2x+3‘

N [f@) = 1]

~1,5

2,3)

— =
—_
—

0,1)

(__17 0)

h 4

Figura 5.1: Gréaficosde feg

Perceba que os pontos da fungao afim f(x) estao todos alinhados e neste caso podemos tragar uma reta
unindo-os. Para a funcdo afim g(x) acontece o mesmo com seus respectivos pontos.

Note que; a funcao f(x) e g(z) se cruzam num determinado ponto. Tal ponto é pertencente as duas
funcoes e sendo assim basta tomar as duas fungoes e resolvé-las como um sistema de equagoes.

Agora que vocé sabe dessa informagcao, encontre o ponto de intersecgdo da f(x) e g(x) dada no grafico

anterior.

Para pensar!

Quantos pontos sao necessdrios para tracar o grdfico de uma func¢do afim?
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5.3.1 Exercicios

1 — Esboce o grafico cartesiano das fungoes de R em R:

a)f(z) = e)f(x) =—z+3 i)f(x) =2z
b)f(x) =z +3 Nf(e) =—x—2 Nf(x) = =2z
1 x
Of(x) =z -2 9)f () =20+ 5 R =3
1 T
d)f(z) = —x h)f(e) = -5z +3 Df@) =3
2 — Considere os seguintes sistemas de equagoes:
+ =9 - + = 4 2c — 3y = 10
ol T nl Y ¢) )
x — y = 1 -3 — y = 0 T+ 5 = 1
Determine a solugao de cada um através dos graficos.
uma das

Observacgao: A solugao € a intersecgcdo das duas retas dada pelo sistema de equacoes. Cada

equagoes pode ser dada por uma fungdo. Lembre-se que, y = f(x)
5.4 Zero da Funcao Afim

O zero de uma fungao afim é todo nimero z pertencente ao dominio cuja imagem é nula, ou seja, f(z) = 0.

Assim, para determinarmos o zero de uma funcao afim, basta fazermos ax + b = 0.

Exemplos:
Considere a funcao afim dada por f(x) =2z +4. O zero da f(x) é x = —2, pois f(—2) =2(-2)+4 =0.

Determinar o zero de uma funcao afim é determinar o valor da abscissa do ponto onde o gréafico corta o

eixo .

Determinagao de mais um ponto para tragarmos o gréafico da fungao afim dada.

£(0) =2(0) + 4 = 4, entdo para x = 0 teremos f(0) = 4.
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A abscissa do ponto é o zero da funcao afim

¥

Figura 5.2: Zero da fun¢ao afim

5.5 Coeficientes

Representamos uma fungao afim do seguinte modo: | f(z) = ax + b |.

O coeficiente a, que acompanha z, é chamado de coeficiente angular ou declividade. O coeficiente
b, que é independente, é chamado de coeficiente linear.

Ja sabemos que, o zero da funcao é o ponto no plano cartesiano onde f intersecta o eixo x. O coeficiente

linear indica exatamente onde a fungao afim intersecta o eixo y, ou seja, intersecta o eixo y em (0, b).
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Intersecao de Grf com o eixo y

¥

Figura 5.3: Interseccao do gréafico com o eixo y

5.5.1 Exercicios

1 — Determine o zero, o coeficiente angular e o coeficiente linear de cada uma das fungoes dadas a seguir.

W)f() == f () =~z +3 D) =2
D)= +3 Ni@) =~ 2 D) = 2
f(@) =z 2 0)f@) =2+ i =7
Df(r) =~ W)= —5o+3 D@ =5

2 — Considere a fungao f(x) = x — 2. Verifique se o zero da funcdo estd no conjunto A = {x € Z| — 3 <

x < 3} e escreva quais sao os seus coeficientes. Esboce o grafico da fungéo.
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5.6 Crescimento de decrescimento

Considere x1 e x5 pertencentes ao conjunto dos niimeros reais, sendo 1 < x5 e f uma funcao afim de R

em R.

Se f(z1) < f(z2), dizemos que a fungdo f é uma funcdo crescente.

Se f(x1) > f(x2), dizemso que a fungao f é uma fung¢do decrescente.

Em uma fungao afim, se a (coeficiente angular) for positivo, ou seja, a > 0 dizemos que a fungao afim serd

crescente. Se a (coeficiente angular) for negativo, ou seja, a < 0 dizemos que a funcéo afim serd decrescente.

No exemplo abaixo, temos que a fungdo fx) é crescente, pois ¢ = 1 e a funcdo g(z) é decrescente,

pois a = —2.

‘g(m)=—2x+3‘

h 4

Figura 5.4: Crescimento e decrescimento

65



5.6. CRESCIMENTO DE DECRESCIMENTO CAPITULO 5. FUNCAO AFIM OU DE 1° GRAU

Observagao 1: Toda funcao onde a = 0 teremos f(x) = b e sendo assim a func¢do f é denominada
funcao constante. O grifico de uma fung¢do constante € uma reta paralela ao eizo x. Fica para o leitor a

construcao do grdfico de uma fung¢do constante.

Observagao 2: O grdfico cartesiano de uma funcgdo afim f(x) = ax + b sempre serd uma reta.

5.6.1 Exercicio

1 — Analise o crescimento ou decrescimento de cada uma das funcoes e justifique sua resposta.

)f(@) = e)f(x) =~z +3 ) f(z) = 2
D) =z +3 Nf@) = —2—2 Nf(@) = —2a
)f() =z 2 0)f(@) =22+ B =1
)f(@) = —2 W)= 5o +3 D) =3

Atividades Dinamicas

ATIVIDADE 1

Toda fungdo afim possui dois coeficientes. A atividade dinamica que aqui se encontra, nos mostrard
o coeficiente angular e o coeficiente linear. Nela conseguiremos observar as variagoes que ambos sofrem e

quando isso acontece podemos notar as variagoes de comportamento do grafico de uma fungao afim.

Funcdo - Coeficiente Linear

Funcao - Coeficiente Angular

.
nto que intercepta o eixo A atividace abaixo nos mostrara a variagao do coeficiente angular de funcéo afim dada

Figura 5.5: Coeficiente Linear

fonte — o autor

Coeficiente Linear
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Figura 5.6: Coeficiente Angular

fonte — o autor

Coeficiente Angular
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Para Coeficiente Linear: https://tube.geogebra.org/m/1942593
Para Coeficiente Angular: https://tube.geogebra.org/m/1942739

ATIVIDADE 2

A atividade dindmica em questdo consiste em descrever o comportamento de uma fungdo dada para
realizacdo do trabalho do Senhor Antonio o taxista. Com ela serd possivel identificar o valor da bandeirada

e o preco do quilémetro rodado e com isso, 0 comportamento da funcao.

Funcdo - Problema do taxista

A atividade em guestao nos mostrara como se comporta o pagamento de uma corrida de taxi dada pelo
guildmetragem percarrida.

0 senhor Anténio € taxista.

A corrida que o senhor Anténic

realiza € cobrada do seguinte modo: et
+ Bandeirada: RS 1000

RE0TS porquildmetro rodade WYy v(43.83,42.87)

Qual é o comportamente da

a0
fungéo que descreve a situagao?

Distancia percorrida em km

43.83
Q‘ 201

0 dominio da fungéo afimdada é B.
Meste case particular, restringimos o
dominio variando de 0 & 60 km. A
imagem da fungéo afim dada &
composta pelos numeros reais

maicres ou igual a 10 & menores gue 55.

104
Antdnig

-E0 -4t -30 20

Figura 5.7: Téxi do Sr. Antonio

fonte — o autor

Clique em: Téxi do Sr. Antonio ou acesse: https://tube.geogebra.org/m/1942143
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ATIVIDADE 3

Fecharemos esse capitulo com outra atividade dindmica, mas desta vez sera relacionada com dois taxistas,
o Senhor Antoénio e o Senhor Carlos.

Nela podemos ver o valor da bandeirada de cada um dos taxistas e os valores cobrados por quilometro
rodado. Observe que os graficos em questao apresentarao uma intersecao entre si. O que isso quer nos dizer?

Esta curioso? Clique abaixo ou acesse o enderego eletrénico dado.

Func&o - Taxi do Sr. Anténio x Taxi do Sr. Carlos

Messa atividade, iremos fazer uma comparagao entre dois taxistas, Senhor Antdnio e Senhor Carlos, ambos iniciam
com bandeiradas diferentes e pregos diferentes guanto ao guildmetra rodado.

0 senhor Anténio €taxista. A corrida gue o senhor Anténio Cemparagéo dos pregos entre os taxistas Antinio & Carlos.
realiza € cobrada do seguinte modo: banderrada: RS 10.00

eR& 0,76 porquilometro rodado. J& o senhor Carlos tambeém =
étaxista e sua cornda € feita da seguinte forma: bandeiada

RS 2000 e RS 0.50 por quilémetro rodade.

Observe o comportamento das fungdes em cada uma das

situagoes & verifigue em guals momento & melhor utilizaro 0

taxi do Senhor Anténio e do Senhor Carlos. $

Disthncia percorrida em km 0 $ (26.78,30.09)
26.78

ok o Carles 20
0 dominio das funges afim dada é R. Neste caso particular :

restringimes o deminio variando de 0 a 60 km. A imagem

da funcao afim dada é composta pelos nimeros reais

malores ou igual a 10 para o taxi do Anténio 10
Senhor Antdnic e nimeros reais

maiores ou igual a 20 para o taxi do

Senhor Carlos.

=70 =60 =50 =40 =30 =20 =10 ] 14 a0

Figura 5.8: Téaxi do Sr. Antonio x taxi do Sr. Carlos

fonte — o autor

Clique em: Téxi do Sr. Antonio x Taxi do Sr. Carlos ou acesse: https://tube.geogebra.org/m/1942351
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5.7 Problemas

1 — Determine a fungédo que descreve o pagamento realizado pelo Senhor Anténio para mais de duas horas

no estacionamento. (Problema dado no inicio deste capitulo.)

2 — O prego do famoso péao francés numa determinada padaria é de R$0,50 a unidade.

a) Qual é a funcdo afim que descreve o prego a ser pago dependendo da quantidade de péaes a comprar?
b) Qual é o coeficiente angular e o coeficiente linear da fungao afim encontrada no item a?

c) Essa situacao descreve uma fungéo crescente ou decrescente?

d) Qual serd o valor pago por 2, 5, 25 e 150 paes?

e) Construa o gréfico da fungao afim encontrada.

3 — Uma fabricante de calgados cobra R$20,00 de frete para a encomenda de calgados sendo R$40,00 o par.

a) Qual é a fungao afim que descreve o valor a ser pago para até 30 calgados?

b) Para compras acima de 30 unidades, se tivermos um desconto de 5% por par comprado, qual é a
fungao afim que descreve essa situacao?

¢) Para compras acima de 30 unidades, se tivermos um desconto de 5% por par acrescido, qual é a fungéo
afim que descreve essa situacao?

d) Para compras acima de 30 unidades, se tivermos um acréscimo de 5% por par acrescido, qual é a

funcao afim que descreve essa situacao?

4 — (FGV-SP) Quando o preco por unidade de um produto z vale R$ 16,00, entdo 42 unidades sao ven-
didas por més; quando o prego por unidade vale R$ 24,00, sdo vendidas 38 unidades por més. Admitindo

que o grafico da quantidade vendida y em fungao de x prego seja formado por pontos de uma reta:

a) Obtenha a expressao de y em fungao de x.

b) Se o preco por unidade for R$ 26,00, qual a quantidade vendida?
5 — O lucro de uma industria que vende um tnico produto é dado pela férmula matemdtica L(x) =

4x — 1000, onde L representa o lucro e x a quantidade de produto vendido. Determine a quantidade minima

desse produto que deve ser vendida para que haja lucro.
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6 — Um corpo se movimenta com velocidade constante obedecendo a férmula matematica S = 40 — 2¢,

onde S é o deslocamento em metros e ¢t é o tempo em segundos.

a) Construa o grafico de S x t para 0 < ¢ < 20.

b) Qual o deslocamento observado em t = 5s?

7 — Qual é a lei de formagao da funcdo afim tal que f(—1) = 2 e f(1) = 0? Tal fungdo é crescente ou

decrescente? Qual é a raiz da fungao? Determine f(3), f(4) e f(—4).

8 — Uma pizzaria oferece servico de entrega e cobra por isso uma taxa fixa de R$ 1,50 mais R$ 0,60 por

quilometro rodado no trajeto entre o estabelecimento e o local da entrega.

a) Qual serd o valor da taxa se o local da entrega for a 13 km da pizzaria? E se o local for a 8,5 km?
b) Escreva uma funcdo que permita calcular o valor ¢ da taxa de entrega em fungdo da distancia d per-

corrida.

9 — Um técnico em informatica, que presta servigos a empresas, realizou um trabalho em 3h e cobrou
R$ 185,00. Sabendo que esse técnico cobra R$ 45,00 por hora de trabalho mais um valor fixo, escreva uma

funcao que represente o preco P que ele cobra por ¢ horas de trabalho.

10 — (UFV-MG) Uma fébrica de chocolates, Confeitaria Abelha, gasta mensalmente um valor fixo de
R$ 3900,00, mais R$ 0,50 por barra de chocolate produzida. Considerando que a fdbrica vende x barras de

chocolate por més, a R$ 1,80 cada uma:

a) determine a expressdo matemédtica G(x), que representa o gasto total por més;

b) determine a expressao matemética L(x), que representa o lucro mensal obtido;

c) calcule o nimero de barras de chocolate que devem ser vendidas, por més, para que a fabrica tenha
um lucro mensal de R$ 2600,00;

d) Esboce os graficos das funcoes G(z) e L(x);

e) Perceba que, os gréficos se cruzam em um determinado ponto. Qual ponto é esse e o que ele quer nos

dizer?
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Capl'tulo 6

FUNCAO QUADRATICA

Observe as figuras abaixo.

Figura 6.1: Ponte Juscelino Kubitschek Figura 6.2: Monumento nos EUA

ver fonte [25] ver fonte [21]

A imagem da esquerda, a Ponte Juscelino Kubitschek, também conhecida como Ponte JK, esta situada
em Brasilia, ligando o Lago Sul, Paranoa e Sao Sebastiao a parte central de Brasilia, através do Eixo
Monumental, atravessando o Lago Paranod. Inaugurada em 15 de dezembro de 2002, a estrutura da ponte
tem um comprimento de travessia total de 1200 metros, largura de 24 metros com duas pistas, cada uma
com trés faixas de rolamento, duas passarelas nas laterais para uso de ciclistas e pedestres com 1,5 metros
de largura e comprimento total dos vaos de 720 metros.

A imagem da direita retrata um monumento nos EUA da Segunda Guerra Mundial e foi criado em

homenagem aos homens e mulheres que lutaram e morreram.
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g
Pl

Figura 6.3: Ponte da Baia de Sidney, Australia

ver fonte [24]

Na construgao de edificios e monumentos, seja por propriedades estruturais ou por motivos estéticos,
podemos observar a presenca de formas que assemelham uma pardbola. Localizada em Sydney, esta ponte
que apresenta em sua estrutura um arco em forma de pardbola, é uma das imagens mais conhecidas e foto-
grafadas da Australia. Sua construcao teve inicio em 1924 e, apds 8 anos de trabalho, ela foi inaugurada em
1932. Além de permitir a travessia entre a costa Norte e a costa Sul do Porto de Sydney esta ponte também é
uma atragao turistica. Ao visitéd-la, é possivel conhecer uma exposigao sobre ela e, por meio de escadas e pas-
sarelas, realizar uma escalada, conhecida como Brige Climb, é o ponto mais alto do arco formado pela ponte.
Esse arco pode ser representado matematicamente por uma funcdo quadratica y = 0,0021z2 + 1, 0563z, na
qual y representa distancia entre o nivel do mar e o arco, e x representa a distancia em linha reta a partir

de uma das extremidades do arco no nivel do mar, ambos expressos em metros.

Olha que interessante, parece que em nosso cotidiano iremos encontrar func¢oes quadraticas.

Este capitulo foi baseado nas referéncias [2], [4], [5], [6], [7], [8], [10] e [12].
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CAPITULO 6. FUNCAO QUADRATICA 6.1. DEFINICAO

6.1 Definicao

Uma aplicacao f de R em R recebe o nome de fun¢ao quadrdtica ou fun¢ao do 2° grau quando

associa a cada x € R o elemento (ax? + bxr + ¢) € R, em que a, b e ¢ sdo ntimeros reais dados e a # 0.

lf(m):aa:2+bx+c a#0

6.1.1 Exemplos

A determinagao dos coeficientes é feita por comparacao dos elementos da fungao com a definicao vista

anteriormente. Veja:

a) flx)=2>+2r+1lemquea=1,b=2,c=1

b) f(x) = —22 -2z +3emquea=—-1,b=-2,¢c=3
c) flx) =222 -3x—lemquea=2b=-3, c=—1
d) f(x):§x2+2xemquea:§,b:2,c:0

e) f(x):—§x2—1emquea:—i,b:O,c:—l

f) f(x) = —522 em que a = —5,b=0,c=0

A obtencao dos valores de f(x) é dada pela substituigdo dos valores de x na fun¢ao dada em questao.

Obtenha alguns valores para f(z) = 2% — 2z — 3.

Se x = —2 entdo f(—2)

(— (—2)% — 2(-2) — 3, ou seja, f(—2)
Se x = —1 entao f(—1)

—92)2 -2
(—1)2 — 2(—1) — 3, ou seja, f(—l)

5
0

Se x = 0 entdao f(0) = (0)% —2(0) — 3, ou seja, f(0) =
Se x = 1 entdo f(1) = (1)% — 2(1) — 3, ou seja, f(1) =
Se x = 2 entdo f(2) = (2)? — 2(2) — 3, ou seja, f(2) =
Se x = 3 entdo f(3) = (3)? — 2(3) — 3, ou seja, f(3) =
Se x = 4 entdo f(4) = (4)? — 2(4) — 3, ou seja, f(4) =

73



6.2. ZEROS OU RAIZES DA FUNCAO QUADRATICA CAPITULO 6. FUNCAO QUADRATICA

6.1.2 Exercicios

1 — Determine os coeficientes das fungoes quadraticas:

a) f(z) =322 +x+1

b) f(z) = —22° + 2z

c) flx) =22% -1

d) f(z) = ng -3z

&) fla)=—5a%+ 32—
f) f(e) = ~a? +1

g) f(z) = V2a® + 2z +1
h) f(z) = —22 + /32 — 2
i) f(z) = v52% — 32 — 2
) f) =322 -2

2 — Obter os valores da funcio f(x) = 22 — 2z + 5 para os valores de x: —4, —3, —2, —1,0, 1,2, 3, 4 e 5.

6.2 Zeros ou Raizes da Funcao Quadratica

Os zeros ou rafzes da funcdo quadrética f(z) = ax?® + bx + ¢ sido os valores reais que z pode assumir tal

que f(z) =0.
Considere os exemplos:

Exemplo 1:
flz)=22—-22 -3

Griéfico da f(x)
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F(-1)=0

A abscissa do ponto (—1,0) é zero

o,
=X
i

ncao

L 2

fB3)=0

A abscissa do ponto (3,0) é zero da fungao

Figura 6.4: Zeros da fungdo quadratica

Exemplo 2: Considere a fungao quadratica dada por:

Sex=-3= f(-3)=-6
Sex=-2= f(-2)=-3
Sex=-1= f(-1)=-2
Sex=0= f(0)=-3
Sex=1= f(1)=—6

(6]
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~N

Figura 6.5: Inexisténcia dos zeros da funcao quadratica

A anélise da funcdo acima foi feita com o dominio definido no conjunto dos reais no intervalo entre —3 e 1,

resultando assim em uma imagem em reais de —6 a —2.

Perceba que pelo grifico, a funcdo f(z) ndo possui zeros ou raizes. O grafico nao intercepta o eixo .
Algebricamente, bastaria fazer f(z) = 0 e verificar que nao existe um z real que satisfaca tal equacao

quadréatica.

Vocé leitor, verifique a afirmagao acimal
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6.3 Numeros de raizes da funcao quadratica

Dada uma funcgao quadratica, para determinarmos quantas raizes tal fungao possui, basta igualar a funcao
dada a zero e calcular o valor do discriminante (delta) da equacéo de 2° grau que vem a se formar. Abaixo

teremos o que acontece caso a caso:

A >0 = 1 # x2, ou seja, funcao com duas raizes diferentes.

f@)=az®>+br+c=0 _) A =0 = z1 = x9, ou seja, fungdo com duas raizes iguais.

A <0 = P 1,29, ou seja, ndo ha raizes reais.

Figura 6.6: Variacoes do Delta

6.3.1 Exercicios

1 — Determine as raizes das funcées dadas:

a) f(x) =322 +x+1

b) f(z) = —222 + 2z

c) flx) =22% -1

d) f(z) = ng -3z

&) f@) = —3a% + 50— 5
f) f(z) = —2%+1

g) f(z) =v22% + 22 +1

h) f(z) = —2? 4+ 3z — 2
i) f(z) = v52% — 32 — /2
) f@) =322 -2
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6.4 Maximo e minimo da funcao quadratica

Vimos que a fungao quadratica tem como grafico uma pardbola, sendo ela com concavidade para cima,

se a > 0, ou para baixo, se a < 0.

Se a fungao quadratica tiver concavidade para cima, ou seja, a > 0, dizemos que tal fungao quadratica

possui um ponto de minimo.

Analisando a funcio f(r) = 2% — 22 — 3, veremos o ponto de minimo.

IN

Y

~

ponto de minimo (f(1) = —4 é o valor minimo que f pode assumir)

Figura 6.7: Minimo da funcdo quadratica
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Se a fungao quadratica tiver concavidade para baixo, ou seja, a < 0, dizemos que tal fungdo quadratica
possui um ponto de mdximo.

Analisando a funcdo f(z) =

—x? — 22 — 3, veremos o ponto de mdximo.

ponto de méximo (f(—1) = —2 é o valor méximo que f pode ass

N

umir) —j x

Figura 6.8: Maximo da fungao quadratica

O ponto de mdximo e o ponto de minimo sao chamados de vértice da pardbola e é justamente o

ponto onde a parabola troca seu decrescimento por crescimento ou vice-versa.

O wvértice da pardbola da funcio f(z) = ax?® + bx + ¢ pode ser calculado da seguinte forma:

b A
vi-— =
( 2a’ 4(1)
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Demonstragao: Vértice da parabola

Considere o grafico de uma parabola como abaixo:

Figura 6.9: Demonstracao do vértice da parabola

O gréfico da funcdo quadrética admite um eixo de simetria perpendicular ao eixo dos x que passa pelo

vértice.

Considerando que;

LTy — X1 = T — Ty
Ty + 2y = X9+ T
20, = X2+ 17

Sabemos que z1 e x pertence ao Grf e que f(z1) = f(x2). Sendo assim;
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6.4. MAXIMO E MINIMO DA FUNCAO QUADRATICA

f(x1) = f(xo)

ar?+bry +c = axd+brs+c
ax? —ax3 +bry —bryg+c—c = 0
a(x? —x3) +b(xy —x2) = 0
a(ry + x2)(x1 — 22) + b(xy —22) = 0, (z1 # x2)
a(xy + z2)(r1 —x2)  b(r1 — 22) _ 0
T — T2 Tl — T2
alxzy +x2)+b = 0, (x1 + 22 = 224)
a(2z,) = -=b
2ax, = —b
—b
Ty = T
2a
Basta, agora, substituir x, em f(x), pois y, = f(xy).
Yo f(zy)
Yo axf} + bx, + ¢
—b., —b
v o b o
Y a(5 )" +b(5) +e
—ab? b .
. — — — +c
Y 4a? 2a
b2 b2
Yo o %a +c
b2 2b? L 4ac
Yo 4a 4a 4a
—b? + dac
Yo i
b? — 4dac
" _ ("~ dac)
4a
A
Yo 1a

Portanto;

b A
v (mwm)

Observagao: Poderiamos ter utilizado qualquer parabola que os resultados seriam os mesmos.
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CAPITULO 6. FUNCAO QUADRATICA

6.4.1 Exercicios

1 — Comente sobre o ponto de méximo ou minimo de cada pardbola e determine o seu vértice.

a) f(z) =322 +x+1

b) f(x) = —22% + 2z

c) flx) =22% -1

d) f(z) = ng -3z

e) f(z) = f;xz + %xf g
f) f(z) = —22+1

g) fla) =v22® + 22 +1
h) f(z) = —2® + 3z — 2
i) f(z) = v52% — 32 — 2
) f) =322 -2

2 — Considere cada uma das fungoes da questao anterior. Em quais intervalos elas crescem e em quais

elas decrescem?

3 — Ainda com relacao a questao 1, qual é o dominio, contra dominio e imagem de cada uma das fungoes

dadas?

6.5 Grafico de uma funcao quadratica

De maneira semelhante a fungao afim, podemos construir o grafico de uma fungao quadratica utilizando

Sex=-3= f(-3)=9
Sex=-2= f(-2)=14
Serx=-1= f(-1)=1

Sex=3= f3)=09

a ideia de representar pares ordenados em um plano cartesiano. Analisaremos a funcéo f(x) = x*.
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(=2,4) (2,4)

Ny

(07 0) T

Figura 6.10: Determinacao grafica da fungao quadratica

Note que determinamos apenas alguns pares ordenados que satisfazem essa fungao. No entanto, como o
dominio e o contradominio de f é o conjunto dos nimeros reais, podemos atribuir infinitos valores para x,

obtendo valores para y e, consequentemente, infinitos pares ordenados (z,y).

O gréfico da funcao é dado pela representacdo de todos esses pontos no plano cartesiano. Porém, como é
impossivel calcular as coordenadas de todos eles, calculamos as coordenadas de alguns e tracamos o grafico

da funcao.
O grafico de f é uma curva denominada parabola. Toda pardbola possui um eixo de simetria, que a

intercepta em um tinico ponto, denominado vértice da pardbola. No caso da funcio f(r) = x2, seu eixo

de simetria coincide com o eixo y e seu vértice possui coordenadas (0, 0).
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h 4

(07 0) T

Figura 6.11: Gréfico de f(z) = 22

Exemplo 1: Considere a funcao quadrética dada por:

|f(:1:)=:1:2—2:1;—3
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—
|

-1,0) (3.0) N

(17 _4)

Figura 6.12: Gréfico de f(z) = 2% — 2z — 3

Exemplo 2: Considere a funcio quadrética dada por:

Sea=-3=— f(—3)=—6
Sex=-2= f(-2)=-3
Sex=-1= f(-1)=-2
Sex=0= f(0)=-3
Sez=1= f(1)=—6
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~N

Figura 6.13: Gréfico de f(z) = —2% — 22 — 3

A anilise da fungdo acima foi feita com o dominio definido no conjunto dos reais no intervalo entre —3 e 1,

resultando assim em uma imagem em reais de —6 a —2.

OBSERVAQAO: Nao se esqueca de sempre analisar qual é o conjunto dominio e a imagem

da aplicagao dada.

Quando estudamos uma funcao linear f(x) = ax + b, a # 0, por meio do valor de a sabemos se a fungao
dada é crescente ou decrescente.
Para fungao quadrética f(z) = ax? + bz +c, a # 0, o estudo do coeficiente a nos mostra se a fungao f(r)

possui concavidade voltada para cima ou concavidade voltada para baizo.

Se a > 0, a concavidade da pardbola serd voltada para “cima”. O grafico do primeiro exemplo dado
anteriormente possui concavidade para cima, pois f(z) = 2?2 — 2z — 3 e neste caso a = 1, a > 0. Podemos

observar também que, o grafico decresce até o vértice e depois cresce.
Se a < 0, a concavidade da pardbola serd voltada para “baixo”. O grafico do segundo exemplo dado an-

teriormente possui concavidade para baixo, pois f(z) = —22 — 2x — 3 e neste caso a = —1, a < 0. Podemos

perceber também que, o grafico cresce até o vértice e depois decresce.
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6.5.1 Exercicios

1 — Comente sobre a concavidade de cada uma das parabolas abaixo justificando sua resposta e construa

o grafico de cada uma:

a) f(x) =322 +z+1

b) f(z) = 222 + 2z

o) flz) =227 — 1

d) f(z) = gxz — 3z

) fla) = —3a® + 1o - g
f) fz) = —a?+1

g) flz) =V222+2z+1
h) f(z) = —2 + 3z — 2
i) f(x) = V5% — 3z — /2
) fla) = /3e? o

6.6 Coeficientes de uma funcao quadratica

Se analisarmos os coeficientes de uma fungao quadratica, também podemos obter informagoes do tipo:
— quanto a sua abertura;
— quanto a interseccao com o eixo y;

— quanto ao seu deslocamento lateral.

Considere as fungoes do tipo f(x) = az? + bz + ¢ onde iremos variar apenas o coeficiente a, sendo a > 0.

Essa variacao resulta em gréficos parecidos com os que estao abaixo.

Se 0 < a < 1, o grafico apresenta um aspecto semelhante ao grafico de cor preta. Em outras palavras, a

funcéo nos dé a ideia de que se “esparrama”, gréafico “gordo”.

Se a > 1, o gréafico apresenta um aspecto semelhante ao grafico de cor verde. Em outras palavras, a

funcéo nos d4 a ideia de que se “expreme”, grafico “magro”.
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L 2

Figura 6.14: Variacao do coeficiente a da fungdo quadratica

A andlise para a < 0 é andloga, diferindo apenas na concavidade do grafico.
Considere as funcdes do tipo f(z) = axz? + bx + ¢ onde iremos variar apenas o coeficiente b.

O coeficiente b de uma funcao quadratica indica se a parabola relacionada a ela intercepta o eixo y no

ramo crescente ou no ramo decrescente. Observe os graficos das fungdes abaixo:
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Y Yy
N IN
L4 z L4
Figura 6.15: f(z) = —22% + 3z + 1 Figura 6.16: f(z) = —22% — 3z + 1
A pardbola intercepta o eixo y no ramo cres- A parédbola intercepta o eixo y no ramo de-
cente e b > 0. crescente e b < 0.

Observagao: Se tivermos b = 0, a parabola intercepta o eixo y no vértice sobre o eixo de simetria.

Considere as fungoes do tipo f(x) = ax?+ bx + c onde iremos variar apenas o coeficiente c. Essa variacao

resulta em graficos parecidos com os que estao abaixo.

Observe que, o coeficiente ¢ nos indica onde € a interseccao do grafico com o eixo y. Variando tal coefi-

ciente, temos a ideia de que a fungao “subiu”’ou “desceu’no eixo y.
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flz)=22+4
yl\

f(z) = a?

fz) =a®—4

L 2

Figura 6.17: Variacao do coeficiente ¢ da fungao quadratica

O grafico de uma funcdo quadratica f(z) = ax? + bx + c intercepta o eixo y no ponto de coordenadas

(0, ¢).
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Atividade Dinamica

Na atividade dindmica que aqui vocé encontrard é para que possa ser analisado o comportamento da

funcao quadrética quando variamos seus coeficientes.

Funcdo do 2° grau

A atividade proposta vem para que voc# possa fazer uma analise de como se comporta uma fungao do 27 grau

guandao variamos seus pardmetros a, bec.

a=0.5

.

u'
1
o

L

c=-4

T -60 —£0

f(x) = 05 +5x—4

Essa atividade dindmica nos mestrara como se
comporta o grafico de uma fungéo quadratica
quando variamos os coeficientes a, b e cda fungdo
f(x) = ax? + bx +c.

Figura 6.18: Funcao do 2° grau

a0

fonte — o autor

a9

Clique em: Funcao do 2° grau| ou acesse: https://tube.geogebra.org/m/2068393
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6.7. PROBLEMAS CAPITULO 6. FUNCAO QUADRATICA

6.7 Problemas

1 — (Uespi — PI) Uma linha de montagem, apds = horas de operacio, produz (30z — x?) unidades, com
0 <z < 10. Se o custo de produgdo de y unidades é de (300 + 80y) reais, qual é o custo de produgao nas

primeiras duas horas de operacgao?

2 — Uma pequena empresa calcula o custo C, em reais, para produzir n unidades de determinado produto

1
a partir da funcgdo C(n) = —gnQ + 8n 4 100, com 0 < n < 40.

a) Qual serd o custo para produzir:
» 5 unidades? E 35 unidades?
» 10 unidades? E 30 unidades?

» 15 unidades? E 25 unidades?

b) Quais regularidades podem ser observadas nos resultados obtidos do item a? Faca o gréfico unidades

x custo, unidades com escala de 10 em 10 e o custo com escala de 50 em 50.
c¢) Nessa empresa, é possivel que o custo seja igual a R$200,007 Por qué?

3 — A cada quatro anos, os jogos olimpicos reinem atletas de todos os continentes em uma competicao
que mobiliza populagoes de diversos paises, emocionando-as e mostrando verdadeiros exemplos de superagao.
Algumas das modalidades esportivas s@o praticadas neste evento desde a Antiguidade. Um exemplo é o
lancamento de discos. Considerando o mais antigo dos langamentos, sua inspiragao vem dos guerreiros que
jogavam seus escudos antes de atravessar rios para diminuir o peso que teriam de arregar duarante a traves-
sia. O langamento de discos foi a modalidade esportiva que menos sofreu alteragoes nos Jogos Olimpicos da

Era Moderna, cuja 12 edigdo ocorreu em 1896, em Atenas, na Grécia.
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Figura 6.19: 11/08/2013 - Brasileiro Carlos Chinin langa o disco em uma das provas do decatlo do Mundial
de Moscou (ver fonte [22])

Considere que a trajetoria de um disco apods seu langamento possa ser representada pela fungao y =
—0,0122 4+ 0,54z + 1,71, em que y = f(x) representa a altura do disco em relacdo ao solo durante sua

trajetéria e x representa a distancia horizontal do disco em relacao ao atleta, ambos expressos em metros.

a) A partir de que altura, em relagdo ao solo, o disco foi langado?
b) Apés ter percorrido horizontalmente 12m em relacdo ao atleta, qual foi a altura atingida pelo disco?
¢) Qual foi a distdncia horizontal atingida por esse disco ao tocar o solo?

d) Qual foi a altura méxima atingida pelo disco com rela¢do ao solo?
4 — Pedro pretende cercar uma regiao retangular em sua chécara para criar galinhas. Para isso, ele com-
prou 80m de tela e pretende usi-la de modo a obter a maior drea possivel para o galinheiro. Quais devem

ser a medidas dos lados desse galinheiro? Qual serd a area maxima desse galinheiro?

5 — Em uma metaltrgica, o custo ¢, em reais, para produzir n pecas de metal pode ser calculado por

c(n) = 0,04n? — 4n + 110. Para qual quantidade de pegas o custo de producio é minimo? Qual é esse custo

minimo?

6 — Voltemos ao problema sobre a Ponte da Baia de Sidney, Austrélia no inicio do capitulo.
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Figura 6.20: Ponte da Bafa de Sidney, Australia (ver fonte [24])

Esse arco pode ser representado matematicamente por uma funcio quadratica y = 0,0021z2 + 1, 0563z,
na qual y representa distancia entre o nivel do mar e o arco, e x representa a distancia em linha reta a partir
de uma das extremidades do arco no nivel do mar, ambos expressos em metros.

a) Qual é a distancia entre as extremidades do arco formado pela ponte no nivel do mar?

b) Qual é a maior altura que uma pessoa pode atingir, em relagdo ao nivel do mar, ao escalar a ponte

da Baia de Sidney?
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Capl'tulo 7

FUNCAO EXPONENCIAL

O jogo de xadrez

-
-—‘.,—i..‘

& ¥ _c:.f"‘\
-ﬁ

.‘L lﬁ_al {f""\h_ﬁ

.-‘--q’ -!lf\.

Figura 7.1: xadrez

ver fonte [23]

O Xadrez é um jogo tao antigo que, durante todos os anos de sua existéncia, varias foram as histérias
associadas a sua origem.

Segundo uma dessas histérias, um rei empolgado com as tramas possiveis de serem construidas com esse
jogo, pede ao sdbio responsavel por sua invencao que escolha qualquer coisa do seu reino como forma de

gratificacao pelo trabalho. O sdbio pede como prémio graos de trigo.
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O rei, bastante surpreso pela simplicidade do pedido, pergunta imediatamente qual é a quantidade
desejada. O sabio, deixando o rei ainda mais assustado e intrigado, pede ao soberano que coloque no
tabuleiro 1 grao de trigo na primeira casa, 2 graos na segunda, 4 graos na terceira, 8 graos na quarta, 16 na
quinta, e assim por diante, dobrando sempre o ntimero de graos de trigo na passagem de cada casa.

O rei fica perplexo e nao entende a limitacao do pedido. O nosso ponto de partida é utilizar essa lenda
como um problema para introduzir o conceito de fungao exponencial, mas antes vamos a uma revisao de

potenciacgao.
Vamos 14, aposto que isso d4 um bom estudo sobre matemaética!

Este capitulo foi baseado nas referéncias [2], [4], [5], [6], [7], [8], [10], [12] e [23].

7.1 Revisao de Potenciacao

O que é potenciagao?

A multiplicacao é composta de fatores e o resultado é denominado produto.

2.3.5.8 =240

Os numeros 2, 3, 5 e 8 sao os fatores dessa multiplicagao e o resultado 240 é o produto.

Uma multiplicagdo onde todos os fatores sdo iguais é denominada potenciagao.

3.3.3.3 =281

Nesse caso, o niimero 3 é denominado base,isto é, o fator que se repete. Como essa base se repete 4 vezes,

essa quantidade é denominada expoente da potenciagao e o resultado é a poténcia.

A seguir veremos como é a escrita de uma potenciagdo e como ela descreve a solu¢do do problema no

inicio do capitulo.
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7.1.1 Poténcia de expoente natural

Exemplos
a) 2.2.2 que pode ser indicado por 2% =8
b) 3.3 que pode ser indicado por 3% =9

¢) 5.5.5.5 que pode ser indicado por 5% = 625

Lembre-se que, se invertermos a base com o expoente, os resultados serao diferentes. Observe os exemplos

a ¢ b dados anteriormente.

7.1.2 Exercicios

1 — Escreva na forma de poténcia:

a) 2.2.2.2 b) 5.5 c) 3.3.3 d) 1.1.1.1 e) T.2.2.20.T

2 — Calcule as poténcias:

a) 24 c) 43 e) 107 g) 182 i) 502
b) 33 d) 52 f) 123 h) 303 j) 1003

a) a® e) b® i) ¢* m) d®
b) a® f) bb j) b n) d
c) at g) b° k) ¢© o) d°
d) a¢ h) bd 1) ¢4 p) d¢
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7.1.3 Propriedades

1 — Multiplicagao de poténcias de mesma base

muvezes

——
a™.a” =%.a..0a.a.a...ac =a™™"
N

nvezes

2 — Divisao de poténcias de mesma base (a # 0,m > n)

muvezes

m s N
a a.a...a men
_— = =qQ
a™ a.a...a
N——

nvezes
3 — Poténcia de poténcia

nvezes

——
(am)n —a™.a™. ™ = qm"

4 — Poténcia de um produto

muvezes muvezes

(a.b)™ = (a.b).(a.b)...(a.b) = Tava. bbb =am b

muvezes

5 — Poténcia de um quociente (b # 0)

muvezes
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7.1.4 Expoente 0 (zero)

Dado um nimero a # 0 como sendo a base de uma potenciacdo, temos que:
a® =1

Tal demonstracao é muito simples o seu entendimento e faremos na sequéncia.
Demonstragao:

Note que

a
a=a"""=—=1,m>0
am

7.1.5 Poténcia de expoente inteiro

Como os numeros naturais pertencem ao conjunto dos nimeros inteiros, faremos entao uma andlise ape-

nas para expoentes negativos.

Dado um ntmero a # 0 como sendo a base de uma potenciagao, temos:

Demonstragao:

Note que
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7.1.6 Poténcia de expoente racional

A seguir, apresentaremos algumas defini¢oes pertinentes.
Seja n par e positivo, entdo {/a =0, se a > 0e b" = a.
Seja n {fmpar e positivo, entdo /a = b, se b" = a.

, . m N
Dado um nidmero racional —, n # 0, como sendo o expoente de uma poténcia de base a > 0, temos por
n

o o~ m
definigao que, a» = /a™.

Propriedades

As propriedades abaixo valem para a > 0e b > 0.

12 propriedade

A raiz enésima de um produto é igual ao produto das raizes enésimas dos fatores.
n 1 1,1 n
Va.b= (a.b)= = an.bw = /a. Vb

Portanto,

Vab = /a. /b

22 propriedade

A raiz enésima de um quociente é igual ao quociente das raizes enésimas.

-G -g-% oo

Portanto,

IS
IS

S
=
S
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32 propriedade

A raiz enésima de a elevado a m é igual ao expoente m da raiz enésima de a.

VT = @)% = (@h)" = (V)"

Portanto,

Var = (/a)"

4* propriedade — ficard a cargo do leitor o seu desenvolvimento

7.2 Funcgao exponencial

Chama-se fung¢do exponencial a toda fungao f: R — R do tipo f(z) = a”, coma >0ea # 1.

Como a > 0 e a # 1, vamos analisar dois casos que sao:

ES :

Exemplos

Estudo da funcao exponencial para a > 1 ‘

Exemplo 1: Considere a fungao f(x) = 2%. Temos que:

Gréfico de f(z) =27
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Figura 7.2: Gréfico de f(x) = 2*

Essa fungao é crescente em R, ou seja, quando z aumenta, o valor correspondente de y também aumenta.

Estudo da fungao exponencial para 0 < a < 1 ‘

1 x
Exemplo 2: Considere a fungao f(z) = (>

2
x _3 9 1 0 1 9 3
1 1 1

8 4 9 1 - z 2

Y 2 1 8

Gréfico de f(z) = (;)“3
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Essa funcao é decrescente em R, ou seja, quando x aumenta, o valor correspondente de y diminui.

7.3 Exercicios

1 — Das funcgoes abaixo, quais sao exponenciais? Escreve o motivo pelas quais as outras nao sao.

2) f(x) = 20 b) f(z) = (1) 2 &) fla) =120 a) f(x) = (-3

2 — Determine, para as funcoes exponenciais da questao 1, as imagens para os dominios de x iguais a 1,

2,3, 4 e b, ouseja, f(1),£(2), f(3),f(4), f(5).
3 — Construa os gréaficos das fungoes:
a) f: R — R* dada por f(z) = 3"
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b) f:R — R% dada por f(z) = (

4 — Quais das fungoes abaixo sao crescentes e decrescentes?

2 S =2
b) f(x) = (5

) f2) = (V3"
Q) () = (0,01)°
&) Jx) =277

1

4

y

e) 9(0);
f) h(0);

g) = tal que h(z) = 125;
)

g
h

1
h) z tal que g(x) = 3.

6 — Construa o gréfico da funcio f de R em R definida por f(z) = 2°"! e determine Im(f).

7 — Considere o problema inicial deste capitulo e responda os itens dessa questao.

a) Qual funcdo descreveria o problema do xadrez? Como seria o gréfico?

b) Quantos graos o sabio receberia pela 112 casa do tabuleiro? E pela 2127 Como poderfamos indicar os

graos recebidos pelo sdbio pela ultima casa do tabuleiro?

¢) Se triplicados os graos de trigo, em vez de dobrados, na passagem de uma casa para a outra, como

seria escrita essa funcao? Como seria o grafico?

d) Represente graficamente o problema do xadrez.

Atividade Dinamica

A atividade proposta é para o estudo do comportamento da funcao exponencial quando variamos os seus

coeficientes.
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Funcdo Exponencial

A atividade proposta mastrara como se comporta uma fung o exponencial no mamento que seus coeficientes sao

wariados.
a=2
b=15 3
c=0
- o -
fix) 2 el

&
|
|

1
|
|

-4

Essa atividade dinamica nos mostrara como se
comporta o grafico de uma fungido exponencial
quando variamos os coeficlentes a,b e c da fungdo:

-1

flx)y= .rz.P"'l“' k)

Figura 7.4: Funcao Exponencial

fonte — o autor

Clique em: Fungao Exponencial ou acesse: https://tube.geogebra.org/m/2068407

7.4 Problemas

1 — Alguns fornos elétricos contém um dispositivo que controla a temperatura em seu interior. Assim,
o aparelho desliga automaticamente quando chega a temperatura desejada e torna a ligar quando ha certa

perda na temperatura. Um forno elétrico que possui esse dispositivo tem sua temperatura interna 7' calcu-
t

lada em fungao do tempo ¢ que o forno estd ligado, em minutos, pela funcao T'(t) = 300 — 265.(0, S)TO Qual

é a temperatura interna desse forno elétrico 5 minutos apéds ter sido ligado? E apds 20 minutos?
Solugao:

Para determinarmos a temperatura interna desse forno elétrico apds 5 minutos, basta tomarmos a fungao

dada e substituir ¢ = 5.

105


https://tube.geogebra.org/m/2068407

7.4. PROBLEMAS CAPITULO 7. F UNCAO EXPONENCIAL

t
T(t) = 300—265.(0,3)10

S
T(5) = 300— 265.(0,3)10

1
T(5) = 300— 265.(0,3)2
T(5) = 300—265.3/0,3
T(5) = 300— 265.0,548
T(5) = 300— 145,15
T(5) = 154,85°C

Portanto; apés 5 minutos o forno elétrico atingird uma temperatura interna de 154,85°C.

Vamos agora determinar a temperatura interna do forno apés 20 minutos, e para isso basta substituir

t = 20.

t

T(t) = 300—265.(0,3)10
20
= 300 — 265.(0,3)10

= 300 — 265.(0,3)*

(20)

(20)

T(20) = 300 — 265.0,09
(20) = 300 — 23,85
(20)

= 276,15°C

Portanto, apés 20 minutos o forno elétrico atingird uma temperatura interna de 276,15°C.

Atividade Dinamica

Confira o exercicio acima com a atividade dindmica a seguir.
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Funcd&o Exponencial - Forno Elétrico

Problera gue mostra coma & a variagao da temperatura de um determinado forno eletrico. Cligue e move em tpara
ver as variagdes do ponto A,

0

300

Alguns fornos elétricos contém um dispositive que controla
a temperatura em seu interior. Assim, o aparelho desliga
automaticamente quando chega & temperatura desejada

e torna a ligar quando ha certa perda na temperatura. Um
fomo elétrice que possui esse dispositive tem sua

200 temperatura intermma T calculada em fungac do tempe tque
o forno esta ligado, em minutos, pela imgac

150 T

T(t) = 300 — 265.(0,3)10 -

Qual é a temperatura interna desse forno elétrico 5
minutos apos ter sido ligado? E apos 20 minutos?

Lo coordenadas do ponto A
A = (11,229.52) @

=

—200 =150 =100 —-50 o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 65!

&

Figura 7.5: Variagdo da temperatura do forno elétrico

fonte — o autor

Clique em: Forno Elétrico| ou acesse: https://tube.geogebra.org/m/2410461

2 — Para analisar o efeito de um remédio no exterminio de determinada bactéria, cientistas fizeram ex-
perimentos expondo uma populacao desse microrganismo ao remédio e verificando o tempo necessario para
que fosse exterminada. Ao final, verificou-se que a populagdo da bactéria d dias apds a exposigdo ao remédio
poderia ser estimada por meio da fungdo p(d) = 6000. 1) Dois dias apds a exposicao ao remédio, a

populacao da bactéria reduziu-se a quantos por cento da populagao inicial?

3 — Certo banco oferece um investimento que rende uma taxa 6% ao ano de juros compostos. Observe a

simulacao de um investimento de R$ 1500,00 em um perfodo de trés anos.
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Ano Juro (J) Montante (M)
1 1500, 00.0, 06 = 90, 00 1500, 00 4 90, 00 = 1590, 00
2 1590, 00.0, 06 = 95, 40 1590, 00 + 95,40 = 1685, 00
3 1685,40.0,06 = 101,12 1685,40 + 101,12 = 1786, 52

a) Qual é a fungao que descreve o montante M no final de n anos, ao se investir R$ 1500,007

b) Qual serd o montante ao final de 4 anos? E de 6 anos?

4 — Certa empresa utiliza a fungao n(t) = 600 — 200.(0, 6)* para estimar o nimero n de pecas produzidas

mensalmente por um funcionario com t meses de experiéncia.

a) Quantas pegas, aproximadamente, sao produzidas em um més por um funciondrio com 4 meses de
experiéncia?
b) Estima-se que a produtividade de um funciondrio com 2 meses de experiéncia aumente quantos por

cento se comparada com o més em que foi contratado?

5— (UFAL — AL) A populacao P(t) de uma metrépole, em milhdes de habitantes, é dada por P(t) = 5.2¢,
com ¢ sendo o numero de anos, contados a partir de 2000 (ou seja, t = 0 corresponde ao ano 2000), e ¢ é
uma constante real. Se a populagao da metrépole em 2008 é de 10 milhdes de habitantes, qual o valor de ¢?

Construa um grafico representativo.

6 — (UFMG — MG) A populagao de uma coldénia de bactéria E. coli dobra a cada 20 minutos. Em um
experimento, colocou-se, inicialmente, em um tubo de ensaio, uma amostra com 1000 bactérias por mililitro.
No final do experimento, obteve-se um total de 4,096.10% bactérias por mililitro. Sendo assim, qual foi o

tempo do experimento?

7 — Determinado imével foi avaliado em R$350.000,00 e, a partir dai, valoriza-se exponencialmente de

t

acordo com a fungao v(t) = 350.(1,1)*, em que ¢ representa o tempo em anos e v é o valor do imével em

milhares de reais. Qual serd o valor desse imovel apés 3 anos da avaliagao?
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Capitulo 8

FUNCAO LOGARITMICA

TERREMOTO

Terremotos, também chamados de abalos sismicos, sdo tremores passageiros que ocorrem na superficie ter-
restre. Esse fenomeno natural pode ser desencadeado por fatores como atividade vulcanica, falhas geoldgicas
e, principalmente, pelo encontro de diferentes placas tectonicas.

Conforme a teoria da Deriva Continental, a crosta terrestre é uma camada rochosa fragmentada, ou seja,
ela é formada por vérios blocos, denominados placas litosféricas ou placas tectonicas. Esses gigantescos
blocos estao em constante movimento, podendo se afastar (zona de divergéncia) ou se aproximar (originando
uma zona de convergéncia).

Nas zonas de convergéncia pode ocorrer o encontro (colisdo) entre diferentes placas tectonicas ou a
subducgao (uma placa mais densa “mergulha” sob uma menos densa). Esses fatos produzem acimulo de
pressao e descarga de energia, que se propaga em forma de ondas sismicas, caracterizando o terremoto.

O local onde ha o encontro entre as placas tectonicas é chamado de hipocentro (no interior da Terra) e o
epicentro é o ponto da superficie acima do hipocentro. As consequéncias podem ser sentidas a quilometros
de distancia, dependendo da proximidade da superficie que ocorreu a colisdo (hipocentro) e da magnitude

do terremoto.

109



CAPITULO 8. FUNCAO LOGARITMICA

Epicentro

Ondas sismicas

Hipocentro Falla

Figura 8.1: ITlustracao do acontecimento de um terremoto

ver fontes [15] [18§]

A magnitude é a quantidade de energia liberada no foco do terremoto, sendo medida a partir de uma
escala denominada Escala Richter. A intensidade é a consequéncia causada pela a¢do do sismo, a destruicdao

provocada por esse fendmeno. A escala mais utilizada para se classificar a intensidade é a de Mercalli.

Entre os efeitos de um terremoto de grande magnitude em areas povoadas estao a destruigao da infraes-
trutura (ruas, estradas, pontes, casas, etc.), além de mortes. Os sismos nos oceanos provocam a formacao

de ondas gigantes (tsunamis). Essas ondas podem atingir as dreas continentais, gerando grande destruicao.

Milhares de terremotos ocorrem diariamente no mundo. No entanto, a maioria apresenta baixa inten-
sidade e tem hipocentro muito profundo, sendo assim, os terremotos sao pouco percebidos na superficie

terrestre. O Japao, localizado em uma zona muito sismica, é atingido por centenas de terremotos por dia.

Os lugares mais atingidos por terremotos sao os territérios localizados em zonas de convergéncia de placas,
em especial os paises situados nos limites das placas tectonicas. Entre as nagoes que estao nessa situagao
podemos destacar o Japao, Indonésia, India, Filipinas, Papua Nova Guiné, Turquia, Estados Unidos da

América, Haiti, Chile, entre outras.

Mas qual a relagio entre terremotos e o estudo sobre logaritmos? A resposta é, para medir a intensidade

de um terremoto usa-se a escala logaritmica.

Vamos mergulhar nas profundezas desse contetido e descobrir como tudo isso funcional

Este capitulo foi baseado nas referéncias [2], [4], [5], [6], [7], [8], [10] e [12].
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CAPITULO 8. FUNCAO LOGARITMICA 8.1. LOGARITMO

8.1 Logaritmo

Se fosse dado um prémio a quem conseguir resolver a equagao 2% = 8, vocé ganharia o prémio? E se fosse
2% =9, ainda ganharia o prémio? Conseguiria, ao menos, verificar entre quais nimeros inteiros se encontra
a solucao da equagao?

Pense um pouquinho, tenho certeza de que vocé é capaz!

Bom, para solucionar problemas como este, iremos recorrer aos logaritmos.

8.1.1 Definicao de logaritmo

Considere dois ntimeros reais a e b, sendo a > 0, a # 1 e b > 0, chamaremos de logaritmo de b na base
a a um certo nimero x se, e somente se, a elevado a x é igual a b.

logesb=2x <= a"=b

Onde:
b — logaritmando
a — base

x — logaritmo

Observagao: Quando um logaritmo ndo apresentar base € porque o mesmo serd de base 10.

8.1.2 Exemplos:

1 — Determine o valor da incégnita em cada item:
a) l0ge8 =7 =27 =8 =27 =23 &= 1 =3
1 1 1 .
b)logi— =zx<=4"= — <= 4"= S <= 4" =4 <= = -2

16 16 T2

c)og8l=4<=a*=8l<=a*=3 = a=3
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2 — Dados z = logo’gs(l—lt;) ey =log 381, calcule x +y.

Solugao:

Vamos calcular x e y separadamente e no final faremos a adigdo dos resultados.

Determinagao de z:
1 1 NN [1)?

Determinagao de y:

y=1log 8l = (V3)' =81=(33)V=3' =3¢ =3' = U =4 =y =38

Portanto z +y =2+ 8 = 10.

8.2 Exercicios

1 — Determine o valor de y.

a) logyy = 3 c) logoy =1 e) logay =5
b) log,36 = 2 d) log,125 = 3 f) logyzi5 = —4

2 — Considerando que 10301 = 2 ¢ 109477 = 3, calcule:

a) logl2 b) logl8 ¢) log30 d) logh4
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CONSEQUENCIAS DA DEFINICAO DE LOGARITMO

0g.a" =

n

‘logax =log,y = = y‘

II

PROPRIEDADES OPERATORIAS DOS LOGARITMOS
12 Propriedade: Em uma mesma base, o logaritmo do produto de dois numeros positivos é igual a
soma dos logaritmos de cada um desses niimeros.
loga(M.N) = log, M + log, N

22 Propriedade: Em uma mesma base, o logaritmo do quociente de dois niimeros positivos é igual a

diferenca entre os logaritmos desses nimeros.

M
logaﬁ =logaM — log, N

3% Propriedade: Em uma mesma base, o logaritmo de uma poténcia de base positiva é igual ao produto

do expoente pelo logaritmo da base do poténcia.

loga M = N.loga M
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8.3 Mudanca de base

Lembra da questao dada no comecgo desse capitulo? Retornemos a ela.

Se fosse dado um prémio a quem conseguir resolver a equacao 2* = 8, vocé ganharia o prémio? Acredito

que sim, pois basta perceber que 2% = 8, ou seja, x = 3.
E se fosse 2% = 9, ainda ganharia o prémio?
Perceba que 23 = 8 e que 2% = 16 e para tanto, 2 = 9, = deve ser maior que 3 e menor que 4.

Podemos escrever 27 = 9 como = = log,9 utilizando a defini¢ao de logaritmo.

x = log29

r = logy3?

Utilizando a propriedade 3 de logaritmo, podemos escrever:

x = 2logs3

Utilizando uma tdbua de logaritmos base 10 que se encontra no final dessa secdo e realizando uma

mudanca de base para facilitar a solugao, teremos que:

T = 2.loig3
log2
B 0,48
YT 20,30
r = 21,6
r = 3,2

A mudanca de base em um logaritmo as vezes se faz necessaria para facilitar a resolucao e, neste caso,

resolvemos como foi visto anteriormente. Para isso utilizamos a definicao dada a seguir.

loge N
log.c

logcN = para N >0,¢c>0,a>0,c#1lea#1
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Desafio: Qual o valor da expressao log,b.logya?

Sugestao: Faca uma mudanca para base ¢ qualquer.

A seguir teremos a Tébua de Logaritmos na base 10.

X log x X log x X log x X log x

1 0,0000 26 1,4150 51 1,7076 76 1,8808
2 0,3010 27 1,4314 52 1,7160 i7 1,8865
3 0,4771 28 1,4472 53 1,7243 78 1,8921
4 0,6021 29 1,4624 54 1,7324 79 1,8976
5 0,6930 30 1,4771 55 1,7404 80 1,9031
6 0,7782 31 1,4914 56 1,7482 81 1,9085
7 0,8451 32 1,5051 57 1,7559 32 1,9138
& 0,9031 33 1,5185 58 1,7634 83 1,9191
g 0,9542 34 1,5315 59 1,7709 84 1,9243
10 1,0000 35 1,5441 60 1,7782 85 1,9254
11 1,0414 36 1,5563 61 1,7853 36 1,9345
12 1,0792 37 1,5682 62 1,7924 87 1,9395
13 1,1139 38 1,5798 63 1,7993 33 1,9445
14 1,1461 39 1,5911 64 1,58062 89 1,3454
15 1,1761 40 1,6021 65 1,8129 90 1,9542
16 1,2041 41 1,6128 66 1,8195 91 1,9590
17 1,2304 42 1,6232 67 1,8261 92 1,9638
18 1,2553 43 1,6335 68 1,8325 93 1,9685
19 1,278 44 1,6435 69 1,8388 94 1,9731
20 1,3010 45 1,6532 70 1,8451 95 1,9777
21 1,3222 46 1,6628 71 1,8513 96 1,9823
22 1,3424 47 1,6721 72 1,8573 97 1,9868
23 1,3617 43 1,6812 73 1,8633 98 1,9912
24 1,3802 49 1,6902 74 1,8692 99 1,9956
25 1,3979 50 1,6990 75 1,8751 100 | 2,0000

Figura 8.2: Tébua de Logaritmos
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8.4 Exercicios

1 — Considerando log2 = 0, 3010, log3 = 0,4771 e logh = 0,6990, determine o valor de:

a) loglh c) log4b e) (logl,5)?
b) log30 d) logl,2 f) log/0,3

2 — Escreva na forma de um unico logaritmo.
1
a) 10g45 + 10949 b) =logs8 — logs10 + 4logs2

3
3 — Determine x.
a) logs[loga(logsx)] =0 b) logilogs[logs(x + 2)] =0
Questao resolvida:
4 — Cientistas observaram que determinada colonia de bactérias aumenta sua populagdo em 20% a cada
hora. Considerando a taxa de crescimento constante e log; 22 = 3,81, calcule aproximadamente quantas
horas serao necessarias para que essa populagao dobre.

Solucao:

Se tivermos k bactérias de inicio, dentro de x horas teremos k(1 + 0,2)” bactérias.

Para sabermos quanto vale x para termos 2k bactérias, basta proceder da seguinte forma:

2k = k(1+40,2)"
2 = 1,27
x = logy,2
r = 3,81

Sendo assim, precisaremos de 3,81 horas para dobrarmos o ntimero de bactérias, ou seja, 3 horas e 49

minutos. (0,81 hora é igual 49 minutos)
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5 — Uma pessoa deposita uma quantia em caderneta de poupanca & taxa de 2% ao més. Em quantos

meses a quantia depositada triplica?
6 — Um cartao de crédito cobra juros de 9% a.m. sobre o saldo devedor. Um usudrio desse cartao tem um
saldo devedor de R$ 505,00. Em quanto tempo essa divida chegard a R$ 600,00 se nao for paga? (Dados;

log2 =0, 3; log3 = 0,48; logl,01 = 0,004; logl,09 = 0,038.)

7 — Uma substancia radioativa se desintegra a uma taxa de 8% ao ano. Em quantos anos 50 gramas

dessa substancia se reduzirao a 5 gramas?

8.5 Funcao Logaritmica

Chama-se fungao logaritmica a toda funcao f : R% — R do tipo f(z) = logez, a >0 e a # 1.

Observagao: O dominio € o conjunto dos numeros reais positivo pois todo numero positivo, a > 0,

elevado a qualquer expoente resultard em um niumero positivo.

8.5.1 Grafico da funcao logaritmica
Como a # 1, vamos analisar os seguintes casos: logaritmos de base a > 1 e logaritmos de base 0 < a < 1.
Observe que o dominio da fungao logaritmica é R e a imagem é R.
1° caso: a > 1

Exemplos

a) f(x) = logax
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Yy
3 |
2
1 l
0 2 3 4 5 6 7T 8 g
—1}:
9l
-3
Figura 8.3: Gréfico de f(x) = logax
2° caso: 0 <a<1
Exemplos
) J(a) = logyr
1 1
- — 1 2 4 8
* 1 2
y 2 1 0 -1 ) -3
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Figura 8.4: Gréfico de f(z) = logia

8.6 Exercicios

1 — Construa os graficos das fungoes:

a) f(x) = logsx
b) f(z) = loga(z — 1)

2 — Esboce, num mesmo sistema de eixos, os graficos das funcoes y = logyz e y = log%:z:.

3 — Determine o dominio e o conjunto imagem das fungoes e esboce os graficos:

a) f(z) = log(z — 4); d) f(x) = logy (¢* — x);
b) f(z) = logs(z +5); e) f(z) =logsv2x — 1
c) f(z) = loga(1 — z?); f) f(z) = logs(z — 3) + logs (z — 8);
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Atividade Dinamica

A atividade proposta nos mostrard como é o comportamento de uma funcao logaritmica ao variarmos

seus coeficientes.
Funcdo Logaritmica

A atividade proposta mostrara o comportamento da fung&o logaritmica guando variamos seus coeficientes.

a=5

. :
. "

c=0
2z

L]
f(x) = 5 logy(1x) d

= - -5 -4 T -2 -1 HE 1 2 3 1 5 5 7

Essa atividade dinamica nos mostrara como se -1
comporta o grafico de uma fungéo logaritmica
quando variamos os coeficientes a, b e ¢ da fungio:
flx)=a.loglbx+c)

Figura 8.5: Fungao Logaritmica

fonte — o autor

Clique em: Fungao Logaritmica ou acesse: https://tube.geogebra.org/m /2068439
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Capl'tulo 9

FUNCOES TRIGONOMETRICAS

A histéria que vou contar agora ocorreu neste ano. Leciono em minha cidade e tenho turmas que estao
no sexto ano do ensino fundamental. Dentre os conteidos abordados, esta o de como calcular o comprimento
de uma circunferéncia. Fiquei pensando... “preciso fazer algo diferente, preciso chamar a atencdo desses
alunos.”Foi ai que pensei, vou sair correndo da sala de aula, vou até a vice diretora e direi que necessito do
step do carro dela com extrema urgéncia e também uma fita métrica. Tinha plena certeza de que ela me
arrumaria tudo isso. E assim fui correndo na sala dela, expliquei o que desejava e no mesmo instante ela me
jogou a chave do carro e disse: “vai l4 e pega o step e a fita métrica estd na coordenacao. “Ufa, primeira
parte concluida.”

Bom, peguei a fita métrica, peguei o step do carro da vice diretora e sai correndo no corredor da escola
rolando um step igual um louco e entrei na sala de aula correndo, todos os alunos me olharam e varios
disseram:

— O que € isso?

Para nao perder o bom humor e recuperar o folego, eu disse:

~ Eum step de carro.

Toda a sala num siléncio absoluto e eu disse:

~ E da vice diretora e vou suja-lo todo de giz.

Os alunos nao estavam entendendo nada e foi ai que exclamei aos alunos:

— A vice diretora, quer saber quantas voltas o pneu do carro dela, que é idéntico a esse, d& ao ir da escola
até sua casal

Os alunos ficaram olhando, e subitamente um deles comegou a me explicar um procedimento que poderia
ser utilizado.

O intuito de tudo isso era mostrar aos alunos que o step lembrava uma circunferénica, que existia ali um
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lugar que estaria a mesma distancia de qualquer parte da borda do pneu, mostrar o que definirfamos como
raio, diametro e como calcular o comprimento do step.

Quando perguntei aos alunos como poderia calcular o comprimento do pneu, alguns disseram para utilizar
uma fita métrica, e foi nesse momento que tirei uma do bolso e pedi para um aluno medir para mim. O
mesmo nao conseguiu pois a fita métrica que eu tinha comigo nao dava para dar uma volta completa no
pneu mas disse como poderia ser feito.

Com esta abordagem, o conteudo destinado naquele momento fluiu muito bem e os alunos daquele ano
comecgaram a entender um pouquinho sobre circunferéncia que é algo que também veremos aqui. Veremos
também as razoes trigondmetricas seno, cosseno e tangente na circunferéncia e seus respectivos comporta-
mentos graficos.

Bom, acho que tudo isso dard um 6timo estudo de matemética! Vamos aprender juntos?

Este capitulo foi baseado nas referéncias [2], [3], [4], [, [6], [7], [8], [9], [10], [12] e [13].

9.1 Trigonometria na circunferéncia

O inicio dos estudos da trigonometria esta relacionado as razoes trigonométricas seno, cosseno e tangente
no triangulo retangulo. Neste capitulo veremos o estudo da trigonometria e suas razoes seno, cosseno e

tangente representados em uma circunferéncia.

9.1.1 Circunferéncia

Dado um ponto O de um plano, vamos marcar nesse plano os pontos que estdo em uma mesma distancia

r de O.

Figura 9.1: Circunferéncia
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9.1.2 Arcos e angulos de circunferéncia

Definimos arcos de circunferéncia como sendo partes de uma circunferéncia. Dado dois pontos A e B

contidos na circunferéncia, é possivel definirmos dois arcos de circunferéncia com o mesmo nome. Veja:

A
arco AB

arco AB

Figura 9.2: Arcos da Circunferéncia

Os pontos A e B contidos na circunferéncia dao origem a dois arcos de circunferéncia. Para distinguirmos
qual dos arcos estamos nos referindo, podemos inserir um ponto entre as extremidades do arco para tal

distingao e assim escrever:

arco APB

arco AQB

Figura 9.3: Arcos da Circunferéncia

123



9.2. EXPERIENCIA CAPITULO 9. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

Medidas de arcos e angulos

Medir um arco (ou um angulo) é comparé-lo com outro, sendo este unitério.

L da circun-

O grau, unidade padrdo mais utilizada (simbolo ©), é o arco unitario que corresponde a =55

feréncia na qual se encontra o arco a ser medido.

O radiano (simbolo rad) é o arco unitdrio cujo comprimento é igual ao raio da circunferéncia na qual se

encontra o arco a ser medido.

Para ilustrar a nogao de radiano, propomos uma experiéncia que poderd contribuir no entendimento da

defini¢ao do termo e na compreensao dos conceitos.

9.2 Experiéncia

Tome um objeto circular qualquer, um pedago de barbante, uma tesoura e uma canetinha preta. Primeiro,
contorne o objeto com o barbante e em seguida corte-o de modo que o seu comprimento corresponda a uma
volta completa no objeto circular e chame as extremidades de A e H.

Pela extremidade A, estenda o barbante como um diametro sobre o objeto circular, obtendo o ponto C.

Dobre ao meio o pedago utilizado como diametro e vocé obterd o raio do objeto circular, localizando o
ponto B. Teremos entdo; dois raios marcados (AB e BC) no barbante. Se continuarmos a fazer marcas
sucessivas com cada uma distando da anterior a medida do raio, encontraremos os pontos D, E, F e G.

Sendo assim; até o ponto G, inclusive, teremos feito seis marcas e sobrard um pedaco do barbante (GH),
que corresponderd a aproximadamente 28% do raio. Observag¢ao: Comprove esses 28%.

Esse fato significa que o raio “cabe” aproximadamente 6,28 vezes na respectiva circunferéncia.

De volta ao objeto circular, contorne-o novamente com o barbante para obter a marcagao dos pontos sob
0 mesmo.

Considerando agora, um par qualquer de pontos consecutivos (exceto A e G) e unindo-os ao centro,
teremos um arco formado por estes pontos de medida igual a 1 rad, bem como um angulo central de medida
também igual a 1 rad.

Qualquer um dos arcos AB, BC, CD, DE, EF ou FG que seja “retificado” fornecera o raio da circun-

feréncia, uma vez que cada um deles mede 1 rad.
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Com uma pequena aproximagao, podemos ver que o raio “cabe”6,283184... vezes na circunferéncia, esse
nimero irracional é conhecido como 27.

Assim, para se determinar o comprimento de uma circunferéncia, basta que seu raio seja conhecido:
C=2nr

Fica evidente e claro que numa volta completa ha 27 rad.

9.2.1 Exemplos

1 — O comprimento de uma circunferéncia de raio 10 cm é, aproximadamente, C' = 27.10 = 2.3,14.10 =

62,80 cm.

2 — O comprimento de uma circunferéncia de didmetro 20 cm é, aproximadamente, C = 27.10 =

2.3,14.10 = 62,80 cm. Observag¢ao: A questao forneceu o diametro, e na solu¢do utilizamos o raio.

9.2.2 Relagao entre grau e radiano

360° equivale a 27 rad e sendo assim, para a transformacao de graus em radianos ou radianos para graus,

basta utilizarmos de uma regra de trés simples.

Exemplo:

Qual é a correspondénca de 30° em radianos?

Faremos uma relagao entre as grandezas grau e radianos.

grau radiano
180 0
30 b
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Efetuando uma regra de trés, teremos que:

180z = 30w
307
r = —
180

T

r = =
6

m
Portanto, 30° corresponde a — rad.

Proponho ao leitor fazer as transformagoes de graus para radianos dos angulos: 45°, 60°, 90°, 135°, 150°,

210°, 240°, 270°, 300° e 330°.

9.2.3 Comprimento de um arco

Para determinarmos o comprimento de um arco, podemos pensar do seguinte modo:

comprimento do arco medida do arco
T 1 rad
l a rad

Efetuando uma regra de trés, teremos que:

Observagao: Lembre-se que, o dngulo o € sempre em radiano
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Exemplos

1—Um arco de g rad, tomado sobre uma, circunferéncia de 15 cm de raio, mede [ = §.15 =b5r = 15,7 cm.

2 — Se uma circunferéncia de 3 m de raio contém um arco de 4,5 m de comprimento, tanto o angulo

45 _ 1,5 rad.

central correspondente como o arco medem: o =

9.3 Exercicios

1 — Seja 20 cm o raio de uma circunferéncia. Calcule seu comprimento.

2 — Transcreva a medida em graus:

a) 60°
b) 15°
c) 225°
d) 240°

3 — Calcule o comprimento de um arco AB definido em uma circunferéncia de didmetro 10 cm por um

angulo central AOB de 2 rad.

Atividade Dinamica

A atividade dinamica a seguir nos mostrard uma situagao bem interessante.

Vocé ja viu o funcionamento de um pivot central? O funcionamento de tal maquina é feito com todas
as torres em questao com a mesma velocidade, quanto mais préximo as torres do pivot estiver do centro
do pivot, mais vezes ela ird parar para nao desalinhar o pivot. Sugiro que pesquise sobre o funcionamento
do pivot central para vocé ver o quanto € interessante, pois aqui foi deixado apenas uma pequena ideia
do que ele é. Por fim, faremos uma demonstragao como se fosse um pivot central onde as torres nao irao
parar de modo algum e sendo assim as velocidades serao menores quanto mais préximo estiver do centro
do pivot. O intuito desta atividade dindmica é a tentativa de esclarecer o conceito de comprimento de uma

circunferéncia. Vamos 14! E divertido!
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Circunferéncia e seu comprimento

A atividade em guestio nos mostra 0 gue acontece com o camprimento de uma circunferéncia se o raio da mesma
far aumentado.

—1r’..".}C- —*’EC-: —800 —%GC- _E";c —E00 —1{.‘-3 —!!CG ZEG
Considere o desenho come sendo a representagéc
de um pivot central dando voltas completas. Perceba
o fato do ponto E ser mais rapido que o ponto B, isso
porque o ponto E devera percorrer uma distancia
maior que o ponto B no mesmo intervalo de tempo.

A distancia percorrida pelos respectivos pontos estio
emfungéo doraio e quanto maior for o raic maior sera
o comprimento da circunferéncia, espago percormdo. -300

Figura 9.4: Comprimento de uma circunferéncia

fonte — o autor

Clique em: Comprimento de uma circunferéncia ou acesse: https://tube.geogebra.org/m/1951037

9.4 Problemas

1 — Em uma competicao de ciclismo, cada atleta deve percorrer, em 2 horas e 30 minutos, 78,5 km em
uma pista circular de raio igual a 500 m.
a) Quantas voltas na pista serdo necessarias para que um ciclista percorra os 78,5 km?

b) Qual é o tempo médio méximo em que um atleta deve realizar cada volta para cumprir a prova?
2 — Um relégio de ponteiros ficou parado por 2 horas e 45 minutos. Em relagdo ao ponteiro que indica
as horas, de quantos graus € a diferenca entre sua posi¢ao no momento em que o relégio parou e no horério

correto?

3 — A extremidade de um péndulo de 24 cm de comprimento descreve um arco de 18,84 cm. Qual é o

angulo formado pelas posicoes extremas alcancadas por esse péndulo durante o movimento?
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4 — Um dos sistemas de irrigagdo por aspersao mais usados é o pivd central, que consiste em uma tu-
bulagéo suspensa acima da area agricola por algumas torres metdlicas que possuem rodas. A base do sistema
lembra uma pirdmide metalica e, em torno dela, a tubulacao, sustentada pelas torres, realiza um movimento
de rotagdo. A distancia entre as torres varia entre 24 metros e 76 metros, e o raio do pivo, entre 200 metros
e 800 metros. Suponha um sistema de pivo central com 800 metros de raio, no qual a distancia entre as

torres que sustentam a tubulacao é 40 metros.

Figura 9.5: Pivo Central
ver fonte [19)]

a) Quantas torres sutentam a tubulagao desse pivo central?

b) Qual é a distancia percorrida pela torre que fica na extremidade da tubulagéo ao realizar uma volta
completa?

c) Qual é a diferenca entre a distdncia percorrida pela torre que fica na extremidade da tubulagéo e a

distancia percorrida pela torre imediatamente anterior a ela, ao realizarem uma volta completa?

9.5 Circunferéncia trigonométrica

A circunferéncia trigonométrica ou ciclo trigonométrico é definido considerando uma circunferéncia de
centro O e raio unitario r = 1, fixa num sistema de eixos cartesiano de modo que O coincida com a origem

do sistema de eixos coordenados.
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Figura 9.6: Circunferéncia trigonométrica

Na circunferéncia trigonométrica, os arcos possuem origem no ponto A = (1,0) onde estabelecemos o
sentido positivo como sendo o anti-horario e sentido negativo para horario. O ciclo trigonométrico é dividido

em quatro quadrantes. Veja:

Yy
sentido positivo
II I
A(1,0)
O x
I11 v
sentido negativo

Figura 9.7: Circunferéncia trigonométrica

Iniciando na origem, alguns dos principais arcos trigonométricos estao denotados abaixo por A, B,C' e D

e seus respectivos valores em graus ou radianos.

130



CAPITULO 9. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 9.5. CIRCUNFERENCIA TRIGONOMETRICA

Y 90° ou Frad

B
II I
180° ou nwrad A 0° ou Orad
C O T
360° ou 27rad
111 v
D

270° ou %“7’(1,61

Figura 9.8: Ciclo trigonométrico

Arcos congruos

Possuem a mesma extremidade e se diferem apenas pelo nimero de voltas inteiras.

Numa circunferéncia trigonométrica podemos representar arcos com medidas maiores que uma volta e

assim sendo, podemos fazer uma correspondéncia com algum arco na primeira volta.

Exemplos:

45° ou

N

Figura 9.9: 45° ou g rad
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o 177
765 ou T

Figura 9.10: Duas voltas completas mais 45° ou T rad

. L . e . 7T 17w
Observe que; nas circunferéncias trigonométricas acima, os arcos de 45° ou 1 e 765° ou e possuem as
mesmas extremidades P e sendo assim dizemos que sdo arcos congruos. Quando a medida « for denominado
por 1* determinagio positiva, isso se deve ao fato de que 0° < a < 360° (Orad < a < 27rad), ou seja,

ainda na primeira volta.

9.6 Seno, cosseno e tangente

Mas... como representaremos o seno e cosseno na circunferéncia trigonométrica?
Vamos descobrir com as ilustragoes abaixo!

Perceba que,

PQ é paralelo ao eixo dos senos

cat.op._@_&_
hip. PO 1

PQ
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Y (eixo dos senos)

\,

y
sen o | 1,7
e “1

e,
4 I

F— - — - - < -

¢ - ------

o
O

z (eixo dos cossenos)

Figura 9.11: Representacao do seno

As retas vermelhas pontilhadas representam o deslocamento do segmento PQ em direcao ao eixo dos

senos. Logo, o sen « é o comprimento do segmento de reta vermelha sobre o eixo dos senos.
Representaremos agora o cosseno.

Perceba que,

PR é paralelo ao eixo dos cossenos

cat.adj. PR PR _

=— = P
hip. PO 1 R

CosStx =
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Y (eixo dos senos)

z (eixo dos cossenos)

Figura 9.12: Representagao do cosseno

As retas verdes pontilhadas representam o deslocamento do segmento PR em diregao ao eixo dos cos-

senos. Logo, o cos a é o comprimento do segmento de reta verde sobre o eixo dos cossenos.

A determinagao do seno e cosseno de dngulo que nao esteja no primeiro quadrante é feita de modo se-

melhante.

Vejamos agora onde se localiza a tangente de um angulo a.

AT é paralelo ao eixo dos senos

cat.op. AT AT
cat.adj.  AO 1

tga =
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Y t (eixo das tangentes)

Figura 9.13: Representacao da tangente

9.7 Estudo da fungao seno

Tomemos um niimero real x, com imagem P no ciclo trigonométrico.

Denominamos fungao seno a funcao f : R — R que associa a cada nimero real x o ntmero real

OP; = senx, isto é, f(x) = senx.

P §

SeENn &

Figura 9.14: senx
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O dominio e o contradominio de y = senx sdo iguais a R, mas o conjunto imagem é dado por Im = {y €

R| —1 <y < 1}, pois o raio do ciclo é unitdrio: —1 < senz < 1.

Figura 9.15: f(x) = senx

9.7.1 Sinais e crescimento da funcao seno

O sinal da fungdo y = senx é positivo quando = percorre o 1° e 2° quadrante, e é negativo quando z

percorre o 3° e 4° quadrante. A funcao se anula para © = km, k € Z.

Quanto ao crescimento da fungao y = senz, devemos observar que, no 1° quadrante, os valores de senx
aumentam de 0 a 1, entdo dizemos que neste quadrante a fungdo é crescente. No 2° e 3° quadrantes, os
valores de senx diminuem de 1 a —1, entao dizemos que nestes quadrantes a fungdo é decrescente e no 4°
quadrante, os valores de senx aumentam de —1 a 0, entao dizemos que neste quadrante a funcao é crescente.

Se tivermos um x maior que 27, teremos mais de uma volta no ciclo trigonométrico e sendo assim basta

analisar em qual quadrante estd esse x para saber seu sinal e crescimento.

9.7.2 Gréafico do seno

Fazendo um diagrama com abscissas sendo o x e ordenadas sendo o senz, podemos esbogar o seguinte

grafico, denominado sendide, que nos indica como varia a funcdo f(z) = senz.
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Figura 9.16: Alguns valores de seno no ciclo

x f(x) = senx x f(x) = senx
0 0 ™ 0
7/6 1/2 /6 ~1/2
7/4 V2/2 5m/4 —/2/2
/3 V3/2 4m/3 —/3/2
/2 1 3m/2 ~1
21 /3 V3/2 5m/3 —/3/2
3m/4 V2/2 /4 —/2/2
57/6 1/2 117/6 ~1/2
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yl\

Figura 9.17: sendide

O dominio da fungdo acima é: D(f) = R.

A imagem da funcao acima é: Im(f) = [-1,1]

Atividade Dinamica

Vocé com certeza ja deve ter visto uma mola em agao!

A atividade dinamica a seguir mostrard o comportamento de uma fungao seno onde serao variados os
seus coeficientes. Dessa forma, a mola podera ser comprimida, esticada, deslocada para cima ou para baixo,
o corpo poderd acompanhar a mola e tudo mais. Para entender melhor o que quero dizer, clique abaixo ou

acesse o endereco eletronico dado.
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9.7. ESTUDO DA FUNCAO SENO

Funcd&o Seno

A atividade emn guestio nos mostrard como se comporta a fungao seno ao variarmos os pardmetros a, b, men da

fungao f{x)=a+h senm=+n}.

f(x) = 4 sen {0.25 x)

A animacao descreve um bloco sendo empurrado por
uma mola descrita pela fungio seno do seguinte modo:
flx)=a+b.sen(mu+n).

-4

Figura 9.18: Funcao Seno

fonte — o autor

Clique em: Funcao Seno ou acesse: https://tube.geogebra.org/m/1961079
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9.8 Exercicios

Observagao: Informe o dominio e a imagem de todas as fungbes das questoes abaixo.

1 — Antes dessa segao foi feito o gréfico de f(x) = senz, refaca-o novamente. Faga o estudo grafico das

funcoes dadas abaixo e observe as mudancas de comportamento.

2) f(z) = sen(2)
b) f(x) = sen(3)
c) f(x) = sen(%)
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c) f(x) = sen(3z + )

6 — Faca o estudo do grafico das funcoes dadas abaixo e observe as mudancas de comportamento.
a) f(xz) =1+ sen(x)

b) f(x) =1+ 2sen(x)

c) f(z) =1+ 2sen(3z)

7 — Esboce o gréafico da fungao dada abaixo:

flx)y=2+3 (sen (g + %))
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9.9 Estudo da funcao cosseno

Tomemos um numero real x, com imagem P no ciclo trigonométrico.
Denominamos fungao cosseno a funcao f : R — R que associa a cada nimero real z o ntmero real

OP, = cosz, isto é, f(x) = cosz.

Figura 9.19: cosx

O dominio e o contradominio de y = cosz sao iguais a R, mas o conjunto imagem é dado por Im = {y €

R| —1 <y < 1}, pois o raio do ciclo é unitério: —1 < cosz < 1.

® COSxq

L4
/‘.\ ® COST9

4

® coST3

Im

Figura 9.20: f(z) = cosx
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9.9.1 Sinais e crescimento da funcao cosseno

O sinal da fungao y = cosx é positivo quando x percorre o 1° e 4° quadrantes, e é negativo quando x

percorre o 2° e 3° quadrantes. A fungao se anula para x = 5 + k7, k € Z.

Quanto ao crescimento da fungao y = cosx, devemos observar que, no 1° e 2° quadrantes, os valores de
cosx diminuem de 1 a —1, entao dizemos que nestes quadrantes a fungao é decrescente. No 3° e 4° quadrantes,

os valores de cosx aumentam de —1 a 1, entao dizemos que nestes quadrantes a funcao é crescente.

Se tivermos um z maior que 27, teremos mais de uma volta no ciclo trigonométrico e sendo assim basta

analisar em qual quadrante estd esse x para saber seu sinal e crescimento.

9.9.2 Grafico do cosseno

Fazendo um diagrama com x em abscissas e cosx em ordenadas podemos construir o seguinte grafico,

denominado cossendide, que nos indica como varia a funcao f(z) = cosz.

3m/2

Figura 9.21: Alguns valores do cosseno no ciclo
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x f(z) = cosa x f(z) = cosa
0 1 ™ -1
7/6 V3/2 /6 —/3/2
/4 V2/2 5m/4 —/2/2
/3 1/2 4m/3 ~1/2
/2 0 3m/2 0
21/3 —1/2 5m/3 1/2
3m/4 —/2/2 Tr/4 V2/2
5m/6 —V/3/2 117/6 V3/2
Y4
e .

T bmdnr

5177r117r
346

ola)|------

Figura 9.22: cossendide

O dominio da fungdo acima é: D(f) =R.

A imagem da funcdo acima é: Im(f) = [-1,1]
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9.10 Exercicios

Observagao: Informe o dominio e a imagem de todas as fungbes das questoes abaixo.

1 — Antes dessa secao foi feito o grafico de f(x) = cosx, refaga-o novamente. Faga o estudo grafico das

funcoes dadas abaixo e observe as mudancas de comportamento.

2) f(z) = cos(2)
b) f(x) = cos(2)
c) f(x) = cos(%)

4 — Faga o estudo do grafico das funcoes dadas abaixo e observe as mudancas de comportamento.
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c) f(x) = cos(3x +m)

6 — Faca o estudo do grafico das funcoes dadas abaixo e observe as mudancas de comportamento.
a) f(z) =1+ cos(x)

b) f(x) =1+ 2cos(x)

c) f(x) =14 2cos(3x)

7 — Esboce o gréafico da fungao dada abaixo:

flx)y=2+3 (cos (g + g))
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9.11 Estudo da funcao tangente

Dado um ndmero real x, x # 5 + k7, seja P sua imagem no ciclo trigonométrico. Consideremos a reta
W e seja T' sua intersecgdo como eixo das tangentes. Denominamos tangente de z (e indicamos tgzx) a

medida algébrica do segmento AT.

/\C
B
p T
Al A
)
P/
B/

Figura 9.23: tgz

Denominamos funcao tangente a funcao f : D — R que associa a cada real x, x # 3 + km, o real
AT = tgz, isto é, f(z) = tgx.
Note que, para x = § + km, P estd em B ou B’ e, entdo, a reta O<_}>’ fica paralela ao eixo das tangentes.

Como neste caso nao existe o ponto 7', a tgx nao é definida.

9.11.1 Sinais e crescimento da funcao tangente

Na funcao tangente temos que:
» D={xcRlz#75+knkcl}
» Im=R

Quanto aos sinais e ao crescimento da funcgao tangente, podemos escrever:
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x) = tgx assume valores positivos nos quadrantes impares;

T

> f(2)
» f(z) = tgx assume valores negativos nos quadrantes pares;
» f(z) = tgx se anula para x = k7, com k € Z;

> f(x)

x) = tgx é sempre crescente.

9.11.2 Grafico da tangente

Fazendo um diagrama com x em abscissas e tgr em ordenadas, podemos construir o seguinte grafico,
denominado tangentdide, que nos indica a variagdo da fungéo f(x) = tgx.

N

—_

S

o

Figura 9.24: Alguns valores da tangente no ciclo
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9.11.

ESTUDO DA FUNCAO TANGENTE

Tabela com alguns valores da tangente

x f(z) = tgx x f(z) = tga
0 0 m 0
m/6 V3/3 /6 V3/3
/4 1 5m/4 1
/3 V3 47/3 V3
/2 ! 31/2 ]
2m/3 -3 5/3 V3
3m/4 ~1 Tr/4 ~1
5m/6 —/3/3 117/6 —/3/3
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9.11. ESTUDO DA FUNCAO TANGENTE

6

bm Trln
3 4

W]

&l

Elo

N

Figura 9.25: tangentdide

g+kmk€Z}

{r eR/x #

A imagem da fungao acima é: I'm(f) =R

O dominio da funcdo acima é: D(f)

150



CAPITULO 9. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 9.12. ATIVIDADE DINAMICA

9.12 Atividade Dinamica

Mais a frente, vocé encontra uma tabela com os respctivos valores do seno, cosseno e tangente dos angulos
entre 0° e 360°. Nesse ponto do trabalho vocé encontrard uma atividade dindmica que mostrara os valores

de seno, cosseno e tangente desses valores de um modo interativo. E muito divertido!

Seno, Cosseno e Tangente

Tabela de valores do seno, cosseno e tangente dos angulos entre 0° g 3607 atraves de uma visualizacao dindmica
praporcionada par uma circunferéncia.

a=1065
sena = 0.87
tge = e cosce = 0.5
COS
tgor = 1.73

2 =156

Nesta amimagdo podemos observar os valores de
seno, cosseno €tangente de qualguer angulo entre
0%e 3600

Figura 9.26: Valores de seno, cosseno e tangente

fonte — o autor

Clique em: Valores de seno, cosseno e tangente ou acesse:https://www.geogebra.org/m/1951137
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9.13 Tabela Trigonométrica

COSs5eno

COsS5eno

0,9998

0,6947

0,9994

0,6820

0,9986

0,6691

0,9976

0,6561

0,9962

0,6428

0,9945

0,6293

0,9925

0,6157

0,9903

0,6018

0,9877

0,5878

Bl o] oo| ~| o | =] w rof =

0,9848

0,5736

0,9816

0,5592

0,9781

0,5446

0,9744

0,5299

0,9703

0,5150

0,9659

0,5000

0,9613

0,4848

0,9563

0,4695

0,9511

0,4540

0,9455

0,4384

0,9397

0,4226

0,9336

0,4067

0,9272

0,3907

0,9205

0,3746

0,9135

0,3584

0,9063

0,3420

0,8988

0,3256

0,8910

0,3090

0,8829

0,2924

0,8746

0,2756

0,8660

0,2588

0,8572

0,2419

0,8480

0,2250

0,8387

0,2079

0,8290

0,1908

0,8192

0,1736

0,8090

0,1564

0,7986

0,1392

0,7880

0,1219

0,7771

0,1045

0,7660

0,0872

0,7547

0,0698

0,7431

0,0523

0,7314

0,0349

0,7193

0,0175

0,7071
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9.14 Exercicios

Observagao: Informe o dominio e a imagem de todas as fungbes das questoes abaixo.

1 — Antes dessa secao foi feito o grafico de f(x) = tgzx, refaga-o novamente. Faga o estudo grafico das

funcoes dadas abaixo e observe as mudancas de comportamento.

3 — Faga o estudo do grafico das fungoes dadas abaixo e observe as mudangas de comportamento.
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4 — Faga o estudo do grafico das funcoes dadas abaixo e observe as mudancas de comportamento.
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9.14. EXERCICIOS CAPITULO 9. FUNCOES TRIGONOMETRICAS

¢) f(z) =tg(3z +m)
6 — Faca o estudo do grafico das funcoes dadas abaixo e observe as mudancas de comportamento.

a) f(z) =1+1tg(x)
b) f(z) = 1+ 2tg(x)
c) f(z) =1+ 2tg(3x)

7 — Esboce o gréafico da fungao dada abaixo:

for=23(u(3+3)
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Capitulo 10

CONCLUSAO

Antes de comegar a escrever esse trabalho, fiquei me perguntando o que é que eu poderia mudar no
processo de ensino-aprendizagem para obter uma melhora no ensino da educacao basica em matematica.

Sempre gostei de tecnologia e pude perceber que ela poderia ajudar os alunos em vérias situagoes.

Quando fui apresentado ao software Geogebra, fiquei encantado por existir algo que pudesse fazer muita
coisa relacionada & matematica e foi ai que percebi que o que eu realmente queria era trabalhar com fungoes
podendo desenvolver atividades dindmicas com esse software.

O trabalho foi realizado desenvolvendo uma ampla parte tedrica, exemplos, exercicios e algumas ativi-
dades dinamicas. No inicio de cada capitulo foi introduzido uma histéria ja conhecida ou fato passado por
mim mesmo, histérias essas que servem de estimulos ou até mesmo de conhecimento para sabermos onde
um determinado assunto matemético pode ser aplicado.

Algumas das situagoes dinamicas foram aplicadas em sala de aula e teve um aproveitamento satisfatorio,
como por exemplo, a atividade dindmica dos dois taxistas onde o aluno pode perceber que existe uma
distancia que tanto faz ir com um ou com outro taxi e da mesma forma o aluno pode perceber que, a partir
de uma determinada distancia também seria mais vantajoso utilizar um dos téxis.

Atividades deste tipo s6 vem para nos ajudar no processo de ensino-aprendizagem, pois os alunos de hoje
estao totalmente conectados com esse novo mundo e sendo assim devemos caminhar no mesmo ritmo, ou
seja, caminhar com esses avangos para que nossas vidas no modo de ser, entender e agir possa superar as

expectativas do conhecimento, do entretenimento e da capacidade de cada um.

Espero que esse trabalho passe pelas méos dos profissionais da area de exatas, e até mesmo outras areas,
e também por alunos que tenham sede de conhecimento para que em ambos possam ser acrescentados algo

de novo e que desperte o desejo para a construgao de novos conhecimentos.
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