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RESUMO

Neste trabalho estudamos o calculo de raizes a partir de espagos compostos por pontos isolados
considerando ferramentas do campo de dlgebra moderna. A construcdo se deu a partir de pré-
requisitos bésicos envolvendo conceitos de algebra vetorial e anéis de polindmios a fim de
discorrer sobre o espago polinomial zero-dimensional. Propriedades foram apresentadas para
caracterizagdo deste espaco.

Palavras-chave: Anéis Quocientes de polinémios; Espaco Dual; Espaco Vetorial.



ABSTRACT

In this text we study the calculation of roots from spaces composed of isolated points consi-
dering tools of modern algebra field. The construction took from basic prerequisites involving
concepts of vector algebra, and polynomial rings in order to discuss about polynomial zero-
dimensional space. Properties were presented to characterize this space.

Keywords: Quotient rings; Dual space; Vector space.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo investigar alguns procedimentos analiticos para determinar o
conjunto dos zeros de um polindmio. Esta investigacdo se dard sobre tudo do ponto de vista
da abordagem da algebra abstrata. Pretendemos desta forma, realizar um estudo introdutério
do método de Habicht [12]. Tal estudo consiste em definir um operador linear a partir do
produto entre dois polindmios. Iremos também usar o fato do produto entre dois polindmios
se tratar de um operador linear [3] e consequentemente introduzir o conceito de espago vetorial
de dimensdo zero. Neste sentido, dado um espago vetorial definido por pontos isolados, cada
elemento deste espaco tende a um ponto isolado. Além disso, dentro deste espago vetorial,
poderemos formar subgrupos que devem funcionar como anel polinomial e em seguida gerar
um ideal.

Com isto, pretendemos dar inicio a um abordagem de espago vetorial com dimens&do zero
ou 0-dimensional. Outros autores se motivaram por este trabalho, como Buchberger [11] que
apresentou em 1965 um estudo que determina como se encontra classes residuais de um anel
polinomial. Porém, diante das dificuldades de operar com polinémios, seu trabalho foi pouco
utilizado nos posteriores 35 anos. Em 1991, com a otimizacdo dos recursos computacionais, e
os diversos softwares apoiando a efetivacdo de célculos, muitos autores como M. Kreuzer, L.
Robbiano, V. Weispfenning, L. Gonzales-Vega entre outros conseguiram elaborar algoritimos
associados a linguagem de programacdo para determinar as raizes de um polindmio apoiados
nos trabalhos de Habicht e Buchberger.

Convém observar que apesar de ndo existir uma equacgdo que possibilite calcular os zeros

de polindmios, os polindmios sdo ferramentas fundamentais nos dias atuais. Exemplos estdo

11



nas areas de modelagem computacional, sistema mecanicos, processamento de sinal e proje-
tos de filtro, engenharia civil e de produgdo. Seu estudo também é importantes em 4reas da
matematica aplicada como algebra linear e andlise numérica.

Inspirado nos exemplos citados, além de compreender sua importdncia na matematica
atual, pretendemos construir todo processo para determinagdo de uma base que possibilita
determinar o conjunto dos zeros de qualquer polindmio. Durante este processo, nortearemos
nosso caminho seguindo as idéias de Stetter [3] a fim de compreender a identificacdo do con-
junto dos polindmios em um anel quociente até o processo de mudanga de base, apoiando-se
fortemente, na utilizacdo de um espaco 0-dimensional.

O trabalho esta divido em trés etapas:

e Capitulo 1 iremos apresentar conceitos iniciais da algebra linear e da algebra moderna.
Estd abordagem visa familiarizar o leitor com conceitos fundamentais para compreensao

deste texto.

e Capitulo 2, nos dedicaremos ao estudo do espago 0-dimensional. Posto isso, veremos
ideais, anéis quociente e espa¢o dual com dimensdo 0. Estes contetidos visam apresentar
as ferramentas fundamentais para consequentemente chegarmos ao Teorema Central da
solucdo de um sistema de polindmios, resultado principal deste trabalho. Iremos também
abordar conceitos de base minimal e interpolagdo de Lagrange usadas na caracterizagdo
das bases de um espago 0-dimensional. Finalizaremos este capitulo, considerando con-

ceitos de espaco dual direcionando os resultados para o Teorema Central.

e Capitulo 3 demonstraremos importantes resultados que irdo culminar no Teorema Cen-
tral.

e Capitulo 4 apresentaremos alguns exemplos considerando o software MAPLE 18.

e Consideragdes finais resumimos os pontos positivos do texto e perspectivas de trabalho

futuro.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo procuramos apresentar alguns contetidos indispensaveis a fim de auxiliar nos
resultados referentes a determinagdo de zeros de um polindmios. Deste modo, decidimos divi-
dir este estudo em trés partes: Na Segdo 1.1 iremos definir o espago dos mondmios e o espago
dos polinémios. Na Secdo 1.2 iremos abordar os conceitos de ideal e anéis quocientes de po-

lindbmios.

1.1 Polindmios

Nesta secdo iremos abordar os contetidos preliminares seguindo Stetter [3], Hefez[5], Boldrini
[1], Cohen [4] e Sampaio [2]. Os conceitos a serem apresentados, sdo fundamentais para
construcdo de um algoritimo que permite gerar uma base de um determinado espago veto-
rial, que veremos se tratar de um anel algébrico e nos possibilitara calcular raizes de qualquer

polindmio de uma ou vadrias varidveis.

1.1.1 Espaco Linear Polinomial

Em nossos estudos classificaremos os polindmios como parte integrante de um espago vetorial
polinomial. Isto possibilita-nos a determinar a existéncia de um operador que desloque qual-
quer polindmio de um espago para outro. De fato, j4 aprendemos da algebra linear que todo
espago vetorial possui base e dimensdo. Em geral, esta dimensdo estd diretamente ligada ao

namero de elementos da base. Devido a isto, precisamos identificar os elementos da base deste
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espaco, estudando suas propriedades: associativa, elemento neutro e comutativa, as quais,
posteriormente iremos aplicar em polindmios. Iniciaremos nosso estudo definindo o conceito

de monOmio:

Definicao 1 Definimos como mondmio o produto de s varidveis dado por:

= xl com j=(j1,...,js) tal que ] = {j € N|j <s}. (1.1)
introduzida sobre o conjunto de todos os mondmios com o niimero de varidveis iguais ou menores que s
que iremos denotar por I°.

Além disso, diremos que o mondmio tem grau d quando a soma dos expoentes das varidveis
for igual a d, neste caso, x/ pertence a I'}. Naturalmente podemos concluir que I'; C I*®. Por
exemplo, 0 mondmio x/ = x3yz € I'% possui 3 varidveis e grau 5. Note que a definigdo acima
ndo limita s = 3 e d = 5, mas x’yz € T sempre que s > 3 ed > 5. Outra observagdo é que

1 € I'$, de fato, podemos representar 1 = x{ ... x? para qualquer que seja s e d.
Exemplo 1 Determine o niimero de mondmios que pertence a I's.

Observe que neste caso devemos contar quantos mondmios de trés varidveis e grau dois exis-
tem. Sem perda de generalidade chamaremos x/ = x}'x}xf comj € [ = {j € N tal quej < 2}.
Como d = 2 sabemos que j; + j» + j3 < 2. Sendo assim iremos contar por casos:

Caso 1: Para d = 0 temos j; + j» + j3 = 0. Com isto, a inica possibilidade é que j; = j» = j3 =

0, e como ja vimos acima, x/ = 1 existe para apenas um mondémio de grau 0.

Caso 2: Para d = 1 temos j; + j» + j3 = 1. Obrigatoriamente um dos termos é igual a 1 e os
outros dois termos sdo iguais a 0. Com isto, temos uma combinacdo de 3, 1 a 1. Logo,

temos 3 polindmios.

Caso 3: Para d = 2 temos j; + jo + j3 = 2. Assim, um dos termos é igual a 2 e os outros sdo
iguais a zero. Neste caso o resultado é o mesmo para dimensdo d = 1, ou dois termos sdo
iguais a 1, e um tnico termo é igual a zero. O que mais uma vez resulta no caso d = 1.

Logo, temos 6 mondmios.

Deste modo, somando todos os casos temos 10 mondmios em I's. Note que nem sempre serd
tdo simples efetuar esta contagem. Para vencer este tipo de problema quando s ou d forem
muito grandes, usaremos a seguinte proposigao:
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roposicao 1 Omi ] ] 5
P 1 Dado l"fi temos gue o ntimero de mondmios existente com ¢rau igual ou menor que d é

dado pelo niimero binomial ( d ji_ ; )

Prova: Seja o conjunto I'} iremos determinar o nimero de mondmios com s varidveis com
grau menor ou igual a d. Sem perda de generalidade sabemos que se um mondémio pertence
a I} entdo ele é do tipo x]f...xé“’ talquej € ] = {j € N,j < s}. Observe que }.j; < d
pois o valor maximo para o grau de um mondémio em I’} é d. Deste modo, iremos d_igtribuir
todos os expoentes entre as s varidveis, obtendo um mondmio qualquer x/ = x]f . .xés. Veja
que o expoente x; tem valor j;, além deste expoente poder variar entre 0 e j;. Logo temos
j1 + 1 possibilidades e a mesma ideia serd usada para j, até chegarmos a js. Observe que
estamos realizando um tnico evento, dividindo em s casos. Logo, o ntimero de possibilidades
seradadoporji+1+...+js+1=(1+...+js) + (1 +...+1). Como o valor mdximo do
grau é d, sabemos que (j1 + ...+ js) = d de modo que (1+ ...+ 1) = s, assim o namero de
possibilidades serd d + s. Observe que estas possibilidades devem ser formadas em grupos de

até d elementos. Com isto, o niimero de mondmios serd dado pela combinacdo
d+s
(455, 0
O

Uma importante observagdo vem do fato de que a eq. (1.2) é a quantidade de mon6mios
com grau igual ou menor que d e que substituindo 4 por d — 1 em (1.2), podemos determinar
a quantidade de mondmios com grau igual ou menor que d — 1. Se desejarmos determinar o

namero de mondmios com grau igual a d, basta resolver:

(5)-("2)

De fato, aplicando a relacdo de Stifel, temos que:
n—1 n—1
() (") ( )
(d—1)+s n d+s—1 d+
d—1 d d
Sendo assim, o nimero de mondmios com grau exatamente igual a d sera:

(d+2_1). (1.3)
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Em todo caso, antes de abordarmos o espaco polinomial, verificaremos que dois mondémios
axl e Bx/, com a, B € C sdo fechados para operagdes de soma e produto. Note que: ax/ + Bx/
(a+ B)x/ e B - pax/ — Bax/. Observe que neste caso, I'* é um espagco vetorial visto que a soma
e o produto de um escalar por um mondmio estd bem definidos e satisfazem os axiomas de
espaco vetorial (ver em Hefez [5]). Além disso, temos que quando estd soma é determinada
por mondmios distintos teremos uma combinacéo linear. Estd combinagdo linear gera um novo
espaco vetorial, e os mondmios somados serdo chamados de geradores. Boldrini [1] afirma que
a combinacdo linear destes mondmios determina um subespago vetorial. Além disso, temos
que I'® representa os infinitos espagos vetoriais unidimensionais o que nos leva a concluir que
um polindémio dado é um subespaco gerado da soma direta de espagos, e consequentemente
cada um dos espacos I'”® possuem uma tinica dimensao.

Uma vez definidos os elementos da base, ja podemos dizer que todo polindmio é a combinagao
linear de mondmios. De fato, esta consideracdo é imediata, j4 que os mondmios serdo os ele-
mentos da base de um espaco vetorial compostos por polindmios. Além disso, temos que os
coeficientes sdo escalares arbitrarios, isto é, coordenadas dos vetores do espago C (IR), o qual é
um corpo. Deste modo, sdo consideradas vélidas as propriedades: associativa e a distributiva
para polindmios.

Como mondémios e polindmios sdo estruturas algébricas distintas e precisamos definir de

modo particular cada uma delas, isto nos motiva a apresentar a seguinte definigdo:

Definicao 2 Um polindmio complexo (ou real) com s varidveis é uma combinagio linear finita de
mondmios de I'S com coeficientes & € C (ou R) se:

p(x)=plx1,...,x)= Y wjx} .. ab = Zoc]-xj. (1.4)
(jr-ewis) €] j€l

Chamaremos de suporte de p(x) o conjunto | € N tal que | contenha todos os expoentes dos
monodmios que compdem um dado polinémio p(x). Os mondémios serdo chamados de termos.

Ainda temos que o grau de p(x) coincidird com o grau de seu maior termo.
Agora iremos apresentar um exemplo a fim explorar as defini¢des de grau de um polindmio.

Considere

p(x,y,2) = X*y?z + 3x%2° — 3xyz — 10. (1.5)
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Note que p(x) possui 4 termos, sendo que o independente possui grau zero. De fato, 10x%y%z0 =

10.1.1.1 = 10. Agora vamos verificar o grau de cada um dos termos:

By?zl = 3+2+1=6,
3x%y%2%3 = 2+0+3=5,
—3xlylzl = 1+1+1=3.

Deste modo, o grau de p(x) serd 6, pois este é o grau do maior termo.

Definicdao 3 Quando dois ou mais termos de um polindmio, tiverem grau igual ao do polindmio que
compdem diremos que sdo termos homogéneos.

Por exemplo, se acrescentarmos os termos 2x3y° e x>y? a eq. (1.5) terfamos dois termos de
grau 6 e 5. No entanto, apenas os termos x°y?z e 2x%y> seriam chamados de homogéneos, pois,
apenas estes termos possuem mesmo grau que p(x).

Defini¢ao 4 Chamaremos de polindmio monico a todo polindmio cujos coeficientes forem todos iguais a

1 e com uma vinica varidvel (univaridvel).
Para ilustrar a Definicdo 4 a representagdo de um polindmio moénico serd do tipo:
p(x) = 2"+ 2" 4 x 1 (1.6)

Quando estudamos os mondmios, vimos que nem sempre a soma do dois mondmios gera
outro mondmio. Naturalmente podem surgir davidas do tipo: Sempre que somamos dois
polindmios o resultado continua sendo um polindmio? O que ocorre se multiplicarmos por
um escalar? Estas sdo davidas naturais e para serem respondidas precisamos analisar os po-
lindbmios como sendo parte de um conjunto. Deste modo, se existir um conjunto P que contém
todos os polindmios e supomos p(x),q(x) € P, entdo P também possuiria p(x) + g(x), pois ja
consideramos o fato de que P possui todos os polindmio [7].

Contudo, devemos salientar que neste momento estamos apenas levando em conta, a suposigao
da existéncia deste conjunto P. Sendo assim, precisamos verificar esta possibilidade de modo
mais formal. Alids, esta definicdo fundamenta P como um grupo. Realmente chamamos de
grupo a todo conjunto ndo vazio com uma operagdo bem definida. Em particular, nosso con-
junto contém polindmios, de modo que é diferente de vazio e a adicdo é fechada em P.

No decorrer deste Capitulo iremos mostrar que existe um conjunto que representa um
espago vetorial polinomial.
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Definicdao 5 O conjunto de todos os polindémios complexos (ou reais) com s varidveis serd denotado
por P¢ (ou Pg), independente da notagio usada para as varidveis. Ainda, poderemos utilizar a seguinte
representacio P*, tal que, ndo existe uma discriminagio quanto aos coeficientes forem reais ou complexos.

Além disso, o conjunto dos polindmios com grau menor ou igual a d é definido por P3.

Ja sabemos dos contetdos de dlgebra linear que P; ¢ um espaco vetorial sobre C (ou R).
Afinal, dados dois polindmios p(x) e q(x) ambos pertencendo a P a soma p(x) + g(x) €
P35, e dado um escalar « € C (ou R), o produto de ap(x) € Pj. Sendo assim, a soma e
produto por um escalar sdo bem definidos, além disso, a soma entre monomios satisfazem
as propriedades de associatividade, comutatividade, elemento neutro, elemento oposto, todas
em relacdo a soma, e comutatividade, associatividade, distributividade em relacdo a soma e
elemento inverso, todas em relagdo a multiplicacao.

Sabemos ainda que uma base genérica de um espago vetorial, serd representada por mono-
mios proveniente de I'j. Como resultado da Proposigdo 1 temos que o ntimero de mondmios
com grau menor que d e com s varidveis cresce rapidamente, com a variagdo de s. Por exemplo,
aplicando a Proposicéo 1, encontramos que a dimensdo de P35 é um espaco vetorial com 4
variaveis e grau menor ou igual a 2, e pode possuir no méximo dimenséo igual a 15.

Na mesma perspectiva tome o polindmio p(x,y) = 3x% + 2xy — 4. Inicialmente podemos

ver que este polindmio tem grau 2. Sendo assim, diremos que ele pertence a P5 cuja dimensao

(4)-(2)-(1)-

De fato, p(x,y) pode ser escrito como p(x,y) = 3x? + 0y? + 2xy + Ox + Oy — 4 e podemos

é dada por:

representar os coeficientes de p(x,y) por um vetor linha na forma a’ = (3,0,2,0,0, —4). Ob-
serve ainda, que se escrevermos um vetor g(x,y) a partir dos seus coeficientes, entenderemos
que a base deve ter a mesma ordem. Assim se existe um a’ T — (0,—2,1,3,0,0) associado a
q(x,y), entdo este polindmio ird representar q(x,y) = —2y? + xy + 3x.

Neste caso, o conjunto gerador do espago vetorial serd P7 = [x2, %, xy, x,y,1]. Por outro
lado, estamos usando apenas um exemplo de base para determinar um subespago vetorial dos
polindmios. Entretanto, seguindo esta perspectiva podemos determinar a soma de p(x,y) +
q(x,y) por a® +a'T, isto é:

p(x,y)+4q(x,y) = al +47T = (3,0,2,0,0,—4) + (0,-2,1,3,0,0) = (3,-2,3,3,0, —4).
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No exemplo acima teriamos a representacdo de p(x,y) + g(x,y) = 3x> — 2y? + 3xy + 3x — 4.
Assim suas coordenadas dentro desta dimensdo serdo coeficientes agrupados conveniente-
mente para que possamos associar cada coeficiente ao seu termo. Desta forma, iremos de-
notar os coeficientes por um vetor linha a” = (..., &j,...) € 0s mondmios por um vetor coluna

x=(...,%,...)T. Com isto, podemos determinar um p(x) € P5:

p(x) =Y ad = (... | o | =alx (1.7)
j€] :

A eq. (1.7) significa que os coeficientes representardo os elementos do espago vetorial através de
um vetor linha enquanto o vetor coluna serd representado pelas varidveis independentes. Para
encerramos a caracterizagdo do espago vetorial polinomial, temos que a operacdo entre dois
polindbmios pertencentes a P sera restrita a operagdo entre os coeficientes destes polindmios,
isto é:

al +bT = (ay,...,a5) + (by,...,bs) = (a1 +by,... a6 +by). (1.8)

wal = (aay,...,aas). (1.9)

Exemplo 2 A dimensio de P, sempre serd n + 1.

De fato, sem perda de generalidade, podemos considerar ¢ como sendo a varidvel e P! =

[1, A t”] . Como temos n + 1 elementos no gerador, a dimensdo serd n + 1.

Exemplo 3 Dado o conjunto de geradores & = [x,xy,y>] , prove que € gera um espago vetorial de

dimensdo igual a 3.

Como temos trés mondmios no conjunto gerador basta provar que as operagoes das eqs. (1.8)
e (1.9) sdo bem definidas em £. Deste modo, temos que qualquer polindmio do espago £ serd
representado por um vetor linha a’ = (ay,a3,a3) e p(x,y) sera definido pela eq. (1.7). De fato:

x3

p(x,y) = (a1, a2,a3). | xy | =a1x° + apxy + azy’.
Y
Podemos também supor um outro polinomio g(x,y) € £ tal que, seus coeficientes sdo deter-
minados por bT = (by, by, b3). Logo q(x,y) = bix® + byxy + bsy. Aplicando a eq. (1.8) temos
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que al +bT = (ay + by, as + by, a3 + b3) e aplicando a eq. (1.7) obtemos

3

p(x,y) +q(x,y) = (a1 + by, a0 + by, az +b3). | xy | = (a1 4+b)x® + (a2 + bo)xy + (a3 +b3)y°.
y3

Como 4;,b; € C. Podemos aplicar todas as propriedades associadas a este corpo, em particular,

usaremos a distributividade e a associatividade. Sendo assim:

(a1 + bl)x3 + (az + by)xy + (az + bg)y3 = a3+ b3+ arxy + boxy + a3y3 + b3y3 =

01> + axxy + azy® + b1x® + byxy +bay® = p(x,y) +q(x,y).

Logo a eq. (1.8) é vélida para £.
Agora considere &« € C e sem perda de generalidade suponha que « - a’ = (aay,aas, aa3).
Novamente, aplicando a eq. (1.7) temos:

3
(way, aap, aa3) - [ xy | = aaix® + aapxy + aazy’.
y3
Andlogo a demonstracdo de eq. (1.8) aplicamos a distributiva aay x> + aarxy + aazy® = a(a1x> +
ayxy + asy®) = a.p(x,y). Com isto, temos que eq. (1.9) também é bem-definida para & e assim

€ representa um espago vetorial.

1.2 Anéis Polinomiais

Nesta se¢do iremos mostrar que um espaco vetorial dos polindmios também caracteriza um
anel polinomial. Inicialmente, se A é um conjunto com duas operag¢des definidas, adi¢do (+) e
multiplicagdo (-), entdo diremos que (\A, +, -) serd um anel se dados trés elementos 4,b,c € A

e um escalar a € C vale as seguintes propriedades(ver em [6]):
1. (4) Associativa, elemento neutro e elemento oposto;
2. (-) Associativa e distributiva da multiplicagdo em relagdo a soma.

Em particular, quando nos referimos a anéis polinomiais, 0s mesmos apresentam a comuta-

tividade e elemento neutro da multiplicagdo, sendo um anel comutativo com unidade[10][12].
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Todas as propriedade dos anéis polinomiais podem ser facilmente verificada a partir da adigdo
e produto entre mondémios[9].

Desta forma, dados p(x),q(x),7(x) € P, xT = (x1,...,xs) com respectivos coeficientes
al = (ay,... ,as),bT = (by,...,bs)ec’ = (c1,...,cs) e considerando um escalar « € C (ou R),

as seguintes propriedades sdo vélidas para P*:

1. (4) Associativa: V p(x), q(x), r(x) € P® temos p(x) + (q(x) +r(x)) = (p(x) +q(x)) +
r(x));

(+) Elemento neutro: 3 o(x) € P° tal que p(x) + o(x) = p(x) para Vp(x), o(x) é o

N

polindmio nulo;

3. (+) Comutativa: ¥ p(x),g(x) € P*® temos que p(x) + q(x) = g(x) + p(x);

i

(+) Elemento oposto: V p(x), 3 — p(x) € P? tal que p(x) + (—p(x)) = o(x) onde o(x) é
o elemento neutro de P%;

5. (-) Comutativa: p(x) - q(x) = q(x).p(x) Vp(x),q(x) € P%;
6. (-) Associativa: V p(x),q(x),r(x) € P temos que p(x) - (q(x) -r(x)) = (p(x) - q(x)) - r(x);

7. (-) Elemento Neutro: 31(x) tal que, p(x) - I(x) = I(x) - p(x) = p(x);

Qo

. (+) Distributiva em relag¢do a soma: V p(x), q(x), r(x) € P° temos que p(x) - (q(x) +
r(x)) = p(x) -q(x) + p(x) - r(x).

Obviamente, segue-se que al, bl ecT

sdo vetores pertencentes a P° e as propriedades 1 a
4 ja sdo consideradas validas por estarem relacionadas a um espaco vetorial dos polindmios.
Contudo, precisamos definir o produto entre dois polindmios, para assim provarmos que de
fato P° é um anel polinomial. Observe inicialmente que o produto entre dois monémios sobre
I'* serd definido por:

X - a2 = aqapai i, (1.10)

Como ja definimos que j; e j, pertencem a IN temos I"® representa um anel. Ainda, deste
tfato podemos usar a propriedade 8 para determinamos que P°® é um anel polinomial. Deste
modo, iremos denotar os anéis polinomiais com s variaveis sobre C (ou R) por C[x1, ..., xs] (
ou R[xy, ..., xs]). Por exemplo, um anel com 3 varidveis poderé ser representado por Clx, y, z].

Isto indica que as varidveis serdo representadas por x, y e z, cujos coeficientes pertencem a C.
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Com isto, o anel possui todos os polindmios do espago polinomial P o qual possue todos os
polindmios do anel Clx, y, z].

Logo, podemos representar um espago polinomial por Pj cujos polindmios possuem s
varidveis de grau igual ou menor que d, e como descrito pela eq. (1.10), o produto de dois
mondmios de grau j; e jp, serd de grau j; + j».

Retomando o produto de polindmios, da Defini¢do 2 determinamos que um polinémio é
uma combinagdo linear finita de mondmios. A partir disto, podemos utilizar a propriedade 8

para determinarmos o produto entre dois polindmios como sendo:

p1(x) - qa(x) = Y Y aqapn/ttr, (1.11)
el el
O produto, a comutatividade e a associatividade na multiplica¢do sdo andlogas no caso dos po-

lindmios. Temos também que o elemento neutro serd representado por p(x) = 1 e o elemento
oposto por —1 - p(x) = —p(x).

Proposig¢do 2 Dados dois polindmios p(x) e g(x) ambos pertencendo P temos que p(x) - q(x) = 0 se
somente se p(x) = 0 ou g(x) = 0.

Prova: = Dizemos que um polindmio é igual a zero se todos os seus coeficientes forem
iguais a zero. Digamos que exista dois polindmios p(x) e g(x) diferentes de zero, tal que p(x) -
g(x) = 0. Pela propriedade 8, temos que os coeficientes de p(x) - g(x) serdo determinados
por uma combinacdo dois a dois pertencentes aos complexos (ou reais). Com isto, em algum
momento teremos a combina¢do do maior termo de p(x) com o maior termo de g(x) tornando
este termo tinico. Além disso, sabemos que dados dois nimeros complexos (ou reais) o produto
entre eles s6 serd igual a zero se um deles for igual a zero. Observe que inicialmente supomos
p(x) e g(x) diferentes de zero, isto é, em cada um deles pelo menos um dos coeficientes é
diferente de zero. Assim, pelo menos um termo da combinagdo dois a dois do produto p(x) -
g(x) é diferente de zero tanto que p(x) -g(x) =0 = p(x) =0ouqg(x) =0.

< Seja p(x) = O entdo p(x) - g(x) = 0. Se p(x) = 0 entdo p(x) é o vetor linha da forma a’ =
(0,0,...,0)eo produto de dois polindmios serd a combinagdo dois a dois dos seus coeficientes.
Deste modo, todos os resultados serdo iguais a zero e p(x) - g(x) = 0. Considerando g(x) = 0
a demonstracgdo é andloga. [

Da Proposicdo 2 podemos concluir que P° é um anel com dominio de integridade.
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De modo geral, qualquer polinémio g(x) € P° pode ser escrito como combinagao linear
de outros dois g1(x) e g2(x). Com isto, temos que g(x) = g1(x) + g2(x). Veja que anterior-
mente ja definimos que o produto entre dois polindmios é possivel e seu resultado ainda esta
contido em P°. Sendo assim, p(x) + g(x) € P°. Além disso, todas as propriedades aplica-
das a I'* também se aplicam a P°. Em particular, a propriedade 8 também se aplica. Logo,
p(x)-q(x) = p(x)[g1(x) +q2(x)] = p(x) - g1(x) + p(x) - g2(x). Deste fato, temos que o produto
entre polindmios é um operagdo linear, o que nos permite definir um operador linear. Logo os

resultados se coincidem.
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CAPITULO 2

IDEAL 0-DIMENSIONAL

Seguindo [1, 3] iremos neste capitulo, abordar o processo para determinagdo dos zeros de um

polindmio com s varidveis a partir da algebra linear.

2.1 Ideal 0-Dimensional

A ideia de dimensdo zero é bem simples, de modo que, ja sabemos da geometria euclidi-
ana que uma reta é unidimensional, enquanto que o plano é bidimensional e finalmente o
espaco é tridimensional. Deste modo, definimos um espaco como sendo zero dimensional (ou
0-dimensional) quando cada um de seus elementos caracterizarem um ponto isolado. Todo
espaco definido por um ponto ou uma localizacdo composto por pontos isolados é denomi-
nado de espago 0-dimensional [8]. A fim de associar este espago com o espago de polindmios

iremos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicdo 3 O subconjunto formado por elementos na forma Y, 4 cypy(x) = 0 formam um ideal de
PS e iremos denotd-lo por L.

Prova: Inicialmente vamos verificar que Z, é um subanel. Sejam p;(x), p2(x) € Z, entdo:
o p1(x) —pa(x) € I,

o p1(x) pa(x) € Z;;
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Observe que se pa(x) € I, entdo pa(x) = 0. Consequentemente p, = —pp = 0. Logo, é
imediato que p1(x) + p2(x) = p1(x) — p2(x) = p1(x) € Z,. Pelo fato de que p, = 0, temos:
p1(x) - pa(x) = p1(x) -0 = 0 € Z,. Com isto, Z, é um subanel de P° e como todos os elementos
de Z, sdo iguais a zero, ao multiplicar algum p(x) € P° por um p,(x) € Z, o resultado serd
sempre igual a zero. [J

Em geral, diremos que um dado polindmio pertence a Z,, se Vz; € C (R), com z; € Z =
{p(zi) = 0|z; € C°} ei € IN entdo pp(z;) = 0. Veja ainda, que podemos com qualquer dois
polindmios p1(x), p2(x) € P?, expandir o conjunto Z para o conjunto C bastando para isto
fazer uma combinag¢do polinomial pertencer a I,. Por exemplo: p1(x) - p2(x) — pa(x) - p1(x) =
0, Vx, o que satisfaz a Proposi¢do 3. Com isto, a multiplicagdo de um polindmio de P° por
ele determina sempre polindmios cujo x serd uma raiz do mesmo. Agora veremos a defini¢ao

de combinagédo polinomial:

Definic¢do 6 Definimos como sendo combinagio linear de polindmios o somatério dado por:

p(x) = éch)m(x) @)

onde py(x),cy(x) € P
Observe que neste caso para v < 4 € IN temos que:
p(x) = cr(x)p1(x) + ca(x)pa(x) + c3(x) pa(x).
Exemplo 4 Considere o ideal T = [p1(x,y), p2(x,y)]. Tal que,
pr(x,y) = x> +4xy +4y7 -4 po(x,y) = 4x? —dxy + > — 4
Determine os elementos do Z sabendo que ele possui dimensdo O:

Solugéo: Para 7 ter dimenséo 0, precisamos que ¢1p1(x,y) + cop2(x,y) = 0. Pela Proposigéo 9,
isto apenas ocorreréd se p1(x,y) = pa(x,y) = 0. De fato, devemos lembrar da Defini¢do 6 que
c1,C2 € Ps. Efetuando os calculos

p1(x,y) =0 = x+2y = £2,
p2(x,y) =0 = 2x —y = £2.
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Sendo assim, temos que ambos sdo duas retas paralelas e sua intersecdo sdo os elementos do

ideal Z. Deste modo, ao igualar as bases temos:

(1.2,04),(—0.4,12),(~1.2,—0.4), (0.4, —1.2)

Como estamos trabalhando no R?, podemos fazer a representacdo geométrica de acordo com

as Figuras 2.1-2.2.

Figura 2.1: Retas que representam p; = p, = 0.

n

2

Figura 2.2: Elementos de 7.

A Figura 2.2 nos diz que o ideal 7 é de fato determinado por pontos isolados. Vimos assim,

a caracterizagdo do ideal 0-dimensional. Na préxima segdo iremos definir os geradores deste
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espaco, na perspectiva de entendermos como funciona um ideal e as limita¢Oes para estas bases

serem minimal.

2.2 Bases de ideal polinomial

O estudo de ideais polinomiais estd intimamente ligado ao estudo de sua base. De fato, ideais
polinomiais sdo instrumentos basicos da algebra polinomial numérica. Além do que, seus
geradores interferem diretamente nos valores dos zeros. Sendo assim, de acordo com a base
que geramos, podemos determinar o conjunto dos zeros de um polindmio de forma prética e
imediata.

Deste modo, como os ideais de nosso interesse sdo os chamados ideais polinomiais de di-
mensdo zero, investigaremos a base do ideal 0-dimensional. Todavia, devemos ressaltar, que
um mesmo ideal pode ter diversos geradores. Com isto, nossa abordagem visa analisar as
relagdes entre geradores e o conjunto dos zeros, definidos por z = (z1,2p,...,2s) onde z € C°.

Isto é, zeros localizados em uma dimensao s.

Defini¢do 7 Dada uma combinagio polinomial, tal que c1(x) - g1(x) + ... + cx(x) - gx(x) = 0 é uma

vetor do ideal zero dimensional T € P°, com o conjunto de polinomio G = {gx € P°} sendo seu

gerador:
g1,---,8] =1, (2.2)
logo, g1, . . ., 8s formam uma base de L.
Desta forma, dado um polindmio na forma p(x) = Y alx» € P° de modo que v € N, e
v=0

xv € T® representa uma base de P*, existe um conjunto Z = {z; € C® tal que, p(z;) = 0}, onde
Z é o conjunto dos zeros do p(x). No entanto, podemos efetuar um deslocamento de p(x) em
¢, criando uma nova base definida por Zg =< p(x, + &,) >. Deste modo, o conjunto zeros de
7 seré deslocado para coordenada z, + ¢,, onde ¢ é o deslocamento de Z e z, € C.

Exemplo 5 Rescreva os polinomios definidos no Exemplo 4, efetuando uma translacio de uma unidade
de comprimento, criando assim um operador linear Ty — 1, tal que: p(x,y) — p(x+1,y+1).
Depois, verifique que ocorre uma translagio do zero.
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Solugdo: Andlogo ao Exemplo 4, p1(x +1) = pa(x +1) = 0:

pr(x+1)=0=x+1+4+2(y+1) = £2,
pplx+1)=0=2(x+1)— (y+1) =+2;

Efetuando os célculos, temos que Z; possuird os seguintes elementos
(—1.4,02), (—22,—-14), (0.2,—0.6), (—0.6,2.2). (2.3)

Observe que o ideal deslocado apresentou valores distintos do Exemplo 4. Todavia, é possivel
visualizar na Fig. 2.3 e Fig. 2.4, que ambos geram um quadrado cujo comprimento dos lados é
igual a 1.79. De acordo com [8] os pontos no plano representam o mesmo ideal em bases dife-
rentes. Além disso, o exemplo nos mostra que os valores dos zeros se alteram com a mudanga
de base.

Figura 2.3: Quadrado definido pela intersecdo dos elementos Z.

Por outro lado, precisamos definir critérios para determinar os elementos da base de um
ideal polinomial. Estas bases serdo chamadas de minimais, e possibilita, assim como, em outros

corpos algébricos, reduzir a quantidades de célculos efetuados:

Definicdo 8 Uma base G={gy; k € N} de um ideal polinomial T = (G), é chamada de base minimal
se todos os ideais 1) = (Gy;1 < k € IN), forem um subconjunto de Z (vide [3]).

Um exemplo de base minimal encontra-se no Exemplo 4. De fato, observe que tanto p;(x,y)
e p2(x,y) ndo serdo escritos como produto entre dois polindmios. Todavia, ao multiplicarmos
p1(x,y) por x? — 4 geramos um outro ideal 0-dimensional com p(z) = z%> —4,com z € Z, tal que
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Figura 2.4: Quadrado definido pela interse¢do dos elementos 7 deslocado em 1.

Z = {p(z) = 0|z € C}. Neste caso, também serdo zeros do ideal {(—2,0), (2,0)}. Deste modo,
a ideia de minimal esta associada a multiplicidade, o que é muito diferente do que ocorre nos
ideais de um inteiro, aos quais chamamos de ideais primos (ver em [4]). Contudo, podemos de-
terminar uma base que determina o mesmo ideal, e que também sdo bases minimais, como vi-
mos no exemplo acima. Por exemplo G, = {20xy — 15x2 +12,125x% — 164x — 48y} = (g1, $2)-
Desta forma o ideal 0-dimensional ndo apresenta sua dimensdo associada ao ntimero de ele-
mentos. Alids, se estd relagdo fosse aplicada, a dimensdo deste ideal seria 2. Ainda, da definigdo
de conjunto vazio temos que pelo menos o elemento vazio {@} é base deste mesmo ideal
Z = (p1, p2, 1) representada pelos mesmos termos e mesmo zeros.

Nesta perspectiva, as bases minimais de ideais na algebra polinomial numérica, ndo se apre-
sentam da mesma forma que na dlgebra linear. Isto decorre, porque o conceito fundamental da

independéncia linear ndo generaliza para combinagdo polinomial.
Proposi¢do 4 Considere uma base G = {gy, k € Nx} de um ideal T € P° e s > 1. Entdo,

c181(x) + c2g2(x) + ...+ cxQk(x) = 0 (o zero — polinomial) (2.4)
ndo implica em cy(x) = 0 exceto quando k =1

Prova: Basta encontrar um contra-exemplo. Sendo assim, vamos escolher uma base qual-

quer g1 = x> e ¢g» = yxefazendoc; = lec, = —ﬁ, neste caso:

€181 + 242 =0

no entanto, c; #0ecy #0. 0
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A proposigdo acima representa uma das grandes dificuldades da 4lgebra polinomial na
determinagdo de um espago 0-dimensional. Observe que, se definirmos p1(x,y) e p2(x,y) do
Exemplo 4, como sendo ¢; = pa(x,y) e c = p1(x,y), entdo se anulariam para qualquer valor
pertencente a (x,y). Neste caso, o ideal ndo seria 0-dimensional. No entanto, podemos fazer
uma restricdo para os valores de c,, onde n < m para m € IN. Desta maneira, qualquer
combinagdo polinomial possuird, ao menos, a forma trivial dada por g192 — $281 = 0. Quando
uma combinacao for igual a zero apenas no caso trivial, serd denotada por syzygies enquanto
no caso ndo trivial por syzygy.

Percebemos também, que o mesmo ideal gerado por (p1(x), p2x), serd gerado também por

(p1(x), p2(x), 81(x)) - (2.5)

Portanto, ambos os conjuntos sdo geradores do ideal Z 0-dimensional. Contudo, isto néo sig-
nifica que eq. (2.5) representa uma base de Z. De fato, esta conclusdo é imediata sendo que
dado um conjunto de n + 1 vetores em um espago de dimensdo 1, os mesmos sdo sempre li-
nearmente dependentes [1]. No entanto, como no Exemplo 4 terfamos no maximo a geracdo
de plano, pois, tanto p1(x) e pa(x) assim como g1 (x) possuem apenas duas varidveis. A vista
disto, para evitar risco de confusdo por parte do leitor tanto p1(x), p2(x) e ¢1(x) sempre serdo
geradores de um plano, pois, a coordenada de z nado existe ou é igual a zero. De fato, se fos-
semos considerar estes vetores contidos em um espago tridimensional cairfamos no risco de
desconsiderar outras n — 3 varidveis proveniente de um espago P". Apesar disso, sdo bases do
mesmo ideal (py (x), pa(x)) ,(p1 (x), g1(x)), (p2(x), g1 (x))-

Dessarte, entendemos que uma combinacédo polinomial syzygies equivale a uma combinacao
linearmente independente. Enquanto que, uma combinagdo polinomial syzygy como sendo

uma combinagdo linearmente dependente.

Defini¢do 9 Dado um conjunto Gz = {g1,%2,...,8n}, G serd base de um ideal O-dimensional T
se satisfazer as seguintes condigoes: Gz for uma gerador minimal de T e uma combinagio polinomial
syzygies.

Agora que ja definimos os geradores de um ideal, podemos definir que qualquer polindmio
p(x) € P° pode ser escrito como sendo p(x) = r(x) + g(x).g(x). Onde r(x) possui grau

menor que 4(x) e g(x) - g(x) satisfaz a Proposicdo 4. Sem perda de generalidade, se Z =
(21(x),82(x),...,gn(x)) entdo podemos escrever:

p(x) =r(x) + ) gn(¥)gu(x),  ,7.qu € P° (2.6)
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Nesta perspectiva, percebemos que podemos inserir livremente termos na base minimal, de
modo que, a decomposicdo pode variar. Por outro lado, pela Definigdo ?? temos que p(x).g(x) €
T e pela Proposicdo 3 se r(x) = 0 entdo p(x) € Z. Independente das modificagdes das bases
do ideal, teremos um residuo pertencente a classe do ideal, tal que 7(x) = p(x) mod Z. Desta
forma, posteriormente vamos verificar que os zeros de r(x) devem ser os mesmos zeros de

p(x) sempre que associado ao ideal 0-dimensional.

Exemplo 6 Considere o ideal de todos os polindmios em P* tal que sua representacio seja o conjuntos
dos pontos z € C° com base minimal G = {xy — z¢ } para ¢ € IN mostre que cada polindmio P° possui
uma representagio:

p(x) =r(x)+ Zﬂs(x)gs(x), com t,qs € P°

Prova:

Suponha que dois polinémios p(x), q(x) sdo congruente modulo g(x), entdo:

p(x) = s(x) mod g(x).

Consequentemente podemos escrever p(x) como sendo:

p(x) = s(x) +k(x) - g(x).

onde k(x) - g(x) pertence ao ideal Z, de fato, isto é verdade pois p(x) e s(x) sdo congruentes,
mas ndo necessariamente iguais. Em vista disto, qualquer polindmio que pertence ao ideal 7
ja esta representado no caso acima. Por outro lado, sabemos que p(x) € Z. Caso contrario,
poderiamos supor a existéncia de r(x) ¢ Z, e pela Proposi¢do 3 entdo p(x) —r(x) ¢ T —
q(x) - g(x) +r(x) € I. Logo, podemos afirmar que a equagao:

p(x) =r(x) +q(x) - g(x),

representa todos os polindmios P°.

2.3 Anéis quocientes e ideais polinomiais

Nesta secdo abordaremos os anéis quocientes de um ideal polinomial 0-dimensional. Note que
podemos trabalhar com os restos da divisdo de um termo de modo andlogo ao préprio termo.

Sem duvidas, a possibilidade de trabalhar com polindmios de grau menor facilita muito o
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célculo dos zeros, uma vez que, chegamos a conclusdo de que r(x) = p(x) mod Z onde, p(x)
é um polindmio de P? e r(x) é obtido da decomposigdo de p(x) = r(x) + g(x) - g(x).

Sejam g(x) € P* e g(x) um elemento do conjunto gerador de um ideal. Temos que, g(x) -
g(x) € Z, pela Proposicao 3. Sendo assim, p(x) = r(x) + Z. Por outro lado, se r(x) = 0 entdo
p(x) € Z. Agora formalizaremos a definigdo deste elemento 7(x) da seguinte forma:

Definigdo 10 Diremos que [p]z é o residuo de classe p médulo Z. Posto isto, [p]z € RI[Z] se:
plz={rePilp—reI}=[rlz+Z=[plz+T. (2.7)

O conjunto formado por todos os residuos de classe sera representado por R[Z]. Uma vez
que R[Z] representa um anel quociente consideraremos validas todas as operagdes de soma
e produto de escalar com o vetor relacionados ao ideal. Neste caso, temos a soma de vetores
definido na eq. (1.8) e o produto por escalar definido na eq. (1.9).

Por consequéncia, temos que R[Z] podera representar um espaco vetorial, uma vez que
todos os axiomas serdo véalidos neste espaco. Como resultado, existe um operador de mudanca
de base que “desloca”o espago das classes residuais para sua origem. Assim, podemos supor
que existe uma base {[b;], [b2] ...} € T®, com escalares y,, de modo que para qualquer 7y, = 0,
este espago converge para origem.

Na mesma perspectiva apontada acima, temos que o ideal 0-dimensional Z estd associado
intimamente com conjunto dos zeros tanto que o polindmio r(x) necessariamente deve apenas
conter o conjuntos dos zeros de p(x). Consequentemente, qualquer método de interpolagdo
polinomial com o conjunto das raizes de p(x), pode determinar um polindmio dentro de R[Z].

Nesta sentido, iremos adotar a base Lagrange, e denotaremos seu uso por [b,], onde u € N
representa a posicdo da raiz no processo de interpolagdo. Portanto, dado um conjunto Z =
{z1,...,zm} C C°, onde z,, satisfaz p(z,) = 0, podemos concluir que os valores de (z;) sdo

imediatamente os elementos de [r]|7 e terd sua representacdo dada por:
m
[rlz = Z r(zy) [by]- (2.8)
u=1

No entanto, devemos ressaltar, que neste primeiro momento, ndo estamos considerando casos
onde um polindmio possui mais que um zero na mesma coordenada. Realmente, perceba
que se temos 1 zeros em um determinado ponto, tal que m > n € N, deixariamos n — 1
pontos de fora da interpolagdo. Isto decorre do fato de que o ideal 0-dimensional est4 associado
localizacdo das coordenadas.
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Exemplo 7 Dado o ideal O-dimensional T = [g1, 2], com g1 = x>+ 6xy +3y*> —9e gp = 2x> —
3xy + y — 3. Aplique a interpolagio de Lagrange para encontrar as bases de R[Z].

Solucao:
Efetuando todos os célculos analogos ao Exemplo 4 temos que Z serd definido pelos elementos:

(=1.5,1.5), (—1.09, —0.64), (0.92, —1.31), (1.33,0.56).

Abaixo podemos ver os momentos em que g1 e g» se anulam. Assim como o ponto em que

ambos se anulam simultaneamente, gerando o ideal 0-dimensional 7.

Figura 2.5: Ideal Z=[g1, 2]

De acordo com o que expressamos acima podemos, aplicar a interpolagdo de Lagrange

VI;[A(xl —(zu)1)
) = =@

p#EA

para determinar um conjunto gerador. Segue abaixo a interpolacdo de Lagrange para os pontos

&1 = [(—15(:11)90)9()—()1?8329)2(; (:11.}333—)1.33): (29)
2= | (9 15} 109 - 0831 09T 210
59 = | {935 15092 1 108)(05% 139). e

84] = {(133(ﬁl5)5()1(§; ff.%é())zl_ﬁgg—zz)gz) ' (212)
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Efetuando todos os célculos, temos:

100x3  1313x2 12289x 1333724

8] = 283 2830 28300 2830000
100x®  75x* 2154x 18354
8] = 283 ' 283 28300 28300
100x3  126x% 18097x = 217453
8=~~~ " 400 T 21000
100x®  167x> 7478x 15042
8 == =@~ 400 41000

Desta forma, qualquer elemento em Z = (g1, 2, $3, 84] pode ser escrito como combinagado
linear de g1, g2, g3, $4 € assim b, € um elemento da base de Z. Além disso, podemos verificar
que cada elemento desta base ndo se anula em um tnico ponto do ideal. Desta maneira, este

serd uma das raizes do polindmio caracterizada no C™" por:

Su(xu) = (0,...,2y,...,0). (2.13)

Convém observar que podemos aplicar a formula no ideal 7 acima, a fim de encontrarmos uma
a base vdlida para o ideal. No entanto, perceba que embora tenhamos apenas uma variavel,
serd preciso determinar quatro polindmios para definir os geradores de Z. Isto sobrevém, por-
que mudamos apenas a base, ou seja, a relagdo entre duas bases de um mesmo ideal deve
gerar dois ideais isomorfos. Em vista disto, a dimensdo do ideal deve ser preservada e pela
Proposigdo 1, a dim P2 = dim P}.

Como ja afirmado acima, as bases de Lagrange formam uma uma base de R e de acordo
com a eq. (2.13) temos que cada g, forma uma coluna de R. Definindo uma matriz de ordem

m X m, como encontramos abaixo:

Z1 o -.-- 0
0 Zy e 0

by(zl/[) — . ) . . . (2.].4)
0 o --- Zm

A defini¢do dada acima, caracteriza a matriz de mudanca de base.
Além disso, sabemos que o polindmio caracteristico determina os zeros do zero dimensi-

onal, o qual é definido por Ax}, —I-x, = 0, onde neste caso a matriz Ay serd a matriz de
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multiplicagdo por x. Naturalmente, se Ay é uma matriz diagonal, onde a diagonal representa
os zeros do espago vetorial polinomial, temos que:

m

bu(zy) = [ [ (xy —zu) = 0. (2.15)
u=1

Temos também que a eq. (2.15) estd bem definida dentro de R [Z], de modo que o produto entre

duas classes residuais é bem definido. Entao,

[plz- [qlz = [p-9lz. (2.16)

No entanto, estamos definindo classes residuais univériaveis. Isto é, a base de Lagrange citada
acima, definiu bases pertencentes a P!, tanto que torna-se necessario uma nova matriz de
transformagao do tipo P! — P*.

Visto isto, podemos a partir das eqs. (2.14) e (2.15) definir uma base B determinada por
classes residuais dada por B = {[1], [x], [y], [xy]}, sendo B uma especifica base de Lagrange
ortogonal, a qual possibilita um sistema linear do tipo }_, ayb, = wy,. Desta forma, a matriz
associada a base B definida pelo exemplo 4 sera:

1111 1]

[ 12 —04 —12 04 o]
Onu) =1 04 12 —o04 —12 || Iy (2.17)

048 —048 048 —0.48 [xy]

A eq. (2.15) classifica R[Z] ndo somente como um espago vetorial, mais também como um

anel quociente de classe residuais o que motiva a defini¢do a seguir:

Defini¢do 11 Dado um ideal polinomial T C P*, o anel R|Z| definido pela operagdes (1.8), (1.9) e

(2.16), é chamado de anel polinomial quociente de classe residual modulo Z, sendo denotado por P* /L.

A definicdo acima garante, que podemos escrever um polindmio qualquer de acordo com a
eq. (2.6), quando temos pelo menos uma base de Z. Precisamos agora verificar como podemos
determinar um operador que permita que estd matriz seja justamente uma matriz diagonal.
Sendo assim, iremos abaixo verificar a existéncia de uma matriz que possa substituir uma
variavel x;.

Desta forma, A[bﬂ ird denotar a matriz de mudanga de base, representada por:

[b1]z [b1]7
: = (A[b,,]> . :
[bm]z [bm] 1
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Exemplo 8 Dada uma base By = {[1], [x], [y], [xy]} encontre Ap,. Dado T definido por I = [15x* —
20xy — 12,15y + 20xy — 12].

Solugéo:
Temos que g1 = 15x% — 20xy — 12 e g» = 15y? + 20xy — 12 de modo que precisamos igualar
todas as coordenadas a zero. Portanto 15x% — 20xy — 12 = 15y + 20xy — 12 = 0. No entanto,

[bu]7 serd o termo [x], e a partir da eq. (2.18) temos que:

[1] [x]
SR
[y] [xy]
[xy] ES

Observe que alguns termos do produto by, - B ndo aparecem na base. E importante entender-
mos, que o fato de um dado termo ndo aparecer em Bz significa que este termo se encontra fora
do subespaco. Tal condi¢do, ndo nos permite trabalhar com ele, todavia, a eq. (2.15) garante
que este termo pertence ao anel quociente. Com isto, podemos escrever [g1, §»| para se adequar
ao anel R[Z]. Assim:

_ﬁ_3 2__4xy 4

X- =

2 4ﬂ _|_ % X —
3 5 YT Ty VTR
Além disso, precisamos encontrar x?y em funcéo de Bz. Sendo assim:

o2y — Bx 36y
Y= 125 T 125°

Fazendo as devidas substitui¢oes temos:

1] [x] 1. [x]

[x] . [x] — [XZ] — % [xy] + % [1] . [x]
] [xy] L. [xy] ’
[xy] [x%y] 2 [x] + 155 [y

Aplicando (2.18) e colocando a base em evidencia temos que:

1] [x 1. [x] 0 1 0 0 1]

2o O P P 1/ A L I - [x]
] [xy] L [xy] 00 0 1 vl |’
[xy] [x*] s [X] + 55 [] 0 % 75 0 [xy]
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caracterizando a matriz Ay, por:

0 1 0 O
4 4
4 o o 4
-1 5 3
Ap) 00 0 1
48 36
0 135 725 O
De modo analogo, podemos construir as matrizes Ay, Ay,| € Ay) da seguinte forma:
0 0 1 0 0 0 0 1
00 0 1 0 =% % 0
Ay=1L Ay =1 o o _2 | Ay 0 _3% 8 g
5 18 5 TS
0 35 15 O >z 0 0 O

A matriz definida acima representa um operador linear em rela¢do a varidvel, de modo que
teoricamente podemos determinar o conjuntos dos zeros a partir das mesmas. Mais adiante
veremos que p(A) = 0, o que garante o conjunto dos zeros. Naturalmente as matrizes ndo
sdo independentes, o que é positivo, afinal se precisarmos determinar uma base de varidvel
do (x,x%,...,x™), basta calcular a matriz de multiplicagio de x depois elevarmos a poténcia
necessdria. Por exemplo, se queremos encontra A2, basta calcular Ay, - Af,). Além disso,
também serd valido:
A Ay = Ay
Como cada uma das matrizes representam a multiplicacdo por uma varidvel da base de La-
grange, temos que cada coluna é tnica e invaridvel. Adiante veremos que isto ocorre pois, os
autovetores associados aos autovalores sdo tinicos.
Para introduzir um polindmio, cujo ntimero de varidveis é inferior ao do anel quociente,
usaremos a seguinte expressao:
by
Xg : =As- :
b b

by
: reN (2.19)

A expressdo acima gera uma familia de matrizes associadas a R/Z. Além disso, o produto
entre as matrizes da base b[by] assim como ocorre entre mondmios, ird gerar um espago vetorial

I C R/Z. Desta forma, temos a defini¢cao abaixo:

Definicao 12 Definimos a classe residual dos monomios como sendo:

A =AlAL L AF,  seN. (2.20)
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Observe que a defini¢do acima equivale a Defini¢do 1.1. Assim, da eq. (2.19) e da Definigdo
12 podemos substituir todas as varidveis por classes residuais de mondmios de acordo com a

seguinte proposicao:

Proposicdo 5 Para um ideal polinomial T C P®, considere o anel quociente R /[Z], com base b e

matriz de transformagio A,. Entdo, para qualquer p € P,
p(x) € Z  desde que p(A) =0. (2.21)

Prova: p(x) € T implica que p(x)b, € ZVu. Portanto, pela eq. (2.14), se um polindmio

p(x) € I, entdo ele pode ser escrito na base de Lagrange de acordo com a eq. (2.8). De modo
m

que, p(A) = Hl(A —zy) = p(A)=0.0

],[:
Nesta perspectiva, temos que qualquer que seja o ideal polinomial Z, existe um anel quoci-

ente R /1 associado a uma base. No intuito de aplicacdo da algebra computacional, podemos
encontrar um ideal polinomial tal que p(x) € Z e p(A) = 0, entdo seus zeros sdo os autovalores
Alp,)- . _
Obviamente, existe um conjunto A tal que, A = {p(A), p € R[Z]}. De fato, isto ocorre pois
existe um conjunto de elementos P, tal que, 7 = p mod I, sendo 7 um representante da classe
residual de p(x). Desta forma, temos que p(A) = p(A). Além disso, como R[Z] = span {by,},
temos A = {Aby, i € N}. Abaixo definiremos formalmente o conjunto da matrizes comutati-

vas.

Definicao 13 Uma familia de matrizes comutativas m X m é definida como sendo o conjunto das ma-
trizes de multiplicagdo de R[Z].

De modo geral, podemos definir que a existéncia da matriz de transformagdo ortogonal, de-
pende diretamente da quantidade de pontos do zero dimensional. Alids, isto é imediato, de-
vido a Ay, | estéd associado a [bu]7 pela eq. (2.18) . Em todo caso, podemos definir os elementos
Ebﬂ = {By, By, ...}

Para uma matriz de multiplicacdo By e uma base by, podemos afirma que By, gera um ideal
0-dimensional. Em particular, By possuird um conjunto de autovetores associado um conjunto
de autovalores de maneira tinica. Desta ocorréncia diremos que By tem multiplicidade 1, isto

é, o conjunto de autovetores terdo no maximo uma variavel livre. Neste sentido, a matriz My
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cuja colunas sdo representada pelos autovetores associados a matriz By é denotada por:

Mo = X1 ... Xm . (2.22)
| |
Seja Jo uma matriz da forma

Agp 1 ... 0

0 A ... O
Jo= , (2.23)

: o .

0 ... 0 Ao

Pela defini¢do de ideal Z como um operador definido atravéz da multiplicacdo de p,(x) por
uma variavel da base de Lagrange, podemos determinar seus zeros aplicando:

BoMg = Moo (2.24)

Assim, recisamos apenas encontrar uma matriz ue satisfaca a eq. (2.24 , ou melhor, dese-
0
jamos escrever a matriz BO CcOomao:

| | 0 Ap ... O | |
BOZ xl “ e xm . . 0 . . . X1 “ o xm
| | 0 ... 0 A | |

Desta forma, como Jp € uma matriz triangular superior, podemos afirmar que para determinar
os zeros de um polindmio basta definirmos uma matriz By e My que satisfaca By = My - Jo -
My 1. Afinal, quando um espaco vetorial tem 0 mesmo nimero de dimenséo que o ntimero de
autovalores, diremos que este espaco vetorial tem multiplicidade 1, isto é, para cada variavel
teremos apenas uma relagdo. Quando isto ocorre, diremos que a matriz de multiplicacdo é uma
matriz ndo degenerada. Deste modo, diremos que o conjunto dos autovetores é invaridvel e
cada M é tnico.

Nos caso de p(x) possuir zeros com multiplicidade maior que um, teremos n raizes dis-
tintas. Quando isto ocorrer cada um dos zeros determinard um bloco de Jordan. Com isto o

namero de raizes serd dado por m = mj + my + ...+ m, e a matriz | é definida por:

Ji 0 ... 0
J = 9 ]_2 ? . (2.25)
00 ... Ju
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Em fim, de acordo com o que foi visto até agora nesta se¢do, encerramos com duas proposigdes
fundamentais para o Teorema Central da solu¢do de um sistema de polindmios. Sendo que
a primeira define construir um operador, enquanto que o segunda garante a unicidade deste

operador.

Proposicdo 6 Considere By € B e um autovalor Ay de By com multiplicidade geométrica 1. Logo
existe apenas um autovetor x € C™ associado a Ag. Neste caso, x é o conjunto de todos os autovetores de
B € B, associados ao autovalor Ao(B). Além disso, By tem um subespago invariante X = (x1,. .., Xm,),
mqy > 1, associado com o autovalor Ay(B).

Prova:

Suponhamos que a forma normal de Jordan de By contenha apenas um bloco de Jordan,

Ao 1 ... 0
0 Ay ... O
]O — c CTHQXm(),
S |
0 ... 0 Ap
Pela eq. (2.24), temos:
| |
BpX = X]Jp, com X = My = X1 ... X

Claramente, x1 é um autovetor de By apenas para o autovalor Ag. Para uma matriz arbitraria
B € B, temos que By(BX) = BByX = (BX)]Jy ou

BoY =Yy Para Y =BX = (y;.. - Ym)

Para Boy,; = Agy,, deduzimos que y; deve ser um miultiplo de Ax; de um tinico autovetor x;
assim Bx; = y; = Ax; o que prova nossa suposicdo. Além disso, a equagdo (By — Agl)y, =
Yy, = Axj comparando com a segunda coluna implica y, € span(x1,x2), o que ndo é verdade
pois (x1,x7) teria que ser o nucleo de By — Agl, o qual consiste apenas de multiplos de x;.

Assim o0 argumento pode ser continuado para todos os y,, e provamos a segunda parte.
BX = XT, (2.26)

com T uma matriz tridngular superior com diagonal A.
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Proposicdo 7 Dada as matrizes comutativa de multiplicidade geométrica 1, cada conjunto de autovetor
X1 € associado a um tnico conjunto de subespago invaridvel gerado por X = <xV1,xV2, . .,xym#>,
com m € N, tal que para cada B € B com Bx,1 = Ay,(B)x,1. De acordo com a eq. (2.26) temos que
X = (xp1, %02, - - Xpm,) € A = Au(B).

Prova:
Sem perda de generalidade, considere By pertencente a B com um autovalor A¢ de multiplici-
dade geométrica 2 e com multiplicidade algébrica maior que 2. Neste caso teremos dois blocos

de Jordan, [; e J, de dimensao mq, mp > 1, associados ao mesmo autovalor A, e neste caso:

Bo Xy = X1]1, By Xy = XaJ,

Com um autovetor x; em X; e outro autovetor x; em X,. Assim podemos assumir que
existe uma matriz By € B tal que, Bjx; = A¢(B1)x1, no entanto, Bixy # Ag(B1)x;. Com isto
temos duas possibilidades:

1. xp é um conjunto de autovetores de B, no entanto, o autovalor associado a x, ¢ diferente
do de x; para quase todos os B € B. Entdo os subespacos invariantes gerados por Xj e
X pertencem a diferentes blocos de Jordan e assim teremos diferentes conjuntos de au-
tovetores para todo B € B.

2. xp ndo é autovetor de B;. neste caso, ndés combinamos as colunas de X; é X, construindo
uma matriz X, tal que x; e xp aparecam na primeira e segunda colunas. Entdo o argu-
mento da prova da Proposi¢do 6, com obvias varia¢des, estabelecemos a validade da eq.
(2.26), e os geradores de X é um subespaco invariante associado somente ao conjunto de

autovetores x1 nos geradores de X.[]

Exemplo 9 Considere que a matriz de multiplicagio de um anel R definida por:

5 4 2 1
o 1 -1 -1
Av = -1 -1 3 0
1 1 -1 2

Aplique a eq.(2.24) em A,.
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Solugéo:

Pela eq. (2.24) temos que

-1 1 1 1 -1 1 1 1 1000

A 1 -1 0 0| _ 1 -1 0 O 0200
* 0O 0 —-10 ]| 0O 0 -10 0041
0 1 1 0 0 1 1 0 000 4

Desta forma, os zeros na variavel x deste anel serdo Z = {1,2,4} com autovetores (—1,1,0,0)7,

(1,—1,0,1)7, (1,0,—1,1)7. Estes vetores sdo invaridveis mesmo que alteremos a matriz Ay.

Exemplo 10 Considere o anel polinomial R com base de Lagrange b = (1,x,vy,x?) e matrizes de

multiplicagdo,

o 1 0 0 0 010
0O 0 0 1 -1 110
A=l 1 1 0] CMT 2030
9 -12 -1 6 -1 011

Aplicando a eq. (2.24) estabelecemos que:
1001 1001 2100
Al 2101 (2101 0210
* 1002) |1002 0020
4 411 4 411 0001

Assim, os autovalores associados serdo 2 e 1 e os autovetores (1,2,1,4) e (1,1,2,1) que
apresentam multiplicidade geométrica 1, obtendo apenas um conjunto de autovetores

{(1,2,1,4), (0,1,0,4), (0,0,0,1)}.

Analogamente aos calculos efetuados em A, temos:

Ay‘

> = N =
B~ o~ o
—_o oo
— N~
[ NS (S I
= O = O
-0 0o
_— N ==
S oo
O O = O
S =R OO
N O OO

Concluimos esta se¢do confirmando que todo anel R pode ser representado por um conjunto
de m matrizes de multiplicacdo, desde que estas matrizes sejam diagonalizaveis e de multipli-

cidade geométrica 1.
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CAPITULO 3

O TEOREMA CENTRAL DA SOLUCAO DE UM SISTEMA
POLINOMIAL

Dedicamos o capitulo anterior ao estudo das bases de um anel polinomial R e espago dual
D. Deste modo, podemos perceber a importante relagdo que um espago vetorial tem com suas
bases e consequentemente com seus geradores.

Neste capitulo nos dedicaremos a apresentacdo do teorema central da solucdao de um sis-
tema polinomial. Este teorema tem contribuido na andlise numérica, onde muitas vezes pre-
cisamos da solucdo aproximada de uma raiz visto que, em alguns casos, ndo é possivel obter

uma solucdo analitica [3].

3.1 Transformacao de basenoR e D

Nesta se¢do iremos abordar a transformagdo de uma base R para D, lembrando que R[Z] é um

anel de equivaléncia médulo I, tal que Z C P°. Logo, D também sera um anel de equivaléncia.
Seja dim R[Z] = m com R[Z] C P°. Sabemos que a interpolagdo de Lagrange fornece infi-

nitas bases para o anel R[Z]. Neste caso, iremos considerar as bases b e b; definidas por

bo1 by
bo = : P b= . ,
bOm bm

como bases deste anel e suas respectivas bases conjugadas sobre o espago D|Z] C (P°)*, dadas
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por:

Cg; = (C01/---1C0m) CT = (Co,...,Cm).

Mesmo sendo duas bases distintas podemos representar um polindmio qualquer p(x) por:

p(x) =cj(p(x)) - bo = c’ (p(x)) - b. (3.1)

Esta equagdo pode ser reescrita como:
b = Myby. (3.2)

Neste caso, observe que existe um operador linear que permite uma mudanca de base de by
para b. Denotaremos por My € C™, a matriz de mudanga de base de dimensao m, definida por
¢} (b), a qual satisfaz a equagéo abaixo:

cd = c"My. (3.3)

No mesmo sentido, podemos admitir a existéncia de um operador linear A : R[Z] — R[Z] de
bases by e b:
by 5 AOby, b -2 Ab.

Naturalmente, podemos considerar a aplicacdo da transformacédo .4, de modo que, p — g,
g = Ap, com g em uma base b de Lagrange ou go = A p. Como p(x) satisfaz as egs. (3.1) e
(3.3) entao:

Da equacdo acima obtemos:
AMy = MyA©). (3.4)

T

Exemplo 11 Considere mais uma vez o anel R[Z] do Exemplo 10, com uma base b = (1,x,y,x>)T e

uma base by dada por:

—7+12x — 6x% + x3

6 — 11x + 6x% — x3
—44+8x—5x24+x% |’
8 — 12x + 6x% — 3

by = (3.5)

a qual representa o conjunto de geradores do anel R |[Z].
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Do préprio Exemplo 10 sabemos que x> = 9 — 12x — y + 6x> mod Z, bastando compararmos
com a ultima linha de Ay,. Desta forma, substituindo esta relagdo de congruéncia na eq. (3.5)

obtemos:
—7412x —6x2 4 (9 — 12x —y + 6x%) =2+ 0x — y + 0x?,
6 —11x+6x> — (9 —12x —y + 6x%) = =3+ x +y + 0x2,
—4+8x —5x*+(9—12x —y +6x%) =5 —4x —y+ 1%,
8 —12x + 6x% — (9 — 12x —y + 6x%) = —1 + Ox + y + 0x*.

(3.6)

Com a representacdo eq. (3.6), bg é dado por:

2 0 -10 1
b — -3 1 1 0 X
o= 5 —4 -1 1 y
-1 0 1 0 x?
Pela eq. (3.2) sabemos que:
2 0 -10
1 _ | -3 1 1 0
My = 5 —4 -11
-1 0 1 0

Assim com posse de M, ! podemos encontrar My e por fim achar a forma de Jordan:

AY = Mgl Ay Mg =

SO ON
SO N -
OoON = O
_ o o o

(0)

Logo, A;" representa uma matriz do tipo bloco de Jordan, cuja diagonal representa o valor das
raizes, da variavel x, dos polindmios contidos em R[Z] C P°. Além disso, podemos concluir
que by é uma base de Lagrange aplicada a variavel x.

Se um ideal P° tiver todos os zeros distintos. Criamos uma associagdo direta entre a base

by e as matrizes de transformacdo. Desta forma, para um arbitrdrio polinémio p € P?° temos:

b (p) = (p(z1), .., p(zm)) = p(z).

Desta forma, pela eq.(3.3):

My = ¢} (b) = ( b(z1) ... b(zn) ) , (3.7)



onde cada coluna da matriz M representa os autovetores associados aos autovalores do anel
RI[Z] C Pe.

Visto a importancia do estudo da base de um subespaco, esta se¢do visa analisarmos a
possibilidade que temos de transformar as bases possibilitando, procurarmos a que melhor se
aplica em cada caso. De modo geral, encerramos esta secdo com uma relacdo muito conhecida

na algebra linear:
bo = My 'b = (c{ (b)) 'b. (3.8)

3.2 Aplicacdo quando todas as raizes sdao distintas

Nesta segdo iremos abordar uma versdo preliminar do Teorema Central da solugdo de um sis-
tema de equagdes, admitindo que a multiplicidade da raiz do polindmio serd sempre igual a

um.

Teorema 1 (Teorema Preliminar) Seja Z C P°® um ideal O-dimensional, com m zeros distintos e com
multiplicidade um. Considere uma familia de matrizes comutativas A C C™*™ definidas sobre uma
base ortogonal de Lagrange fixa b de um anel R[Z]. Entdo, o conjunto dos autovetores de R|Z] sio as
m colunas b(z,,) de uma matriz My definida pela eq. (3.7).

Prova:
Seja g € P® tal que g(z;,) € C. Ainda, seja by uma base de Lagrange para o anel R[Z], a qual

satisfaz: 4
0 i#m
bom(zm)_{l i=m '
Portanto, na base by, a multiplicacdo por um polindmio deve ser representada por uma matriz

diagonal:

g(z1) ... O
At(]O) — : :
0 ... q(zm)

Deste modo, a matriz A; € uma matriz de multiplicidade que satisfaz eq. (3.1), (3.4) e (3.7).
Nesta perspectiva, existe uma matriz de multiplicacdo My, cujas colunas sdo autovetores asso-
ciados a origem do 0-dimensional. Assim, podemos afirmar que existe, ao menos, uma base by
que coincide com a origem. Neste caso, ocorre algo similar ao que ocorre quando determina-
mos um vetor qualquer no hiperespago, isto €, os valores dos mondmios sdo como coordenadas

do vetor determinando exatamente os zeros do polindmio p(x).
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O teorema preliminar, no entanto, ndo cobre todos os casos, visto que ele precisa dos auto-
vetores. E como vimos anteriormente, em uma matriz com multiplicidade geométrica 1, temos
exatamente o nimero de autovetores associados ao nimero distinto de raizes. Contudo, a

aplicacdo do teorema preliminar, tem duas possibilidades.
e Caso 1:

Assumimos que o polindmio g(x) é gerado pela base b de R[Z] C P°. Neste caso, precisamos
apenas encontrar uma base que satisfaca a eq. (3.1). Teremos assim, autovetores A; que serdo
as colunas, e a partir do bloco de Jordan, determinamos os autovalores, reduzindo a tarefa

apenas a determinar a base e sua mudangca de base.
e Caso 2:

Podemos assumir, no entanto, que o polindmio g(x) nado é gerado pela base b. Desta forma,
existem mondmios em g(x) que ndo fazem parte do anel R[Z]. Com isto, podemos supor
a existéncia de uma matriz A,.. Tal que, Ayb(zm) = Ayb(zm). De fato, esta é a defini¢do
de autovalor e autovetor, os quais neste casos estamos determinando. Contudo, a matriz A, é
uma nova matriz de multiplicagdo, definida a partir da relacdo abaixo. Além disso, a matriz A
possui multiplicidade geométrica 1, pois, os subespagos de P® apresentam um tinico conjunto

de autovetores e a relacdo abaixo também é tinica:
Xob(x) = Agb(x) +p(x)  com  p(x) = p(pm(x)), pm(x) € . (3.9)

Logo , Asb(x) € Z, afinal se trata de uma transformagdo para base de Lagrange e p(x) € Z,
visto que é gerado por uma combinagédo linear contida no ideal Z. Concluimos com isto que a

tarefa de calcular os zeros se resume, mais uma vez, em determinar uma base apropriada.

Exemplo 12 Vamos trabalhar mais uma vez com o anel R|Z] do Exemplo 7. Temos que as matrizes de
multiplicidade por x e y para uma base de Lagrange definida por b = (1,x,y, xy) sio:

00 0 1 00 1 0
4 4
4 9o o ¢4 0 O 0 1
— 5 3 _
A=10 0 o1 MT|t o o -
48 36 36 48
0 15 15 0 0 135 15 O

Calcule os zeros de p(x,y) = xy e p(x,y) = x> + y>.

47



Solugéo:

Neste caso, basta substituir p(x,y) = p(A), entdo teremos p(A) = A, - A, efetuando os
célculos dos autovalores, determinamos que p(A) = £0.48. Logo temos dois zeros de mul-
tiplicidade 2. Para o segundo polindmio iremos usar a mesma idéia. Sendo assim, ficamos com
p(A) = A2 + A;. Calculando os autovalores temos que p(A) = 1.6 e assim obtemos quatro
zeros todos em 1.6.

Este exemplo no diz de acordo com o Teorema 1 que o ideal 7 precisa ter todos os po-
lindbmios com raizes distintas. Porém surge um problema que ao determinar os zeros de um
polindmio, esta multiplicidade pode variar. Os resultados descritos na préxima segdo visam
contornar este problema.

3.3 Polinémio com raizes de multiplicidade maior que 1

Nesta secdo iremos analisar o caso onde a combinagdo polinomial que gera um ideal Z possui
raizes com multiplicidade maior que 1. Esta analise ird determinar o caso geral, o qual possi-
bilita a determinacdo da raiz de qualquer polinémio a partir da comutacdo das bases. Como a
quantidade de autovalores é a mesma que o numero de raizes. Ocorre que o nimero de auto-
vetores € inferior a dimensdo de P° ndo gerando uma base no espago zero dimensional. Desta

forma, ndo podemos determinar a matriz de multiplicagdo A, associada a uma base b, € R|[Z].

Proposicdo 8 Para um ideal T C 'P°, 0-dimensional, considere uma familia de matrizes de multi-
plicagio A, tal que A; = q(A) € C™ ™ definida sobre uma base b, € R[Z]. Cada conjunto de
autovetores x,, de A tem a forma b(z,) para algum z,, € Z|[Z).

Prova: vide [3] pg. 51.

De acordo com o teorema acima, temos que o conjunto formado pelas matrizes de multiplicacdo
tem multiplicidade geometrica 1, isto é as matrizes A apresentam apenas uma varidvel livre.
Com isto temos que para cada ideal 0-dimensional Z, associado a uma base qualquer by, existe
uma tinica matriz A; = q(A). De fato, como A,(q) = co1(9) = q(z;) e pela Proposicio 8, ndo
teremos dois conjuntos de autovetores pertencentes a A e associados a0 mesmo autovalor Ay

Usando os resultados secdo, a Proposicdo 8 e a eq. (2.26) obtemos o Teorema Central da
solucdo de um sistema polinomial.

Teorema 2 (Teorema Central) Seja Z C P°, um ideal O-dimensional, n zeros Zy distintos, tal que
1 varia entre 1 e n, n < m. Considere uma familia de matrizes multiplicativas A C C"™*™ de R[Z]
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com um base de Lagrange b,,. Entdo o conjunto dos autovetores de A, com propriedade normalizadora,
é idéntico ao conjunto dos vetores b(z,,), com y variando entre 1 e n. Além disso, para cada z,, € Z[I],
existe um subespago invariante associado gerado por X, de A cuja dimensio m, > 1, Yoy = m, tal

que, para cada A, € A,

Ty ... 0
AXa Xl X)) = (X Xal X)) | 2 ], (3.10)
0 - Tum

em que Ty, de ordem my X my sdo matrizes triangulares superior cujos os elementos da diagonal sdo

formados por q(z).

Note que, as matriz T, embora seja parecida com a forma candnica de Jordan, se trata de uma
matriz triangular superior, o que nos diz, que os elementos acima da diagonal ndo precisam ser
necessariamente iguais a 1. Além disso, usamos uma barra para separarmos os X, para evitar
confusdo com a notacdo de vetores.

Aplicacdo do Teorema Central [3] se d4 por duas etapas: A primeira é encontrar bases de
Lagrange pertencente a R [Z] que contenha pelo menos um elemento 1 e contenha todos x, de
7. A segunda etapa ¢é calcular o conjunto de autovetores de A, e extrair seus zeros, neste caso
os autovalores.

Visto isto, ainda podemos efetuar uma comparagédo entre as eqs. (3.4) e (3.10) para determi-

nar funcionais de D[Z], os quais ndo aparecem no Teorema Central, isto é,
0
F(b) = (X1|Xa| ... |Xa) e AV =T,

Da eq. (2.19) temos q = x,, xsbgp = Ty, by, para ¢ variando entre 1 e s, onde s representa o

numero de variaveis de g(x), e:

T (xoby) = AV T (by) = T, (3.11)
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CAPITULO 4

APLICACOES

Encerramos o altimo capitulo apresentando alguns exemplos envolvendo o calculo do 0-dimensional
e o Teorema Central da solugdo de um sistema polinomial. Os exemplos neste capitulo foram
resolvidos através do software MAPLE 18.

Aplicacao 1 Encontre as raizes do sistema:

x2+4xy—|—4y2:4
4x? —dxy+y> =4

Solugéo:

Inicialmente precisamos introduzir os polindmios no sistema. Para isto, usaremos o co-
mando ”:="dado para nomear uma equagdo, em seguida a equagdo, no momento em que as

1877

equagdes sdo introduzidas usaremos ”*”para separar as varidveis entre si e dos coeficientes,

7w s

pois, o software entende que ”"x”, “y”e “xy”sdo variaveis distintas e independente. Sendo as-

sim, a partir da entrada de comando ”[> "introduziremos as duas equagdes, ficando assim:
[>pl]:=x2+4-x-y+4- Y =4p2l:=4-* —4-x-y+1y* =4

conforme podemos ver na fig. 4.1. Em seguida usaremos o comando referente a resolugao de
sistema polinomial , o qual é utilizado basicamente para resolver qualquer tipo de equagdo

solve. No caso de um sistema, faremos solve({eq1, eqa, . . .eqn }), {variavel 1,.. ., variavel s}, onde
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n e s representam o nimero de equagdes e varidveis, respectivamente. No nosso exemplo,

teremos:
[> solve({p[1], p[2]}, {x,y});
como podemos ver na Fig. 4.1.

Start.maw ) Rk D koo ) examples, Polynomislldests ) 'LlMedl;!:lg.l'-- inn

Tr;vxl.o L 30 Input * | [ TemastigmBoman ¥ (13 ¥ LIL:_ Ei_i =a Dhlh =i=
>pll] =X +4 xy+4yV=4:p[2] =45 —4- xyv+17 =4
P, =2 + dxy+ -1_‘1'3 =4

po=4x —dxy+y =4 (1)

R i P P —] [.\-——,_r—%] )

Figura 4.1: A solugdo aplicada no MAPLE 18

O exemplo 1 nos apresenta uma ferramenta eficiente e capaz de resolver um sistema nao
linear, desde que aplicado através de polindmios. Agora vamos determinar todos os elementos

de um zero dimensional no exemplo a seguir usando o MAPLE.

Aplicacao 2 Encontre as matrizes de multiplicagio de x e y, a base de Lagrange, os autovalores e
autovetores My e a matriz de Jordan do ideal:

1= [x2-|—4xy+4y2=4,4x2—4xy-|—y2:4 .

Solugéo:

Neste exemplo precisaremos liberar a livraria do MAPLE, os quais, sdo pacotes especificos
de comando. Para aplicar estes pacotes usaremos o comando:
[> with(linalg); with(Groebner);

Desta forma, todos os pacotes associados aparecerdo abaixo da entra como podemos ver na
Fig. 4.2, para ocultar os pacotes usaremos o comando ”:”ao invés de ”;”onde podemos ver na
Fig. 4.3. Onde além de ocultarmos os pacotes ja inserimos ambos os polindmios p1, p»:

Agora identificaremos p1, p» como sendo uma base, para isto, primeiro usamos o comando.

(> B:= [p[1], p[2]];
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i mm@ T T (Tmmbemtemn =i () B I U [E]JEa hhiy =i
> with(linalg); with| Groebner) |
[ BlockDiagonal, GramSchmicdt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol, addrow, adj, adjoint, angle, augmen,

backsub, band, basis, bezout, blockmerix, charmar, charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat,
condl, copvinto, erossprod, curl, definite, deleols, delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectors,
elgenvects, enfermarrix, equal, exponential, extend, [fgausselim, fibonacci, forwardsub, frobenius, gausselim, gaussjord,
genequs, genmairiv, grad, hadamard, hermire, hessian, hifbert, hiranspose, ihermite, indexfinc, innerprod, inthasis, inverse,
ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, linsolve, matadd, matriv, minor, minpoly, mulcol,
mulrow, multiply, norm, normalize, nullspace, orthog, permanent, pivol, potential, randmartrix, randvector, rank, ratform, row,
rowdim, rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, submarriz, subvector, sumbasis, swapcol,
swaprow, svivester, toeplitz, trace, transpose, vandermonde, vecpotent, vecidim, vector, wronskian |

[ Basis, FGLM, HilbertDimension, HilbertPolvnomial, HifberiSeries, Homogenize, InitialForm, Inter Recdluce, IsBasis, IsProper, (1)
IsZeroDimensional, LeadingCoefficient, LeadingMonomial, Leading Term, MatrixOvder, MaximallndependeniSet,
MonomialOrder, MultiplicationMatrix, MultivariateCyclicVector, NormalForm, NermalSet,

RationalUnivariate Representation, Reduce, RememberBasis, SPolynomial, Solve, SuggestVariableQrder, Support, TestOrder,

ToricldealBasis, TrailingTerm, UnivariatePolynomial, Walk, WeightedDegree |

Figura 4.2: Ilustragdo de todos os pacotes.
1] Start.rwe £ V4439333803300 )ik, e 3 examples,Pobynomilidests € *Unttied (2) 0 IR TN
Texto[Matemdtical (€ 20 inpw *) (Tomtumtoman ¥/ (2 v) E[I]U [E]l=a il =i
::r- with(linalg) : with( Groebner) :
> pll] = “+4 xy+ 4_3»;—4;‘9[2] =4 — 4. :r-_;-'+_1-;—4:.
P, =¥ 4 dxy+ -1_1-'2 —4

p1:=4.1:3—4.1:3.-‘+_1'2—4 (1)

"o vy

Figura 4.3: Troca de ”;”por

Em seguida definimos as varidveis associadas a base B, a qual acabamos de criar. A fim de
discriminar as varidveis, usamos o comando tdeg(variavel 1, ..., variavel s), onde s representa o
nuamero de varidveis, de modo que:

[> G := Basis(B, tdeg(x,vy)).

Como podemos ver na fig. 4.4. Apds definir as bases confirmamos que o sistema acima se trata
de um O-dimensional, para isto, usamos o comando IsZeroDimensional(Base), em particular,
escolhendo G como base, temos:

[> IsZeroDimensional (G);
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Caso seja, aparecera true, isto é, verdade, caso ndo seja aparecerd, false, isto é falso. como
podemos ver na Fig. 4.4:

> B=[p[l].p[2]]
B:= [.\" +4xv+4y —4, 4 —dxv+37 — -1] (2)
> G = Basis(B. rdeg(x, v))
G:=[20xy+15)" —12,5x +5)% —8,125)° + 48x — 164 y] (3)
> IsZeroDimensional( &)
trie 4

Figura 4.4: Processo de criacdo do ideal Z.

Visto que [p1, p2| formam im ideal de dimensédo zero, iremos agora determina a base by de
Lagrange associada a este ideal, desta forma, usaremos o comando NormalSet(Base,tdeg(Variavel
1,..., Variavel s)), onde s é o nimero de varidveis, e nomearemos por bn,vi, pois, 0 que estamos
procurando na verdade é em inglés normal basis , reverse vector, desta forma muitas apostilas do
MAPLE nomeara de nb,rv, no entanto, usaremos nossa base normal, vetor inverso. A execugao
de tal comando se daré por:

[> nb,rv := NormalSet(G, tdeg(x,v))

Observe na fig. 4.5 que a base by = [[1],[x], [y], [y?]] é distinta das que apareceram no

exemplo 8, no entanto, isto é normal, desde que se preserve a dimensdo de 7.

> bn, bi == NormalSet( G, tdeg(x, v) ):
bn, bi l 1w x .1."‘ ] rabie| [ 1=1, |1."‘ 4, y=2.x=3 ” (5)

Figura 4.5: Base de Lagrange b

Agora podemos determinar a matriz de multiplicacdo em x e em y. Para determinar a matriz
de multiplicacdo em x usaremos o comando MultiplicationMatrix(Variavel yu, Base de Lagrange,
Base Dual, Base, tdeg(Variavel 1,. .., Variavel s)), onde s é o nimero de varidveis, e p < s. No
NOSSO caso:

[> MultiplicationMatrix(x, bn, bi, G, tdeg(x,y));
[> MultiplicationMatrix(y, bn, bi, G, tdeg(x,vy));
Na Fig. 4.6 podemos ver, tanto a matriz de multiplicacdo, tanto de x quanto de y.
Com posse das matrizes de multiplicacdo podemos encontrar o conjunto de autovalores e as

matrizes My associada a variavel y. Para isto, usaremos o comando Linear Algebra[Eigenvectors|
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-b- M| x] = MultiplicationMenrix(x, bn, bi. G, tdeg( x, y) ):

o 0 1 0
S0 g

M= 20 0 4 ©
0 s s 0

-> M[v] = MultiplicarionMatrix( v, bn, bi, G, tdeg(x, v) ):

0 1 0 0
0 0 0 1
. 3 3
.Lfl : o 0 0 _T M
164 48
125 125

Figura 4.6: Matrizes M, e M,

(Matriz de multiplicagdo de u);, no caso em particular:
[> Linear Algebra|Eigenvectors])(M][x]);
[> Linear Algebra|Eigenvectors|(Mly]);

TP-\I\) L a0 rpt T (mtentonn ) (2> BIU [Exa i =i

> Lineardlgebra| Eigenvectors |(M|x]);
(_, 25 25 25 25
’ 436 4 36
2
- s 5 .5
5
: 2 G 2 6 (13)
6
3 15 5 15 5
. 2 ' 2 18
2
3 1 1 1 1
> Lineard lgebra| Eigenvectors | (M| y]):
2 25 25 25 25
5 == R — —
4 6 36
6 5 s 5 5
5 — —_— - -—
2 6 6 ] (14
(_’ 15 5 3 15
5 B
: 2 18 18 2
2
e 1 1 1 1
5

Figura 4.7: Autovalores e autovetores

A ilustracdo encontra-se na Fig.4.7. Veja que os autovalores de x sdo (—g, —%, g, %) e cada

uma das colunas da matriz da Fig.4.7 é um autovetor, de acordo com a Proposigdo 7. Ainda,
podemos visualizar os autovalores associados a y, os sdo, ( %, g, —g, —%) Podemos visualizar

no exemplo 1 que o MAPLE pode combinar os resultados encontrados a partir das matrizes de
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multiplicacdo, para determinar o conjunto dos zeros de um sistema polinomial.

Para concluir este exemplo, podemos encontrar a forma candnica de Jordan para cada uma
das varidveis. Para isto, usaremos o comando LinearAlgbra[JordanForm](Matriz de multiplicidade
). Em nosso caso particular:

[> LinearAlgebra|JordanForm](M|x])
[> Linear Algebra|JordanForm](M][y])

[T B Y Menepled s = |
b =
.'th.:.ﬁﬁmjtiw: [ )  fememboman T2 v B [ U !‘_Iz‘_'! hih ==

> Lineardigebra| JordenForm|(M[x]):

S 0 0o 0
2
0 — 0 0
5
N (10)
0 0 ; 0
6
0 0 0 5
> Lineardlgebral JordanForm (M| v]):
5 0 o 0

=
i
._,,lrJ
=
=

(11)

=

[=
A |r..a-

=

0 o o0 —

Figura 4.8: Matrizes na forma candnica de Jordan

Aplicagio 3 Considere o ideal 0-dimensional T = [p,(x)], definido pelo sistema polinomial p, (x) = 0,
dado por:

_ 1.3 2 1.2 , 1
pv(x) = —5x1+—2x2—x3—|——2x3+—2 =
1.2 1
xl + x2 _|_ =X5 — = 0
Reproduza 0S Mestnos passos do exemplo 2

Solugao:

Na Fig. 4.9, desde da introduc¢ado dos polindmios a base de Lagrange.
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: et w3 TN Wb bRk
Te\.‘_cﬁ' bernatica] (G 0 e =) (Tmmtemtomn *) (2 =) B[IIU [Elza G =i=

:>- with(linalg) - with( Groebner) :
3 o a2 .
> P[1]:=x[1] +x[2] +x[3] - 1, P[2] = "‘[:] 22D s+ 2B Lopray = aa) a2y S3E - L
Pl=x +x+x,—1
1 1 2 1 2 1
F", = 2 X, =X 5 X >
P yr2_1 1
x, tx > %73 (1)
> B=[P[1].P[2]. P[3]]:
. i 1 3 | 1 2.1 .1 2 1
Be=|x +x,+x -1, sty nTat Nttt oa-S I (2)
> G- Basis( B, tdeg(x[ 1], x[2].x[3]));
G=|x +x,+x —1, 1':: - j.r; +1,2 1'3 - ﬁ.'f:,r: —11 .1": (3)
> KZeroDimensional( G):
true 4
> bn, vi = NormalSei( G, tdeg(x[ 1], x[2], x[3])):
b, vi ] L, x, %, %, %, \':‘ ff X, l Icrf?fv( [ 1=1,x,=2, 1'§ ¥, =6, 1'§ S, x,x,=4,x,=3 ” (5)

Figura 4.9: A base de Lagrange.

Na Fig. 4.10, ja vemos as matrizes de multiplicidade, Observe que o ntiimero de linhas
e colunas estd associado a base de Lagrange, implicando na multiplicidade de uma ou mais
raizes maior que 1. De modo que aparecerd blocos de Jordan.

Optamos por pular uma parte da aplicacdo 2, por ser semelhante a aplicacdo 1, de modo
que pretendemos analisar as formas normais de Jordan desta aplicacdo. Na Fig. 4.11, observe
a repeticdo dos autovalores nas diagonais. Esta repeti¢do representa os blocos de Jordan. Além
disso, o aparecimento de alguns niimero 1 acima da diagonal indica, que algumas das raizes
sdo complexas.

Utilizando o MAPLE 18, chegamos a conclusdo de que no exemplo 2, todas as raizes sdo
distintas, em quanto que no Exemplo 3 nem todas as raizes sao distintas. Todavia, poderia che-
gar a solucdo do exemplo 3 utilizando o comando de solucdo do sistema definido no Exemplo
1 como podemos ver na Fig. 4.12. Fazendo do MAPLE uma ferramenta fundamental para o

estudo de polinémio.
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PETESTS] wieate) - [EITTTESTY

Teto Matemdtics] (CDosme  +) (Temtmpenn_ =) (2. =) B I U EES b =i

1
1
0

0

Figura 4.10: As matrizes de multiplicidade.

-1
-1
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0
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o0
00

-1

1

0
0
0

0

0 o
1
]
]

l-2|: =T -]
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> M[x[1]] == MulriplicarionMatrix(x[ 1], bn, vi, G, tdeg( x[1]. x[2]. x[3])):

> M[x[2]] = MultiplicationMatrix(x[2], bn, vi, G, tdeg( x[1], x[2], x[3]) }:

M

¥



EETETY Sieite) - | 1]

wa

Texto latemitics] (Cmowu v (Tmatwmtonn =) (2.x) B I U =3 B =i 5]
> Lineardlgebra| JordanForm | (M|[x[1]]): -
5
> 1 0000
s
0 -5 0000
0 0 0100 (12)
0 0o 0010
0 0 0000
0 0 0000
> LinearAlgebral JordanForm)(M[x[2]]);
5
> 10000
5
0 30000
000100 13|z
o 0 0000 N
o 0 0001
000000
0 ,

< Program Pl (18] Plaple 18 Memire: 38,97 beorac Lén_ Mod Matemitcs

Figura 4.11: As diagonais formam blocos.

> solve( {P[1], P{2], P[3]}, {x[1], x[2], x[3]})

{x1=0,xz=0,::3=1}? [x1=—%,x2=%,x3=ll a1s)

C: Program Fles (c88)Magls 18 Memdria: 35,18 Hors: 1468 Mods Matemitics

Figura 4.12: Solucdo do sistema, com trés raizes reais.
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CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho trata do estudo de espagos 0-dimensional e do Teorema Central da solu¢do de um
sistema de polindmios. Primeiro verificamos que o conjuntos dos polindmios P° formam um
espago vetorial e analisamos a base deste espago vetorial, cujos elementos é o conjunto I"® tal
que s determina sua dimensdo. Em seguida, verificamos que P° forma um anel e consequen-
temente um ideal e finalmente concluimos P° pode ser representado por um anel quociente
R/[Z]. Identificar que P° pode ser reescrito como um anel quociente nos permitiu definir
a existéncia de um conjunto Z cuja principal caracteristica é de que qualquer elemento neste
espaco se reduza zeros caracterizando um espaco de pontos isolados. Naturalmente, notamos
que m pontos isolados poderiam ser interpolados por m polindmios os quais definem uma base
b,. Em seguida verificamos que a matriz b, pode ser reescrita como matriz de transformacao.
Esta matriz desempenha um papel fundamental, pois, podemos fazer uma decomposicdo em
termos de uma matriz de autovalores e autovetores e em seguida calcular os zeros associados
ao seu polinémio.

No entanto, percebemos que a decomposicdo da matriz do sistema é dada através de matri-
zes quadradas, e neste caso nem sempre é possivel obter uma decomposi¢do desta forma. Para
contornar este problema, usamos o espago dual para gerar um novo espaco vetorial, a fim de
obter um novo polindmio, porém com as mesmas raizes. Concluimos o trabalho aplicando o
Teorema Central da solugdo de um sistema de polinomio.

Este trabalho é apenas uma introducdo ao estudo de espagos 0-dimensional a luz da algebra
moderna e algebra polinomial numérica. Esperamos contribuir com os que pretendem iniciar
seus estudos nesta area.
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