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Resumo

No presente trabalho abordaremos problemas de otimiza¢do envolvendo fun¢des
polinomiais de grau maior ou igual a 2, onde utilizamos a taxa de variagdo na obten-
¢do de extremos, que podem ser maximos ou minimos relativos. A proposta é inserir
no ensino médio a derivada como taxa de variacdo e a partir dai resolver problemas de
otimizagdo, sem definir a derivada de maneira formal. Os problemas propostos neste
trabalho atende a dindmica de sala de aula, sendo problemas concretos, com certa ocor-
réncia no nosso cotidiano, podendo ainda abranger as dreas de economia, engenharia

e fisica.

Palavras Chave: Taxa de Variacdo; Extremos Relativos; Problemas de Otimizacéo.



Abstract

In this work discuss optimization problems involving polynomial functions of de-
gree greater than or equal to 2, where use the rate of variation to obtain the extremes,
that can be maximum or minimum. The proposal is to insert in high school the derived
as rate of variation and from there to solve optimization problems, without defining
the derivative formally. The problems proposed in this work meets the dynamic in
the classroom, concrete problems, with some occurrence in our daily lives, may also

include the areas of economics, engineering and physics.

Key words: Rate of change; Extreme Relatives; Optimization Problems.
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Introducao

Na década de 60 a derivada era vista na 3* série do antigo curso cientifico, bem
como os problemas de maximo e minimo relacionados. Para Avila, (ver [2]), a ideia da
derivada poderia ser inserida no 1° ano do ensino médio com um breve conceito de
funcdo, definindo a inclina¢do da reta tangente associada com o contetido de Fisica, a
respeito da velocidade de um mével. Avila ainda menciona que o conceito de fungées,
a derivada e a geometria analitica deveriam ser integrados em uma tnica série e ndo
serem contetidos separados como ocorre nos livros.

Atualmente, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN’s), ndo é
abordado no ensino médio o contetido relacionado a derivada como taxa de variagdo
instantanea. Porém, esta previsto uma nova proposta nos PCN’s de insercdo desse as-
sunto nas escolas, buscando promover aos alunos os conhecimentos necessérios antes
de ingressarem em uma faculdade. Além disso, alguns livros j& mencionam esses as-
suntos (ver [8]), mas ainda ndo é posto em prética pelos professores. Segundo os PCN'’s
de matematica para o ensino médio:

" Aprender Matemdtica de uma forma contextualizada, in-
tegrada e relacionada a outros conhecimentos traz em si o
desenvolvimento de competéncias e habilidades que sio es-
sencialmente formadoras, a medida que instrumentalizam
e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o para
compreender e interpretar situagdes, para se apropriar de
linguagens especificas, argumentar, analisar e avaliar, ti-
rar conclusoes proprias, tomar decisdes, generalizar e para
muitas outras acdes necessdrias a sua formagio”.

A proposta do trabalho é introduzir no Ensino Médio a derivada através da Taxa

de Variagdo Instdntanea e aplicar aos problemas de otimizagdo, sendo possivel fazer
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um estudo a respeito dos pontos de méximos ou minimos de uma fung¢do polinomial
de grau maior ou igual a 2. No decorrer do trabalho, sugerimos apenas problemas que
envolvem fungdes polinomiais cujo dominio e contradominio sdo subconjuntos dos
numeros reais. Ressaltemos que a proposta aqui mencionada sugere facilitar o ensino
e a aprendizagem para alunos que tenham um conhecimento razodvel de matematica,
ajudando-o no desenvolvimento das habilidades destacadas nesse trabalho, possibili-
tando maior compreensdo quando ingressarem em um curso universitario.

Antes de inserir os conceitos basicos de cdlculo no Ensino Médio, o professor deve
agir como mentor, orientando os alunos, induzindo-os a uma intuic¢do e légica mate-
matica, refor¢ando os contetidos de fungdes, gréficos de fun¢des polinomiais, o estudo
da geometria e ainda, trabalhar a modelagem matemaética e associar o uso de novas tec-
nologias. Deve-se compreender que o estudo de fun¢des apenas tem ocorrido quando
associado ao estudo da derivada e que a taxa de variagdo instantanea é algo muito pre-
sente no ensino de matemética. Claro que ndo é preciso mencionar aquela defini¢do
rebuscada da derivada mas levar ao conhecimento do aluno as ideias intuitivas.

Infelizemente ha um agravo quanto a formacdo dos professores nas universidades

e segundo Druck (ver [5)),

"Além da pobreza de informagdo matemdtica, detecta-se na
formagdo dos professores uma supervalorizagdo de métodos
pedagogicos em detrimento de conteiido matemdtico. Uma
boa formagdo pedagdgica é fundamental mas torna-se de
pouca valia quando desacompanhada de bom conhecimento

do contetido especifico”.

Nesse sentido, as perspectivas para um ensino adequado da matematica nas escolas
se tornam pressionadas por um sistema defasado de ensino. E relevante mencionar
que além dos professores dizerem que o contetido da derivada é dificil para os alunos
compreenderem, os livros do 3° ano do ensino médio abordam o assunto no final,
impossibilitando os professores de ministrarem o contetido no ano letivo. E um grande
desafio introduzir a derivada e os problemas de otimiza¢do no ensino médio. O sistema
de ensino nas escolas publicas ndo ajudam a remeter aos alunos essa logica da juncgdo
dos conhecimentos estudados em Fisica e associd-los a contetidos matematicos. Estd na
hora dessa interdisciplinariedade ocorrer, pois é uma coligagdo, onde um depende do

outro e com isso os conceitos, assim mencionados, se tornam importantes na formagao
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do aluno, que podera aplica-los em diversas situagdes. E através do conceito de taxa
de variagdo que o aluno entenderd o conceito de derivada, e com o apoio e os avangos
tecnolégicos, nos deparamos com varios softwares que ajudardo os professores em
suas aulas.
A modelagem matematica deve ser um recurso utilizado no processo de ensino
e aprendizagem para a exposicdo do problemas de otimizacdo. Nesse contexto, no
entender de Biembengut, (ver [3]):
"... para se elaborar um modelo, além do conhecimento de matemdtica,
o modelador precisa ter uma dose significativa de intuicdo e criatividade
para interpretar o contexto, saber discenir que o contetido matemdtico
melhor se adapta e também ter um senso lidico para jogar com as va-

ridveis envolvidas”.
O uso do GeoGebra nos contetidos de dlgebra e geometria representa a nova pro-

posta no ensino da insercdo da tecnologia nas aulas de matemadtica e favorece a com-
preensao do aluno, sendo importante na elaboracdo de uma aula dindmica. O GeoGe-
bra abrange contetidos do calculo diferencial, sendo ttil na derivada de fungdes, retas
tangentes a curvas, fatoragdo de polindmios, determinagdo de extremos, entre outros
recursos.

Assim, o trabalho é composto por cinco capitulos onde h4, no final dos capitulos 1,
2,3 e 5, um breve historico relacionado a cada tema.

No capitulo 1, abordaremos os resultados preliminares conduzindo o leitor a com-
preender o tema proposto.

No capitulo 2 discutiremos a nogao intuitiva da taxa de variacdo média e instan-
tanea a partir da velocidade média dos corpos vista pelos alunos no 1° ano do ensino
médio. Aqui sdo apresentadas as defini¢des de taxa de variacdo, inclinacdo da reta tan-
gente e a velocidade instantanea, e que representam na verdade uma tinica definigdo,
a derivada.

No capitulo 3, definiremos os extremos de uma fung¢do polinomial podendo ser
pontos de maximo ou minimo, denominados os pontos de otimizagado, além de am-
pliar os conhecimentos, falando a respeito dos critérios de deriva¢do para a obtencdo
de extremos: os testes da derivada 1% e 2°.

E exposto no capitulo 4 um tutorial feito do software GeoGebra, que ensina os pas-

sos de como construir, derivar e determinar os extremos de uma funcao.
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No capitulo 5, abordaremos alguns problemas envolvendo fun¢des polinomiais de
grau maior ou igual a 2 que possivelmente poderiam ser trabalhados em sala de aula
no ensino médio, utilizando os conhecimentos vistos nos capitulos anteriores. A pro-
posta dos problemas sdo evidenciados nesse capitulo com intuito introduzir nas aulas

de matemadtica o contetido de célculo visto apenas no ensino superior.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar algumas defini¢des com o intuito de leva-los a
compreensdo dos problemas relacionados aos pontos de maximo e de minimo. Abor-
daremos o conceito de fun¢do de uma varidvel real, citando seus principais elementos
que serdo necessarios para se ter melhor entendimento na resolugdo dos problemas
de otimizagdo. As defini¢des e resultados apresentados podem ser encontrados nas

referéncias (8], [9], [11], [12] e [14].

1.1 Funcgoes

Definic¢ao 1.1. Dados os conjuntos X e Y, uma fungdo f : X — Y é uma aplicacdo (ou

regra) que diz como associar a cada elemento de z € X um elementoy = f(z) € Y.

Observacido 1.1. Neste trabalho, iremos considerar fungdes reais de uma variavel real,

isto é, quando X,Y C R.

Exemplo 1.1. A aplicagdo f : R — R dada por f(z) = ar + b, com a,b € R, é uma
fungdo denominada fungdo afim. Se @ = 0 ou b = 0 teremos casos particulares dessa

funcdo denominadas, respectivamente, fun¢do constante e fungdo linear.

Defini¢dao 1.2. Dizemos que o dominio da fungdo f : X — Y é o conjunto X e o
contradominio é o conjunto Y. Um elemento y € Y ao qual o elemento » € X estad

associado, isto é, y = f(x), é denominada imagem de z pela funcéo f.

Definic¢do 1.3. O conjunto imagem sdo todos os elementos em Y relacionados a algum

elemento do conjunto X. Em simbolos, dizemos que D(f) é o dominio, CD(f) é o
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contradominio e /m(f) é a imagem da fungao. Neste caso,
Im(f)={yeY;y= f(x), paraalgum z € X}.

Defini¢ao 1.4. O gréfico de uma fungdo f : D(f) C R — R no plano cartesiano é o

conjunto de pontos (x,y) que satisfaz a condi¢do y = f(z), isto é:

G(f) ={(z,y) eR*y= f(z) com z € D(f)}.
1'2
5 com elementos reaiS.

Exemplo 1.2. Considere uma funcéo definida por f(z) =
Determinemos seu dominio e o conjunto imagem. Para que a fungdo esteja definida,
isto é, que os valores de x do dominio tenha sempre um elemento no contradominio
que seja imagem, é preciso que o dominio seja R — {2} pois se x = 2, segue que o

quociente ndo existe nesse ponto. Logo D(f) = R — {2}. Agora, o conjunto imagem da
2

funcgdo é o conjunto R pois, se dado y € R e sendo y = 2,entéo:
2 —ay+2y=0 =
2 2
2 Yy Y
- = 2 ——=—=0 =
x 2a:y+ y+4 1
y)2 y?
) vy —L =0 =
(2-3) +20-7
y>2 y?
A T
(2-3) =5~
m—g:j: y—2—2y =
2 4
r== y—2—2y+g =
4 2

2
Assim, dado » = £/ yz — 2y + %, existe sempre um y € R, e com isso,

CD(f) = Im(f) =R.
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Defini¢ao 1.5. Uma funcdo f : X — Y é dita injetiva quando tomados elementos
distintos de X e transfomados pela lei de associagdo de f encontram-se elementos

distintos em Y. Isto é,
x1, 29 € X,com x1 # 29 = f(x1) # f(22).

A sua forma contrapositiva que também é vélida pode ser escrita na forma:
x1, w9 € X, com f(z1) = f(z2) = x1 = 9.

Uma fungdo f : X — Y é dita sobrejetiva quando para cada elemento y € Y/, existe
pelo menos um elemento « € X tal que f(z) = y. Ouseja, CD(f) = Im(f).
Uma fungdo f : X — Y é dita bijetiva ou uma correspondéncia bitinivoca entre X

e Y quando é, ao mesmo tempo, injetiva e sobrejetiva.

Exemplo 1.3. Considere a fungdo f : R — R definida por f(z) = 5z. A fungdo é
injetiva, pois para quaisquer z;,z, € R,com z; # x, entdo 5z; # Hxo, logo f(z1) #
f(x2). A fungdo também é sobrejetiva, pois para cada elemento y € R tem-se que para

rv = £, f(r) = y. Ouseja, Im(f) = R. E portanto, a fungédo é bijetiva.
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Exemplo 1.4. Existem funcdes que ndo sao injetivas, sobrejetivas ou bijetivas. E o caso
da fungdo f : R — R definida por f(z) = 2?. De fato, ndo ¢ injetiva pois se dados
1 = 2exy = —2 tem-se que 2? = (—2)2, ou seja, 1% = z5%. Nao é sobrejetiva, pois

Im(f) =Ry #R.

Definicdo 1.6. A funcdo /I : X — X definida por I(z) = = é denominada fungdo

identidade e podemos denota-la por /.

Defini¢ao 1.7. Sejam f : X — Y eg: U — V duas fungdes com Y C U. A funcdo
composta de g com f é a funcdo denotada por go f, com dominio em X e contradominio
em V , que a cada elemento z € X faz corresponder o elemento y = (g o f)(z) =

g(f(x)) € V. Isto é:

gof: X— YCU —V

r= flz) = g(f(x).

Definicao 1.8. Uma fungdo f : X — Y é invertivel se existe uma funcdo g : Y — X tal

que
i)fog=Iy;
ii )go f=Ix.

Neste caso, a fungdo g é dita fungdo inversa de f e é denotada por g = f~!. Uma fungéo

tem inversa se, e somente se, é bijetiva.

Defini¢ao 1.9. Uma funcdo f : I C R definida num intervalo I C R é dita:
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a) Crescente se,

To > T1 = f(l’g) > f(xl),Vxl,xz el
b) Estritamente crescente se,

o > 11 = f(x2) > f(x1),Vo1, 29 € 1.

¢) Decrescente se,

To > T1 = f(ZL‘Q) < f({L‘l),VZL‘l,ZEQ el
d) Estritamente decrescente se,

Tog > T1 = f(l'g) < f(l’l),VZ'l,]fg el

Exemplo 1.5. A fungdo f : R — R definida por f(z) = 2 é estritamente crescente pois,
se x < y entdo:
fl@) = fly) =2’ =y’ = (z —y)(@* + 2y +v°).
Mas
2ry  y® | 3y’ A
n (+5) +

2 2 2
rHry+y =2+ 5 +=+ m+2

Como z — y < 0, segue que
fx) = fly) = (z —y)(@* + 2y +y*) < 0.
E portanto, f(z) < f(y).

Proposicdo 1.1. A fungdo f : R — R dada por f(x) = ax + b é estritamente crescente se

a > 0 e estritamente decrescente se a < 0.

Demonstragio. Suponhamos a > 0. Se dados =, 2z, € R, com 21 > x5, entdo
f(z1) — f(xe) = (axy + b) — (axg + b) = axy + b — axy — b = a(xy — x3)

Como z; — x5 > 0 e por suposigdo a > 0, segue que f(x1) — f(zz) > 0. Portanto,

f(z1) > f(x2). Analogamente para a < 0. O

Defini¢ao 1.10. Seja f : D(f) C R — R. Dizemos que f é limitada superiormente se
existe um M € R tal que f(x) < M, para todo z € D(f). Dizemos que f é limitada
inferiormente se existe um M € R tal que f(z) > M, para todo = € D(f). Dizemos que

a funcdo f é limitada, se é limitada superiormente e inferiormente.
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Exemplo 1.6. A funcdo f : R — R definida por f(x) = sen x, com o conjunto imagem

Im(f)={y e R| —1 <y <1}, élimitada.

2
:
(bn —ami2 o 2 0 2 ™ a2 2

-1
2

Exemplo 1.7. Seja g : R — R uma funcdo definida por

r+2, sexr<-—1
g(x) = -, se —1l<ax<?2

2¢ — 6, se x> 2

No exemplo acima, observemos que a funcdo € estritamente crescente nos intervalos

(—o0, —1] e [2,0), e estritamente decrescente no intervalo (—1, 2).

1.2 Funcao Quadratica

Neste secdo, construiremos o grafico da funcdo quadratica fazendo o estudo dos

extremos, ponto de maximo ou minimo, que neste caso é o vértice da parédbola.
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Definic¢do 1.11. Uma fungdo f : R — R chama-se quadratica quando existem ntimeros

reais a, b e ¢, com a # 0, tais que f(z) = ax® + bz + ¢ para todo z € R.

Exemplo 1.8. A fungdo f : R — R definida por f(z) = 2 — 5z + 4 é quadrética onde
a=1,b=—-5ec=4.

Defini¢do 1.12. Denomina-se raizes ou zeros da fungdo quadrética f(z) = az?+ bz + ¢,

a # 0, os nimeros reais z tais que f(z) = 0.

Seja az? + bx + ¢ o trindmio do segundo grau. Podemos determinar sua forma
candnica fazendo
b c
ar’ +br+c=a [w2+—x—|——} .
a a

Completando o quadrado dentro dos colchetes teremos

yc—t—i 2_1_4ac—b2
2a 4a? ’

Para determinar os zeros da fungao quadratica facamos f(x) = 0. Assim,

2a 4a? -

b
2 2
azr br+c=ua|x 2 — x4+ — — — +—
o [ + 2a +4a2 4a2+a

ax’+br+c=a

Como a # 0, devemos ter

ou seja,

N b\ b? — dac
x4+ — = —
2a 4q?

b Vb? — 4dac N

rT+— = =L

2a 2a
. —b=x Vb? — 4dac
r = o0 .
Logo, temos a expressao
b+ VA
r=—":, (1.1)
2a

onde A = b? — 4ac, que é conhecida como Férmula de Bhdskara. Analisando o discrimi-

nante A, temos trés casos a considerar com relacdo as raizes da funcédo:

i )Se A > 0 a funcdo tera duas raizes reais distintas;
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ii ) Se A = 0 a funcdo terd apenas uma raiz real;
iii ) Se A < 0 a fungado néao tera raiz real.

O gréfico da fungdo quadratica, pelo item i), cortara o eixo dos x em dois pontos dis-

tintos.

Pelo item ii), atingira apenas um ponto no eixo

xxxxx

E, pelo item iii), ndo tocaré o eixo z.

Sejam x; e x, raizes reais de uma fung¢do quadratica. Pelo que ja vimos, podemos

ter

 -b—VA

I =

—b+ VA
e 9= ————.
2a 2a

Calculemos a soma e o produto dessas raizes. Assim,

—b—\/Z+—b+\/Z_ 26 b

2a 2a "2 a

T+ Ty =
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e
C(=b=VA) (=b+VA) = (VA? ¥ —(b*—4dac) ¢
= 2a ' 2a T (202 4a? a

Logo, a soma e o produto de raizes sdo dados por S = —2 e P = £, respectivamente.

A equagdo az? + bx + ¢ = 0 de raizes z; e x5 pode ser escrita da forma:
2 — Sz + P =0.
De fato, como
2 2, b ¢ 2
ar’ +br+c=alz’+-z+-) =a(2’—-Sz+P) =0,
a a

entdo a = 0 ou > — Sz + P = (. Mas, por defini¢do, a # 0. Logo z* — Sz + P = 0.
Agora, mostremos que a fungdo quadratica y = azr?® + br + ¢, com raizes reais z; e

T3, pode ser escrita na forma fatorada y = a(z — z1).(z — 22). De fato,

b c
y=arx’+br+c = a<x2+—x—|——>
a a
= alx® — (21 + 22)T + 21.79]
= a[x® — 1.2 — 2070 + 1179

= alz(z —x1) — z2(x — 21)]

= a(r —x).(x — ).

Sabemos que a forma candnica do trindmio do segundo grau é dado por

x+£ 2+4ac—b2
2a 4a? ’

Seja A = b* — 4ac e suponha a > 0. Entdo, valor minimo de y deve ocorrer quando se

y=ar’+br+c=a

tem o valor minimo para a expressao

+b 2+4ac—b2
v 2a 4a? '

2 . . ‘s
Sendo (z + £)” sempre maior do que ou igual a zero, segue que seu valor minimo

deve ocorrer quando

e dai,
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Logo, o valor minimo de y é dado por

R

4a? 4a’
Dessa forma, quando a > 0, a fungdo quadratica é limitada inferiormente.

Por outro lado, supondo a < 0, tem-se que o valor maximo de y se d4 quando

x—l—i 2_}_4@6—()2
2a 4a? '

ocorrer o valor minimo para

Isso ocorre quando

e, portanto,

Nesse caso, com a < 0, a fungdo é limitada superiormente. Nos dois casos que acaba-

b A
V= (i)

representa as coordenadas do vértice da pardbola. Ou seja,

mos de ver, o ponto

b A

SCVI—%G?JV:—E,

e dependendo da concavidade da parabola, sdo denominados pontos de maximo ou
de minimo, extremos do grafico da fun¢do quadrética.

Discutiremos agora o grafico de uma func¢do quadratica, o qual é uma pardbola, e
seus principais elementos.

Seja f uma funcdo quadrética. O seu grafico é uma curva denominada parabola.

Com respeito ao valor da constante a temos dois casos a considerar:

1 ) Se a > 0 entdo a pardbola é concava para cima e nesse caso o grafico terd um ponto

de minimo absoluto, sendo limitada inferiormente. O conjunto imagem é

Im(f)={y e Bl y> —2).
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2 ) Se a < 0 entdo a pardbola é concava para baixo e nesse caso o grafico terd um
ponto de méximo absoluto, sendo limitada superiormente. O conjunto imagem

éIm(f)={yeR|l y<-£}.

Exemplo 1.9. Dada a funcdo quadratica f : R — R, definida por f(z) = 22* — 5z — 3,
facamos a construgdo do gréfico de f.

Temosa =2,0 = —5ec= —3. Como a = 2 > 0 segue que o grafico da pardbola
é concava para cima e consequentemente terd um valor de minimo. Adotando alguns
valores do dominio acharemos as imagens respectivas e assim, poderemos construir o
grafico. Mas, determinando os principais pontos pertencentes a pardbola contruiremos

o grafico de forma simples e objetiva. Os pontos a serem determinados:

i) as raizes da funcdo f, ou seja:

212 — 5r — 3 =0.

Dai, usando (1.1), os pontos encontrados sdo (3,0) e (—1/2,0);

ii) fazendo = = 0, temos y = —3 (intercepta o eixo y);
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iii) o vértice da pardbolaz = —L2ey=—=2,

. 5 o 49
% ouse]a,ac—zey—— .

Logos os principais pontos sdo: (3,0), (—1/2,0), (0, —3) e (5/4, —49/8).

1.3 Polinémios
Abordaremos brevemente algumas defini¢des relacionadas a polindmios e ainda
mencionaremos o teorema binomial, que serd utilizado no préximo capitulo.

Defini¢dao 1.13. Dizemos que p : R — R é uma func¢do polinomial quando existem

numeros reais aop, ai, - - - , a, tais que, para todo = € R, tem-se
p(z) = apz™ + ap_ 12"+ arz + ao.

O grau do polindmio p é o maior expoente de = que tem coeficiente ndo nulo. Neste

caso, se a, # 0, dizemos que p tem grau n.
Definic¢ao 1.14. Um polindmio é um expressdo formal do tipo
PX) =, X"+ a1 X"+ + ar X + ay,

onde (ay,as, -+ ,a,) é uma lista ordenada de ntimeros reais e X é um simbolo (cha-
mado uma indeterminada), sendo X* uma abreviatura para X.X.--- X (i fatores).

A cada polindmio

p(X)=a, X"+ a, 1 X" 4 a1 X +a
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faz-se correponder a fungdo polinomial p : R — R definida por
p(z) = apr™ + ap_ 12" '+ -+ ayx + ap paratodo z € R.

A correspondéncia (polindmio) — (fungdo polinomial) é sobrejetiva pela defini¢ao des-
sas fungdes, e € injetiva, pois polindmios distintos correspondem fungdes polinomiais

distintas. Logo a correspondéncia é bijetiva e, desse modo, bitinivoca.

Definigao 1.15. Sejam a um niimero real e p uma fungdo polinomial. Entdo denomina-

se p(«) o valor numérico de p(z) para =z = «. Isto é,
p(CY) = anan + an—loénil + an7206n72 + ...t aia+ ag.

Exemplo 1.10. Dado um polindmio p(z) = 223 + 222 — 3z — 1, determine p(1). Substi-
tuindo x = 1, temos:

p(1)=21°+21*-31-1=0.

Defini¢ao 1.16. Dizemos que um ntimero real a é a raiz do polindmio p quando p(a) =

0.

Exemplo 1.11. Dado o polindmio p(x) = z* — 3z + 2. Entdo as raizes do polindmio sdo
os nimeros 1 e 2, pois:

p(1)=1>-31+2=0

p(2) =2 -32+2=0.

Considere duas fung¢des polindmiais: p sendo o dividendo e g o divisor, com ¢ # 0.
Dividindo p por g podemos determinar outros dois polindmios: o polindmio ¢ deno-

minado quociente e o polindmio » chamado resto, tais que:
i) p(z) = g(z)q(z) +r(z)
ii) grau de r é menor do que o grau de g ou grau de r é igual é zero.

Teorema 1.1. (Teorema do Resto) O resto da divisao de um polinémio p por z — a é

igual ao valor numérico de p em a.
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Demonstragio. Realizando a divisdo do polindmio p por z — a, temos:

p(z) = q(z).(x = a) +r(z) (1.2)

onde, ¢ é o quociente e r é o resto. Como = — a é um polindmio de grau 1, segue que ¢ é
um polindmio de grau n — 1 e que o resto r € zero, caso a divisdo seja exata, ou possui
grau 0. Em ambos os casos podemos concluir que  é uma constante. Por outro lado

substituindo o valor @ na expressdo (1.2), tem-se:

encontrando um valor numérico r. Logo, r = p(a) O
Teorema 1.2. Um polinémio p é divisivel por x — a quando a é raiz de p.

Demonstragio. Se o polindmio p é divisivel por x — a entdo o resto r = 0. Pelo teorema
do resto, p(a) = r. Sendo r = 0 temos que p(a) = 0, mostrando que a é raiz do

polindmio p. ]

Observacgdo 1.2. Pela Defini¢do 1.13, os polindmios discutidos aqui estdo definidos no
conjunto dos nlimeros reais, e por isso, iremos considerar apenas as raizes reais dos

polindmios.
Teorema 1.3. Todo polindmio p(z) = a,2" + a,—12" ' + -+ - + a1z + ag com a # 0 pode
ser decomposto em n fatores do primeiro grau. Ou seja,

p(x) = an(z —m)(z —ro)(x —7r3) -~ (x = 15)
onde rq,r9, 13, - - -, 1, 580 as raizes de p. A menos da ordem dos fatores a decomposic¢ao
é Unica.
Demonstragio. Ver ([9]), pag. 90-F. O

Exemplo 1.12. Fatore o polindmio p(z) = 22° — 82? — 2z + 8 e determine suas raizes.
A principio, determinemos uma raiz do polindmio por meio de tentativa. Veja que
x; = 1 é uma raiz pois:

p(l)=2-8-2+8=0

Pelo Teorema 1.2, p(x) é divisivel por x — 1. Aplicando a divisdo de polindmios, temos:

p(z) = (22° — 62 — 8)(x — 1).



CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES 26

Determinando as raizes do polindmio quociente, segue que as raizes de p(z) sdo:
r1=1, 29 =—-1 e x3=4.
Ainda, pelo Teorema 1.3, a forma fatorada de p é:
p(z) =2(z = D(z +1)(x - 4)

Defini¢dao 1.17. Dados dois nimeros naturais m e n, com m > n, define-se o coeficiente

!
. . g m m m!
binomial m sobre n, e indicamos por , COMO = ———— =Chun.
n n nl(m —n)!

Os produtos notdveis sdo casos particulares do desenvolvimento de (a + b)", com
a,b € Ren € N. Vgjamos:
n=0= (a+0)"=1.
n=1= (a+b'=a+b.
n=2= (a+b)*=a®+2ab+ b
n=3= (a+b)®=da®+ 3a*b+ 3ab* + V*.
Se continuarmos, chegaremos a um resultado geral, que serd enunciado no teorema
a seguir, permitindo encontrar de maneira eficaz o desenvolvimento para qualquer n

natural.

Teorema 1.4. (Teorema Binomial) Se a,b € Re n € N entédo

n_ (™) nio Y\ n-1;1 Y n-2;2 . n 17n—1 Y o
(a+b)—<0)ab+<1>a b+(2>a b* + —l—(n_l)ab +<n)ab,

ou ainda,

—1
(a+b)" =a" +na" b+ Man_QbQ o nab" "t £ b

2!

Demonstragio. Ver [14] pag. 111. O

1.4 Fatos Historicos

No livro de Boyer (ver [4]) diz que na antiguidade, época em que os babilonios ti-
nham excelentes habilidades em escrever tdbuas com problemas matematicos, a ideia
relatada de func¢do veio em uma dessas tdbuas, de maneira implicita. Haviam rela¢des
entre nimeros dando a entender que existia uma correspondéncia através de uma for-

mula¢do matemadtica. Por exemplo, uma das tabuas apresentava os valores de n® + n?,
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comn € {1,2,---,50}, que evidentemente aparece a ideia de fun¢do cujo dominio é o

conjunto {1,2,---,50} e definida por
f(n) =n?®+n

Na Grécia, no inicio do século II, surge um matematico que introduz através de suas
equagdes indeterminadas uma algebra simbélica e é considerado por muitos como o
pai da 4lgebra, Diofanto de Alexandria, (nascido entre 201 - 204 e sua morte entre 284
- 298).

No periodo medieval, entre os séculos V e XV, ndo consta relatos de avangos quanto
a definicdo de funcdo, apesar de haver uma ideia parecida, mas ndo o conceito ainda
formado. Nessa mesma época, discussdes de muitos matemaéticos a respeito da dlgebra
literal eram frequentes e cuja criagdo era recente e de muito pouca aceitagdo por parte
dos estudiosos.

A introducdo do termo fungdo propriamente dita foi dado pelo matematico ale-
mao G. W. Leibniz (1646 - 1716) para indicar quantidades relacionadas através de uma
varidvel associadas a uma curva, significando assim uma correspondéncia entre as va-
ridveis dependentes, e ainda, ampliando sua defini¢do a outros conhecimentos, entre
eles, ao calculo diferencial. Mas a notagdo de funcdo f(x) reserva-se ao matematico

sui¢o L. Euler (1707 - 1783) que foi introduzida no ano de 1734.



Capitulo 2

Taxas de Variacao

Abordaremos conceitos mais avangados, pretendendo focar nossos estudos no En-
sino Médio de forma que possa contribuir para a melhor formagao do aluno. Portanto,
introduziremos, através da definicdo de taxa de variacdo, a definicdo de derivada. As
defini¢des e resultados apresentados podem ser encontrados nas referéncias [7], (8], [10]

e [15].

2.1 Taxa de Variacao Média

No Ensino Médio, os alunos aprendem a calcular a velocidade média de um mé6-
vel no ensino de Fisica, que é definido do seguinte modo: Num movimento retilineo
uniforme, considere que um certo moével se desloca da posi¢do s;, no instante ¢;, para
a posicdo sg, no instante ;. Denotemos a variagdo do espago por As e a variagdo do
instante por At. A velocidade escalar média v,, é a relagdo:

_A5_32—51
ALty —ty

Um

No 7° ano do ensino fundamental, é ministrado pelo professor, pelo menos é o que

se espera, a proporcionalidade. Consideremos um exemplo:

Exemplo 2.1. Considere a proporgdo ¢ = 2. Atribuimos diferentes valores para z de-

terminando os valores de y.

z|1]12(3|-1] V3
y|214]6|-2]2/3
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espago (s)

i
f At=t—tio, tempo

Observe que, quando variamos os valores de z, os valores de y também variam. Se
ainda o professor instigar o aluno fazendo y = 2z e escolhendo aleatoriamente dois
valores para z, digamos z; e 2 podemos inserir a ideia de taxa de variagao.

T — 25(]2—21L'1 _ 2(1’2—1‘1) —9

To — 1 To — 1

Ainda no 1° ano do Ensino Médio, podemos citar o exemplo envolvendo funcdo

afim e discutir a ideia de taxa de variagao:

Exemplo 2.2. Um motorista cobra 10 reais por uma corrida mais um adicional de 0,50

centavos por quilometro rodado. Verifica-se que a relagdo é dada por:
y =104 0,5z,

onde y é o preco pago e z os quildmetros rodados. Escolhendo z; e x aleatoriamente,
a taxa de variacdo é dada por:

. 10 + O, 533‘2 — (10 + O, 5131)
N To — X1

T

=0,5.

No entanto, quando se deparam com esses tipos de questdes, os alunos nédo sa-
bem que se trata de uma taxa de variacdo média visto no ensino de Matematica que

definiremos a seguir:

Definic¢do 2.1. A Taxa de Variagdo Média (7},) da fungdo f no intervalo [z, 5] é 0
quociente
fx2) — f(z1) %

T, =—"——-"t = )
To — T Az

Exemplo 2.3. Seja s(t) = 2t* 4+ 5t — 3 a fungdo deslocamento, em metros, de um moével
no intervalo de tempo 2 < ¢ < 5, dado em segundos. Determine a velocidade média

nesse intervalo de tempo. Considerando o intervalo de tempo citado temos que

s(2) = 2.(2)> + 5.2 —3 =15 metros e s(5) = 2.(5)* + 5.5 — 3 = 72 metros.
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Assim, As =72 —15=5Tme At =5 — 2 = 3s. Logo,

As 57
A7 3 9m/s

Um

2.2 Taxa de Varia¢ao Instantanea

Considere que um certo moével se movimenta em linha reta a partir do ponto de
repouso, digamos ponto A (repouso), para o ponto B, de modo que em ¢ segundos ele
percorre f(t) = t* metros. Determine a velocidade do mével apds 3 segundos.

Faremos uma tabela com valores préximos e menores ao instante dado para obter

intuitivamente a velocidade do mdvel.

t1(s) Uy = f(tiz:{l(tl)
2 Uy = % = % =b5m/s
2,5 Uy = f(g)_;fé)% = 9_0%25 =5,5m/s
2,8 U = f(?’;:;(;’s) = 9_0284 =b5,8m/s
29 U = f(?’;:;(:’g) = gf(ffu =5,9m/s
299 | vy, =L{EEH _ 980 _ 5 99 /s
2,999 | v,, = LY=[EI0) _ 9890001 — 5 999m/s

Construindo uma tabela para valores proximos e maiores que 3 s, temos:

0 1 = g
4 Uy = f(4i:§(3) = 161_9 =Tm/s
3,5 U = f(3;g:§(3) = 12’&?9 =6,5m/s
3,2 Upp = f(3§%:£(3) = 10’&[59 =6,2m/s
3,1 U = f(Bégig(s) = 9’%%;9 =6,1m/s
301 | vy, = {E0E = 280009 — 6 01m /s
3,001 | vy, = LEIIE) — 900019 — 6 001m/s

Abordando esse exemplo em sala de aula, o professor deve instigar o aluno a calcular
a velocidade média do mével variando em um intervalo muito pequeno do espago
percorrido ou naquele instante mencionado, reforcando a ideia de "tender "ao instante

desejado. Logo, intuitivamente, o aluno verd que a velocidade do mével no instante 3s
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é 6m/s. Ou seja, dizer que v = 6m/s quando ¢ tende para 3. Em simbolo, v = 6m/s,
quando t — 3.
O exemplo visto acima trata-se da velocidade escalar instantdnea de um movel,

definida a seguir:

Definicdo 2.2. A velocidade escalar instantanea, denotada por v, num movimento re-

tilineo uniforme no instante ¢, é dada pela expressdo da velocidade média

As

Uy = —,
At

quando t, tende a t;, em simbolos, ¢, — t;, obtendo assim o intervalo de tempo At

muito pequeno. Considerando f(¢;) = s; (no instante ¢; temos a distancia s,), f(t2) =

s9 (no instante ¢, temos a distancia s,) e fazendo
t2 = tl + At,
obtemos:

f(t+ At) — f(t1)
At ’

quando At — 0.

Definic¢ao 2.3. A Taxa de Variagdo Instdntanea de uma fungdo f no ponto z; é dado

por
f(x2) — f(21)

To — X1

T = , quando =y — x;

ou, fazendo =, = 1 + Az temos

f(z1 + Az) — f(z1)

T =
Ax ’

quando Az — 0.

H4 intimeras aplicagdes da taxa de variagdo inseridas em outras dreas do conheci-

mento, tais como, fisica, engenharia e contabilidade. Vejamos:

Exemplo 2.4. A receita de um certo produto é dado pela funcio R(q) = ¢*>+ 500, onde ¢
a quantidade de unidades a ser comercializada. Encontre a taxa de variagdo da receita
para g = 50.

Solucao:
R(50 + Ag) — R(50)

T:
Aq

, quando Ag — 0.
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Pela Definicao 2.3, temos:

50 + Ag)? + 500 — (502 + 500)

(
T =
Ag

=100 + Ag.
Quando Ag — 0, segue que
T =100 reais por unidade.

Que na pratica significa a taxa com que varia a receita quando a quantidade produzida

for ¢ = 50 unidades.

Defini¢do 2.4. A derivada de uma funcdo polinomial f, é uma fung¢do polinomial de-

notada por [/, tal que seu valor em qualquer nimero z, do dominio de f, seja dado
p q qualq )

por

Observe que a taxa de variac¢do instantanea é a derivada da fun¢do no ponto dado.

E a partir de agora, utilizaremos o termo derivada para solucionar os problemas pro-

postos.

Exemplo 2.5. Encontre a derivada da fungdo f(z) = 2 4+ 3z + 2 e determine f’(2).

Solugdo: Usando a Defini¢ao (2.4), temos:

f(x+ Az) — f(x) (x+ Az)? + 3(z + Azx) + 2 — (2% + 3z + 2)
Az Az

22+ 2xAr + (Az)* + 32 + 3Ax + 2 — 22 — 30 — 2
Az

2zAr + (Ax)? + 3Az
Az

2z + Az + 3
N i M

= 22+ Ax + 3.

Quando Az — 0 segue que
f'(z) =2z + 3.
Substituindo x = 2 em f/(x), temos:

f(2)=2243=T.
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2.3 Reta Tangente e a Derivada

Outro fator importante é analisar a definicdo da derivada usando o conceito da
inclina¢do da reta tangente a uma curva. Neste caso, considere dois pontos P(x1, f(z1))
e Q(z2, f(z2)) pertencentes ao grafico de uma fungdo polinomial que representa uma

curva. Observe a figura abaixo:

f Q(xz, f(x5))

P(xlr f('xl))

o,

> X

O

Uma reta que passa por dois pontos de uma determinada curva é denominada reta

secante. Assim, a inclinacdo da reta secante que passa pelos pontos P e () é dada por:

m(%) _ f(z2) = f(a1) _ Ay

To9 — X1 Ax
Fazendo z, = x1 + Az segue que

m(%) _ fl+ AA:E;(); — f(x1)

Sejam P um ponto fixo e () um ponto mével de modo que () se aproxime cada vez mais
de P, ou seja, o deslocamento de () em direcdo a P é de tal forma que Az — 0. Desse

modo, a inclinagdo da reta tangente a curva, em simbolos, é a relacdo:

flzy + Az) — f(x1)
Ax

quando Az — 0.
Observe que a taxa de variagdo instantanea € igual a derivada de uma funcdo no ponto,
que por sua vez, é o mesmo que o coeficiente da reta tangente.

Além disso, dizemos que uma reta tangente a uma curva é horizontal ao eixo z, ou

seja, paralela a esse eixo, quando a derivada da fun¢do no ponto z é igual a zero, isto

é, f'(x) = 0.
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Exemplo 2.6. Determine a reta tangente a curva y = z* + 3z + 2 no ponto (1, 2).

Solugdo: Pelo exemplo 2.5, temos:
f(x1) =221 + 3.
E, substituindo z; = 1 em f’(z;), temos
1) =5

Portanto, o coeficiente da reta tangente é igual a 5. Usando a equacado da reta tangente,

dada por:
y =y =mfx — ),
em que m é o coefieciente angular da reta, temos:
y—2=5(x—1)
Ou seja,
=5r—3
é a equagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (1, 2).
Antes de enunciarmos o préximo teorema, podemos ter uma ideia geral da deri-
vada das fungdes afins e quadraticas.

Seja a fungdo afim definida por f(z) = ax+ b, em que @ e b sdo constantes reais, com

a # 0. Entao:

flz+ Az) — f(x) a(x + Az) +b— (ax +b)
Ax Ax

axr +alAzxr +b—ax —b
Azx

Assim, quando Az — 0, tem-se:
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Considere a funcdo quadratica definida por f(z) = ax?+bx+c, com a, b e c nimeros
reais e a # (. Entdo:

flz+ Az) — f(x) a(z + Ax)? + b(z + Az) + ¢ — (az? + bz + ¢)
Az Az

ar? + 2axAx + aAx® + br + bAx + ¢ — ax® — bx — ¢
Ax

2axAx + aAz? + bAx
Ax

= 2ax + aAzx +b.

Quando Az — 0 temos:
f'(z) = 2ax + 0.
O teorema a seguir facilitard nossos calculos na derivacdo de uma fungdo polino-
mial de grau maior que 2 e, de forma pratica, poderemos usa-lo nos problemas mais
adiante.

Teorema 2.1. Se f(z) = 2™ é uma fungdo polinomial de grau n, entdo f'(z) = n.z"'.

Demonstragio. Aplicando a Defini¢do 2.4, temos:

, (x + Azx)" — z"
= Az — 0.
(@) Y Ae
Usando o teorema binomial, temos:
2" 4 na"Ax 4+ M2 2 (A)? 4 - 4 na(Ax)* T 4 (Az)t — 2"

Azx

na" Az + —”(712?2) "2 (Ax)? + -+ nz(Az)" + (Ax)"
Az

Ax (nw”fl - %x””Am + -+ nr(Az)"? + (Aw)”*l)
Ax

n(n —2)

o 2" 2Ar + -+ na(Az)" T+ (Ar)m

= na" '+

Quando Az — 0 segue que:

f(x) =na"
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Teorema 2.2. Se f(z) = 2" é uma fung¢do polinomial e c um ntimero real, entdo (cf(z)) =
cf'(z).

Demonstragio. Aplicando a Defini¢do 2.4, temos:
cf(x+ Ax) —cf(x)

erwy - A efe) a g
_ clfz+Ar) — f(x)]
= s , Ax — 0
= cf'(z).

]

Teorema 2.3. (Regra da Soma) Sejam f e g fung¢des polinomiais e h(z) = f(z) + g(z)
entdo h'(z) = f'(z) + ¢'(x).

Demonstragdo. Pela Definicao 2.4, temos:
h(z + Ax) — h(x)

h(z) = Ao , Ar—0
_ e+ Az) +gle+ Az) — (fl@) +9@)]
Az ’
_ flatAz) — fl@) tgla+Ax)—g(z)
Az ’
_ f($+AA92—f(w)+g(x+A§i—g(w), Az - 0
= fl@)+d(2).

]

Teorema 2.4. Se f(x) = ™ + ap 12" ' + ap 22" 2 + -+ + a1z + ap é uma fungdo
polinomial de grau n entdo

(@) =na, 2" '+ (n— Dap_12" % 4+ (n — 2)a,_92" > + - + 2007 + ay.
Demonstragido. Usando a Definigdo 2.4, e os Teoremas 2.1, 2.2 e 2.3 respectivamente,

chegaremos ao resultado. H

Exemplo 2.7. Dada a fungéo polinomial f(x) = 52%—1a°+22°—7, determine a derivada
de f.
Solucio: Pelo Teorema 2.4, temos:

1 2
f'(r) =5.62°"" — 3.5;55*1 + 5.3:5’*1 —7.0.

Ou seja,

2
f'(z) = 302° — 2* + gxz.
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Enunciaremos alguns teoremas referentes a derivada, que sdo conhecidos como re-

gras de derivacdo, importantes para o desenvolvimento de certas questdes.

Teorema 2.5. (Regra do Produto) Sejam f e g fungdes polinomiais e h(x) = f(x).g(z).
Entdo:

W(z) = f'(z).9(x) + f(x).9'(z).
Demonstragio. Ver [10] pag. 159. O

Exemplo 2.8. Dada a funcdo f(z) = (22 — 3)(5x? + 4x). Calcule f’.

Solugdo: Fagamos,

f'(z) = (2 —3) (52% +4z) + (22 — 3)(52” + 4z)’
= 2(52% + 4z) + (22 — 3) (102 + 4)
= 202* — 141 — 12

Teorema 2.6. (Regra do Quociente) Sejam f e g funcdes polinomiais e h(z) = £, com

g(z)
f(x) # 0. Entao:
_ 9(@)f'(a) — f(2).g'(@)
lg(x))? '

Demonstragio. Ver [10] pag. 160. O

W(x)

Exemplo 2.9. Dada a fungdo f(z) = 2. Determine .

Solugdo: L o

Teorema 2.7. (Derivada da Fun¢do Composta) Sejam f e g fung¢des polinomiais, f' e ¢’
suas respectivas derivadas no ponto z. Entdo a derivada da fun¢do composta f o g em
x é definida por

/ / /

(fog)(x)=f(9(x)).g (z).

Demonstragdo. Ver [10] pag. 187. O
Exemplo 2.10. Considere as fungdes f(z) = 2° e g(z) = 222 + 5. Determine (f o g)'.
Solucao:

(Fog)(w) = [(202+5)°] =3(22% + 5)2 (42) = 122(22* + 5)".

Defini¢ao 2.5. Um ponto zy no dominio de uma fung¢ao polinomial f é chamado ponto

critico se f'(x) = 0.
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Aplicando a defini¢do de derivada analisemos o crescimento e decrescimento das

fungdes. Vejamos:
Proposicdo 2.1. Seja f uma fungdo polinomial definida no intervalo [a, b]. Entao,
i) Se f'(z) > 0, V& € [a,b], tem-se que f(z) € crescente no intervalo [a, b].
ii) Se f'(xz) <0, Vx € [a, b], tem-se que f(x) é decrescente no intervalo |[a, b].
Demonstragio. Ver [7] pag. 267. O
Exemplo 2.11. Dada a funcéo g(z) = 1z + 2® + 2%. Determinemos:
a) Os pontos em que a reta tangente ao gréfico de g é paralela ao eixo z;
b) o crescimento e decrescimento da funcéao;
¢) o esbogo do grafico de g.
Solugio: a) Por defini¢cdo, temos:
d(r) =2 +32> + 2v = x(2x* + 3z + 2) = 0.

Assim,

r=0o0u z?+3z+2=0.

Logo, os pontos em que a tangente é paralela ao eixo z sdo: z1 = 0,29 = —1 e 23 = —2.

Substituindo cada valor de = na fun¢do g temos:

£(0) %.04 +0°+0°=0 ;
F-1) = D )P ()P =
f(=2) = %.(—2)4 + (=2 +(-2)*=0 .
Portanto, os pontos sao: ( ) )

b) A fungédo g é crescente se ¢'(x) > 0. Entéo:
J () = x(z® + 3z +2) > 0.

Logo, a fungéo g é crescente para = € (—2,—1) ou z € (0, +00).

A funcao g é decrescente se ¢'(x) < 0. Entdo

g (x) = z(2® + 3z +2) < 0.
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Portanto, a fungdo g é decrescente para = € (—oo, —2) ou z € (—1,0).

c) Vejamos a representacdo dos sinais de f/(x) através da tabela abaixo:

intervalo sinal de f’ f
r < =2 — decrescente
—2<r<—1 + crescente
—-1<x<0 — decrescente
x>0 + crescente
eixo Y
o
F(@) <0 F@) >0

méaximo

f(z) >0 f'(x) <0
0
3 he' 1 0 T eixo X
minimo minimo

2.4 Fatos Historicos

De acordo com o livro de Boyer (Ver [4]), no inicio do século XVI que Galileu - Ga-
lilei (1564 - 1642) através de férmulas matematicas, descreveu as leis dos movimentos.
Ele recorreu a linguagem das propor¢des para explicar suas teorias, considerando que
um corpo para percorrer um certo espaco s deve ser gasto um certo tempo ¢, deter-
minando assim uma relagdo do espaco dependente do tempo, e com isso, formaliza o
teorema da velocidade média que é um exemplo de taxa de variagdo média.

Nesse mesmo século, Fermat(1601 - 1665) usou o método que consiste em comparar
os valores de f(z) e f(z + E), onde E é um valor bem pequeno. Depois igualou dois
valores, ou seja, f(z) = f(z + E), pois apesar dos valores serem distintos, na oscila-

¢do da curva, a diferenca entre os valores sdo imperceptiveis. Em seguida, dividiu a
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igualdade por E e fez £ — 0. Assim, determinava a taxa de variagdo instantanea e
consequentemente a derivada. Isto é,

i J@+B) = (@)

E—0 FE

Na época, Fermat ndo tinha definido o conceito de limite, mas utilizava meios ade-
quados de representar a aproximacdo, e esse processo de mudanga repentina de va-
ridvel e valores proximos fez despontar a andlise infinitesimal. Desenvolveu, na ge-
ometria analitica, técnicas de encontrar retas tangentes de expressdes polinomiais do
tipo y = f(x). Fez o seguinte estudo: Dado um certo ponto P(a, f(a)) pertencente
a curva podendo obter uma reta tangente a esse ponto considerando outro ponto
P'(a+E, f(a+ E)) pertecente a tangente. Sendo o ponto 7 a intersegdo da reta tangente
com o eixo r, TQ = ¢, TQ' = b, Q(a,0) e Q'(a + E,0), tem-se que os trisngulos T PQ e

TP'Q) sdao semelhantes

e dai,

l_)_f(a+E)
¢c ¢+ FE

Fazendo o produto dos meios pelos extremos e dividindo a igualdade por c.E obtemos

fla+ E) - fa) _ f(a)
E c

e fazendo £/ — 0 obtemos a inclina¢do da reta tangente. Em outras palavras, calcula-se

1 fa+B) = f(@)

E—0 E

Anos depois, o matematico Isaac Newton (1643 - 1727) chegou ao mesmo conceito
de Fermat porém de maneira diferente, utilizando a defini¢cdo de velocidade instanta-

nea.



Capitulo 3

Extremos de uma Func¢ao Polinomial

No capitulo 1, vimos que os pontos de maximo ou de minimo das fung¢des qua-
dréaticas sdo os pontos do vértice, denominados extremos da funcdo. De modo geral,
os extremos de uma fungdo polinomial sdo pontos que maximinizam ou minimizam a
fungdo, podendo ser méximos e minimos absolutos ou relativos. As defini¢oes e resul-
tados apresentados neste capitulo podem ser encontrados nas referéncias [1], [8], [7] e

[10].

3.1 Extremos Relativos ou Absolutos

Dada uma funcao f, estamos interessados em encontrar os nimeros x, em seu do-
minio onde a fungao atinge os valores f(x() minimos e mdximos. Esses niimeros z, sdo
denominados pontos extremos de f, enquanto que os valores f(z() sdo denominados
valores extremos de f . Assim, quando f(z,) é valor minimo, temos que z, é denomi-
nado ponto de minimo. Do mesmo modo, quando f(xz() é valor mdximo, temos que
zo é denominado ponto de méximo. Apresentaremos a definicdo de extremos, e em
seguida, relacionamos a derivada como o caminho para encontrar tais pontos.

Deixar claro para o leitor que:
i) z( é o ponto de maximo ou de minimo da funcgéo.
ii) f(zo) é o valor maximo ou minimo da fungéo.

iii) o par (zo, f(zo)) pertencente ao grafico serd chamado ponto maximo ou minimo

da funcgao.
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Definic¢ao 3.1. Dado um nimero real x,, chama-se vizinhanca r de z( a todos os ntime-

ros x do intervalo (zo — r, zo + ), em que r é um ntmero real positivo.

Defini¢do 3.2. Se existe uma vizinhanca / de xy do dominio D(f) C R, tal que, para
todo = € I, temos f(z) > f(x¢), entdo x; é denominado ponto de minimo relativo ou
local de fem I, e f(z() é um valor minimo relativo ou local de f em I.

Seja I uma vizinhanga de z, do dominio D(f) C R. Se, para todo = € I, temos
f(x) < f(z0), entdo zy é um ponto de maximo relativo ou local de f em I, e f(x)

assume um valor maximo relativo ou local de f em I. Ainda, se
f(z) > f(xo),Vz € D(f), zo éopontode minimo absoluto

e se

f(z) < f(zo),Yx € D(f), zo éo ponto de mdximo absoluto
Os pontos de maximo ou minimo sdo chamados de pontos extremos da fungao.

Definigao 3.3. Seja f : R — R uma func¢ao polinomial. Se x, for um nimero do dominio

da fungao f e se f'(zo) = 0, entdo zy serd chamado de ponto critico.

Proposicao 3.1. Seja f uma funcdo polinomial definida numa vizinhanga de z,. Se f

tiver um ponto de méximo ou de minimo relativos em z, entdo f'(z) = 0.
Demonstragio. Ver [7] pag 260. O

O préximo exemplo mostra que sendo f'(zy) = 0 ndo implica que =, € um extremo

absoluto ou relativo, mostrando que a reciproca da Proposicdo 3.1 ndo é verdadeira.

Exemplo 3.1. A fungdo f : R — R dada por f(z) = 2* é estritamente crescente e,
desse modo, ndo possui pontos de méximo e de minimo, pois se tomarmos um ¢ € R

podemos sempre achar um z € R tal que f(c) < f(xo). E ainda,
fllz)=32"=0 = x=0,

confirmando que a fun¢do mesmo tendo a derivada nula ndo possui extremos no ponto

z = 0.
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estritamente crescente

Proposicao 3.2. (Critério da Derivada Primeira) Sejam f uma fungdo polinomial defi-

nida num intervalo fechado [a,b] C D e x, um ponto critico de f.
i) Se [’ passa de positiva para negativa em xz,, entdo f tem um méaximo relativo em z.
ii) Se f’ passa de negativa para positiva em z,, entdo f tem um minimo relativo em x.

iii) Se f' ndo muda de sinal em xy entdo ndo tem méaximo nem minimo local em .

maximo relativo

f'(wo) =0

f'(2o) >0 f'(xo) <0 ['(w0) >0

f'(zg) =0

minimo relativo

Demonstragio. Ver [7] pag. 270. O
Exemplo 3.2. Como ja vimos, os pontos criticos da fungdo g(z) = 1z* + 2% + 22 sdo:
r=0,r=-1ex=-2

Usando a tabela do Exemplo 2.11
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intervalo sinal de f’ f
r < =2 — decrescente
—2<r<—1 + crescente
—1l<z<0 — decrescente
x>0 + crescente

e aplicando o critério da derivada primeira, vamos ver que:

r=-2ex=0
sdo pontos de minimos relativos, pois f’ passa de negativo para positivoem z = —2 e
x = 0. Além disso,
r=-1
é ponto de maximo relativo, pois f’ passa de positivo para negativo em = = —1.

Antes de enunciar a préxima proposigdo, devemos observar que se f é uma fungio
polinomial entdo existe sua derivada denotada por f’, denominada derivada primeira,
que também é uma funcdo polinomial. Assim, podemos determinar a derivada de f/,

denotada por f”, denominada derivada segunda.

Proposicdo 3.3. (Critério da Derivada Segunda) Seja f uma fungdo polinomial definida

no intervalo aberto (a,b) e seja zy € (a,b) de modo que f/(xy) = 0. Entao,

i) Se f"(zo) <0, f possui um maximo relativo em z;

ii) Se f"(z) > 0, f possui um minimo relativo em x;

iii) O teste é inconclusivo no caso f”(zg) = 0.

Demonstragio. Ver [10] pag. 250. O

Exemplo 3.3. Determine, se existirem, os pontos de maximo e minimos relativos da
fungdo f(z) = 1a* + 1a% — 42? — 4x + 5 e esboce o grafico de f.

Solugdo: Aplicando o Teorema 2.4, temos:

1 1
f(z) = 5.4x3 + §3a:2 — 427 — 4 =22+ 2° — 8z — 4.

Determinemos os pontos criticos fazendo f'(x) = 0. Entao:

fl(r) =22 +2%—8x — 4= (v +2)(22° — 32— 2) = 0.
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Obtemos os seguintes pontos criticos: * = —2, x = —1 e = 2. Encotrando a derivada
segunda, temos:

f"(z) = 62 + 21 — 8.

Aplicando a Proposicdo 3.3, obtemos:
f"(=2) =6.(-2)2 +2.(-2) —8 =24 — 12 = 12 > 0. Logo, x = —2 é ponto de minimo.
f(—3)=6.(—3)*+2.(—3) —8=—2 <0. Logo, z = —1 é ponto de méaximo.

"(2) =6.(2)*+ 2.2 —8 =20 > 0. Logo, = 2 é ponto de minimo.

ponto de minimo  ,

ponto de minimo

3.2 Fatos Historicos

Sobre Euclides de Alexandria, ndo hé relatos de sua vida nem tdo pouco a cidade
onde viveu. Segundo Santiago (ver [16]), aponta que nas obras de Euclides, os 13 livros
que escreveu aos quais denominaram Os Elementos, aparecem discussdes a cerca de
problemas relacionados a méximos e minimos mas, precisamente no livro III, encontra-
mos algumas proposic¢oes referentes a circulos, exemplos de problemas de otimizagdo,
que naquela época esses termos nem existiam. Eram feitas as demonstra¢des sem a uti-
lizagdo dos conceitos modernos que hoje conhecemos sobre a derivada, mas usavam
as construgdes geométricas e dedugdes por absurdo.

Boyer (ver [4]) descreve, entre muitos matemaéticos, a importancia dos assuntos



CAPITULO 3. EXTREMOS DE UMA FUNCAO POLINOMIAL 46

abordados por Apolonio de Perga (262 - 190 a. C.), que discutiu a respeito de sec-
¢Oes cOnicas e sobre retas maximas e minimas a essas curvas, que na verdade eram
retas tangentes e normais.
Alguns problemas envolvendo area, volume e geometria plana constavam nos es-
tudos de Claudio Ptolomeu (168 - 90 a. C.) que tinha relagdo com maximos e minimos.
E ainda, aponta Boyer (ver [4]), que Fermat, em seus estudos, realizou descober-
tas importantes, escrevendo dois tratados, um dos quais é denominado Método para

achar maximos e minimos. Nesta obra, verificou que as equagdes do tipo
y=a"x e

e sendo n negativo e n positivo geravam curvas denominadas “pardbola” e “hipérbo-
les” de Fermat, respectivamente. E, avangando ainda mais, para curvas polinomiais
do tipo

y = f(x)
ele criou um método para determinar os possiveis pontos de maximo e minimo das

funcoes.



Capitulo 4

Uso do Geogebra

A dinamica da utilizacdo tecnoldgica nas aulas de matemdtica tem facilitado o
aprendizado do aluno de maneira siginificativa. O Geogebra é um software que as-
socia o cdlculo, a dlgebra, a geometria, a construcdo de graficos e tabelas, em um s6
programa. Nesse capitulo, faremos resumidamente um tutorial utilizando o geogeo-

bra para a determinacdo de extremos de uma funcdo polinomial.

4.1 Constru¢ao de Graficos e Determinac¢ao de Extremos

Ao abrir o programa, tem-se um campo de Entrada. Nesse local, digita-se a fungao

desejada.

Arquio Edter Exibic Oppdes Femamentas Janeia Auda

BESBFEEANDE0

Agetra ?_Janeia ge Visusszacho

oB

Ee»

Emrata 1zxasnesanzanss . Digite a funcio e

Ao clicar enter, o grafico aparecerd na Janela de Visualizacdo. A fungdo que foi digitada

ficard na Janela de Algebra. Em seguida, pode-se mover o gréfico, clicando em Mover
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Janela de Visualizagio.

Arquio Edter Exibic Opcdes Femamentas Janeta Auda

= 1 clique agui para [B6
0 ' sl :
Ll LA rlOl Ol LN 23] overs msgem o5
: ::u:auuwm ol e 1+ orer Janeia de Visuataardo =
,rm:;m.;,'_n.l.u & | Amnpiar
local onde fica o que S, | R
foi digitado CIrSr——
AA EdbiriEsconder Ritulo
< | Coplar Estio Visual
Apagar
"
s \
R ORUEERNE ER— L @ TR g
t]
=
A
-
-
E
-
< 0 g
Erfiada: (o]

Agora, pode-se alterar as caracteristicas do grafico quanto a cor, a espessura da linha,
entre outros. Com o botdo direito do mouse clique na Janela de Visualizagio e clique em

Propriedades.

AU EORBT EXDI OPG3es Femamentss Janela AUCH

GLIE N -

LA OO N ] s
»_Janeta da Kigetra @[> Janeta éo Vissalzaio
e
o
funglot Cligue com o botdo
- Exibir Objate direito do mouse
4 Exbic Rk
#  HabinarRasro
[ Rencmear
3. Apagu
& Propradates.. |
3
. . - 7 W 13 5 =
2
-
-
P
o
[l ——
Entrada; =

Escolha a cor que desejar para o gréfico.
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| GeoGebes

EEUECEUREED

= Funglio
=il oadoaats

‘HEEERY
B | Bisico] G | Extio] Apetra ] asangaco | Programagéo
Recente.

i

Clicando em Estilo, pode-se modificar a espessura da linha do gréfico e também o tipo

de tracejado.

Mmaﬂﬂfwll‘ﬂlmm
(&)
.- EREOEHRNSED 04
»_Jansia de Aigenea » Janeia e Visuahragdo (]
= Funglio [ o
AﬂI)--:‘q- -4 -4z +5
T
‘HuEES
an Bisico Cor] Estio | Aipetea | mangaco | Programacho!
Espessura gaLinna
0
Cas 7 s wom
Esfiloc =
= = = . E
o
e =
8

Na Entrada, digite Extremos|f]. Clique em Bdsico, para dar o nome aos pontos extremos

digitando no espago destinado a legenda e depois clicando em exibir rétulo: legenda.
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GeoGebra
AUV EOtar Edbir Dpedes Femamentas Jandta Auda
N = A | e
AL S]] 2] =
+_taneta de ligetea [+ Janeta do Visvakzagso &
Funglo
@ M) =" -4+ 3 -
P
7 A=(045,083) = -
@ B=(222, 21) 7 Preferéncias.
I e EEs
" F:"i“ Basico | Cor | Estlo | Aigedra | aangato | Programacio
Forio .
T e A
°8 Defniglo: Exremaq]
Legends: | misimo
) Bt Ozt
) Exibir Rénso: [Bioan
- o T I
Exiie Rasto 4
Frar Objot A
Definir como Objets Amkar
Enci ntersecho parcial
a
-
v o f
Entrada: Extromedf] a

50

Depois de obter os extremos, méximo e minimo da func¢do, pode-se construir as retas

tangentes a esses extremos. Na Entrada, digite Tangente[<ponto>, <Fungio>], ou seja,

Tangente[ A, f].

Aquivo Editar Exbir

BEEPEOBAND D

¥ Janea de Aigenia

4]
o9
[

= Funglio
fx) = 6" = et 4 3 ..

@

= P

{9 A=(0ds, 083)
@ B2z 2M b

mdsimo

Do mesmo modo, constréi-se a reta tangente ao ponto B.
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manmpnimw

BREE POEANTEE 3

* Janela de Aigetra
- Fungho

@ fix) = X" - 4?4 3x ..
= Posts
@ a=(045,083)

=€

@ B=(222, 211 s
Rew

- my=083
3 ky=211

.
=
.
.

% = l 1

Entrada; TangentelA, 1] 2@

Pode-se alterar a cor e o tracejado das retas tangentes, pelo mesmo processo visto an-
teriormente. Observe que as equagdes das retas tangente se encontram na Janela de

Algebra.

Mquivo Editar Exbir Opgdes Femamentas Jansta Ajuda

BRI POEFNTED

D Jimuulﬂcnu
= Funglo
@ fx) = = 44 3x ..
Ponto

oF
e

@ A= (045,063}
@ Be(222,211) =
Reta

3 acy=083
@ Bys211

-
=
=
.
-
. = | 1
Entada; TangentelA, 11 1 a

Na Entrada, digite Fatorar[<polinomios>]. Na janela de algebra, pode-se ver a forma

fatorada do polindmio.
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| GeoGebes i
AgUID EORS EXDIE Cppbes FEmamenss Janets Ausa
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Desejando derivar a fungao, digite na Entrada Derivadalf].

Arquivo Editar Exiir Opgdes Femamentas Janets Ajuda
7 B
06
lo. |

DEEEEOBENT

*_Jansia de figenea =10

OpR=x-3 (k-1
= Pt

@ A= (045,063}
3 Be(222,2M)
= Reta

3 ay=083
3 kye211

Encontrando a fungdo f’ que representa a derivada da funcédo f, digita-se na Entrada

raiz|f']. E dessa forma, acha-se os pontos extremos da fun¢do que sdo as raizes de f'.
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Capitulo 5

Problemas de Otimizacao

Os problemas aqui apresentados sdo relacionados a méximos e minimos de uma
funcdo, com a proposta de resolvé-los usando como suporte de aprendizagem, a mo-
delagem matemadtica. Analisemos alguns problemas procurando soluciona-los da me-
lhor forma possivel, identificando as grandezas relacionadas e os possiveis intervalos
para que o problema tenha significado. Dessa forma, as derivadas primeira e segunda
da funcdo permitirdo encontrar os pontos criticos e ainda obter aqueles que possivel-

mente sdo pontos de maximo ou minimo.

5.1 Problemas Envolvendo Func¢ao Quadratica

Nessa sec¢do resolveremos alguns problemas envolvendo fun¢des quadréticas usando
a modelagem matematica como recurso facilitador, analisando os pontos de maximo e
de minimo os quais estdo relacionados ao vértice do gréfico da funcdo quadrética. Tais

problemas sdao mencionados visando adequé-los ao ensino de matematica nas escolas.

Exemplo 5.1. Um certo proprietario de um terreno na forma de um tridngulo retan-
gulo, cuja medicdo dos catetos sdo 40m e 50m, deseja construir um galpdo de forma
retangular. Determine as dimensdes do galpao cuja a drea seja maxima.

Solugdo: Primeiramente facamos o esbo¢o do desenho indicando cada dimensao do

problema proposto.
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40 m

50 m

55

Sejam z e y as dimensdes do galpdo a ser construido. Observe que o terreno trian-

gular podemos dividi-lo em trés partes:

i) O triangulo

40—y
T
cuja area é:
z.(40 —y) 40z —xy
Ar = = .
2 2
ii) O retangulo
y
T
Com éarea
A]] = xy.

iii) O tridgulo

50 —x
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(50 —x).y 50y —zy

A =
111 5 5
Temos que a &rea total do terreno é
50.40
A= ——=1000,
2
entao
A=A+ A+ Ay
Ou seja,

40x — 50y —
#+xy+%:1ooo,

se, e somente se,

40x — zy + 22y + 50y — xy = 2000.

Ou seja,
40z + 50y = 2000.

Simplificando,

4z + by = 200.
Assim,

4z + by = 200

xy = Agy
Isolando a variavel y, temos

200 — 4x
V==

Substituindo na outra equacédo teremos algo em funcao de x:

200 — 4x 2002 — 422 472 440
z|l— == T
5 5 5

Logo, devemos encontrar o ponto maximo da fungdo f : 0,50 — R dada por f(z) =
—42° 4 40z. Sendo a = —%, b =40 e A = 40% = 1600, entdo:
40 200 — 4.25

QZV:——:25Q Yy =
2.(—3) 5

20.

Portanto, as dimensdes sdo = = 25m e y = 20m.

Exemplo 5.2. Deseja-se cercar uma drea retangular que estd a margem do rio utilizando-
se 60 metros de arame com o objetivo de aprisionar alguns animais. Quais sdo as me-

didas do retdngulo de forma que a drea cercada seja a maior possivel?
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Rio

T terreno retangular xT

Solugdo: Sejam x e y as medidas do retangulo. Entao:

2z +y = 60
r.y = Agy
Com relagdo a primeira equagdo temos y = —2x + 60. Substituindo na outra equagdo
segue
x.(—2x + 60) = —22% + 60x.
Assim, devemos maximizar a fungéo f : (0,15) — R definida por f(z) = —22 + 60z.

Usando a férmula para encontrar o vértice do grafico da fun¢do quadrética, segue que

as medidas do retangulo sado

b 60 A 3600
_ 2 =15 = —— = — = 450m.
20 2(—2) MCYT T T T4 m

Tr =

O préximo exemplo consiste em um problema que envolve receita, custo e lucro
maximo e que é importante relatar ao aluno o que representam. A receita (R) corres-
ponde ao valor de venda de um determinado produto com o intuito de obter lucro, o
custo (C) significa o valor pago pelo produto antes de ser comercializado e o lucro (L)
sobre um produto que representa a obtengdo de vantagem financeira ap6s a venda do

produto com relagdo ao prego de custo. Ou seja, o lucro é dado por
L=R-C.

Exemplo 5.3. Um grupo de estudantes alugou um 6nibus de 50 lugares para uma via-
gem turistica. A empresa exigiu de cada passageiro 96,00 reais mais 8,00 reais por cada
lugar ndo ocupado. Sabendo que a empresa teve um custo de 200 reais, qual serd o nu-
mero de passageiros e o valor pago por eles para que a empresa tenha lucro maximo?

Solugdo: Nesse exemplo, sejam x a quantidade de estudantes que ocupard os lugares
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no Onibus e y o valor pago por eles. Assim, temos

96.z — o valor pago pelos lugares ocupados

8.2(50 — ) — o valor pago pelos lugares vazios.

Assim, o total da receita da empresa é:
R(x) = 962 + 82(50 — x) = 962 + 4002 — 82° = —8z” + 4962
Entao, deve-se maximizar a fun¢do quadratica L : (0,50] — R dada por
L(x) = —8x* + 496x — 200

Logo, calculando o vértice, obtemos

y = 7488.

Portanto, sdo 31 estudantes para a empresa ter rentabilidade maxima que é de 7.488

reais.

Para o préximo exemplo, vamos definir o custo médio de uma produgdo simboli-
zado por C,,(x) o valor de producdo de uma pecga de um lote = de pegas. Sendo assim,
o custo médio de produgdo é o quociente entre o custo total e o nimero de unidades

produzidas, ou seja,

Exemplo 5.4. Numa certa empresa, o custo médio da produgdo de um produto é dado
por Cy,(z) = —2x+6—|—g e a fungdo receita total é dada por R(z) = —522+30x (considere
x sendo dado em milhares). Determine o nimero de produtos a serem produzidos para
que se tenha um lucro méximo.

Solugdo: Nessas condi¢des devemos determinar, a principio, o custo total da producao.
Ou seja,

C(z) = 2.Cp(z) = x. (—2x +6+ ;) = —22% + 6z + 5.
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Entado
L(z) = R(z) — O(x) = (=52 4+ 30x) — (=22 + 62 + 5) = —32% + 242 — 5,

com z no intervalo [0,R]. Logo, calculando zy do vértice da funcdo L, o ntiimero de

produtos para a obtenc¢do de lucro maximo na empresa é

24

= 4 milhdes.

5.2 Problemas Envolvendo Fun¢ao Polinomial de Grau
Maior que 2

Nesta secdo mencionaremos alguns problemas relacionados a fun¢des polinomiais
de grau maior ou igual que 2, usando alguns resultados vistos nos capitulos anteriores,

como o critério da derivada segunda.

Exemplo 5.5. Encontre a menor distancia do ponto (z,y) pentencente ao gréfico da
fungdo f(z) = 2% ao ponto (3,0).

Solugdo: Analisemos a figura abaixo:

Sabendo que a distancia entre dois pontos (x,y) e (x¢, yo) é dada por

d=+/(z —0)>+ (y — 1),

temos:

d=+/(z—3)2+y2

Como queremos encontrar um valor de z que minimiza a fun¢do d facamos a substi-

tuicdo y = 2?. Dessa forma, obtemos uma fung¢do d : R — R dada por:

d(r) = Vot + 22 — 6z + 9.
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Derivando d(z) = a* + 2% — 6z + 9, temos:
d(z) =42 + 22— 6 =0,
Determinado o ponto critico = € R, temos
x =1

verificando se o ponto critico é ponto de mdximo ou minimo apliquemos o critério da

derivada segunda. Assim,
d'(r) = 1222 + 2= d"(1) = 14 > 0.
Assim, o valor de x que minimiza a funcdo d é x = 1 que é o ponto de minimo.

Exemplo 5.6. Deseja-se construir uma caixa usando uma folha de papeldo de 40cm por
30cm de comprimento. Para isso, retira-se os quadrados referentes a cada canto da fo-
lha e dobra-se os lados adequadamente obtendo a caixa. Sem levar em consideracdo a
espessura da folha, determine a dimensdo do quadrado para que se tenha uma caixa
de volume maximo.

Solugdo: Fagamos o esbogo da figura para melhor compreender a questdo.

40 cm

I ]

T I
30 cm

i a

_‘x x,_

Seja x o0 lado desse quadrado recortado. A base da caixa é um retdngulo cujos lados
sd0 40 — 2z e 30 — 2z e a altura z. Queremos encontrar x para que o volume V' da caixa

seja maximizado. Observando as dimensoes da caixa em fung¢do da varidvel z, temos:

V(z) = 2.(40 — 21).(30 — 2z) = 42® — 1402% + 1200
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Observe que 0 < 2z < 30, ou seja, 0 < z < 15. Para determinar os pontos criticos

deteminemos valores de = para V/(z) = 0. Assim,
V'(z) = 122* — 280z + 1200 = 0
Obtemos,
x1 = 47,72 e 19~ 5,66

O valor z; ndo faz parte do intervalo 0 < = < 15, e assim nado pode ser a dimensdo da

caixa. Usando o teste da derivada segunda, tem-se:
V'(2) = 24z, — 280 ~ —144,16 < 0 (5.1)

E, pela Proposicdo 3.3, substituindo o ponto z; na Equacdo 5.1, conclui-se que z2 é o

ponto de maximizagédo, e o volume maximo da caixa é de V' ~ 3.032, 30cm?.

Exemplo 5.7. Determine as dimensdes de um retdngulo de maior drea possivel que
possa ser inscrito num semicirculo de raio r, considerando que dois de seus vértices
estdo sobre o seu diametro.

Solucao:

Sejam as dimensoes do retangulo x e y. Considere o tridngulo retdngulo da figura

. . ~ ~ Yy e "
cuja dimensdes sdo r, x e 5 Utilizando o teorema de Pitdgoras, temos:

2 _ 2 y>2
r :1:—1—(2 .

Assim,

y = \/4(r? — 2?).
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A drea do retagulo em funcdo de = é dada por:

x) = x. [\/4(7“2 - ] Va2 (r? — z2).

Assim, obtemos uma funcéo A : (0,r7) — R definida por A(z) = 42?(r* — 2?). Determi-

nemos o0s pontos criticos. Facamos:

A'(z) = 8xr* — 1627 —Oix—ii

V2 . . rv2
Como z = —%_ nao faz parte do dominio, analisemos o valor z = — Usando o

teste da derivada segunda, obtemos:

A'(z) = 812 — 482% = A" (T\/_> = — 1672

2
Como 7 > 0, segue que —16r% < 0. Logo, podemos concluir que = = %_ é o ponto de

maximo e o valor de y sera:

2
y=2 rz—%:r\/ﬁ.

Exemplo 5.8. Uma fébrica de bolsas vende mochilas escolares por 50 reais a unidade.
Se forem produzidas x mil unidades de mochilas por més para serem vendidas e é

sabido que o custo total da producdo mensal é dado por
4
C(z) = §x3 — 302? — 350z — 100
entdo, qual é a quantidade de mochilas produzidas por més para que a fabrica tenha

um lucro méximo?

Solugio: Sabemos que

Assim,
4 3 2 4 3 2
L(z) = 50z — 3% - 302" — 350z — 100 | = —3% + 302~ + 4002 + 100.
Utilizando o teste da derivada primeira temos:
L'(z) = —42® + 60z + 400 = 0.
Os pontos criticos encontrados sao:
CL’1:—5 e ZII2:2O

Analisando a tabela abaixo, temos:
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intervalo | sinal de f’ f
xr < —=b — descrescente
—H<x <20 + crescente
x> 20 — decrescente

Usando o critério da derivada primeira, temos que xz; = 20 é o ponto que maximiza
a funcdo L. Por outro lado, podemos encontrar a mesma resposta usando o teste da
derivada segunda. Assim,

L"(z) = —8z + 60.

Como L"(20) < 0 segue que o ponto critico z; = 20 maximiniza a fun¢do. Portanto,

devem ser produzidas 20 mil mochilas por més para obter o lucro maximo.

5.3 Fatos Historicos

O relato que temos sobre o primeiro problema de otimizacdo consta no épico poema
Eneida escrito por entre os anos 29 - 19 a. C. por Publio Virginio Maronis (70 a. C. - 19
a.C.) e traduzido por Manoel Odorico Mendes (1799 - 1864). Em um trecho (ver [13] a
partir da pagina 28 verso 385), a obra narra a histéria de Dido, uma mulher favorecida
por um rei africano que lhe entregou uma tira de couro de boi para circundar a maior
area possivel de terras que pudesse e tudo seria seu. Com efeito, Dido pegou sua faca
de cabo de ouro e cortou o couro em tiras bem finas e as amarrou e depois circundou a
maior drea que pode, as margens do oceano, em forma de um semicirculo, construindo
nessas terras a cidade de Cartago. Apesar dessa obra ser um poema e narrar a histéria
do heréi Virgilio de Eneida, vemos a idéia de um problema matematico caracterizado
por relacionar &rea.

lezzi (ver [9]) menciona que o matematico Apolonio de Perga (262 - 194 a. C.),
conforme o avang¢o da modernizagdo, utilizou os estudos sobre a pardbola feito pelo
matematico Menaecumus (por volta de 350 a. C.), discipulo de Platdo, como meio de
resolucdo de certos problemas, como , por exemplo, a investigagdo na trajetéria da
bala de um canhdo, amplamente difundida na obra do matematico italiano Nicollo
Tartaglia (1499 - 1557) denominada “Nova Ciéncia™, publicada em 1537. Essa obra

menciona como conseguir um alcance maximo de uma bala com tiro do canhéo.



Consideracoes Finais

O presente trabalho traz, no fim de alguns capitulos, um breve histérico referente
ao tema da dissertacdo com o intuito de levar o leitor a refletir o assunto, observando
que ndo é algo tdo recente, e que desde o século XVII tem sido estudado e analisado por
diversos matemaéticos, e no Brasil foi colocado como contetido do antigo 2° grau gina-
sial, entre as décadas de 50 e 60, e que atualmente ndo sdo citados no ensino médio. O
trabalho consiste em uma proposta para o Ensino Médio de resolver problemas de oti-
mizacado de fung¢des polinomiais de grau maior ou igual a 2 visando reforgar e preparar
o aluno para o Ensino Superior, diminuindo as suas dificuldade antes de adentrarem
a universidade. Percebe-se a importancia da juncdo da Fisica com a Matematica para a
implantacdo da derivada e que ndo é um “bicho de sete cabegas’” como muitos pensam,
e se for exposto de forma coerente e interdisciplinar, os alunos podem acompanhar o
raciocinio tendo um aprendizado consistente. Ainda é mencionado algumas defini-
¢Oes preliminares que devem ser vistas pelos alunos para que acompanhe no processo
de ensino - aprendizagem. Analisando os problemas envolvendo fun¢des quadraticas,
quando construir o grafico, verifica-se que o vértice da parabdla pode ser denominado
pelo professor como ponto de otimizagdo, sendo ponto de méximo ou minimo global
e ja introduzir os conceitos de tais pontos, mencionando o que seriam méaximos e mi-
nimos relativos, através dos conceitos de fung¢des crescentes ou decrescentes. Ainda
é posto no trabalho um artificio de ensino, usando a tecnologia como recurso. O Ge-
ogebra é um programa que auxilia no desenvolvimento do aluno e na aplica¢do dos
contetdos ministrado pelo professor, sendo muito ttil nas aulas de matemdtica. E
finalizamos o trabalho quando analisamos diversos problemas de otimizacdo sendo
vidvel inseri-los em sala de sala no ensino médio. Corriqueiramente, é no ensino mé-
dio que os alunos aprendem o conceito e os diversos tipos de fungdes, e esses estudos

s6 fazem sentido quando entenderem a defini¢do de funcdo e correlacionarem ao es-
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tudo da derivada, associando esses conceitos aos problemas propostos de otimizagdo.

Enfim, ainda nado consta nos PCN’s essa proposta de inserir no ensino médio a de-
rivada como taxa de variacdo e os problemas de otimizacdo, mas esperamos que sejam
revistos e analisados esses contetidos matematicos com a finalidade de reuni-los ade-

quadamente a partir do 1° ano do ensino médio.
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