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Resumo

Este trabalho aborda aspectos béasicos do calculo de probabilidades em
espaco finito de probabilidade, aplicados a eventos como lancamentos de
moedas, jogos de poquer, loterias, problemas de nascimento de criancas e
problemas com urnas, e tem como objetivo principal exibir, em cada feno-
meno aleatoério, o espaco finito de probabilidade que é o modelo probabilis-
tico do fenébmeno. Em cada exemplo de aplicagao, foram definidos os espacos
amostrais e a funcao de probabilidade correspondente, além do evento cuja
probabilidade é a resposta do problema apresentado. A visualizacao concreta
do espago dos eventos associado a um processo aleatoério facilita a compre-
ensao do calculo de probabilidades.

Palavras-chave: Probabilidade. Espacos finitos de probabilidades. No-
¢oes de probabilidades.






Abstract

This dissertation approaches basic aspects of the probability calculus in
finite probability space, applied to events such as coins tosses, poker matches,
lotteries, birth problems and problems with voting machines, and it aims at
displaying in each random phenomenon, the finite probability space which
is the probability model of the phenomenon. In each working example, the
sample spaces and their corresponding probability function have been de-
fined, besides the event whose probability is the response of the problem
presented. The concrete visualization of the space of events associated with
a random process facilitates the understanding of the probability calculus.

Keywords: Probability. Finite probability spaces. Notions of probabi-
lity.
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Introducao

A teoria matemaética de probabilidade tem como objetivo a anélise de
processos aleatérios que sao processos, cujos resultados nao podem ser de-
terminados a priori antes da ocorréncia dos mesmos, mas o resultado de um
processo aleatério é um de varios resultados possiveis.

O espago amostral do experimento aleatério é constituido por todos os
resultados possiveis e, a cada resultado possivel esta associado uma proba-
bilidade que é um nimero real compreendido entre zero e um.

A teoria da probabilidade tem inicio no século XVII quando o matemaético
francés Blaise Pascal considerou a probabilidade de por exemplo de obtengao
do valor 1 ou 6 no lancamento de um dado e neste caso, o espaco amostral
é constituido pelos seis valores 1, 2, 3, 4, 5, 6 possiveis e a probabilidade de
obtencao de 1 ou 6 foi definida no século seguinte por Laplace como o niimero
de resultados favoraveis 1 ou 6 dividido pelo nimero de valores possiveis 1,
2, 3, 4, 5, 6 ou seja %.

Os eventos associados a um experimento aleatorio sao subconjuntos do
espago amostral: no caso do exemplo acima A = {1,6} C {1,2,3,4,5,6}.

A dissertagao trata de espacos finitos de probabilidade associados a pro-
cessos aleatérios em que o nimero de resultados possiveis de processo é finito,
isto é, o espago amostral é constituido por um namero finito de elementos.

Os espacos finitos equiprovaveis de probabilidade estudados inicialmente
na dissertagao, sao os espacgos em que a definicao de probabilidade é dada
por Laplace e sao os espacos associados a problemas com dados nao vicia-
dos, moedas nao viciadas, loterias e jogos honestos de cartas como poquer e
bridge.

Espacos finitos nao equiprovaveis também sao apresentados no texto
como é o caso de moedas viciadas em que a probabilidade de cara é o triplo
da probabilidade de coroa. Quando uma moeda viciada é lancada trés vezes
e é observado que no primeiro langamento ocorreu coroa, a probabilidade de
que ocorra cara nos préoximos dois langamentos origina o conceito de proba-
bilidade condicional e o conceito de eventos independentes os quais também
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sao estudados na dissertacao.

Os teoremas classicos, o principio da inclusao-exclusao, teorema de Bayes,
de Waring, das probabilidades binomiais, das probabilidades multinomiais
e das probabilidades binomiais negativas além das desigualdades de Boole
e Bonferroni, embora véalidas para espagos quaisquer de probabilidades, sao
apresentados em espacos finitos de probabilidade.

Problemas envolvendo uma ou véarias urnas, exemplificam os resultados
classicos e problemas com reposicao ou sem reposi¢do em urnas em que as
bolas das urnas sao numeradas ou idénticas entre si sdo analisados resul-
tando a diferenca existente entre as amostras ordenadas e nao ordenadas.
Problemas de ocupacao em urnas encerram a dissertacao.

O objetivo principal da dissertacao foi exibir, em cada fenémeno aleato-
rio, o espaco finito de probabilidade que é o modelo probabilistico do fen6-
meno. Em cada exemplo de aplicagao, foram definidos os espagos amostrais
e a funcao de probabilidade correspondente, além do evento cuja probabi-
lidade é a resposta do problema apresentado. A visualizagdo concreta do
espaco dos eventos associado a um processo aleatoério facilita a compreensao
do calculo de probabilidades.

O tema da dissertacdo, além de estar presente no nosso cotidiano com os
jogos de azar e as loterias da Caixa Econdémica Federal, faz parte do curri-
culo oficial da Secretaria de Educagao do Estado de Sao Paulo referente ao
9° ano do Ensino Fundamental (Probabilidade: Problemas de Contagem e
Introdugao a Probabilidade) e a segunda série do Ensino Médio (Probabili-
dade Simples, Probabilidade da unido e/ou intersecgao de eventos, Probabi-
lidade condicional, distribuigdo binomial de probabilidades) e é tema muito
frequente em grandes vestibulares do pais e no ENEM.

14



Capitulo 1

PROBABILIDADES -
DEFINICOES

1.1 ANALISE COMBINATORIA

Abaixo seguem algumas técnicas de contagem, para que possamos utilizar
posteriormente para o célculo do ntiimero de elementos de eventos e também
para o nimero de elementos dos espagos amostrais.

Seja um conjunto U nao vazio com n elementos

1.1.1 CASO A

Para cada k € N = {1,2,3,...} existem n* sequéncias distintas com k
elementos (uy,ua, ..., un) em que uj € U para cada j = 1,2,3, ..., k.

Exemplo 1.1.1. O namero de respostas distintas de um teste com 10 questoes
do tipo verdadeiro ou falso é dado por 2'9. O ntimero de folhas distintas de
resposta na primeira fase do vestibular da FUVEST, com 90 questoes de
multipla escolha e cinco alternativas cada questdo é a 5%,

O cadastro de pessoas fisicas (CPF) é o registro de um cidadao na
Receita Federal brasileira. O CPF é composto por 11 digitos da forma
abe.def.ght. XY em que XY sao digitos verificadores, e além disso, o al-
garismo ¢ que antecede os digitos verificadores indica o estado que o CPF foi
emitido, por exemplo se o algarismo 4 for igual a 6 significa que o CPF foi
emitido no estado de Minas Gerais e se ¢ for igual a 8, o CPF foi emitido no
estado de Sao Paulo, logo os nimeros dos CPF emitidos pelo estado de Sao
Paulo sdo da forma abe.def.gh8.XY | sendo assim seria possivel a emitir 10%
cadastros de pessoas fisicas.
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1.1.2 CASO B

Para cada k € N ={1,2,3,...} com k < n existem (n)y =n-(n—1)-(n—
2)-...-(n—k+1) sequéncias distintas com k elementos (uy, us, ..., u,) em que
uj € U para cada j = 1,2,3,...,k e que u; # uj para i, j € {1,2,3,...,k} e
i <j.

Ezxemplo 1.1.2. O numero de modos diferentes que podem ser escolhidos um
presidente, um vice presidente e um secretario entre os elementos de um
conselho com 10 membros é dado por (10)3 = 10-9-8 = 720.

Na final de uma prova de natacdo, 50 metros livres, na qual 8 atletas
estdo disputando medalhas de ouro, prata e bronze, ha (8); maneiras de
ocorrer a premiagao.

1.1.3 CASO C
!
Para cada k € N = {1,2,3,..} com k < n existem (};) = ﬁ
I (n—k)!
subconjuntos distintos de U com k elementos.

Ezxemplo 1.1.3. O nimero de maneiras distintas de escolhermos um grupo
de trés pessoas entre as 10 pessoas de uma sala é (130) = 120.

O nimero de comissoes formadas por dois professores e trés estudantes
de uma escola, escolhidos entre 5 professores e 10 estudantes é dado por

() ()

Para cada k € N = {1,2,3,...} e para cada sequéncia finita ni,ns, ..., ng

de ntmeros inteiros nao negativos com a propriedade ni +ng + ... + ng = n,
|
exitem ————— partigOes distintas (A4;, Ag, ..., Ag), isto é
nilng!...ng!

1.1.4 CASOD

AlUAU.LUA,=UeAiNAj=¢parai, je{1,2,....k} comi#j

com a propriedade de que para cada j € {1,2,...,k} o nimero |A4;| de ele-
mentos do subconjunto A; C U é igual a nj, isto &, |4;| = n;.

Demonstragao. (d)

A escolha dos elementos do primeiro subconjunto A; da particao de U com
|A1| = ny é feita de (7?1) manieras distintas.

A escolha dos elementos do segundo subconjunto A, da particdo de U com
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|Ag| = ngy é feita de (”;:1) manieras distintas.

Sendo assim, a escolha dos elementos do tltimo subconjunto Ay da partigdo
de U com |Ag| = ny, é feita de (”_”1_”2;“_”“1) maneiras distintas.

O principio multiplicativo da contagem implica que a escolha de uma par-
ticado de U com k subconjuntos de U ¢ igual ao produto das escolhas de

Ay, Ag, ..., Ay isto &,
n!
n1!n2!...nk!

O]

Ezxemplo 1.1.4. O ntimero de maneiras distintas de uma rodada de cartas de
uma mesa de bridge (em que os jogadores sao nomeados por Norte, Oeste,
Sul e Leste) ¢ igual a

52 39 26 13\ 52!

13 13 13 13)  13!-13!-13!-13!
cujo o valor é superior a 5 - 10%® enquanto que o nimero de maos distintas
de 13 cartas de um jogador de uma mesa de bridge é igual a

52\ 52!
<13) - 13! 39!
cujo valor é superior a 6 - 1011,
O mesmo raciocinio pode ser aplicado na distribuicdo de pegas de um
jogo de domind, em que 28 pecas sao distribuidas para quatro jogadores
também nomeados Norte, Oeste, Sul e Leste em que cada um dos jogadores

recebe 7 pecas cada um. O ntmero de maneiras distintas de distribuir as 28
pecas para os 4 jogadores é dada por

(7)) (5) ()= mamm
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1.2 ESPACO FINITO DE PROBABILIDADE

O conceito basico da teoria de probabilidades no caso finito é o de es-
pago finito de probabilidade ou modelo probabilistico finito (€2, 2 P), em
que §2 é o conjunto de todos as possiveis amostras de um dado experimento
aleatorio denominado espaco amostral do experimento aleatério, 22 ¢é o con-
junto constituido por todos os subconjuntos de {2 denominado conjunto dos
eventos de um experimento aleatoério e P é uma funcao que associa a cada
evento A do experimento uma probabilidade P(A), que é um namero real
nao negativo e menor ou igual a um, denominado fungéo de probabilidade
do experimento aleatério sujeita aos postulados de Kolmogorov explicitados
nas seguintes definigoes.

Um espaco finito de probabilidade é uma terna ordenada (£2,29, P) em
que
a) € é um conjunto nao vazio finito com N e elementos wy, ws, ..., wxn deno-
minado espago amostral do espaco finito de probabilidade;

b) 2 ¢ o conjunto das partes de Q constituido pelos 2V subconjuntos de €
denominado espago dos eventos do espaco finito de probabilidade;

c¢) P é uma fungao de probabilidade, isto ¢, ¢ uma funcao definida sobre o es-
paco dos eventos 2% cujos valores sdo niimeros reais nao negativos e menores
ou iguais a um satisfazendo os trés postulados de KOLMOGOROV:

(C1) P(Q) = L;
(C2) VACQ—0< P(A) < 1;
(C3)VA,BC Qe ANB=¢— P(AUB) = P(A) + P(B).

A fim de construir uma fungao de probabilidade sobre um conjunto (es-
pago amostral) finito Q = {wy, wa, ..., wx} basta definir P sobre os subcon-
juntos unitarios {w;} para j = 1,2,...,N, isto é, basta escolher nimeros
reais nao negativos e menores ou iguais a um p1, p2, ..., py de tal modo que
pr+p2+...+pyv=1e P{w;}) =p; paraj=1,2,...,N.

Assim, para cada A C 2, P é definido por

P(A) = 3 P{w})
weA
e P definida desta maneira é uma fungéo que satisfaz os postulados de Kol-
mMogorov.
Dado um conjunto finito €2, existem infinitos espacos finito de probabili-
dade (2,29, P) cujo espaco amostral é o conjunto dado Q e P ¢ definida da
maneira acima.

18



Em espago finito de probabilidade (£2, 2 P) em que o espaco amostral
Q tem N > 1 elementos, existem no méximo 2V — 2 funcdes distintas de
probabilidade associadas a P: para cada subconjunto ndo vazio B C ) e
B # Q, com P(B) > 0, a funcio Pp definida sobre o espaco dos eventos 2%
por

Pa(a) = T 50

¢ uma fungao de probabilidade sobre o espago amostral Q (Pq coincide com
a func¢ao de probabilidade P). Além disso, para cada evento B C ) com
P(B) > 0, a terna ordenada (2,2, Pg) é um espaco finito de probabilidade.

, VACQ

1.3 ESPACO FINITO EQUIPROVAVEL DE PRO-
BABILIDADE

Um espago finito equiprovavel de probabilidade é uma terna ordenada
(Q, AL P) cujo espago amostral € é constituido por N elementos wy, wa, ..., wy
e cuja funcao de probabilidade P é definida nos subconjuntos unitarios de €2
por

1
P({w;}) = ' para cada j =1,2,...,. N
o que implica que, para cada A C (,

_ Al

PA= g

em que |A| é o namero de elementos do subconjunto de A de €.
A definigdo de um espago finito ou infinito de probabilidade é dado a
seguir.

19



1.4 ESPACO DE PROBABILIDADE

Um espago de probabilidade é uma terna (€2, F, P) em que
a) € é um conjunto nao vazio denominado espago dos eventos do espago de
probabilidade;
b) O espago dos eventos F' C 22 do espaco de probabilidade é uma o-algebra
de subconjuntos de €2, isto é,

(bl) p e F
(b2) Se A € F entao A° € F

(b3) Se (Ap)nen € uma sequéncia infinita com a propriedade A,, € F' para
cada n € N entao

DAneF
1

c) P é uma fungao definida sobre o espago dos eventos F' a qual associa a
cada evento um ndmero real nao negativo menor ou igual a um que satisfaz
os postulados de Kolmogorov

(c1) P(Q) =1
(2) VAC F — 0 < P(A) < 1;

(e3) P(U7 An) = >.7° P(A,) desde que para cada n € N, A, € I e para
cadai,j e N={1,2,3,..},i<je A4 NA;=¢.

1.5 NASCIMENTO DE FILHOS

O nascimento de uma crianca constitui um experimento aleatério devido
ao genero do recém nascido. O modelo probabilistico é o espaco de proba-
bilidade finito (€,2%, P) cujo espaco amostral Q = {0,1} em que 0 indica
nascimento de um filho do sexo feminino e 1 indica o nascimento de um filho
do sexo masculino e a fungao de probabilidade P é calculada de maneira que
P({1}) =pe P({0}) = 1 — p em que p é um namero real ndo negativo e
menor ou igual a um.

No conjunto das familias com um nimero fixo n > 2 de filhos, conhecida
a probabilidade p, com 0 < p < 1, de ocorréncia do sexo masculino no
nascimento de um filho, e com a hipotese de que o sexo de uma crianga é
independente dos sexos das outras criancas da familia, entao a probabilidade
de ocorréncia, em uma familia de n filhos, com

20



a) todos os filhos do mesmo sexo é igual a
P+ (1 =p)"

b) as primeiras k < n criangas mais velhas da familia sdo do sexo masculino
e as n — k criancas mais novas do sexo feminino é igual a

pF—p)nk

c) as primeiras k < n crianc¢as mais velhas da familia sdo do mesmo sexo,
enquanto as demais criancas mais novas n — k sao do sexo oposto é
igual a

P —p)" "+ (1-p) )"

d) existirem exatas k criangas do sexo masculino, com k£ < n e as demais
n — k criancas do sexo feminino é igual a

<Z>pk (1-p)"*

e) existirem pelo menos k criangas do sexo masculino, com k < n, é igual a

i: (?)zﬂ (1 =p)"

J=k

f) as s criangas mais velhas sdo meninos e existem um total de & meninos,
com n > k > s, é dada por

(Z B z>p’“ S(1—p)k

g) as s criangas mais velhas sdo meninos e existem pelo menos k meninos,
com n > k > s é dada por

j=k—s J

Exemplo 1.5.1. Um casal pretende ter seis filhos, sabendo que estudos ge-
néticos preliminares mostraram que a probabilidade de ter um filho do sexo
masculino é o dobro da probabilidade de ter um filho do sexo feminino. Como
a probabilidade de ocorréncia de um filho do sexo masculino é igual ao dobro

da probabilidade de ocorréncia de um filho do sexo feminino,
1

P({1}) = e P({0}) =

21



a) todos os filhos do mesmo sexo é igual a

2\" (L)' _ 65
3 3) 729

b) as primeiras 4 criangas mais velhas da familia sdo sexo masculino e as 2
criangas mais novas do sexo feminino é igual a

5)-6) -

c) as primeiras 4 criangas mais velhas da familia sdo do mesmo sexo, enquanto
as demais criancas mais novas 2 sao do sexo oposto € igual a

B0 -2

d) existirem exatos 4 criangas do sexo masculino e as outras duas criangas
do sexo feminino é igual a

HIONORE

e) existir de pelo menos 4 criangas do sexo masculino ¢ igual a

> () 6)6)

Jj=4

gYIORORHIORORBIGES "

pois o casal podera ter 4, 5 ou 6 filhos do sexo masculino.

f) as 3 criangas mais velhas s@o meninos e existem um total de 5 meninos é
igual

6-3) [2)° (1\°”

5-3/\3 3

3\ /2\° (1) 96

2)\3 3) 129
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g) as 3 criangas mais velhas sdo meninos e existem pelo menos 5 meninos é

070
SHIONON
THOROREIHRE

1.6 LANCAMENTO DE MOEDAS

<

O langamento de uma moeda é um experimento aleatério que tem como
modelo probabilistico (€2,2%, P), cujo espaco amostral Q = {0,1} em que 0
indica a ocorréncia de cara e 1 indica a ocorréncia de coroa e a funcao de
probabilidade P é calculada de maneira que P({0}) =pe P{1}) =1-1p
em que p é um namero real nao negativo e menor ou igual a um, no caso de

moeda viciada e p = 3 no caso de moeda nao viciada.

No lancamento de uma moeda n vezes o modelo probabilistico (€2, 29, P)
tem como espago amostral Q = {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... x {0,1} e a
fungao de probabilidade P calculada no subconjunto unitario {x1, xa, ..., x,}
em que o nimero de elementos z; = 0 iguala k, & igual a

P({(x1,22,....,20)}) = pF(1L —p)nF

Exemplo 1.6.1. Uma moeda, em que a chance de ocorréncia de cara é igual
a chance de ocorréncia de coroa, é lancada trés vezes.

a) a probabilidade de ocorréncia de 3 coroas é dada por

off

b) a probabilidade de ocorréncia de exatamente uma coroa é

(-
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c) a probabilidade de ocorréncia de pelo menos uma cara é
SV ZT(3) 4 (B) (3)] 22T
= \i/\2 1\ 2 3 8 8

A probabilidade de ocorréncia de pelo menos uma cara também pode ser

7 1
calculada por 1 — 3= g em que 3 ¢é a probabilidade de ocorréncia de trés

coroas.
d) a probabilidade de ocorréncia de nenhuma coroa ¢ igual a probabilidade

de ocorréncia de trés caras, ou seja, —

e) a probabilidade de ocorréncia de no maximo duas caras é dada por:
2 3

SCEVE) = 13)+(3)] 1=5=2

= Jj) \2 1 2 8 8 4

Exemplo 1.6.2. Uma moeda honesta é langada 6 vezes. A probabilidade de

a) ocorréncia de ao menos uma cara ¢ igual a
(1) _6s

2 64"

b) ocorréncia de pelo menos 4 caras é igual a

SOG) -1+ @) a-2-2

J=4

Exemplo 1.6.3. Uma moeda honesta é lancada dez vezes. A probabilidade
de

a) ocorréncia de 5 caras e 5 coroas é igual a

10\ (1\” (1\° 252 63
5 2 2/ 1024  256°

b) ocorréncia de 10 caras é igual a

N 1
(2) T 10247
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¢) ocorréncia de 4 caras e 6 coroas é igual a

10\ /1\* /1\® 210 105
4 2 2/ 1024 512°

d) ocorréncia de pelo menos 8 caras é igual a

£ 6"

j=8

() () ()

e) ocorréncia de no maximo 3 caras é igual a

() ()"
56"

J

_10+10+10+10 1 176 11
—|\o 1 2 3 1024 1024 64

Exemplo 1.6.4. A, B e C se alternam, nessa ordem, jogando uma moeda. O
primeiro a tirar cara vence. Qual é a probabilidade de A vencer?
O jogador A pode vencer o jogo na primeira rodada, com probabilidade

igual a 3 Caso nao venca na primeira rodada, os outros participantes, B e

C, nao poderao tirar cara, sendo assim o jogador A podera vencer na segunda

dad babilidad lgl—i
rodada com probabilidade | 5= 16"

No caso em que A nao tirou cara na segunda rodada e B e C também
nao tiraram cara na segunda rodada, o jogador A podera vencer na terceira

0N /1y 11
rodada, com probabilidade ( = | | =] = = —= e assim sucessivamente.
2 2 2 128

As probabilidades do jogador A vencer na primeira rodada ou na segunda

rodada ou na terceira rodada e assim sucessivamente, sdo termos de uma

1
progressao geométrica (P.G.) infinita de primeiro termo a; = 5 © razao
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1
q= 3 Logo a probabilidade do jogador A vencer serd a soma infinita da
P.G.,

1
1+1+1+ 3 4
2 16 128 7 1

1.7 PROBLEMAS DE PROBABILIDADE COM DA-
DOS

1.7.1 LANCAMENTO DE UM DADO

O experimento aleatério do lancamento de um dado néo viciado, em que
cada valor do dado tem a mesma chance de ser obtido, tem como modelo
probabilistico o espago finito equiprovavel de probabilidade (€2, 28 P), cujo
espago amostral {2 é dado por

Q=1{1,2,3,4,5,6}

A probabilidade de ocorréncia do valor 1 ou do valor 6 é a probabilidade
P(A) do evento A = {1,6} C Q calculado por
Al 2 1
P A = — = - = —
(4) Q2] 6 3
A probabilidade de ocorréncia de um numero primo é a probabilidade
P(B) do evento B = {2,3,5} C 0 calculado por
|IBl 3 1
P B = — = - = —
(B) | 6 2
Ezemplo 1.7.1. Um dado é viciado, de modo que a probabilidade de observar-
mos um namero na face de cima é proporcional a esse niimero. Como 0 espago
amostral é nao equiprovavel, vamos inicialmente determinar a probabilidade
de cada evento elementar. Seja P(i) a probabilidade de no lan¢amento de
um dado ocorrer o resultado i € Q = {1,2,3,4,5,6}. Temos:

e P(2)

2P(1)
e P(3)=3P(1)
o P(4)

AP(1)
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o P(5)=5P(1)

o P(6) = 6P(1)

6
3" P(i) = 1 = P(1)+2P(1)+2P(1)+3P(1)+4P(1)+5P(1)+6P(1) = 1

1
P(1) = —
— P(1) = 53
Entao:
PO)= & P2)= 2, P(3) = > P(4) = = P(5) = 2 e P(6) =
6 - 21’ - 21’ 21 21’ 21 N
i.

a) a probabilidade de ocorrer nimero par ¢ igual a

2 4 6 12 4
{246} 21+21+21 21 7
b) a probabilidade de ocorrer nimero maior ou igual a 5.

5 6 11

P =24 =
6 =g+ 91 =3

1.7.2 LANCAMENTO SIMULTANEO DE DOIS DADOS
DISTINTOS

O experimento aleatério do langamento de dois dados nao viciados de
cores diferentes (um branco e um vermelho) em que a chance de um valor
qualquer em cada um dos dados é a mesma e igual para todos os valores
tem como modelo probabilistico o espago finito equiprovavel de probablidade
(Q,2%, P) cujo espaco amostral Q é

Q={(,7):i,j €{1,2,3,4,5,6}}

Exemplo 1.7.2.

a) A probabilidade de ocorréncia de soma 7 ou 8 pontos nos dois dados é a
probabilidade do evento A U B em que

A ={(1,6),(2,5),(3,5),(4,3),(5,2), (6, 1)}
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B = {(27 6)7 (37 5)7 (4,4),(5,3), (67 2)}
calculada por

AUB| Al  |B 11
P(AUB) = P(A)+ p(B) = AUBL AL 1Bl _ 6 5

Q" |Q Q" 36 36 36
b) A probabilidade de ocorrerem niimeros iguais é dada pela probabilidade
do evento A ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}, ou seja
| Al 6 1
P A = —= — = —
(4) 2] 36 6
c) A probabilidade de ocorrerem ntmeros diferentes ¢ a probabilidade do
evento A, dada por:

PA)=1-PA) =1--=>

d) A probabilidade da soma dos nimeros ser 12 ¢ a probabilidade do evento
C ={(6,6)} dada por
il _ 1
P(C)=+—+=—
() 2] 36
e) A probabilidade de aparecer ntimero 3 em ao menos um dado é a probabili-
dade do evento D = {(1,3),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4),(3,5),(3,6), (4,3), (5,3), (6,3)},
calculada por
|D| 11
P(D)=-—=—.
(D) |2 36
f) a probabilidade da soma dos pontos ser 6, se a face observada de d; for 2 ¢ a
probabilidade do evento FU F em que E = {(1,5),(2,4),(3,3), (4,2),(5,1)}

e F=1{(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6)} calculada por
P(EUF) = P(E)+ P(F)— P(ENF)
_|E| |F| |ENF|] 5 _ 6 1 5

TS TRAS] Q] 36 36 36 18
g) a probabilidade de o segundo dado sair com o valor maior do que o primeiro
é a probabilidade do evento

G={(21),(31),3,2),(4,1),(4,2),(43),(5,1), (5,2),
(5,3),(5,4),(6,1),(6,2), (6,3),(6,4),(6,5)}

que é igual a
G| 15 5
P G = — = — = —
(@) Q] 36 12
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Ezxemplo 1.7.3. Dois dados distintos sao lancados n vezes em sequéncia. De-
termine quao grande deve ser o valor de n para que a probabilidade de que
um duplo 6 aparega pelo menos uma vez seja pelo menos igual a 1/2.

Em um tnico langamento de dois dados distintos (um verde e um ama-

relo), a probabilidade de que ocorra um duplo 6 é 36" Ja em dois langamentos

desses dois dados a probabilidade de que ocorra pelo menos um duplo 6 é

dada por
2
1 (3
36

e em n langamentos, a probabilidade de que ocorra pelo menos um duplo 6

é dada por
(3
36

O valor de n para que a probabilidade de que um duplo 6 apareca pelo
menos uma vez seja pelo menos igual a 1/2; ou seja

= n - [log35 — log36] < logl — log2
— 0,02 -1 < —0,30
—n>15

logo, para n > 15 teremos a probabilidade de que um duplo 6 apareca pelo

menos uma vez seja pelo menos igual a 5

1.7.3 LANCAMENTO SIMULTANEO DE CINCO DADOS
DISTINTOS

No langamento simultaneo de 5 dados distintos (um amarelo, um branco,
um verde, um vermelho e um preto) ou cinco lan¢amentos sucessivos de um
mesmo dado, a probabilidade de que a soma dos cinco valores obtidos é igual
a 20 ¢ igual ao coeficiente de t*° no produto

(t+ 2+ 13+t 15 4 1°)°
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0=ty
(=)
Como

(1—15)% = =39 4+ 5624 — 10¢1® + 10612 — 5¢6 + 1

os coeficientes em (1 — t%)%(1 — ¢)~> dos termos em t'°, t? e 3 sdo respecti-
vamente iguais a

(o)== (3) o
<—95> 1 <5+3— 1) _ (193) s
() r=(37)-() =

O coeficiente de t1° do desenvolvimento de (1 — %)% . (1 —¢)7> &

1-3876 —5-715+10- 35 = 651

A probabilidade de ocorréncia de soma igual a 20 no lancamento de 5
dados distintos é dada por

651 651 217

6 7776 2592

Observagao: Para n inteiro positivo e p inteiro nao negativo, por defi-

nigao
-n p_ n+p—1
<p>(_1) _< P >
e (=n)(=n = D..( (D)
—n p_ (n)(=n—-1)..(—n—p+1)(=1)P
<p>(_1) - P!
_ (=DP(n)(n+1)...(n+p—1)(—1)P
p!
_ (n)n+1)...(n+p—1)
p!
_(n+p—-1)
~ pl(n—1)!

)
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1.8 BARALHO

O baralho padrao é constituido por 52 cartas com quatro naipes diferen-
tes: & (ouro), © (copas), # (espadas) e & (paus) e os valores das cartas sao
A (4s),2,3,4,5,6,7,8,9, 10, J (valete), Q (dama) e K (rei)

O experimento aleatério da retirada simultianea de duas cartas em que
todas as cartas tem chances iguais de serem retiradas tem como modelo
probabilistico (€2, 2, P), cujo espaco amostral € é o conjunto constituido de
todos os (522) subconjuntos com dois elementos do conjunto C' das cartas do
baralho.

A probabilidade de obtencao de dois ases é a probabilidade do evento A
que é o conjunto de todos os (4) subconjuntos de dois elementos do conjunto

2
dos quatro ases do baralho calculada por

A 4
PM):LJ:EQ

(%)

O experimento aleatério da retirada de duas cartas em sequéncia uma
apoOs a outra sem devolucao da primeira carta ao baralho tem como modelo
probabilistico o espaco finito equiprovavel de probabilidade (£2,2%, P) cujo

espago amostral 2 é dado por

Q={(z,y):z,ycCex#y}

e a probabilidade de obtencao de dois ases é a probabilidade do evento A
constituido pelos pares ordenados cujos elementos sao elementos distintos do
conjunto dos ases do baralho, calculada por

1Al 4.3

PA) =1 =
(4) Q] ~ 5251

que é a mesma probabilidade calculada anteriormente para cartas retiradas
simultaneamente.

O experimento aleatorio de obtencao de duas cartas retiradas em sequén-
cia uma apds a outra com a reposi¢ao da carta retirada na primeira vez, em
que a chance de retirada de uma carta é a mesma e igual para todas as cartas,
tem como modelo probabilistico o espaco finito equiprovavel de probabilidade
(Q,2%, P) cujo espaco amostral Q é dado por

Q={(z,y) 12,y C}=CxC

A probabilidade de ocorréncia de duas cartas de ouros é a probabili-
dade do evento C¢ X C¢ em que Uy € o conjunto das treze cartas de ouro
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calculada por
|Co X Cp|  13-13
ICXC|  52-52
e a probabilidade de ocorréncia de duas cartas do mesmo naipe é a probabi-

lidade do evento C¢y X Uy, UCop X Cop U Cgy X Cg U Cy, X Cg cujo valor é
13-13

5252

P(Cy X Cy) =

igual a 4 -

Ezxemplo 1.8.1. Oito cartas sao retiradas aleatoriamente de um baralho pa-
drao com 52 cartas em que a chance de escolha de uma carta é a mesma para
todas as cartas do baralho. A probabilidade de ocorréncia de exatamente 4
das 8 cartas sao pretas (naipes espadas e paus) e 4 das 8 cartas sdo vermelhas
(naipes copas e ouros) é igual a

26\ (26
(2) ()
52
(%)
Quando uma quantidade par qualquer de cartas é retirada aleatoriamente

de um baralho, a probabilidade de ocorréncia de metade das cartar ser ver-
melhas e metade das cartas ser preta passa a ser calculada por

(D) + () E) + -+ (o) o)
(5) + () +-+ ()

que é igual a

52!

e ——
26! - 26!
251 1

lembrando que
(502) n (522> - (g;) - (?) " (if) - (gf)
e 20

e que

262+ 262+ N 26\* (52) 52!
0 1 26/  \26/) 26! 26!



O modelo probabilistico é o espago de probabilidade finito ndo equipro-
vavel (9,2, P) cujo espaco amostral ¢ constituido pela totalidade dos
conjuntos com 2 elementos, dos subconjuntos com 4 elementos e assim por
diante até o subconjunto com os 52 elementos do conjunto das 52 cartas.

1.8.1 POQUER

Considerando C' o conjunto das 52 cartas de um baralho como a uniao
dijunta

C=CiUuCuC3uCiUC;UCgUCyUCsUCyUC1pUC11UCi12UCq3

em que C7 é o subconjunto dos 4 ases, Cs é o subconjunto dos 4 oitos, C1;
é o subconjunto dos 4 valetes, C12 é o subconjunto das 4 damas e Ci3 é o
subconjunto dos 4 reis. Maos de poquer sao subconjuntos de cinco cartas
de um baralho comum e sdo consideradas como amostras nao ordenadas de
cinco cartas de um baralho de 52 cartas.

Com a hipotese de que todas as cartas tem a mesma chance de constituir
uma mao de poquer, a probabilidade de ocorréncia de uma mao de poquer
com exatos

a) UM AS ¢ Q-

(¥)

() (%)
b) DOIS ASES & ~2_237

4 .
c) TRES ASES ¢ (3)(52

)
d) QUATRO ASES 6 (3)(52(;18)
5
e) UM PAR

Para simplificar, considere uma mao com dois ases, um dois, um sete
e uma dama.

A escolha de dois ases entre quatro ases possiveis é dada por (g) =6
combinagoes com os quatro ases. A escolha de um dois é dada por
(‘11) = 4 combinagoes, assim como a escolha de um sete e de uma

dama. Cada par pode ser combinado com as outras trés cartas de
(3) (1) (5) (i) = 384 maneiras.
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Para determinar o niimero de maos de pdquer com um unico par, a
escolha do par é feita de (113) possibilidades e a escolha das outras trés

cartas é igual a (132). Logo, a probabilidade de ocorrer um par em uma
mao de poquer é calculada por:

(D) G006
()

f) DOIS PARES

Inicialmente, considere uma mao de poéquer com dois ases, dois reis e
um sete.

A escolha de dois ases é dado por (;l) = 6 combinagbes e 0o mesmo
numero é dado para a escolha de dois reis. A escolha de um sete entre
os 4 do baralho é dada por (‘1") = 4 combinacoes. Cada par de ases,
pode ser combinado com cada par de reis e com cada sete de (;1) (g) (le)
maneiras. Dentre os 13 valores das cartas tem—se(123) combinagoes de
dois pares e (111) combinagoes para a escolha da quinta carta cujo valor
é distinto das cartas dos dois pares.

Logo, a probabilidade de obtengao de dois pares em uma mao de pdquer

é calculada por
D EEO

(5)

g) THREE OF A KIND (Um trio)

Concidere a ocorréncia de uma mao de pdquer com trés ases, um sete
e uma dama cuja a probabilidade é dado por

(5) (1) (5)
52
(5)
que é igual a probabilidade de ocorréncia de uma mao de poquer com

trés cartas de Cj, uma carta de C; e uma carta de Cj, em que {3, j, k}
¢ um subconjunto fixado de {1,2,...,13}.

A probabilidade de ocorréncia de mao de péquer com trés cartas de C,
uma carta de C; e uma carta de Cj em que {¢, 7, k} é um subconjunto
qualquer de {1,2,...,13} é igual a

(D)6 H6)
(5)
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desde de que ha (113) possibilidades para C; e (122) possibilidades para
Cj (S Ck
h) FULL HOUSE (Um trio e um par)

A probabilidade de ocorréncia de uma mao de pdquer com trés ases e
dois reis é igual a

4\ (4

() (5)

52
(5)
que é igual a probabilidade de ocorréncia de uma mao de péquer com

trés cartas de C; e duas cartas de Cj em que {7,j} é um subconjunto

fixado de {1,2,...,13}.

A probabilidade de ocorréncia de mao de pdquer com trés cartas de
C; e duas cartas de Cj em que {i,7} é um subconjunto qualquer de

{1,2,...,13} é igual a
(D) E)E)
52
(5)
desde de que ha (113) possibilidades para C; e (122) possibilidades para
Cj.
i) FLUSH (Cinco cartas do mesmo naipe)

A probabilidade de ocorréncia de uma mao de pdéquer com cinco cartas
de ouro é igual a
(5)
5

52

(5)
e a probablidade de ocorréncia de uma mao de péquer com cinco cartas
de mesmo naipe é igual a

j) SEQUENCIAS

A probabilidade de ocorréncia de uma mao de péquer com um trés,
um quatro, um cinco, um seis e um sete em que as cartas nao sao
necessariamente do mesmo naipe é igual

MO OO0
(¥)
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e a probabilidade de ocorréncia de uma mao de péquer com uma carta
de Cj, uma carta de C; 11, uma carta de Cj o, uma carta de Cjy3 e uma
carta de Cj14 em que {i} é im subconjunto qualquer de {1,2,...,10} (a
sequéncia 10, J (valete), Q (dama), K (rei), A (&s) é possivel em uma
mao de pdquer) é igual a

A probabilidade de ocorréncia de uma mao de pdquer com sequéncias
de cinco cartas de um mesmo naipe é igaul a

1.8.2 POQUER COM DADOS

Poquer com dados é jogado com o langamento simultaneo de 5 dados. O
experimento aleatorio do langamento de cinco dados nao viciados de cores
diferentes em que a chance de um valor qualquer em cada um dos dados
é 0 mesmo e igual para todos os valores tem como modelo probabilistico o
espago finito equiprovével de probablidade (2, 282 P) cujo espago amostral
Qé

Q={0,4,k,l,m) 4,5,k I,me {1,2,3,4,5,6}}

A probabilidade de ocorréncia de nenhum dado com o mesmo valor ¢ a
probabilidade do evento A calculada por

6 5 4 3 2 120
PA)=-.2.2.2.2 = = 2
(4) 6 6 6 6 6 1296 0,0926
A probabilidade de ocorréncia de um par é a probabilidade do evento B

calculada por

5\ 6 1 5 4 3 600
P(B) = <2> ......... = 5%~ 4630

6 6 6 6 6 1296
A probabilidade de ocorréncia de dois pares é a probabilidade do evento
C calculada por

5 6 1 5 1 4 300
PC — e — e — e — e — —:7%0 2315
(©) 220 6 6 6 6 6 1296 ’

36



A probabilidade de ocorréncia de uma trinca é a probabilidade do evento
D calculada por

5y 6 1 1 5 4 200
PDY=(").2.2.2.2. — = —— 20,1543
(D) <3> 6 6 6 6 6 1296 ’

A probabilidade de ocorréncia de uma trinca e um par é a probabilidade

do evento F calculada por

5y 6 1 1 5 1 50

P E = |} . —-—¢=¢c—=.—. =

(E) (3) 6 6 6 6 6 1296 0,0386

A probabilidade de ocorréncia de quatro resultados iguais é a probabili-
dade do evento F' calculada por

5 6 1 1 1 5 25
P(FY=|(")].-=.Z2.2.Z. — = ——2>0.0193
()<4>66666 1296

A probabilidade de ocorréncia de cinco resultados iguais é a probabilidade
do evento G calculada por

6 1 1 1 1 1
PO =556 6 6 1200 0008
As propriedades apresentadas a seguir em espacos finitos de probabilidade
sao validas em espacos de probabilidade quaisquer e as demonstragoes das
propriedades em espagos de probabilidade quaisquer sao praticamente as

mesmas provas para espagos finitos de probabilidade.

1.9 PROPRIEDADES
Seja (2,29, P) um espaco finito de probabilidade entao
a) P(¢)=0
Demonstracao. Como Q@ =QUQ e QN¢o=0¢
P(2) = P(QU ¢)
e pelo terceiro postulado de Kolmogorov,
P(Q) = P(Q) + P(¢)
0 que mostra que

P(¢) = 0. O
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b) P(A) = 1-P(A)
Demonstracio. Como Q =AU AeANA=2¢
P(Q) = P(AU A)
e pelo terceiro postulado de Kolmogorov
1 =P(Q) =P(A) + P(A)

0 que mostra que

P(A) = 1 — P(A) O
¢) P(A\B) = P(A) - P(A N B)

Demonstragio. Como A\ B = ANB, A = (A\B)U(ANB) e
(A\ B)N (AN B) = ¢, pelo terceiro postulado de Kolmogorov

P(A) = P((A\B) U (A N B))= P(A\B) + P(A N B)

0 que mostra que

P(A\B) = P(A) - P(A N B) O
d) Se A C B, entdo P(A) < P(B)

Demonstragao. Como A C B, entao A N B = A, logo P(A N B) =
P(A) e pela propriedade anterior,

P(B\A) = P(B) - P(A N B), ou seja,
P(B\A) = P(B) - P(A) > 0 o que mostra que

P(B) - P(A) > 0 ou P(A) < P(B)

Em particular, comoA C Q, P(A) < P(Q) = 1.

e)V A, BC Q= P(AUB) P(AnNB) < P(A) P(B)

38



Demonstracao. Pelo terceiro postulado de Kolmogorov,

P(AUB)=P(ANB)+P(ANB)+ P(ANB) (1)
P(A)=P(ANB)+ P(ANB) (2)
P(B)=P(ANB)+ P(ANB) (3)

P(A)-P(B) = P(ANnB)-P(ANB)+ P(ANB)-P(ANB)
+ P(ANB)-P(ANB)+P(ANB)-P(ANB)
> P(ANB)-P(ANB)+ P(ANB)-P(ANB)+ P(ANB)-P(ANB)
> P(ANB)-[P(ANB)+ P(ANB)+ P(AN B)], de (1), temos:

Analogamente, |[AU B|-|AN B| < |A] - |B]|

1.9.1 PRINCIPIO DA INCLUSAO E EXCLUSAO PARA
DOIS EVENTOS

Seja (2,2, P) um espaco finito de probabilidade, entdo para A, B C
P(AuB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)

Demonstragao. Como A U B = (A\B) U B e (A\B) N B = ¢ do terceiro
postulado de Kolmogorov,

P(A UB) = P(A\B) + P(B)
Da. propriedade c), P(A\B) = P(A) - P(A N B), daf:

P(A UB) = P(A) - P(ANB) + P(B)

P(A UB) = P(A) + P(B) - P(A N B) O
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Outra prova da igualdade P(AU B)+ P(ANB) = P(A) + P(B) é dada
pela subtracao das igualdades:

P(AUB)=P(A)+ P(ANB), pois AN(ANB) =¢

P(B)=P(ANB)+ P(ANB), pois (ANB)N(ANB) = ¢

validas pelo terceiro postulado de Kolmogorov, resulta na fomula P(AUB)+
P(AnB)=P(A)+ P(B)

1.9.2 PRINCIPIO DA INCLUSAO E EXCLUSAO PARA
TRES EVENTOS

Seja (42, QQ,P) um espago finito de probabilidade. Para quaisquer trés
eventos A, B,C C )

— P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Demonstragao.

P(AUBUC)=P[AU (BUCQ)]

Pelo principio da inclusao e exclusao vélido para dois eventos,

P(AUBUC) = P(A)+ P(BUC) — P(An (BUC))

Como

P(AN(BUC)) = P[(ANB)U(AN Q)

Pl(ANB)U(ANC)] = P(ANB) + P(ANC) — P(ANBNC)

Ainda pela probpriedade 1.9.1,
P(BUC) = P(B)+ P(C) - P(BNC)
logo,
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(BNC)—[P(ANB) +P(ANC)—P(ANBNC))
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

O]
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Analogamente, o principio da inclusao-exclusao é valido para o célculo
do ntmero de elementos da uniao de dois subconjuntos de um conjunto finito

|AUB| = |A| + |B| - |AN B

e para o calculo de ntimero de elementos da uniao de trés subconjuntos de
um conjunto finito

|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|
Corolario

a) PLANBNC)=P(ANB)—-P(ANBNCQO)

b) PLANBNC)=P(A) -~ P(ANB) - P(ANC)+P(ANBNO)

¢) PPANBNC)=P(AUBUC)=1-P(AUBUC)

1.9.3 PRINCIPIO DA INCLUSAO E EXCLUSAO PARA N
EVENTOS

Seja (€, 2%, P) um espaco finito de probabilidade. Se V Ay, As,...A, C Q

P(A1UA2U...UAn) = Z P(Az)

1<i<n

— Z P(A; N A])
1<i<j<n

+ > PAINANAL) - ..+
1<i<j<k<n

+ (=1)"T'P(A;NAynN..NA,)

(Prova por indugao finita sobre o nimero de eventos).

Ezxemplo 1.9.1. Com a hipdtese de que todas as cartas tem a mesma chance
de figurar em uma mao de bridge, constituida por 13 cartas de um baralho
padréo, a probabilidade da mao conter a sequencia AKQJ de copas é igual
a 48

(9)

(73)
e a probabilidade de uma maéao de bridge conter a sequéncia AKQJ de pelo
menos um dos naipes do baralho é calculada por

P(A1UA2UA3UA4)
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em que Ai, Ao, A3, A4 sdo os eventos constituidos pelas maos de bridge com
a sequéncia AKQJ de copas, ouro, paus e espadas respectivamente; como

44
P(A;NAj) = (552; i,7 €41,2,,3,4} ,com i < j
13

~
~—

40
P(A,-rmjrmk):(5#2 i3,k € {1,2,,3,4} ,com i < j, k
(13)
P(AlﬂAgﬂAgﬂA4):0

entao

P(A1UA2UA3UA4):

()9 D)
VoG \2 G\ ()
Em uma mao de bridge de 13 cartas de um baralho padrao, a probabili-

dade de que pelo menos 9 cartas da mao de 13 cartas sao do mesmo naipe é
igual a

() )+ DG G+ O G GE) + ()G () + @) 63) (@)
2
(3)
Ezemplo 1.9.2. Dez cartoes numerados com os digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
sao colocados em uma urna. Um dos cartoes é retirado da urna e apds a
leitura do digito é recolocada na urna. A operacao é repetida um ntmero k

de vezes. Com a hipétese de que todos os cartoes tem a mesma chance de
serem retirados, a probabilidade de que entre os k digitos retirados

()
()

¢) nao ocorra o digito zero e nem o digito um ¢é
] k
<N>
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a) nao ocorra o digito zero é

b) nao ocorra o digito um é



d) nao ocorra o digito zero ou nao ocorra o digito um é

9N" 9\ /8
() + () - ()
tendo em vista que o modelo probabilistico é o espaco de probabilidade
finito equiprovavel (2,292, P) em que © é o conjunto de todas as sequéncias
de comprimento k cujos elementos sdo os digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9¢ A
e B sao os eventos constituidos por todas as sequéncias de comprimento

k cujos os elementos sao os digitos 1,2,3,4,5,6,7,8,9¢0,2,3,4,5,6,7,8,9
respectivamente. Entao

P(ANB) = (i})k

P(AUB) = P(A)+ P(B) - P(ANB) = 2- @)k_ (180>k

1.9.4 TEOREMA DE WARING PARA DOIS EVENTOS

Dados dois eventos A e B em um espaco de probabilidade (€2, 29, P) a
probabilidade de ocorréncia de exatamente um dos dois eventos A e B é igual
a

P(AAB) = P(ANB)+ P(ANDB)

(A) + P(B) — 2P(AN B)

(A)— P(ANB)+ P(B)— P(ANB)
(A)+ P(B)—2-P(ANB)

2 (S(z

quando S£2) e 5’52) sao definidos por

[
eI

I
U



1.9.5 TEOREMA DE WARING PARA TRES EVENTOS

CASO A

Dados trés eventos A, B e C' em um espaco de probabilidade (£, 2%, P),
a probabilidade de ocorréncia de exatamente um dos trés eventos A, B e C
é igual a

P(ANBNC)+P(ANBNC)+ P(ANBNC)
=P(A)—P(AnB)—-P(BNC)+P(ANBNC)
+P(B)—P(AnNB)—P(ANC)+ P(ANnBNC(C)

+P(C) — P(ANC) — P(BNC) + P(ANBNC)

= P(A)+ P(B)+ P(C)
2[IP(ANB)+ P(ANC)+ P(BN Q)]
+ 3P(ANBNC)

2 3
= 50— (D)5 (3) s

quando 553), 5’53) e S?Es) sao definidos por

s¥ = P(A)+ P(B)+ P(C)
$$¥ = PANB)+P(ANC)+ P(BNC)
s = PANBNC)

CASO B

Dados trés eventos A, B e C' em um espago de probabilidade (€2, 282 pP),
a probabilidade de ocorréncia de exatamente dois dos eventos A, B e C é
igual a

P(ANBNC)+P(ANBNC)+ P(ANBNC)
— P(ANBNC)
—P(ANnBNC)
—P(ANBNCQC)

( +P(BNC)—-3P(ANBNC(C)

+ o+
/—\A/’—‘i/—\
I
D)
\_/\/9\_/

I
v
N
D
©
+
v
0N
D

Q
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e pode ser escrito como

() o g

quando S, sao definidos por

S$¥ = P(ANB)+P(ANC)+P(BNC)
S = P(ANBNC)

1.9.6 TEOREMA DE WARING

Dados n eventos A1, As, ..., A, em um espaco de probabilidade (€2, 2, P),
sejam os numeros reias Sy, S, ..., Sy, definidos por

S =1

s = ZP(A
s = ZZ P(A; N A;)

i=1 j=i+1

Sﬁn) = Z Z Z P(Aj1 ﬁAjzﬂ...ﬂAjT)

Ji=lje=i+l  jr=jr—1+1

S — P(ATN AN ...NAy)

Para cada k£ = 1,2,...,n a probabilidade do evento Ej em que hé a
ocorréncia simultanea de exatamente k dos n eventos Aj, Ao, ..., A, é igual
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n E+1\ kE+2\ ek or(n
P(E,) = s,g>-( ' )s,g+>1+( N )s,g+>2+..+<_1> kg

= i(—l)j"“ @) s

n—k .
(kE+7\ o)
= Y (f)st
§=0
A probabilidade do evento Ey em que nao hé a ocorréncia de nenhum dos
eventos A1, Ao, ..., A, éigual a

P(Eg) =1-8" 4+ 85 — s 4 . 4 (~1)"5{

Generalizando, para cada m € {1,2,...,n} a probabilidade P,, de ocor-
réncia de pelo menos m dos n eventos A1, As, ..., A, é igual a

5 m =147\ o)
] - n
P = Z(l)]< m—1 )Sm-i-j
§=0
O principio da inclusao exclusao em probabilidade para eventos A1, Ao, ..., Ay
calcula a probabilidade de ocorréncia de pelo menos um dos eventos Ay, A, ..., Ay,

n
P(A1UAz U UA,) =Y (~1) 715t
j=1
Ezxemplo 1.9.3. O problema dos encontros é o seguinte: dados N urnas nu-
meradas de 1 a N e N bolas numeradas de 1 a N, as bolas sao colocadas
nas urnas de forma aleatéria e de modo que haja apenas uma bola em cada
urna. Caso o ntimero da bola coincida com o ntimero da urna que a contém,
hé a ocorréncia de um encontro.

A probabilidade de ocorréncia de pelo menos um encontro na distribuicao
aleatoria de N bolas numeradas em N urnas numeradas, com a condi¢ao de
uma Unica bola em cada urna e com a hipoétese de que a chance de uma urna
conter uma bola é a mesma para todas as urnas e todas as bolas, é igual a

1 1 1 1
1—5+§—@+...+(—1)Nﬁ

e este valor é aproximadamente igual a

1
1--=0,63212
e

46



para N suficientemente grande.

A probabilidade de ocorréncia de exatos n encontros na distribuigao ale-
atoéria de N bolas numeradas em N urnas numeradas, com a condi¢ao de
uma Unica bola em cada urna e com a hipotese de que a chance de uma urna
conter uma bola é a mesma para todas as urnas e todas as bolas, é igual a

quando a diferenca (N — n) é suficientemente grande.

O modelo probabilistico é o espago de probabilidade finito equiprovével
(9,29, P) cujo espaco amostral Q contém todas as N! sequéncias (z1, 22, ..., 2v)
cuja componente z; de nimero j indica o ntimero da bola colocada na urna
de numero j para cada j = 1,2,..., N. O evento A; C § contém todas as
(N — 1)! sequéncias cujo primeiro elemento é 1, o evento Ay C € contém
todas as (N — 1)! sequéncias cujo segundo elemento ¢ 2, e assim por diante
An C Q é o evento que contém todas as (N — 1)! sequéncias cujo altimo
elemento é N.

Paracadak = 1,2,..., N e para cada conjunto de k elementos {j1, jo, ..., jx } C
{1,2,..., N} a probabilidade do evento A; N'A;, N...N A;, éigual a

(N —k)!
NI

o que implica que os nimeros definidos no teorema de WARING sao iguais

S(N)_ N (N—k:)!_l
B \k NI K

a probabilidade de ocorréncia de exatos m encontros é igual a

STy = Yoyt

P(Aj1 N Aj2 n... ﬂAjk) =

j=0 n j=0 n'j' (n + ])'
N—n
1 -1
- _1y =
N n'z( b 4!
=0
1 11 N 1
= —1-14=— 4.t (=N
n![ +2! 3'+ +(=1) (N —n)!



Pelo principio da inclusao-exclusao, a probabilidade de ocorréncia de pelo
menos um encontro na distribuicao aleatéria de N bolas numeradas em N
urnas numeradas é calculada por

N
S0t = s — s s L (NS
j=1

1 1 N 1
= logtgt-tD 5

1.9.7 DESIGUALDADE DE BOOLE
Desigualdade de Boole para dois eventos
A desigualdade de Boole para dois eventos A e B ¢é
P(AUB) < P(A)+ P(B)
de fato, pelo principio da inclusao-exclusao, para dois eventos
P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)
como P(ANB) >0,
P(AUB) < P(A)+ P(B)
e, no caso de eventos disjuntos, quando AN B = ¢

P(AU B) = P(A) + P(B)

Desigualdade de Boole para trés eventos

Para trés eventos, a desigualdede de Boole é dada em particular
P(AUBUC) < P(A)+ P(B)+ P(C)
e,nocasode ANB=¢, ANC=¢peBNC=4¢
P(AUBUC)=P(A)+ P(B)+ P(C).

Demonstracdao. Como AU BUC é expresso como uniao de eventos disjuntos
como

AUBUC=AU(B\A)U(C\ (AUB))
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P(AUBUC)=P[AU(B\A)U(C\ (AUB))]

como AN(B\ A) = ¢, AN(C\(AUB)) = ¢ e (B\A)N(C\ (AUB)) = ¢

pelo terceiro postulado de Kolmogorov,

P(AUBUC) = P(A) + P(B\ A) + P[C\ (AU B)]

como (B\ A) C B,P(B\ A) < P(B)
[C\(AUB)]C C,P|C\ (AUB)| < P(C),

P(AUBUC) < P(A) + P(B) + P(C)

No caso de ANB = ¢, ANC = ¢ e BNC = ¢ a demonstragao é
trivial. O

Desigualdade de Boole para n eventos

Dada uma sequéncia finita de eventos A1, As, ..., A, em um espaco finito
de probabilidade (Q, 2%, P). Entao

n n

P JA) <> PA)

enocasode A;NA;j=¢comi, j €{1,2,...,ntei#j
Pl J4) =) P4y

Por inducao finita é possivel provar a desigualdade de Boole no caso de
uma sequéncia finita de eventos.

1.9.8 DESIGUALDADE DE BONFERRONI

Dada uma sequéncia finita de eventos A1, As, ..., A, em um espaco finito
de probabilidade (Q, 2%, P). Entao

P(()Ai) = P(Q) =) (P(Q) = P(A)) =1-n+ ) _ P(A)
] =1
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Demonstracao. Da desigualdade de Boole,
n L n L
P J4&) <) P(A)
P(A1U...UA,) < P(Ay) + ...+ P(A)

Utilizando a Lei De Morgan e também a propriedade que P(A) = 1 —
P(A),

P(AlﬂAgﬂ...ﬁAn)
1—P(A1ﬂAgﬂ...ﬂAn)

1= P(A1) +1— P(As) + ... + 1 — P(Ay)
1—P(A1)+1 —P(A2)+...+1 —P(An)

VANV

1-P(A1NAsnN..NA,)

A
7
~
=
|
E
=

P(A1 NAsN... ﬂAn)

\%
|
~
Gy

1= (P(Q

=1

n n n

P([)4) > P()=) (P(Q)—P(4;) = 1=) [1-P(A;)] = 1-n+> _ P(4;)

i=1 i=1 i=1 =1
]

1.10 PROBABILIDADE CONDICIONAL

Quando uma pessoa visita uma familia com trés filhos, a probabilidade

de que essa familia tenha exatos duas filhas é igual a 3 que diminui para o

1
valor de 1 no momento em que o filho mais velho da familia abre a porta

da casa e, nesse momento, a probabilidade dessa familia possuir trés filhas
passa a ser zero, enquanto que a probabilidade deste primogénito ter pelo

menos um irmao do sexo masculino é igual a —.

Ao ter a informagao que um homem tinha dois periquitos de estimagao
e que pelo menos um dos dois periquitos é macho, a probabilidade do outro

periquito também ser macho, nao é > e sim — visto que a possibilidade de

duas periquitas fémeas estar descartada. No caso de dois periquitos: um de
cor verde e outro de cor amarela, a informacgao de que o periquito verde é

macho indica que a probabilidade do outro periquito ser macho sobe a 1
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pois apenas duas situagoes agora ocorrem: o verde é macho e o amarelo é
macho e o verde é macho e o preto é fémea.

Um senhor d4 uma festa em sua casa. Ao término da festa, ele descobre
que sua colecao de quadros foi furtada. Apods as investigacoes, o detetive tem
certeza que o ladrao foi uma das 90 pessoas presentes & festa e que dessas
pessoas 48 eram do sexo feminino. O detetive encontra na cena do crime
alguns pertences do ladrao que indicam que o ladrao é do sexo masculino.

Dado que o senhor Ricardo foi o primeiro suspeito do sexo masculino a ser

1
interrogado, a probabilidade de que ele seja o ladrao é de o) e nao 90"

O problema de Monty Hall é um jogo em que um participante tem que
escolher uma entre trés portas, sendo que uma delas tem um carro como
prémio e as outras duas estao vazias. O apresentador do jogo pede ao parti-
cipante que escolha uma porta. Se o participante escolher a porta que tem o
carro, ele ganha o carro. Entretanto, apos o participante escolher uma porta,
o apresentador abre uma outra porta do jogo e mostra que aquela porta esta
vazia. O apresentador, entao, pergunta ao participante se ele quer mudar de
porta. Ha apenas duas portas sobrando, aquela que o participante escolheu
primeiro e aquela que nao foi aberta. Qual é a probabilidade do participante
ganhar o prémio, se mudar de porta?

De maneira geral, as pessoas acham que ¢ 50%, pois o prémio esta na
porta que vocé escolheu, ou estd na outra porta que sobrou. Mas essa res-
posta nao é correta.

Para calcular a probabilidade do participante ganhar o prémio se mudar
de porta, logo apés o apresentador abrir uma das portas em que o prémio
nao estd. Nomeando as portas, teremos: PORTA A (néo estad com o carro),
PORTA B (nao esta com o carro) e PORTA CERTA (esta com o carro).
Analisando as situagoes:

1
1) A probabilidade do participante escolher a PORTA A é 3’ feito essa

escolha, o apresentador ira abrir a PORTA B e o participante trocara para

a PORTA CERTA, ganhando o carro.
1
2) A probabilidade do participante escolher a PORTA B é 3 com essa

escolha o apresentador abrird a PORTA A e o participante trocaria para a
PORTA CERTA, também ganhando o prémio.

1
3) A probabilidade do participante escolher a PORTA CERTA é 3 sendo

assim o apresentador ird abrir a PORTA A ou a PORTA B e o partici-
pante trocaria a sua escolha para a porta que o apresentador deixou de abrir
(PORTA A ou PORTA B) perdendo o prémio.

Logo, o participante ganharé o prémio se escolher inicialmente a PORTA
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1 1
A ou a PORTA B e a probabilidade de que isso ocorra é 3 + 3=3¢€ nao 5
como geralmente as pessoas acham.

O conceito de probabilidade condicional de um evento com a certeza
da ocorréncia de um outro evento é agora introduzido apés a descrigao das
situagoes apresentadas.

Defini¢dao 1.10.1. Em um espaco de probabilidade (£, 2%, P) a probabili-
dade P(A|B) do evento A condicionada a ocorréncia do evento B, desde que
P(B) > 0, ¢ definida por

P(AB) = P(;l(;)B)
Propriedade
Se P(A)- P(B) #0
palp) = £ANH) (];4(2)3 )
_ P(BNA) P(A)
~  P(A)  P(B)
— PBIA) b

o que implica:
P(A|B) _ P(B|A)

P(A)  P(B)

e que se
P(A|B) > P(A) = P(B|A) > P(B).

Exemplo 1.10.2. O sangue humano esta classificado em quatro grupos dis-
tintos: A, B, AB e O. Além disso, o sangue de uma pessoa pode possuir, ou
nao, o fator Rhésus. Se o sangue de uma pessoa possui esse fator, diz-se que
a pessoa pertence ao grupo sanguineo Rhésus positivo (Rh™) e, se ndao pos-
sui esse fator, diz-se Rhésus negativo (Rh™). Numa pesquisa, 1000 pessoas
foram classificadas, segundo grupo sanguineo e respectivo fator Rhésus, de
acordo com a tabela.

A | B|AB| O
Rh* {390 | 60 | 50 | 350
RR~™ | 70 [ 20| 10 | 50
Dentre as 1000 pessoas pesquisadas, escolhida uma ao acaso
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a) a probabilidade de seu grupo sanguineo ser AB e Rh™ ¢

50 1

b) a probabilidade condicional de ser AB, sabendo-se que a pessoa escolhida
& Rh*

A probabilidade condicional de ser AB, sabendo que a pessoa escolhida
& Rh* ¢

50

P((AB)NRhY)  Tooo 1

P(AB)|RRT) = ((P(J)%hﬂ = 550 17
1000

FEzxemplo 1.10.3. Uma urna contém 8 boals brancas e 4 bolas pretas. O expe-
rimento aleatério consiste na repeticao de quatro vezes do seguinte processo:
retirada de uma bola cuja cor é anotada e a bola extraida é recolocada na
urna.

Com a hipodtese de que todas as bolas tem a mesma chance de serem
escolhidas, e com o conhecimento prévio de que extamente trés bolas brancas

foram selecionadas, a probabilidade condicional de que a primeira e a terceira

: . 1
bolas selecionadas sejam brancas é —.

O modelo probabilistico definido pelo espago finito nao equiprovéavel de
probabilidade (2,2, P), cujo espaco amostral Q é dado por

Q = {(Z’]’k7l) : i’j’k:7l 6 {0’ 1}}

em que (1,1,0,1) indica que a primeira, a segunda e a quarta bola sao
pretas e a terceira bola é branca e a fungao de probabilidade P calculada no
subconjunto unitario {(1,1,0,1)} é igual a

4 4 8 4
PHOLLODN =5 5 15 1o

Os eventos A, B e AN B que traduzem respectivamente ocorréncia de
bola branca na primeira e na terceira retirada, ocorréncia de exatamente
trés bolas brancas e ocorréncia de exatamente trés bolas brancas com bolas
brancas ocupando a primeira e a terceira posicoes, sao definidos por

A={(0,4,0,7) : 4,7 € {0,1} };

B ={(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0), (1,0,0,0)};
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AN B =1{(0,0,0,1),(0,1,0,0)}.

P(B) = P({(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0),(1,0,0,0)})
_ 8 8 8 4 8 8 j%, 8,8 4 8 8 4 8 8 8
T o212 12 12 2 12°12°12 12712 12 12 12
8

+12 12 12 12
4

_ 4. (2.8 .8 4
- 12 12 12 12

P(ANB) = P({(0,0,0,1),(0,1,0,0)})
_ 8 8 8 4 8 4 8 8
T o212 12 12 12 12 12

12
_ 5. (8.8 8 4
- 12 12 12 12

A probabilidade condicional procurada é

P(ANB)

PAIB) = —5

1.11 FORMULA SEQUENCIAL DE BAYES

A formula equivalente da definicdo de probabilidade condicional

P(ANB) = P(B) - P(A|B)

tem como generalizacao a formula sequencial de Bayes: dada uma sequéncia
finita de eventos Ay, A, ..., A, em um espaco de probabilidade (£, 2%, P),

P(AlﬂAQQ...ﬂAn) = P(Al)P(AQ‘A1>P(A3’A1ﬂA2)P(An’AlﬂAgﬂﬂAn_l)

ou definindo para cada k=1,2,...,n
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B.,=A1NAsnN..NA;

n

P(B,) = P(B1) [ [ P(Bx|Bi-1)
k=2

Demonstra¢do. Observando que para k =2,...,n

Bk - Bk,1
P(Bx)
P(Bg|Bp-1) = =————~
(By|Bk-1) PBr)
a formula .
P(B,) = P(B1) || P(Bx|Bi-1) = P(Bn)
k=2
é provada. O

FExemplo 1.11.1. Uma urna contém 7 bolas azuis, 6 bolas brancas e 5 bolas
vermelhas. Trés bolas sao retiradas em sequéncia uma a uma da urna sem
devolucao na urna da bola extraida a cada passo. Com a hipotese de que
todas as bolas tenham a mesma chance de serem retiradas da urna, a pro-
babilidade de que a primeira bola extraida seja vermelha, a segunda branca
e a terceira azul tem com resultado 6bivio

5 6 7 35

18 17 16 816

mas o calculo da probabilidade requerida sera dado segundo o modelo proba-
bilistico definido pelo espaco finito nao equiprovéavel de probabilidade (£2, 2%, P),
cujo espaco amostral 2 é dado por

Q={(i,j,k) :4,5,7 € {0,1,2}}

em que (0, 1,2) indica que a primeira bola retirada é azul, a segunda branca e
a terceira vermelha e a funcao de probabilidade P calculada no subconjunto
unitario {(0,1,2)}.

Os eventos A, B e (' sdo respectivamente iguais a

A={(2,,§):4,j€{0,1,2}}

B = {(i,1,7) :4,j € {0,1,2}}
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C ={(i,4,0) 4,5 € {0,1,2}}

cujas probabilidades sao calculadas por

PUOLIN =15 15 10
e no subconjunto unitéario {(0,0,2)}
PUO0.2D = 15 15 15
P(A) = P({(2,0,0})+P{(2,0,1)}) + P({(2,0,2)})
+ P{(21,0}1)+ P 1, D)} + P{(2,1,2)})
+ P({(2,2,001) + P{(2,2,)}) + P({(2,2,2)})
9 7-6+5-7-6+5-7-445-6-7T+5-6-5+5-6-4+5-4-7+5-4-6+5-4-3
B 18-17-16
1360
T 4896
5
ST

Como ANB=1{(2,1,7) : j €{0,1,2}}
P(ANB) = P{(2,1,0)}) + P{(2,1,1)}) + P({(2,1,2)})
5.-6-7 5.-6-5 5.6-4

18-17-16 18-17-16 18-17-16

Como ANBNC ={(2,1,0)}
P(ANBNC) = P({(2,1,00})

5.-6-7

18-17-16

que é a probabilidade procurada.
Com o conhecimento prévio de que a primeira bola é vermelha, a proba-
bilidade de que a segunda é branca é a probabilidade condicional

P(ANB)
P(A)
Sabendo que a primeira bola é vermelha e a segunda é branca, a proba-
bilidade de que a terceira bola é azul é a probabilidade condicional

P(BlA) =

567
_ P(AnBnC) 18 -17 - 16
PICIANB)=—pApE ~ 567 5065 561

18-17-16 18-17-16 18-17-16
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P(ANBNC) = P(A)-P(B|A)- P(C|AN B)
35
816

Ezxemplo 1.11.2. Uma urna contém inicialmente 5 bolas brancas e 7 bolas
pretas. O experimento aleatério consiste na repeticdo de quatro vezes do
seguinte processo: retirada de uma bola da urna cuja cor é anotada e a bola
extaida é recolocada na urna junto com mais duas bolas de mesma cor.

Com a hipdtese de que todas as bolas tem a mesma chance de serem
escolhidas, a probabilidade a ser calculada é a probabilidade de que as duas
primeiras bolas selecionadas sejam pretas e as duas bolas seguintes sejam
brancas.

O modelo probabilistico é o espaco finito de probabilidade nao equipro-
vavel (Q,2%, P) cujo espaco amostral Q é definido por

Q = {(7'7.77 k7l) : i?j? k7l 6 {07 1}}

em que (1,0,1,1) indica que a primeira, terceira e quarta bola sao pretas e
a segunda bola é branca e a fungao de probabilidade P calculada no subcon-
junto unitario {(1,0,1,1)} é igual a

7 5 9 11
13({(1,07171)})=ﬁ'ﬁ.ﬁ.E

Os eventos A, B,C, D, que traduzem respectivamente a ocorréncia de
bola cor preta na primeira retirada, a ocorréncia de bola cor preta na segunda
retirada, a ocorréncia de bola cor branca na terceira retirada e a ocorréncia
de bola cor branca na quarta retirada, sdo definidos por

A ={(1,4,5,k) 4,5,k € {0,1}}

B ={(,1,7,k) : 4,5,k € {0,1}}

C ={(,4,0,k) : 4,5,k € {0,1}}

D = {(i,7,k,0): 4,5,k € {0,1}}
A probabilidade pedida é

7T T+2 5 542
PANBNCND) = 12 1242 124242 124+2+2+2
7T 9 5 7
T 12 14 16 18
35
= =
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A probabilidade procurada também pode ser calculada como
P(AnBNCND)=P(A)-P(BJA)-P(CIANB)-P(DIANBNCQC)
Para o célculo de probabilidade condicional

P(AnBNCND)

P(DIANBNC) = = me

basta o calculo de

P(AnBNC) = P{(1,1,0,7):i€{0,1}})
= P({(1,1,0,0)}) + P({(1,1,0,1)})

T T2 5 542
12 1242 124242 12424242
N 7T 7T+2 5 9
12 1242 124242 12424242
5
48
e assim
35
e T
P(D|ANB — 768 _
(DIANBNO) = 55 = 5
48

1.12 TEOREMA DE BAYES

Dada uma parti¢ao finita com n subconjuntos Bj, Bs, ..., B, do espago
amostral  de um espaco finito de probabilidade (£2,2?, P), isto é,
Q=DBU,BU...UB,, e BiNBj =¢parai, je{1,2,..,n} com i # j.

Para cada evento A,

P(A) = P(A|B1) - P(B1) + P(A|B2) - P(B2) + ... + P(A|By) - P(By)
Demonstracao. Como

A=AnQ=An||JB;| =JAnB)
j=1 j=1

Pelo terceiro postulado de Kolmogorov
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P(A) =) P(ANB))
j=1
se P(B;) =0, entdo P(AN Bj) = 0 desde que AN B; C B;
se P(B;j) > 0, entao P(AN B;) = P(A|Bj) - P(Bj), o que completa a
demonstracao do teorema de Bayes. O

Ezemplo 1.12.1. Uma empresa possui trés fornecedores (A, B e C) de uma
determinada pega. O fornecedor A é responséavel por 30% do fornecimento,
o fornecedor B é responsavel por 45% do fornecimento, e o restante vem do
fornecedor C. Cada um dos fornecedores, fornecem produtos que sao consi-
derados “defeituosos” e correspondem a 1%, 2% e 1,5%, respectivamente, dos
totais fornecidos. Qual é a probabilidade de encontrar um produto defeituoso
durante a inspecao de qualidade?

Seja o evento D = {produto com defeito} , A ={produto fornecido pelo
fornecedor A}, B ={produto fornecido pelo fornecedor B} e C ={produto
fornecido pelo fornecedor C}. Do enunciado, temos que

P(A)=0,3, P(B)=0,45 eP(C) =10,25

e ainda P(D|A) = 0,3, P(D|B) = 0,45 e P(D|C) = 0, 25.

Pelo teorema de Bayes, temos que a probabilidade de encontrar um pro-
duto com defeito durante uma inspecao de qualidade é

P(D) = P(D|A)-P(A)+ P(D|B)-P(B) + P(D|C) - P(C)
P(D) = 0,01-0,3+0,02-0,45+ 0,015 0,25
P(D) = 0,01575 = 1,575%

1.13 TEOREMA DE BAYES PARA PROBABILI-
DADE CONDICIONAL

Dada uma partic¢ao finita com n subconjuntos nao vazios By, Bo, Bs, ..., B,
do espaco amostral  de um espaco finito de probabilidade (€, 2%, P), isto
€,

Q=BiUByUB3U..UB,

BinBj=¢comi, je€{1,2,3,..,n}ei#j

Com a hipotese de que P(B;) > 0 para cada j = 1,2,3,...,n para cada
evento A e para cada j =1,2,3,...,n.
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P(A[Bj) - P(B;j)
(A|B1) - P(B1) + P(A|Bz) - P(Bz) + ... + P(A[By) - P(Bn)

P(Bjl4) =

Demonstracao. Sejam os eventos By, Bs, ..., B, uma particao de §2, ou seja,
BiNnBN..NB,=¢e BilUByU...UB, = e seja A um evento nao vazio
do espago amostral €.

Da definicao de probabilidade condicional,

PAlE) = T
ou P(AN Bj) = P(A|B;) - P(B;) (4)

Como A= (ANB;)U(ANBy)U...U (AN By,) é uma unido disjunta,
P(A) = P(A|B1) - P(B1) + P(A|Bz) - P(Bz) + ... + P(A[By) - P(Bp) (5)
Pela defini¢ao de probabilidade condicional,

P(B] ﬂA)

P(Bj|A) = PA)

P(A|B;) - P(B;)
(A|B))- P(B1) + P(A|Ba) - P(Ba) + .. + P(A|By,) - P(By)

P(B;|4) =
O

Ezemplo 1.13.1. "O doente sadio e o sadio doente"(MAGALHAES, 2011,
p.33)

Os testes de laboratérios para detectar doencas envolvem varios procedi-
mentos e para avaliar a eficiéncia de um teste é necessario quantificar a
probabilidade de erro. Vamos denominar falso-positivo para o erro que o
teste indica positivo para um paciente que nao tem a doenca e denotare-
mos falso-negativo se o teste nao acusar a doenca para um paciente doente.
Considere que um determinado teste resulta positivo para um paciente nao
doentes, com probabilidade 0,1 e que a probabilidade do teste ser negativo
para um paciente com a doenga também seja 0,1. Vamos supor que a inci-
déncia da doenca na populagao seja de 1 para cada 10.000 habitante. Qual a
probabilidade de uma pessoa estar realmente doente se o teste deu positivo?
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Definindo os eventos:
D: a pessoa esta doente = D: a pessoa nao esta doente;
A: o teste é positivo = A: o teste é negativo.

= 0,0001; P(A|D) = 0,1 e

Do enunciado, temos: P(D) =
P(A|D) =0,1.

Utilizando a propriedade de eventos complementares, temos: P(D) =
0,9999 e P(A|D) =0,9.

Queremos calcular a probabilidade de uma pessoa estar realmente doente

sabendo que o teste deu positiva, ou seja queremos calcular P(D|A), pelo
teorema de Bayes, temos:

10.000

P(AID)P(D)
P((A|D)P(D) + P(A|D)P(D)
0,9 -0,0001
0,9-0,0001 + 0,1 - 0,9999
= 0,0009

P(D]A)

Logo, a probabilidade de uma pessoa estar realmete doente, sabendo que
o teste deu positivo é 0,0009.

Ezxemplo 1.13.2. Trés moedas estdo em uma caixa: uma delas possui duas
caras, a segunda é uma moeda nao viciada com chances iguais para ocorréncia
de cara e coroa e a terceira delas é uma moeda viciada cujo resultdo é cara
em 75% dos lancamentos.

Com a hipo6tese de que as trés moedas tem a mesma chance de serem
retiradas de dentro da caixa, o experimento aleatorio consiste na selecao
aleatoria de uma das moedas.

Para a obtencao da probabilidade de ocorréncia da moeda de duas caras
com o conhecimento antecipado de que o resultado do lancamento é cara,
o modelo probabilistico é o espaco finito de probabilidade nao equiprovéavel
(9,2, P), cujo espago amostral 2 é definido por

Q={(,j):ie€{0,1,2} j € {0,1}}

em que (2,0) indica a selegdo da moeda viciada e no langamento o resul-
tado foi cara, (1,1) indica a selecdo da moeda honesta com resultado no
langamento de coroa e (0,0) indica a sele¢ao da moeda de duas caras com
resultado cara no langamento.
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A funcao de probabilidade P é definida por

PUO.D) = 0

PUO.0)) = 5

PUILOY = §-5=PUILLY)
PUROY = 55

PURY = 55

Considerando os eventos:

A={(i,0):i€{0,1,2}}
Er={(0,7): j € {0,1}}
Ey={(1,j):j €{0,1}}
Es={(2,7) : j € {0,1}}

tem-se

P(By) = P(Ey) = p(Eg) - é
- 500
P(A|E;) = ng(;js) _ ({((;(;)} 3

A probabilidade de ocorréncia da moeda de duas caras quando o resultado
do lancamento é cara é a probabilidade condicional

P(A|Ey) - P(Ey)

P(E{|A) =
B = BB P(E) + P(AIB) - P(E) + P(A[BS) - P(Bs)
1.1
_ 3
3 2 3 4 3
_ 4
_

calculada pelo teorema de Bayes.
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1.14 EVENTOS INDEPENDENTES

Definicao 1.14.1. Dois eventos A e B em um espaco de probabilidade
(Q, F, P) sao ditos eventos independentes em relagao a func¢ao de probabili-
dade P se e somente se:

P(ANB) = P(A) - P(B)

0 que é equivalente a

P(A|B) = P(A) desde que P(B) >0

P(B|A) = P(B) desde que P(A) >0
No caso de eventos A e B néo necessariamente independentes
P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) < P(A) + P(B).

No caso de eventos A e B independentes

P(AUB) = P(A)+ P(B)- P(A)-P(B)
P(AUB) = P(A)+P(B)-P(A) - P(B)

= P(A)+1-P(B)— P(A)[1 - P(B)]
P(ANB) = P(A)—-P(ANB)

= P(A)[1-P(B)

= P(A) P(B)

1.14.1 DEFINICAO

Trés eventos A, B e C' em um espago de probabilidade (2, F, P) em
relagao a fungdo de probabilidade P sdo ditos eventos independentes se e
somente se:

i) PLANBNC) = P(A) - P(B) - P(C)
ii) P(ANB) = P(A) - P(B)
iii) P(ANC) = P(A) - P(C)
iv) P(BNC) = P(B) - P(C)
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No caso de eventos A, B e C nao necessariamente independentes

P(ANBNC) = P(AUBUCQC)
= 1-P(AUuBUC
B

)
= 1-[PA)+PB)+PO)]

+ [P(ANB)+P(ANC)+ P(BNQO))
— P(ANnBNO)

1.14.2 PROPRIEDADES

P1) Se A e B sao eventos independentes em rela¢ao a mesma fungdo P de
probabilidade, entdao em relagao a P

i) A e B sio eventos independentes

ii) A e B sao eventos independentes

Demonstragio. Como (ii) é consequéncia de (i), basta provar que P(ANB) =
P(A)- P(B) = P(A) - [1 — P(B)] de fato, como

A=(ANB)U(ANB)e (ANB)N(ANB)=¢
Pelo terceiro axioma de Kolmogorov, temos:

P(A)=P(ANB)+ P(ANB)
P(A) = P(A) - P(B) + P(ANB)

P(ANB) = P(A)- P(B) = P(A) - [1 — P(B)]
OJ

P2) Se A, B e C sao trés eventos independentes em relagao a mesma fungao
P de probabilidade entao, em relagao a P,

i) A, B e C sdo eventos independentes
ii) A, B e C sao eventos independentes

iii) A, B e C sdo eventos independentes
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Demonstragao. Para a prova do item (i) , resta provar que

P(ANBNC)=P(A)-P(B)-P(C) =[1- P(A)]- P(B) - P(C)

Como BNC = (BNCNA)U(BNCNA)
Pelo terceiro axioma de Kolmogorov, temos:

P(BNC)=P(ANBNC)+P(ANBNCO)

Por hipotese,

P(B)-P(C) = P(A)- P(B) - P(C) + P(ANBNC)

P(ANBNC)=[1-P(A)]-P(B)-P(C)
L]

P3) Se os eventos A, B e C' em um espago de probabilidade (2, F, P) de
tal modo que A e B sao eventos independentes e A e C' também sao
independentes, entao

a) se C' C B, os eventos A e B\ C s@o eventos independentes.

b) se BNC = ¢, os eventos A e B U C' sao eventos independentes.

Demonstragao. item a)

P(AN(B\C)) = P(AnBnNO)
= P[(AnB)\(ANnBNCQO)]
= P(AnB)—-P(AnBNC(C)
= P(ANB)—P(ANC), desde que C C B
(
(
(

P(A)P(B) — P(A)P(C)
P(A)[P(B) — P(C)]
= P(A)P(B\C)
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Demonstragao. item b)

P(ANn(BUQ)) P[(

A
P(AN

[(ANB)U(ANC)]

(ANB)+ P(ANC), desde que BNC = ¢
P(A)P(B)+ P(A)P(C)

P(A)P(B) + P(C)]

P(A)P(BUC), desde que BNC = ¢

O]

P4) Dados os eventos independentes A, B e C' em um espago de probabili-

dade (2, F, P), entao os eventos

a) A e BUC sao eventos independentes.

b) A e B\ C sao eventos independentes.

Demonstragao. item a)

PIAN(BUCQ)]

Demonstragao. item b)

P(AN(B\C))
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No caso de trés eventos A, B, C' independentes

P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C)
P(A)P(B) — P(A)P(C) — P(B)P(C)
+ P(A)P(B)P(C)

P5) Dadas duas sequéncias de eventos

Ar, Az, o Ay

Bla BQ? ey Bn

mutuamente exclusivos, isto €,
AiNAj=¢,comi, je{1,2,...,m}ei#j

BiNBj=¢,comi, je{l,2,...,n}ei#j

de um espago de probabilidade (2, F, P) com a propriedade de que,
para cada escolha de indices i e j, em relacao a funcao P de probabi-
lidade A; e B; sao eventos independentes.
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Entao os eventos
m n
A= U A, e B= U Bj
i=1 =1

sao eventos independentes em relagao a P.

P6) Dados n > 1 eventos independentes A, Ag, ..., A,, em um espago de
probabilidade (2, F, P), a probabilidade de que

a) nenhum dos eventos Ay, Ag, ..., A, ocorra ¢ igual a

P(AiNA;N..NA4;) = P(A1) P(4)- ... P(Ay)
[1—P(A)] - [1 = P(A2)] - ... - [1 = P(4y)]

b) ao menos um dos eventos Ai, As, ..., A, ocorra é igual

P(AjUAU...UA,) = 1-P(ANAN..NA,)
= 1-[1-P(A)] - [1 - P(A3)] - .- [1 = P(A,)]

c¢) exatamente um dos eventos Ay, Ag, ..., A, ocorra ¢ igual

P(A1NA3N..NA,)+P(A1NAN...NA,) +...+P(A1NAN...NA,) =

Teorema 1.14.2. Se Ay, Ao, ..., A, sao eventos independentes, entdo o0s
eventos
i) Bi,..., By, em que B; é A; ou A; , i = 1,..., n, sdo independente.
i) Cp,...,Ck, em que k < n e Cq,...,Cy sao formados pela uniao
ou intersecao de subconjuntos disjuntos de Ai, ..., A, também sdo
independentes.

Vamos provar apenas o item i) para n = 2 e o item ii) para k = 2.

As provas generalizadas para n e k sdo mais dificeis e as notagoes ficariam
complicadas.
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Demonstragao. Item i)
E suficiente provar i) no caso especial em que B; = Aj e By = As.
Se By = A1 e By = Ay, entao

BlmBQZAlﬂTQ
— BlﬂBQZAlﬂ(Q—AQ)

— BlﬂBQZAlﬂQ—(AlﬁAQ)
— BlﬂBQZAl—(AlﬂAQ).

Logo,
P(B; N By) P(A; — (A1 N Ay))
= P(A;)—P(A1NAy)
= P(A1) — P(A1)P(42))
= P(A)[1 - P(A2)]
= P(A1)P(4s)
= P(B1)P(B2)

Demonstragao. Item ii)

Primeiramente vamos mostrar para um caso especial em que tanto Cj
quanto Cs sao formados por intersegoes dos subconjuntos disjuntos de Ay, ..., A,.
Neste caso, podemos supor que

r n
= ﬂ Al € 02 = mAz
1=1 1=t

em que 1 <r <t <n. Neste caso, temos:

P(CinCy) = PAIN.NANAN..NA,)

1P| (T]PA)
=1 1=t
= P(C1)P(Cy)

Sendo C definido como no caso acima e Cy = (JI' A;. Sendo B; = A;, 1 =
l,...,re B; = A;,i=r+1,..., n. Entao por i) os eventos B = 1, By, ..., B;, sao
independentes, logo
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DlzﬁBz‘eDQ:ﬁBZ‘
1= i=t

Finalmente, se D1 e Dy sao independentes, tome C; = D1 e Cy = Do,
e novamente por i) os eventos sao independentes. Os casos restantes podem
ser manipulados similarmente para completar a prova. ]

Teorema 1.14.3. Para i = 1,..., n, sendo A; C S; e seja B; o evento em
que A; ocorre na i-ésima vez. Entao P(B;) = P(A;), i=1,..,n e By,..., B,
sao mutuamente independentes.

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar vamos mostrar queP(B;) = P(A;). Para
cada i, temos

Bi = 5151_1A152+1Sn
Portanto
P(B;) = P(A) [[ P(S;) = P(4)
J#i
como afirmado.
Na segunda parte, vamos estabelecer que B1, B, ..., B, sao mutuamente

independentes. Seja J um subconjunto de {1, 2,..., n}. Entdo podemos
escrever

em que C; = A; sei € J e C; = S;, caso contrario. Portanto

P((B) =[P =]]Pa) =]] P(B)

icJ i=1 icJ ieJ
O

Ezxemplo 1.14.4. Considere o nosso alfabeto que tem no total 26 letras. Den-
tre todas as palavras formadas com trés letras escolhemos uma delas ao
acaso. Definimos os eventos:

e A: palavra escolhida comeca por s;
e B: a palavra escolhida tem s no meio;

e C: palavra escolhida tem exatamente duas letras iguais.
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Observe que || = 26-26-26 = 263. O evento A possui todas as palavras
que comegam por s, entdao |[A| =1-26-26 = 262, 0 evento B sao todas as
palavras que possuem a letra s na posicio central, logo |B| = 26-1-26 = 262
e o evento C sao as palavras que possuem exatamente duas letras iguais,
entdo |C| =3-(26-1-25) = 26-75. Clculando as probabilidades dos eventos
A, B e C, temos:

262 1
262 1
26 -75 75

Agora iremos calcular as probabilidades das intersec¢oes dois a dois dos
eventos:

O evento A N B sdo palavres que comegam por s e que possuem a letra
do meio igual a s também, logo |[ANB| =1-1-26 = 26, ja o vento ANC' sdo
as palavras que comegam por s e possuem exatamente duas letras iguais, ou
seja, as palavras podem ter duas letras iguais a s, sendo que uma delas seria
a primeira letra ou a palavra possui duas letras iguais que nao sao a letra s,
mas a primeira letra tem que ser s, entao |[ANC| = 2-(1-1-25)4(1-25-1) = 75,
o |BNC| = 75, pois s6 terfamos apenas que alterar a letra s da primeira
para a segunda. O evento A N B N C sao as palavras que comegam por s,
a letra do meio é igual a s e possui exatamente duas letras iguais, entao
|JANBNC|=1-1-25=25. A probabilidades das intersecgoes sao:

PANB) =25 — panB) =
P(Aﬁ(?):;—;3
P(BﬂC’):%

P(AmBmC):%

Verificando a independéncia dois a dois entre os eventos, teremos:
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1 1 1

o .P(A)-P(B) =5 2% — 262 P(AN B) = A e B sao eventos
independentes.
1 75 75
o P(A)-P(C) = %6 962~ 968 = P(ANC) = A e C sao eventos
independentes.
1 75 75
P(B)-P = —.—=——=P(B B a
e P(B)- P(C) 56 262 — 967 (BNC) = B e C sao eventos
independentes.

Entretanto, verificamos que o mesmo nao ocorre com a independéncia
dos eventos A, B e C, verificamos que

1 1 7 75
T 26 26 26 267
logo nao ha independéncia entre os eventos A, B e C, o que nos leva a
concluir que mesmo que ocorra independéncia dois a dois entre os eventos,
nao implica independéncia entre os trés eventos.

P(A)-P(B)-P(C) #P(ANBNC),

1.15 ESPACO PRODUTO CARTESIANO DE DOIS
EPACOS DE PROBABILIDADE

Dados dois espacos finitos de probabilidade (X,2%, Px) e (Y,2Y, Py), o
espaco finito de probabilidade produto cartesiano de dois espagos de proba-
bilidade dados e ordenados é a terna ordenada

(XxY, 22 P)

cujo espago amostral XxY é o produto cartesiano dos espagos amostrais
X e Y correspondentes de cada espago de probabilidade e cuja fungao de
probabilidade P ¢é definida nos subconjuntos unitarios {(z,y)} de XxY em
quexz € X ey €Y por

P({(z,y)}) = Px({z}) - Py({y})

No caso de espacos finitos equiprovéiveis de probabilidades, o espaco de
probabilidade produto cartesiano de espagos equiprovaveis de probabilidade,
também é um espaco finito equiprovavel de probabilidade. A definicdo de
probabilidade, produto cartesiano de trés ou mais espacos finitos de proba-
bilidade, é anélogo e nao sera explicitada apesar da utilizacao no decorrer
do trabalho.
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1.16 PROBABILIDADES BINOMIAIS
1.16.1 TEOREMA DAS PROBABILIDADES BINOMIAIS

Dada uma sequéncia finita de n > 1 eventos independentes A1, Ao, ..., A,
de um espaco de probabilidades (Q,2%?, P), cujas probabilidades P(A;) =
P(Ay)=..=P(A,) =p.

Entao a probabilidade de que

a) exatamente k dos eventos A, Ag, ..., A, ocorrem é dado por
n _
b(k,n,p) = <k>pk(1 —p)" "

b) no minimo k dos eventos Aj, As, ..., A, ocorrem é dado por
n
> (i, n.p)
=k
¢) no maximo k eventos Aj, As, ..., A, ocorrem é dado por

k
> b4, n,p)

j=0

Demonstracao.

a) Para cada subconjunto nao vazio J, com J C {1,2,...,n} e |J| = k, entdo

By = ﬂA] N ﬂAi]
jed Jgd

é o evento cuja probabilidade é dada por
P(By) =[] P4y [ P(4))
jeJ j¢J
pela independéncia dos eventos A1, Ao, ..., A,
P(By) =p"(1—p)"*

A probabilidade a ser calculada é a probabilidade do evento

E), = U By

|J|=k
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que pelo terceiro axioma de Kolmogorov é igual a

P(Ey) = > P(By)

|JI=k

= (Z)pk(l —p)" "

desde que existem (k) subconjuntos com k elementos do conjunto {1, 2, ...,n}.
O

Ezxemplo 1.16.1. Considere uma amostra de 10 bolas retiradas de uma urna
que contém 12 bolas vermelhas e 18 verdes. Essa amostra sera retirada da
seguinte maneira: retira a primeira bola, a cor é anotada e a bola é devolvida
para a urna, ai entao retira a segunda bola, a cor também é anotada e a bola
é devolvida para a urna e assim sucessivamente. Qual é a probabilidade de
se retirar 6 bola vermelhas e 4 bolas verdes? 5

A probabilidade de ser retirada uma bola vermelha é p = —, o ntimero de
bolas vermelhas da amostra deve ser kK = 6 e o nimero de bolas da amostra
é n = 10, entao pelo teorema das probabilidas binomioais , teremos

b(6, 10,%) = <160> : <§>6 (2)4 ~(,111

Ezemplo 1.16.2. Um jogador de basquete acerta 80% dos lances livres que
aremessa. Qual é a probabilidade de que ele acerte 3 arremessos livres em 5
arremessos?

4
A probabilidade de que o jogador acerte é p = R o numero de acertos

deve ser k = 7 e o niimero de arremessos é n = 5, entao pelo teorema das
probabilidades binomiais, teremos

b(3,5, %) _ @ - <§>3 . @)2 ~ 0,205
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1.16.2 TEOREMA DAS PROBABILIDADES MULTINO-
MIAIS

Dada uma sequéncia finita de n > 2 eventos A1, Ao, ..., A, de um espaco
finito de probabilidade (€, 2%, P) com as propriedades

a) AiNAj=¢,i,j€{1,2,...,n}ei#j
b) AJjUAs U...UA, =Q

Para cadan € N = {1,2,3,...} sejam ny,ng, ...,n, € N tais que nj +ng +
...+ n, = n. Entao a probabilidade de que, em n tentativas independentes,
da ocorréncia do evento A; exatamente nq vezes, da ocorréncia do evento
Ay exatamente no vezes, assim por diante até a ocorréncia do evento A,
exatamente n, vezes é igual a

n!
—P(A))™MP(A))™2.. . P(A)™
nilng!...n,! (41) (42) (4r)

Demonstracao. Para espaco finito de probabilidade.
Considerando no espaco produto

Qx0x...xLpx0x...x0N),PxPx..xP)

em que o espacgo amostral Q x Q x ... x Q é o produto cartesiano de 2 n
vezes, o evento A;; em que a ocorréncia de A; acontece na tentativa ntimero
Jjparai = 1,2,...,rej=1,2,..,n, isto é A;; é o produto cartesiano de
(n—1) copias de Q2 e do evento A; na j-ésima possigao no produto cartesiano e
para cada A = (A1, A2, ..., Ay) parti¢ao do conjunto {1,2,...,n}, seja o evento

B/\:h ﬂAijCQXQX...XQ
1=1 jer;

cuja probabilidade é dada por

(PxPx..x P)Ba=][] [[(PxPx..xP)Ay)

i=1 jEN;

=[] Pean™
i=1

em que n; é o nimero de elementos de A; parat=1,2,...,7.
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A probabilidade a ser considerada é a probabilidade do evento F dada
por

E:UBA
AN

em que a unido é tomada sobre todas as partigdes A = (A1, Ag,...,A,) do
conjunto {1,2,...,n} de tal maneira que n; é o nimero de elementos de A;
parat=1,2,....7

n!

(PxPx..xP)E)= P(A;)" P(A2)"...P(A;)""

nilng!...n,!

: . : n! - . :
devido a existéncia de — 7 Particdes A com propriedades acima e
nyingi...ny.

devido ao terceiro axioma de Kolmogorov pois a uniao dos eventos | J, B ¢
constituida de eventos dois a dois disjuntos. O

Ezxemplo 1.16.3. Considere uma amostra de sete bolas retiradas de uma urna
que contém 12 bolas vermelhas, 16 bolas azuis e 18 verdes. Essa amostra
serd retirada da seguinte maneira: retira a primeira bola, a cor é anotada
e a bola é devolvida para a urna, ai entao retira a segunda bola, a cor
também é anotada e a bola é devolvida para a urna e assim sucessivamente
até a retirada da sétima bola. Determine a probabilidade de que 3 bolas
vermelhas, 2 bolas azuis e 2 bolas verdes sejam sacadas.

Considere os eventos A1, Ay e A3 de um espaco finito de probabilidade
(9,29, P), em que

e A;: ocorréncia de bola vermelha, com P(A4;) = %
. 8

e As: ocorréncia de bola azul, com P(Ag) = 23
. 9

e Ajz: ocorréncia de bola verde com P(A3) = 23

em sete retiradas independentes, sendo exatamente n; = 3 ocorrénias do
evento A1, ny = 2 ocorréncias do evento As e ng = 2 ocorréncias do evento
As . Entao utilizando o teorema das probabilidades multinomiais, a pro-
babilidade de que 3 bolas vermelhas, 2 bolas azuis e 2 bolas verdes sejam
sacadas, é dada por

| 3 2 2
BN ANE AL A AR
3!.2!.21 23 23 23
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1.16.3 TEOREMA DAS PROBABILIDADES BINOMIAIS
NEGATIVAS

Seja o evento A em um espaco finito de probabilidade (£2,2%, P) e, para
cada i =1,2,...,n, seja o evento A; no espago produto cartesiano de proba-
bilidade

QxQx..xQMXLX. X2 pypy  xP)

em que o evento A ocorre na tentativa de ntmero i, isto é, A; é o produto
cartesiano de (n — 1) copias de Q com o evento A na i-ésima posigao do
produto cartesiano cuja probabilidade é igual a

(PxPx..xP)(A)=P(A) parai=1,2,...,n.

Entao a probabilidade do evento A ocorrer pela primeira vez na tentativa
de namero k, k = 1,2,...,n é dada pela probabilidade do evento By,

by =A1NAyN...NA,_1NA

calculado por

(PxPx..xP)(By) =[1-PA)1PA)
Dados r € N, k e Nyn € N, com 1 < r < k < n, a probabilidade da
ocorréncia de A pela r-ésima vez na tentativa de ntmero k é igual a

k—1

k — (1 — k—r

a(k,r,p) <r 3 1>p (1-p)

com p = P(A).

Demonstracao. Considerando no espago produto cartesiano de probabilidade
(QxQx..xQ2XEX XY pypy  xP)

os eventos Ay, Ag, ..., Ax_1, A tem a mesma probabilidade p = P(A).

A ocorréncia do evento A pela r-ésima vez na tentativa de ntumero k
é equivalente a ocorréncia de A e que os eventos Aq, Ag, ..., Ap_1 ocorrem
exatas (r — 1) vezes. Seja B o evento em que exatas (r — 1) dos eventos
Ay, Ao, ..., Ag ocorrem. Entao

(PxPx..xP)B)=br—-1,k—1,p)

= (k - 1)297"‘1(1 - )

r—1
pelo teorema das distribui¢oes binomiais. ]
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Exemplo 1.16.4. Considere uma amostra de bolas retiradas de uma urna
que contém 12 bolas vermelhas e 18 verdes. Essa amostra seré retirada da
seguinte maneira: retira a primeira bola, a cor é anotada e a bola é devolvida
para a urna, ai entao retira a segunda bola, a cor também é anotada e a bola
¢é devolvida para a urna e assim sucessivamente. Qual é a probabilidade de
se retirar a sexta bola vermelha na oitava retirada?

Queremos calcular a probabilidade de que a sexta bola vermelha seja
retirada na oitava tentativa, logo a oitava bola retirada, obrigatoriamente
deve ser vermelha e nas 7 primeiras bolas retiradas, teremos necessariamente

5 bolas vermelhas e e bolas verdes, além disso, a probabilidade de em uma
12

retirada ocorrer bola vermelha é p = 30§ e a probabilidade de ocorrer

uma bola verde é 1 —p = —.

Usando o teorema das probabilidades binomiais negativas, teremos:

a(8, 6, %) = <2 _ 1) (?)6 ' <§>2

7\ 64 -9
- 7 ~0.04
<5) L9000

Ezemplo 1.16.5. Um jogador de basquete acerta 80% dos lances livres que
aremessa. Qual é a probabilidade de que ele acerte seu quinto arremesso
livre no sétimo arremesso?

A probabilidade de sucesso é p = R o numero de tentativas k =7 e o
nimero de sucessos é r = 5, entao pelo teorema das probabilidades binomiais
negativas, teremos

4 71\ [4\° [1\?_
s = () () () 2o
1.17 PROBLEMAS DE PROBABILIDADE COM
URNAS

A mesma estratégia utilizada para resolucdo de problemas que envolvem
urnas pode ser aplicada analogamente para outros problemas por exemplo
os termos bolas, cores e urna sao termos que podem ser substituidos respec-
tivamente por objetos, tipos de objetos e conjunto de objetos. Cada um dos
exemplos a seguir podem ser tratados como problemas com urnas, subcon-
juntos de pessoas (amostras) sdo escolhidas dentro de uma comunidade de
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pessoas (urna) e, em uma elei¢ao, estas pessoas votam ou no candidato A
ou no candidato B ou no candidato C (as pessoas sao consideradas as bolas
da urna com cores distintas em virtude das suas preferéncias por determi-
nado candidato), também para um lote de produtos manufaturados (a urna)
um subconjunto de produtos (a amostra) é selecionada para uma verificagao
de produtos com defeitos (as bolas de uma cor representam produtos com
defeito e bolas da outra cor representam produtos sem defeito). Maos de
poquer sao subconjuntos com cinco cartas retiradas de um baralho de caras
(a urna) e cartas de valores diferentes ou de naipes distintos sao as bolas de
cores diferentes. Os valores ocorridos nos langamentos sucessivos sdo amos-
tras de ntumeros naturais 1, 2, 3, 4, 5, 6 os quais sao considerados urnas com
bolas de seis cores diferentes.

Exemplo 1.17.1. O experimento aleatoério consiste na retirada em sequéncia
uma a uma de duas bolas de uma urna contendo quatro bolas azuis e duas
bolas brancas com a hipbétese de que todas as bolas tenham as mesmas
chances de serem retiradas. Para o calculo das probabilidades de

b

a) ocorréncia de duas bolas azuis
) ocorréncia de duas bolas brancas

¢) ocorréncia de pelo menos uma bola azul

d) ocorréncia de duas bolas da mesma cor
Nas seguintes situacoes:

I) BOLAS DISTINGUIVEIS

As quatro bolas azuis sdo numeradas com os digitos 1, 2, 3 e 4 e as
duas bolas brancas com os digitos 5 e 6.

P

I,) A retirada das duas bolas é efetuada com reposi¢do na urna
da bola retirada na primeira vez.

O espago finito equiprovavel de probabilidade correspondente ao expe-
rimento probabilistico é (£2, 28 P), cujo espago amostral ¢ 2 ¢ dado
por

Q={(i,7) 4,5 €{1,2,3,4,5,6}}
e a funcao de probabilidade P calculada nos subconjuntos unitarios

{.9)} €9 e igual a P{(,3)}) = o
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A probabilidade a ser calculada no item a) é a probabilidade do evento
A dada por

A={(i,5) 1,5 € {1,2,3,4}}

que é igual a
Al 16
PA) = =—
(4) Q] 36
enquanto que a probabilidade a ser calculada no item b) ¢ a probabi-
lidade do evento B dada por

B = {(57 5)7 (57 6)7 (67 5)7 (67 6)}

que é igual a
[B] _ 4
PB)=1—=—
(B) 2] 36

e a probabilidade a ser calculada no item c) é a probabilidade do evento
C dada por

C=A0U{(1,5),(1,6),(5,1),(6,1),(2,5),(2,6), (5,2), (6,2),

(3,5),(3,6),(5,3),(6,3),(4,5), (4,6), (5,4), (6,4)}

que é igual a
_g_ 16+16 32

Q36 36

P(C)

Como C = B, a probabilidade do evento C' & igual a

_ 4 32
P(C)=P(B)=1-P(B)=1— — —°=
(€)= PB) =1-P(B)=1- ~ =2
¢ 16 4 20
P(AUB) = P(A) + P(B) = 2, 2 _ 20

é a resposta a probabilidade requerida no item d).

1) A retirada das duas bolas é efetuada sem reposigao da primeira
bola retirada na urna.

O espaco finito de probabilidade correspondente ao experimento alea-
torio & (2, 2%, P), cujo espaco amostral  é dado por

Q={(@,j) 1,5 €{1,2,3,4,5,6} i # j}
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e a fungao de probabilidade P calculada no subconjunto unitéario {(i,j)} C

Q éigual a
1

P = 55

A probabilidade pedida no item a) é a probabilidade do evento A
A={(i,j) 1,5 €{1,2,3,4} i # j}

que é igual a
Al 4-3 12

P =10 "635 30

enquanto que a probabilidade pedida no item b) é a probabilidade do
evento B

B = {(576)7 (67 5)}

que é igual a

Bl _ 2
P(B)=—=—
B)=1a] =~ 30

e a probabilidade requerida no item c) é a probabilidade do evento C

C={

)

Y

)
);
)
)

Y

que é igual a
_lej_ 28

P(C)_|Q|_%

A probabilidade de C' = B ¢é calculada também por

P(C):l—P(B):l—;—O:%
¢ 14
PAUB) = P(A) + P(B) = 5.

é a resposta da probabilidade do item d).
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IT) BOLAS INDISTINGUIVEIS

As quatro bolas azuis sao idénticas e as duas bolas brancas sao idénticas
entre si, enquanto que as seis bolas nao sao diferenciadas a nao ser pela
cor.

I1,) A retirada das duas bolas é efetuada com reposi¢ao na urna
da bola retirada na primeira vez.

O espaco finito de probabilidade correspondente ao experimento alea-
torio & (2, 2%, P), cujo espaco amostral  é dado por

Q= {(07 0)7 (0, 1)7 (170)7 (17 1)}

em que o digito 0 indica a retirada de bola azul e o digito 1 indica a
retirada de bola branca: o par (1,0) indica que a primeira bola retirada
é branca e a segunda bola retirada é azul. A funcao probabilidade P é
definida nos subconjuntos unitérios de §2 por

P{(0,0)}) =
PH(O,D}) =
P{(1,0)}) =
PO} =

A probabilidade do item a) é a probabilidade do evento A dado por

A= {(070)}

DO N O
DO DI

igual a
4 4
PA)=—---
enquanto que a probabilidade do item b) é igual a probabilidade do

evento B dada por
B={1,1}

que é igual a

()

2
6 6
e que a probabilidade do caso ¢) é a probabilidade do evento C

C= {(07 0)7 (01)7 (170)}

P(B) =
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igual a

P(C) = P({(0,0)}) + PH{(0,1)}) + P{(1,0)})
44 42 2 4
T 66766 66

P(C)=1-P(B) = _%%
P(AUB):P(A)+P(B):%.%+%.%

¢ a resposta do caso d).

IT;) A retirada das duas bolas é efetuada sem reposi¢ao na urna,
ou seja, a bola retirada na primeira vez nao volta para a urna.

O espago finito de probabilidade corresponde ao experimento aleatoério
¢ (9,2, P) cujo espaco amostral Q ¢ dado por

Q= {(0’ 0)7 (0’ 1)7 (17 0)’ (17 1)}

e a fungéo de probabilidade P é definida nos subconjuntos unitérios de

Q por

PUO,0) =7
PUOD) =7
PULON =2 ¢
PULD) =

A probabilidade do caso a) é a probabilidade do evento A

A ={(0,0)}
igual a
4 3
PA)=---
enquanto que a probabilidade do caso b) é a probabilidade do evento
B
B={(1,1)}
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igual a
2 1
P(B)=--—-
(B)=5%"5%
e a probabilidade do caso ¢) é a probabilidade do evento C

C= {(07 0)7 (0’ 1)7 (1’0)}

igual a
P(C) = P({(0,0)}) + P{(0,1)}) + P({(1,0)})
43 42 24
6 5 65 65
cujo valor, também pode ser calculado por
2 1
pPC)y=1-PB)=1—-="--
(©) (B)=1-7 =
pois C = B e
4 3 21 14
PAUB)=PA)+PB)==-—4+—- - = —
(AUB) =P(A) + P(B) = - ¢+ ¢ ¢ = 55

é a resposta do caso d).

1.18 UM PROBLEMA COM N URNAS

O experimento aleatério consiste na escolha de uma urna entre /N urnas
numeradas com os digitos 1,2, ..., N: para cada j € {1,2,..., N}, a urna j
tem a; bolas azuis e b; bolas brancas e na retirada de uma bola da urna
escolhida com a hipoétese de que todas as bolas nao sdo diferenciadas a néo
ser pela cor.

A probabilidade a ser calculada é a probabilidade de ocorréncia da re-
tirada de uma bola branca. Com a hipotese de que todas as urnas tem a
mesma, chance de serem escolhidas e de que todas as bolas tem a mesma
chance de serem extraidas. O espaco finito de probabilidade correspondente
¢ (Q,2%, P) cujo espaco amostral Q ¢ dado por

Q={1,2,..,N} x {1,0}

em que o digito 0 indica bola azul e o digito 1 indica bola branca e a fungao
de probabilidade P é definida nos subconjuntos unitéarios de §2 por

PHG,0})

_1 e
_N aj-i-bj"]

=1,2,..,.N
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N
:UH
j=1

em que para cada j = 1,2,..., N, H; = {(4,0),(4,1)}, cuja probabilidade
P(H;) = % o teorema total de Bayes garante que

N
P(A) = AmUH UAmH P(ANH;) + ..+ P(AN Hy)

= (A\Hl) (Hp) + (A\Hg) (H2) + ...+ P(A|HNy)P(HnN)
_ 1.[ by by bn }

— + + ...+
N |ai+b as + ba an + by

Ezemplo 1.18.1. Uma urna A contém 3 bolas vermelhas e 3 bolas pretas,
enquanto a urna B contém 4 bolas vermelhas e 6 bolas pretas. Uma urna
é escolhida ao acaso e posteriormente uma bola é retirada dessa urna, a
probabilidade de que a bola retirada seja da cor vermelha é dada por

1 3 n 4 9
2 [34+43 44+6] 20
Com a hipotese de que as duas urnas tem a mesma chance de serem

escolhidas e com a hipdtese de que todas as bolas tem a mesma chance de
serem extraidas.

1.18.1 AMOSTRAS NAO ORDENADAS

O experimento aleatorio consiste na retirada de uma amostra nao orde-
nada de duas bolas de uma urna contendo quatro bolas azuis e duas bolas
brancas: as bolas azuis sao numeradas com os digitos 1,2,3,4 e as bolas
brancas sao numeradas com os digitos 5,6 com a hipétese de que todas as
bolas tem a mesma chance de fazer parte da amostra nao ordenada. O
objetivo é o calculo das probabilidades de

a) ocorréncia de duas bolas azuis;
b) ocorréncia de duas bolas brancas;

¢) ocorréncia de pelo menos uma bola azul;
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d) ocorréncia de duas bolas com a mesma cor.

O espago de probabilidade correspondente é o espago finito de probabi-
lidade (£2,2%, P) cujo espaco amostral  é o conjunto de todos os (g) sub-
conjuntos de €2 com dois elementos e a funcao de probabilidade P calculada
em {i,j} com 4,7 € {1,2,3,4,5,6} com i # j é definida por

1

.. 1
P({ZJ}):@:B

A probabilidade do caso a) é a probabilidade do evento A constituido
por todos os subconjuntos de dois elementos do conjunto {1,2,3,4}

A _ 6
P(A)_@_é_ﬁ

e a probabilidade do evento B = {5,6}

1Bl _ () _1
P(B)_@_é_ﬁ

A probabilidade do caso c) é a probabilidade do evento C' = B e

P(C)ZP(E)zl—P(B)Zl_1%:%l
P(AUB):P(A)+P(B):1%+%5:T75

é a resposta do caso d).

O experimento aleatério consiste na retirada de uma amostra nao orde-
nada de duas bolas de uma urna contendo quatro bolas azuis e duas bolas
brancas em que as bolas nao sao diferenciadas a nao ser pela cor com a
hipétese de que todas as amostras nao ordenadas sao equiprovaveis.

O espaco de probabilidade correspondente é o espago finito de probabi-
lidade (2,29, P) cujo espago amostral Q é composto de todas as (g) =3
solugoes inteiras nao negativas (x,y) da equagao

z+y=2, comzx=0,1,2ey=0,1,2

em que x indica o ntimero de de bolas azuis e y indica o nimero de bolas
brancas da amostra ndo ordenada. Assim, as probabilidades dos casos a),
b), ¢), d) sdo respectivamente iguais a
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_ A1

P(A)—@—gem que A ={(2,0)}

P(B>—”g‘|—;emque14_{(o’2)}
Como C = B,

P(C)ZP(E):l—P(B)zl_%:g

P(AUB)=P(A)+ P(B) =

1.19 CALCULO DE PROBABILIDADE DE AMOS-
TRAS ORDENADAS

1.19.1 CASO A - Calculo de probabilidade de amostras or-
denadas com reposicao de elementos de um conjunto
nao vazio

Seja U um conjunto nao vazio com N elementos e seja V' um subconjunto
nao vazio de U com a elementos.

O experimento aleatério consiste na escolha sequencial de k elementos
de U com k£ < N, isto é, um a um os elementos de U sao selecionados
com a hip6tese de que todos elementos de U tem a mesma chance de serem
selecionados e com a hipdtese de que um elemento de U pode nao ocorrer
ou pode ocorrer uma ou mais vezes na sequéncia. Entao, a probabilidade de
que o primeiro elemento selecionado pertenca ao subconjunto V' de U é igual

a
a

N

e para cada j = 1,2,..., k a probabilidade de que o elemento ntimero j per-
tenca ao subconjuto V de U também é

a

N

Demonstragao. O modelo probabilistico (£2, 28 P) tem como espago amos-
tral Q, que é o conjunto de todas as N* sequéncias finitas formadas por k
elementos de €, isto é, Q@ = {(u1, ua, ..., u) : UL, U2, ..., ux, € Q} e 0 evento
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A1 C Q constituido por todas as sequéncias em que o primeiro elemento
u1 € V intuitivamente tem por probabilidade

PA)=—2 =

a
a+n—a n

mas para cada j = 1,2,...,k, a probabilidade do evento A; constituido por

todas as an®~1 sequéncias de Q em que o j-ésimo elemento u; € um elemento

de V, é igual a

Y

"W

P(4;)

SHRS

O

1.19.2 CASO B - Calculo de probabilidade de amostras or-
denadas sem reposicao de elementos de um conjunto
nao vazio

Seja U um conjunto nao vazio com N elementos e seja V um subconjunto
nao vazio de U com a elementos.

O experimento aleatério consiste na escolha sequencial um a um de k
elementos de U em que £k < N, isto é um a um os elementos de U sao
escolhidos de forma aleatoria com a hipotese de que todas os elementos de
U tem a mesma chance de serem selecionados e com a hipotese de que um
elemento ocorre no maximo uma vez na sequéncia . Entao, a probabilidade
de que o segundo elemento da sequéncia pertenga ao subconjunto V de U é
igua a

a

N

Para cada j = 1,2, ..., k, a probabilidade de que o elemento de ntimero j
da sequéncia pertence ao subconjunto V de U também é

a
N

Demonstracao. para o caso j = 2

O modelo probabilistico (£2, 28 P) tem por espago amostral €2 o conjunto de

todosas N- (N —1)- (N —2)-...- (N — k+1) sequéncias de k elementos de

Q) contituidas pelos elementos dois a dois distintos entre si e o evento Ay é

contituido pelas sequéncias de {2, em que o segundo elemento é um elemento
de V, tem por probabilidade

a

P(Az)ZN
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desde que Ay = (A1NA2)U(A1NAy), em que A; é o conjunto das sequéncias
de €2 cujo primeiro elemento pertence a V', e

P(A3) = P(A; N Ag) + (A1 N Ag)

pelo terceiro postulado de Kolmogorov, mas

’A10A2|
1€
a-(a—1)-(N—=2)-...-(N—=2+k+3)
n-(N—-1)-...-(N—-k+1)

P(Al N Ag)

enquanto que

0 que mostra que

1.19.3 CASO C

Seja U = {u1,ug, ...,un} um conjunto nao vazio com N elementos.

Dados n,k € {1,2,3,...} com k < n, a probabilidade de ocorréncia de
uma sequéncia ordenada com n elementos de U escolhidos de forma aleatoria,
em que cada elemento de U pode aparecer zero, uma ou mais de uma vez na
sequéncia e em que o elemento u; € U ocorre k vezes na sequéncia, é igual a

()45

com a hipotese de que todos os elementos de U tem a mesma chance de
serem escolhidos.

Demonstracao. O experimento aleatério consiste na retirada em sequéncia
uma a uma de n bolas de uma urna com reposi¢cao na urna da bola tirada a
cada passo. A urna contém N bolas numeradas com os digitos 1, 2, ..., N
em que a chance de retirada de uma bola é a mesma para todas as bolas.
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O espago de probabilidade equiprovavel finito correspondente ao expe-
rimento aleatorio é (£2,2%, P), cujo espaco amostral  é o um conjunto de
todas as n* sequéncias de elementos de U.

A probabilidade do elemento u; ocorrer k vezes na amostra ordenada de
n elementos do conjunto U de N elementos em que & < n é igual a

(N - *

N , k=0,1,2,...n

1.19.4 CASO D

Seja U = {u1,ug, ...,uny} um conjunto ndo vazio com N elementos.

Dados n, ki, ka,....,kny € {1,2,3,...} com n = ky + ko + ... + ky a pro-
babilidade de ocorréncia de uma sequéncia ordenada de n elementos de U
escolhidos de forma aleatoria em que cada elemento de U pode aparecer zero,
uma ou mais de uma vez na sequéncia e em que o elemento u; ocorre ki ve-
zes, o elemento ug ocorre ko vezes e assim por diante, o elemento uy ocorre
kx vezes na sequéncia, é igual a

n! 1
-——,comn=k; +ko+..+k
<k:1! ol ...-kN!> N O L N
com a hipdtese de que todos os elementos de U tem a mesma chance de

serem escolhidos.

1.19.5 CASO E

Seja U = {u1, ug,...,uy} um conjunto nao vazio com N elementos.

Dados n,k € {1,2,3,...} com k < n, a probabilidade de ocorréncia de
uma sequéncia ordenada com n elementos de U escolhidos de forma ale-
atoria, em que cada elemento de U pode aparecer zero, uma ou mais de
uma vez na sequéncia e em que os primeiros k elementos ui, ug, ..., u; de U
obrigatotiamente ocorrem na sequéncia, é igual a

- é(—w (Y-

com a hipotese de que todos os elementos de U tem a mesma chance de
serem escolhidos.
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1.19.6 CASO F

Seja U = {uy,ua,...,uy} um conjunto nao vazio com N elementos.

Dados n,k,m € {1,2,3,...} com 0 < m < k < n, a probabilidade de
ocorréncia de uma sequéncia ordenada com n elementos de U escolhidos de
forma aleatéria, em que cada elemento de U pode aparecer zero, uma ou
mais de uma vez na sequéncia e em que o ntmero exato m dos k elementos
u1, U9, ..., U aparece na sequéncia, é igual a

e () (o

com a hipétese de que todos os elementos de U tem a mesma chance de
serem escolhidos.

1.20 CALCULO DE PROBABILIDADE DE AMOS-
TRAS NAO ORDENADAS

1.20.1 CASO A

Seja U = {uy,ua,...,uy} um conjunto nao vazio com N elementos.

Dados n € {1,2,3,..., N} , a probabilidade de ocorréncia de um subcon-
junto com n elementos de U escolhidos de forma aleatéria, em que o elemento
uyp de U

i) nao ocorre no subconjunto ¢ igual a

i1) ocorre no subconjunto é igual a

com a hipétese de que todos os elementos de U tem a mesma chance de
serem escolhidos.
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1.20.2 CASO B

Seja U = {u1, ua, ...,uy} um conjunto nao vazio com N elementos.

Dados n € {1,2,3,...., N} e ky,ko,....,kny € {0,1} , a probabilidade de
ocorréncia de um subconjunto com n elementos de U escolhidos de forma
aleatoria, em que o elemento u; ocorre ki vezes, o elemento uo ocorre ko
vezes e assim por diante, o elemento uy ocorre ky vezes, é igual a

com a hipdtese de que todos os elementos de U tem a mesma chance de
serem escolhidos.

1.20.3 CASO C

Seja U = {u1, ug, ...,uny} um conjunto nao vazio com N elementos.

Dados n,k,m € {1,2,3,...,N} com m < k < n, a probabilidade de
ocorréncia de um subconjunto com n elementos de U escolhidos de forma
aleatoria, em que cada um dos elementos uq, uo, ..., u,, pertence ao subcon-
junto é igual a

com a hipétese de que todos os elementos de U tem a mesma chance de
serem escolhidos.

1.204 CASOD

Seja U = {u1, ug,...,uy} um conjunto nao vazio com N elementos.

Dados n,k,m € {1,2,3,...,N} com m < k < n, a probabilidade de
ocorréncia de um subconjunto com n elementos de U escolhidos de forma
aleatoria, em que o nimero exato m de elementos wuq, uo, ..., up ocorra em
um subconjunto, é igual a

() (v

j=m
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k\( N—k
(m) (n7k+m)
()
n
com a hipotese de que todos os elementos de U tem a mesma chance de
serem escolhidos.

1.21 PROBLEMAS DE OCUPACAO EM URNAS
COM BOLAS IDENTICAS

1.21.1 CASO A

A probabilidade da urna nimero um conter exatas k bolas idénticas na
distribuicao aleatéria de n bolas idénticas em N urnas numeradas com o0s

digitos 1,2, ..., N é igual a
(N+n—k—2)
n—k
(G

desde que n, N € {1,2,3,...} e k € {0,1,2,...,n} com a hipdtese de que a
chance de uma urna conter uma bola é a mesma para todas as urnas e todas
as bolas.

1.21.2 CASO B

Dados ki, ky, ..., ky € {0,1,2,...,n} com 3L k; = n a probabilidade de
que para cada j = 1,2,..., N a urna nimero j contém k; bolas idénticas em
N urnas numeradas com os digitos 1,2, ..., N é igual a

1
N+n—1
)
desde que n, N € {1,2,3,...} com a hipotese de que a chance de uma urna
conter uma bola é a mesma para todas as urnas e todas as bolas.

1.21.3 CASO C

A probabilidade de que as primeiras M urnas numeradas de 1 a M nao
fiquem vazias na distribuicdo aleatéria de n bolas idénticas em N urnas
numeradas com os digitos 1,2,..., M, ... N com M € {1,2,...,. N} en > M
é igual a

(N -M +n—1)
n—M

93



desde que n, N € {1,2,3,...} e M € {0,1,2,..., N} com a hipotese de que a
chance de uma urna conter uma bola é a mesma para todas as urnas e todas
as bolas.

Demonstra¢ao. O modelo probabilistico é o espago finito equiprovével de
probabilidade (€2, 28 P), cujo espago amostral Q2 é o conjunto de todas as
sequéncias ordenadas de N elementos (z1, 22, ..., 25) em que, para cada j =
1,2,...,N, z; indica o ntimero de bolas contida na urna j e o ntimero de
elementos de || do espaco amostral Q é o nimero de solugdes inteiras nao
negativas da equagao

21+2+...+2y=n

com z1, 22,...,2n € {0,1,2,...,n} que é igual a

N4+n—-1
mz( )
n

O evento A é o subconjunto de €2 constituido pela totalidade das sequén-
cias ordenadas de N elementos

(214 22y ooy ZMy ooy ZN)

em que 21 > 1, z0 > 1,..., zpy > 1 e o namero de elementos de |A| do evento
A é o numero de solugOes inteiras nao negativas da equagao

21+zo+ ... +2py+...F2n=n
21,22, -y 2 € {1,2,...,n}

ZM 41y 2M 425 - 2N € {0,1,2,...,n}

que é igual a

N-M+n-1
rm-( M )

A probabilidade a ser calculada é

(FJQZWﬂ%H)
[RNCERS

com a hipoétese adicional de que n > M. ]

94



1.21.4 CASOD

A probabilidade de que exatas P das primeiras M urnas numeradas de
1 a M permanecam vazias na distribuicao aleatéria de n bolas idénticas em
N urnas numeradas com os digitos 1,2,..., N é igual a
MY\ (N—M+n—1
(p) CNZPTT)
G

n

desde que n, N € {1,2,3,...}, P€{0,1,2,.... M} e M € {0,1,2,..., N} com
a hipotese de uma urna conter uma bola é a mesma para todas as urnas e
todas as bolas.

1.22 PROBLEMAS DE OCUPACAO EM URNAS
COM BOLAS IDENTICAS OU COM BOLAS
NUMERADAS

1.22.1 CASO A

A probabilidade da urna nimero um conter uma unica bola na distri-
buigao aleatoéria de n bolas idénticas ou na distribuicao aleatéria de n bolas
numeradas em N urnas numeradas com os digitos 1,2, ..., N é igual a

N-1
(n—l)
N
(n)
desde que n, N € {1,2,3,...} e desde que a distribuigao aleatoria esta sujeita
ao principio da exclusao: cada urna contém no méaximo uma bola, com a

hipétese de que a chance de uma urna conter uma bola é a mesma para
todas as urnas e todas as bolas.

1.22.2 CASO B

A probabilidade da urna ntimero um ficar vazia na distribuicao aleatoéria
de n bolas idénticas ou na distribuigao aleatéria de n bolas numeradas em
N urnas numeradas com os digitos 1,2, ..., N é igual a

desde que n, N € {1,2,3,...} e desde que a distribuigao aleatoria esta sujeita
ao principio da exclusao: cada urna contém no méaximo uma bola, com a
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hipétese de que a chance de uma urna conter uma bola é a mesma para
todas as urnas e todas as bolas.

1.22.3 CASO C

A probabilidade de que para cada j = 1,2, ..., N a urna nimero j contem
kj bolas em que ki + ko + ... + ky = n e ki, kg, ...,kn € {0,1} na distri-
buigao aleatéria de n bolas idénticas ou na distribuigao aleatéria de n bolas
numeradas em N urnas numeradas com os digitos 1,2,..., N é igual a

1
N
(n)
desde que n, N € {1,2,3,...} com a hipotese de que a chance de uma urna
conter uma bola é a mesma para todas as urnas e todas as bolas.

1.22.4 CASO D

A probabilidade de que as primeiras M urnas das N urnas numeradas
com n digitos 1,2, ..., N contenham uma tnica bola na distribuicao aleatoéria
de n bolas idénticas ou na distribuicao aleatéria de n bolas numeradas em
N urnas numeradas com os digitos 1,2, ..., N é igual a

. AMO(”]' (5 Jov ==

=

(o)
e

()
desde quen, N € {1,2,3,...} e M € {0,1,2,..., N} e desde que a distribuigao
aleatoria esta sujeita ao principio de exclusao: cada urna contém no maximo
uma bola, com a hipotese de que a chance de uma urna conter uma bola é a
mesma, para todas as urnas e todas as bolas.

1.22.5 CASO E

A probabilidade de que exatas P das primeiras M urnas numeradas en-
tre as N urnas numeradas com os digitos 1,2, ..., N permanecem vazias na
distribuigao aleatoria de n bolas idénticas ou na distribuigao aleatéria de n
bolas numeradas em N urnas numeradas é igual a

SE ()

=
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M\( N-M
(P) G oarrp)
(%)
n
desde que n, N € {1,2,3,...}, P € {0,1,2,.... M} e M € {0,1,2,.... N} e
desde que a distribuicao aleatoria estéa sujeita ao principio de exclusao:(com

a hipotese de que a chance de uma urna conter uma bola é a mesma para
todas as urnas e todas as bolas).

1.23 PROBLEMAS DE OCUPACAO EM URNAS
COM BOLAS NUMERADAS

1.23.1 CASO A

Dados n, N € {1,2,3,...} e k € {0,1,2,...,n} a probabilidade de ocor-
réncia de uma distribuicao aleatéria de n bolas numeradas de 1 a n em N
urnas numeradas de 1 a N em que a urna nimero um contém k bolas é igual
a

(R) (N — 1) *
N
com a hipétese de que a chance de uma urna conter uma bola é a mesma
para todas as urnas e todas as bolas.

1.23.2 CASO B

Dados n, N € {1,2,3,...} e k1, ko, ..., ky € {0,1,2,...,n} a probabilidade
de ocorréncia de uma distribuicao aleatoria de n bolas numeradas de 1 a n
em N urnas numeradas de 1 a N em que a urna nimero um contém kq bolas,
a urna nimero dois comtém ko bolas e assim por diante a urna nimero N
contém kpy bolas é igual a

1 n
N7 k! kol - ky!

com a hipétese de que a chance de uma urna conter uma bola é a mesma
para todas as urnas e todas as bolas.

1.23.3 CASO C

Dados n, N € {1,2,3,...} e M € {0,1,2,..., N} a probabilidade de ocor-
réncia de uma distribuicao aleatoéria de n bolas numeradas de 1 a n em N
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urnas numeradas de 1 a N em que as primeiras M urnas numeradas de 1 a
M contém no mimino uma bola é igual a

A;:204V<¥>UV—D”

com a hipétese de que a chance de uma urna conter uma bola é a mesma
para todas as urnas e todas as bolas.

1.23.4 CASOD

Dados n, N € {1,2,3,...}, M € {0,1,2,.... N} e m € {0,1,2,.... M} a
probabilidade de ocorréncia de uma distribui¢ao aleatéria de n bolas nume-
radas de 1 a n em N urnas numeradas de 1 a N em que o ntmero exato m
das M primeiras urnas numeradas de 1 a M ficam vazias ¢é igual a

;«%}Ejen(M;myN—m—ﬁ"

com a hipétese de que a chance de uma urna conter uma bola é a mesma
para todas as urnas e todas as bolas.

Demonstra¢ao. O modelo probabilistico é o espago de probabilidade finito
equiprovavel (€,2%, P) cujo espaco amostral Q ¢ o conjunto de todas as
sequéncias ordenadas de n elementos (z1, 22, ..., 2,) em que, para cada j =
1,2,...,n o elemento de ntimero j indica o niimero da urna que contém a bola
nimero j.

Os eventos A1, Ao, ..., An sao definidos por: para cada k = 1,2,..., N o
evento A, C ) é dado por

A ={(21,22y o0y 2n) €EQ: 21 # k20 # ky ooy 2n # k}

cuja probabilidade

e a probabilidade
P(AZ N A]) =2
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além disso,

N—3)n n
P(AiﬁAjﬂAk) = (]\],713) = <1 — ;) 1,7,k € {1,2, ...,N},com 1<j<k

0 que mostra que os nimeros S ]in) do teorema de WARING s&o calculados

Ccomo
(n) _ (N LAY
st _<k> <1 N) k=1,2,..,N.

A probabilidade a ser calculada é a probabilidade de que exatos m dos
N eventos Aq, As, ..., Ay ocorrem, cujo valor é dado pelo teorema de Waring

()3 (- 3)

J

QIS RN G T

J
O

Uma aplicagao do problema de ocupagao de urnas é a questao de brindes
em embalagens de produtos industrializados: se os brindes sao rotulados com
cartoes numerados de 1 a N de tal maneira que a chance de encontrar um
cartdo em uma embalagem é a mesma para todos os N cartoes. Na aquisigao
de n embalagens, a probabilidade de nao ocorréncia de exatos m dos cartoes
é entdo calculada como o problema de ocupacgdao de urnas numeradas por
bolas numeradas.

1.24 LOTERIAS

A loteria consiste na retirada de uma amostra nao ordenada de m bo-
las numeradas de uma urna contendo n bolas numeradas com os digitos
1,2,3,...,n, em que a chance de retirada de uma bola é a mesma e igual para
todas as bolas da urna, com m,n € N={1,2,...} e m <n.

O experimento aleatério da retirada de uma amostra nao ordenada de k
ndimeros com k € {1,2,...,m} em que todos as n bolas numeradas tem chan-
ces iguais de serem sorteados, tem como modelo probabilistico o espago finito
equiprovavel (€2, p(£2), P) cujo espago amostral € é o conjuto constituido de
todas as (Z) subconjuntos com k elementos do conjunto {1,2,...,n}.
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k
A probabilidade de ocorréncia de k£ niimeros previamente fixados é EZ;
k

A probabilidade de que desses k ntiimeros ocorram sem que nenhum deles

— ()

_ P
sejam consecutivos, considerando 1 e n consecutivos é dada por nT

P

Ezemplo 1.24.1. Uma urna contém 2n 4 1 bolas numeradas de 1 a 2n + 1,
trés dessas bolas sao sorteadas aleatoriamente de uma sé vez, sabendo que
todas as bolas possuem a mesma chance de serem sorteadas, a probabilidade
de que os ntimeros das trés bolas sorteadas estejam em progressao aritmética
(P.A) é dada por

3n

in? —1

O experimento aleatoério consiste na retirada de uma amostra nao or-
denada de trés bolas de uma urna que contém 2n + 1 bolas numeradas de
1 até 2n + 1, em que todas as bolas possuem a mesma chance de serem
selecionadas.

O espago de probabilidade correspondente é o espago finito de probabi-
lidade (£2,2, P) cujo espaco amostral © é constituido pela totalidade dos
(2”; 1) subconjuntos de 3 elementos.

Para que as bolas sorteadas contenham nimeros que estejam em P.A.,
os subconjuntos com 3 elementos tém a seguinte forma {z,x +r,x + 2r} em
que

r>l, 1<z<2n—lezxz+2r<2n+1

2 _
1§T§L1x
2
paraxz =1,
2 1-1
1§r§7"+2 oul<r<n
para x = 2,
2 1-2 1
1§T§%2n—5, como r é inteiro oul <r<n-1
para x = 3,
2 1-3
1§r§%0u1§r§n—l

Para © = 4 e para x = 5, implica 1 < r < n — 2 e assim por diante, até
r=2n—2ex=2n—1implicar = 1.
A probabilidade pedida é
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n+2n—1)+2(n—2)+..+2(1)
(*57)

n+2n—14+n—-2+...+2+1)
(2n+1)(2n)(2n —1)

3!
(n—1)(1+n-1)
- n+2< 2 )
N (2n+1)(n)(2n — 1)
3
B n+(n—1)n
 (2n+1)(n)(2n—1)
3
7’L2
- n(4n? — 1)
3
- 3n
S 4n? -1

Exemplo 1.24.2. A Quina é uma loteria da Caixa Econdmica Federal em
que 5 nameros sao sorteados entre os 80 disponiveis (Q = {1,2,3,...,80}),
sabendo que todas os niimeros possuem a mesma chance de serem sortea-
dos, a probabilidade de que os 5 niimeros sorteados formem uma progressao
geomética (P.G.) é

5

(5)

O experimento aleatoério consiste na retirada de uma amostra nao orde-
nada de 5 ntmeros de um conjunto que contém 80 ntmeros de 1 até 80, em
que todas os ntmeros possuem a mesma chance de serem selecionadas.

O espago de probabilidade correspondente é o espago finito de probabi-
lidade (€2,29, P) cujo espago amostral  é constituido pela totalidade dos
(850) subconjuntos de 5 elementos.

Para que os 5 nameros sorteados formem uma P.G, os subconjuntos
com 5 elementos tém a seguinte forma {z,zq, :L‘qz,xq3,:1:q4}, em que r €
{1,2,3,4,5} e ¢ = 2, pois para ¢ = 1 a P.G. ficaria constante e isso nao
seria possivel, pois os nimeros sorteados sao distintos e para ¢ > 2 o maior
elemento do subconjunto com 5 elementos ficaria maior que 80 (zq* > 80)

Como g =2ez € {1,2,3,4,5}, os possiveis resultados sao
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{1,2,4,8,16}, para = = 1;
{2,4,8,16, 32}, para x = 2;
{3,6,12,24,48}, para x = 3;
{4,8,16,32,64}, para x = 4;
{5,10,20,40,80}, para x = 5.

A probabilidade procurada é i

(5)
1.24.1 MEGA-SENA

A Mega-Sena é uma loteria, que paga o prémio ao apostador que acertar
os seis nimeros sorteados em um conjunto de sessenta (2 = {1,2,...,60}).
Também sdo pagos prémios a quem acerta cinco nimeros (quina) e quatro
nimeros (quadra). E permitido que o apostador faca a marcagio de seis a
quinze nimeros dos sessenta possiveis em um mesmo cartao.

O experimento aleatorio da retirada de uma amostra nao ordenada de
6 nameros em que todos as 60 bolas numeradas tem chances iguais de se-
rem sorteados, tem como modelo probabilistico o espago finito equiprovavel
(22,2, P) cujo espaco amostral € é o conjuto constituido de todas as (660)
subconjuntos com 6 elementos do conjunto {1,2,...,60}.

a) A probabilidade de um apostador acertar a sena

i) com uma aposta simples (escolher 6 nimeros do cartao):

() _ L >~ ,000002%
(%0) ~ 50.063.860 0

i1) com uma aposta de sete nimeros no cartao:

) _ ’ ~ (0, 000014%
(%) ~ 50.063.860 ¢

i41) com uma aposta de oito ntumeros no cartao:

(5) 28
(660) = 50.063.860 ~  000056%
6
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iv) com aposta maxima de 15 nimeros

(%) 5005
(%) ~ 50.063.860 0,01%

b) A probabilidade do apostador acertar a quina

i) com uma aposta simples:

(B)() _ 324
@)~ 50063860 00T

i1) com uma aposta de sete nimeros no cartao:

(5)(7) _ 1113

1/ _
(%) ~ 50.063.860

=~ 0,00022%

141) com uma aposta de oito ntimeros no cartao:

G 2012
()~ 50.063.860 0,0013%

iv) com aposta maxima de 15 ntimeros

(5)(F) _ 135135

(65?) ~ 50.063.860

>~ 0,27%

c¢) A probabilidade do apostador acertar a quadra é:

i) com uma aposta simples:

(B (%) 21465
(660) ~ 50.063.860 0,043%

i1) com uma aposta de sete nimeros no cartao:

(1) (3) _ 48230

(%) = 50.063.860 ~ 2 096%

103



141) com uma aposta de oito nimeros no cartao:

(1) () _ 92820

= =0,19%
(%) 50.063.860 ’
iv) com aposta maxima de 15 nimeros
15\ (45
(DG) _ 185185, o

(660) ~ 50.063.860
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