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Resumo

Neste trabalho, apresentamos o Teorema Chinés dos Restos, com inicio nos pré-requisitos: con-
gruéncias, sistemas de congruéncias, pequeno Teorema de Fermat e finalizamos com o Teorema
Chinés dos Restos, apresentando sua parte historica, importancia e aplicabilidade, em especial,
sua utilidade na Teoria dos Numeros. A principal aplicacdo do Teorema Chinés dos Restos
mostrada € a possibilidade de trabalhar com nimeros de alta cardinalidade.

Palavras-chave: Congruéncias, Sistema de Congruéncias, Teorema Chinés dos Restos.



Abstract

In this work, we present the Chinese Remainder Theorem, beginning in the requisites: con-
gruence, congruence systems, small Theorem of Fermat ending up with Chinese Remainder
Theorem, with its historical part, importance and applicability, especially, its usefulness in num-
ber theory. The main application of Chinese Remainder Theorem shown is the possibility of
working with high cardinality numbers.

Keywords: Congruence, Congruence Systems, Chinese Remainder Theorem.
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Introducao

Dentre as varias motivagdes que podemos citar para desenvolvimento deste trabalho, apre-
sentamos o fato de uma teoria tao abstrata, como € a teoria dos nimeros, ter uma infinidade de
aplicagdes, envolvendo o nosso dia a dia. Elas surgem desde o célculo da hora em um relégio
de ponteiros, como a bela teoria da informagdo, por exemplo.

Importante observarmos que o conceito de congruéncia, em que pese nao integrar a matriz
curricular do ensino fundamental e médio, desperta o interesse e a curiosidade académica, com
intuito de desenvolvimento de trabalhos e estudos, abordada em sala de aula no préprio Profmat
e sendo, inclusive, de frequéncia incidente nas provas de olimpiadas (OBM, OBMEP, etc.),
exsurgindo, portanto, a importancia do estudo do aludido contetdo, eis que as aplicacdes do
Teorema Chinés dos Restos (TCR) ocorrem em quase todas as dreas da matemdtica. Como
citado por [3]], a aritmética modular ja era estudada desde a antiguidade, e que o algoritmo
chinés foi usado na solugdo prética de problemas relativos a constru¢do de paredes, na base
dos edificios, comércio de alimentos, entrega de informagdo, e o cdlculo de calendérios na
antiguidade.

A sua aplicabilidade estd também presente em diversas dreas da computacao, onde damos
enfoque na teoria da informacgdo e codificacdo, em relacdo a varios aspectos de algoritmos e
célculos modulares. Acrescentamos ainda, que tanto a teoria de cddigos, quanto a criptografia
sdo dois campos motivadores para o processo de ensino aprendizagem em sala de aula.

Desenvolvemos este trabalho em 3 partes. No capitulo 1 tratamos da visao histdrica e a parte
tedrica de congruéncias e sistemas de congruéncias, finalizando com o pequeno teorema de Fer-
mat. No capitulo 2, apresentamos o teorema chinés dos restos, em particular, sua demonstragao,

exemplos, e sua aplicabilidade. Finalizamos com as consideragdes finais.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Uma Visao Historica

O TCR apareceu no livro de Sun Zi, um matemético na China antiga. O livro é conhecido
pelo nome, “Manual de aritmética do Sol”, de Sun Zi Suanjing. A data exata é desconhecida,
mas € razodvel para leva-lo para ser durante o primeiro século d.C. A cada exposicdo de cul-
tura havia uma manifestacdo de matematica, pelo menos em algumas formas primitivas. A
Matematica “ocidental””’, como uma sistematica, teve origem no Egito e Mesopotamia, alcangou
um ponto culminante na Grécia e se espalhou para o mundo greco-romano. A Tabela[I.Tjmostra

um quadro resumo de desenvolvimento da matemaética no oriente e no ocidente:

Tabela 1.1: Desenvolvimento da Matematica a.C.

EGITO 3000 a.C. | 1500 a.C.
BABILONIA | 1700 a.C. | 300 a.C.
GRECIA 600 a.C. | 200 a.C.

Tabela 1.2: Desenvolvimento da matematica d.C.

GRECO-ROMANO 100 d.C. | 1450 d.C.
PERIODO MEDIEVAL-RENASCIMENTO | 1100 d.C. | 1600 d.C.
PERIODO MODERNO 1600 d.C. -

A Matematica no Oriente e no Ocidente foi desenvolvida de forma isolada. Detalhes de
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possiveis interacdes ndo sao claras e ainda € um assunto de diversas investigacdes. Atualmente,
as interagdes entre elas tem sido cada vez mais forte, o que muito se deve, a facilidade no acesso
as informacdes, o que € possivel devido a internet e a enorme quantidade de trabalhos em rede.

Vamos agora olhar brevemente para a histéria do inicio da matematica na China. De acordo
com [6]], antes e durante o tempo de Sun Zi Suanjing, para obter uma comparacao do calendério
citado anteriormente. O mais antigo cldssico matematico chinés é Chou Pei Suanjing, cuja
traducdo literal do titulo é “O classico de Aritmética do Gndmom e das trajetdrias Circulares
do Céu” que continha registro de matematica para calculos astrondmicos a partir de cerca de
1000 a.C. O mais influente dos livros de matematicos chineses foi de Jiuzhang Suanshu, Nove
Capitulos da Arte Matematica, foi composta sobre 50-100 d.C , um pouco mais cedo do que
Sun Zi Suanjing. Inclui 246 problemas e solucdes provenientes do cotidiano. Nesse livro
encontramos o calculo dos quadrados e raizes cibicas em algumas das solu¢des € um método
sistemdtico para a resolug@o de alguns sistemas de equacdes lineares, envolvendo também os
nimeros negativos. O dltimo capitulo inclui os resultados sobre triangulos retangulos, alguns

dos quais foram redescoberto mais tarde na India e na Europa.

1.2 Congruéncias

Teorema 1.1 Sejam a e b inteiros quaisquer e seja m > 1 um inteiro positivo fixo. Diz-se que:
a é congruente a b modulo m se, e somente se, m divide a diferenca a — b. Em outros termos a

é congruente a b modulo m se, e somente se, existe um inteiro k tal que a — b = km. Ou seja,
a=b(modm)=m|(a—-b) = a—-b=km a=km+b. (1.1)
Exemplo 1.2.1

3=z24(mod7) = 7|3-24) = 3-24=kT1 < 3=k7T+24
-31=11(mod6) &= 6|(-31-11) & -31-11 =kb & -31 =k6 +11

—15-63 (mod 8) < §|(-15+63) = —-15+63 =k8 — —15=k8+(-63) (1.2)

Definicao 1.1 Se m ndo divide a diferenga a — b, entdo diz-se que a é incongruente a b modulo
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m . A notagdo

a # b (mod m) (1.3)

1.2.1 Caracterizacao de Inteiros Congruentes

Definicao 1.2 Dois inteiros a e b sdo congruentes modulo m se, e somente se, a e b deixam o

mesmo resto quando divididos por m.

Demonstracao:

(=) Suponhamos que a = b (mod m). Entdo, pela defini¢do: a — b = km,k € Z. Sejar o
resto da divisdo de b por m; entdo pelo algoritmo da divisdo: b = mg +r,0 < r < m.
Portanto, a = km + b = km + mq + r = (k + g)m + r e isto significa que r também € o resto da
divisdo de a por m, isto €, os inteiros a e b divididos por m deixam 0 mesmo resto r.
(<) Reciprocamente, suponhamos que a e b divididos por m deixam o mesmo resto r. Entao,
podemos escrever: a = mq; +re b = mg, +r,0 < r < me, portanto: a — b = (q; — g)m

= m/(a — b) = a = b (mod m).

1.2.2 Propriedades das Congruéncias
Teorema 1.2 Seja m um inteiro positivo fixo (m > 1) e sejam a, b e c inteiros quaisquer. Valem
as propriedades:

Propriedade 1: a = a (mod m) (Reflexiva)

Propriedade 2: Se a = b (mod m), entdo b = a (mod m) (Simétrica)

Propriedade 3: Se a = b (mod m) e se b = ¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m) (Transitiva)
Demonstracao:

e Propriedade 1: Se m|0, ou seja, m|(a — a), entdo: a = a (mod m).

e Propriedade 2: Se a = b (mod m), entdo a — b = km com k € Z.
Entido: b —a = —(km) = (=k)m = b = a (mod m)
e Propriedade 3: Se a = b (mod m) e se b = ¢ (mod m), existem inteiros s e k tais que

a—-b=hmeb—-c=km. Assima—c=(@—-b)+ (b —-c)=hm+km=(h+k)me que

implica a = ¢ (mod m).
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Concluimos que a relagdo bindria R no conjunto Z dos inteiros definidas por aRb & a =
b (mod m) € reflexiva, simétrica e transitiva, ou seja, R é uma relacdao de equivaléncia em Z.

Esta relagdo de equivaléncia R em Z é denominada congruéncia médulo m.

Teorema 1.3 Seja m um inteiro positivo fixo (m > 1) e sejam a, b dois inteiros quaisquer. Valem
as seguintes propriedades:

Propriedade 1: Se a = b (mod m) e nlm, com n > 0, entdo a = b (mod n)

Demonstracao:

Entdo a = b (mod m) = a — b = km e njm = m = ng onde k, g sdo inteiros positivos.
Entdo: a — b = (kg)n = a = b (mod n).
Propriedade 2: Se a = b (mod m) e se ¢ > 0, entdo ac = bc (mod mc)

Demonstracao:

Com efeito, se a = b (mod m), entdo:
a—b=km= ac - bc = k(mc) = ac = bc (mod mc).
Propriedade 3: Se a = b (mod m) e se a, b, m sdo todos divisiveis pelo inteiro d > 1, entdo
¢ =2 (mod2).

Demonstracao:

Com efeito, se a = b (mod m), entdo: a — b = km = £ — g = km -

a — b m
d T = 5 =g (mod3)

Teorema 1.4 Seja m um inteiro positivo fixo (m > 1) e sejam a, b, c,d inteiros quaisquer.

Propriedade 1: Se a = b (mod m) e se ¢ = d (mod m), entdo a + ¢ = b + d (mod m) e

ac = bd (mod m).

Demonstracao: Se a = b (mod m) e se ¢ = d (mod m), entdo existem inteiros 4 e k tais
quea—b =hmec—d = km. Portanto: (a+c)—(b+d)=(@—-b)+(c—-d)=(h+kme
ac — bd = (b + hm)(d + km) — bd = (bk + dh + hkm)m o que implica: a + ¢ = b + d (mod m) e
ac = bd (mod m).

Propriedade 2: Se a = b (mod m) e ¢ um inteiro qualquer, entdo a + ¢ = b + ¢ (mod m) e
ac = bc (mod m).

Demonstracao:

Temos: a = b (mod m) e ¢ = ¢ (mod m) Logo, pela Propriedade 1 deste teorema:

a+c=b+c(modm)eac = bc(modm) (1.4)
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Em particular, se ¢ = —1, entdo a(-1) = b(—1) (mod m) ou —a = —b (mod m).

Propriedade 3: Se a = b (mod m), entdo a" = b" (mod m) para todo inteiro positivo 7.
Demonstracao:

Usando inducdo finita, a proposic¢ao € verdadeira para n = 1, e supondo verdadeira para o
inteiro positivo k, vamos mostrar que também ¢é valida para k + 1:

Usando a Propriedade 1 deste teorema a‘a = b*b (mod m) ou a**! = b**! (mod m). isto
€, a proposicao é verdadeira para o inteiro positivo k + 1. Logo, a preposicao é verdadeira para

todo inteiro positivo n.
Teorema 1.5 Se ac = bc (mod m) e se o mdc(c,m) = d, entdo a = b (mod %)

Demonstracao:

Com efeito, se ac = bc (mod m), entdo: ac — bc = (a — b)c = km, com k € Z. Como o
mdc(c,m) = d, existem inteiro r e s tais que ¢ = dr e m = ds, onde r e s s20 primos entre si.
Portanto: (a — b)dr = kds ou (a — b)r = ks o que implica que s|(a — b)r, com o mdc(r, s) = 1.
Logo, pelo Teorema de Euclides: s|(a — b) e a = b (mod s) ou, por ser s = g ea = b (mod %).

Apesar da congruéncia a = b (mod m) satisfazer varias regras da édlgebra elementar. Uma
regra que nao € valida para a congruéncia modulo m € o cancelamento, pois ac = bc (mod m) e
¢ # 0 ndo € necessariamente verdade que a = b (mod m), por exemplo, 4.3 = 8.3 (mod 12) mas

4 £ 8 (mod 12).
Corolario 1 Se ac = bc (mod m) e 0 mdc(c,m) = 1, entdo a = b (mod m).

Esta propriedade mostra que € permitido cancelar fatores de ambos os membros de uma con-

gruéncia que sao primos com o médulo m.
Corolario 2 Se ac = bc (mod p), com p primo, e se p ndo divide c, entdo a = b (mod p)

Demonstracao:

As condig¢des: p ndo divide ¢ e p € primo implicam que o mdc(c, p) = 1.
Exemplo 1.2.2 Mostre que 31 | 20" — 1.

Este problema pode ser reescrito da forma: mostrar que 20" = 1 (mod 31).
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Inicialmente, observamos que 20 = —11 (mod 31) e assim 20? = (=11)? (mod 31) & 20% =
121 (mod 31). Como 121 = -3 (mod 31), temos que 20?> = —3 (mod 31). Multiplicando estes
resultados, membro a membro, obtemos 20° = 33 (mod 31) e, como 33 = 2 (mod31), temos
que 20° = 2 (mod 31).

Elevando a 5, temos que 20> = 32 (mod 31) e como 32 = 1 (mod 31), temos 20" = 1 (mod 31).

Exemplo 1.2.3 Encontre os restos das divisoes de:

a) 319 por 101

b) 5% por 13

a) Solucdo: Como 3* =20 (mod 101), elevando ao quadrado obtemos:

3% = 400 (mod 101) & 3* = —4 (mod101). Multiplicando por 32 , obtemos

310 = —36 (mod 101). Portanto

320 = 1296 (mod101) & 3%° = —17 (mod101)

3% = 289 (mod101) & 3* = —14 (mod 101)

3% = 196 (mod101) & 3% = —6( mod 101)

380320 = (-6)(~17) (mod 101) & 3% =1 (mod 101).

Assim, elevando a tltima congruéncia a 10, obtemos 3'°% = 1 (mod 101), ou seja, deixa resto
1 na divisao por 101.

b) Solucgdo: Para encontrar o resto da divisdo de 53 por 13, note que como 5* = 1 (mod 13), os

restos de 5" por 13 se repetem com periodo 4:

5% = 1(mod 13) 5% = 1(mod 13)
5' = 5(mod 13) 5° = 5(mod 13)
52 = —1(mod 13) 5° = —1(mod 13)
5% = —5(mod 13) 57 = —=5(mod 13)

Por outro lado, temos 3 = 1 (mod 4), isto é, deixa resto 1 na divisdo por 4. Assim, encontramos
53 = S51(mod 13), ou seja, deixa resto 5 na divisao por 13.
O problema a seguir tem uma historia interessante. Em um artigo publicado em 1969, D.

J. Lewis afirmava que a equagdo x> — 117y* = 5 tem no médximo 18 solugdes inteiras. Na
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verdade, ela ndo possui nenhuma, como foi provado dois anos mais tarde por R. Finkelstein e
H. London, utilizando métodos de Teoria Algébrica dos Numeros. Em 1973, F. Halter-Koch e
V. St. Udresco observaram, independentemente, que existe uma prova muito mais simples deste

fato, como mostra o exemplo a seguir [18]].
Exemplo 1.2.4 Mostre que a equacdo x> — 117y* = 5 ndo possui solucdes inteiras.

Solu¢io: Como 117 é miltiplo de 9, qualquer solugdo inteira deve satisfazer x> — 117y° =
5(mod 9) @ x* =5 (mod 9).

Porém, x s6 pode deixar resto 0, 1, ..., 8 na divis@o por 9. Analisando estes 9 casos, temos:

x(mod9) [0 1[2(3|4|5]6|7|8
¥ (mod9) |0[1|/8|0[1|8[0|1]|8

Ou seja, x* s6 pode deixar resto 0, 1 ou 8 na divisdo por 9. Logo, x* = 5 (mod 9) é impossivel

e a equacdo ndo possui solucdes inteiras.
Exemplo 1.2.5 Determine o resto da divisdo por 7 do niimero 222233 + 55552222,

Solug¢do: Sabemos que 2222 = 3 (mod 7) = 2222 = 33 (mod 7) assim 2222° =
—1 (mod 7) = (2222%)'¥! = —1 (mod 7) 10g0,2222%5%3 = —1 (mod 7) como 22222 = 3? (mod 7)
segue que 2222333 x 22222 = (=1) X 9 (mod 7) = 22225% = 5 (mod 7).

Por outro lado, sabemos que 5555 = 4 (mod 7) = 5555° = 1 (mod 7) assim 5555° =
1 (mod 7) = (5555%)™° = 1 (mod 7) logo, 5555%** = 1 (mod 7) como 55552 = 4 (mod 7)
segue 5555722 x 55552 = (1) x 4% (mod 7) = 5555°**2 = 2 (mod 7).

Com os resultados acima, temos: 2222%%5 + 55552222 = (5 + 2) (mod 7) logo, 22225 +

5555%222 = 0 (mod 7).
Exemplo 1.2.6 Determine o algarismo das unidades do niimero 9%

Solugdo: Sabemos que 9 + 1 = 0 (mod 10), como 9 = 2(4) + 1 € impar, entdo 9% +1% =
0 (mod 10) entdo 10/9% + 1 + 9 — 9, logo 10/9% — 9 + 10, isto ,9% = 9 mod 10.

Portanto, o algarismo das unidades € 9.

Exemplo 1.2.7 Ache os algarismos das centenas e das unidades do niimero 7°%°%
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Sugestdo: Observe que 74 = 2401 = 1 mod 100.

Solugdo: Observe que 7996 = (74)%% = 12499 (mod 100). Logo, 7°°**® = 1 mod 100.
Por outro lado, 7° = 343 = 43 (mod 100), assim pela Propriedade segue que 7°°¢ . 73 =
1 - 343 (mod 100), de onde 7°°*°*° = 343 (mod 100) = 7% = m(100) + 343 = ...00343

Os algarismos das centenas e unidade € 3.
Exemplo 1.2.8 Determine o resto da divisdao por 4 dos niimeros:

a)l+2+22+.. +2° b)1° +2° + ... +100°

Solucdo: a) Seja N = 1+2+22+...+2"% entdo N = 3+2%(1+2+...+2!7), logo N = 3 (mod 4).
Portanto, o resto da divisdo de N por 4 € 3.
b) Seja M = 1° + 25 + ... + 100° fazendo M = (1° + 3’ + ... + 99°) + (2° + 4° + ... + 100°),
logo, como 2° + 4° + ... + 100° = 0 (mod 4), o resto se obtém de 1° + 3% + ... + 99°. Como
(2k+1)° =% [CL- (2k)>'+2k+1, entdo (2k+1)° = 2k+1 (mod 4), assim, temos 1°+3°+...4+99° =
(1+3+...+99) (mod 4) a soma dos 50 primeiros niimeros impares 1+3+...+99 = 50> = 4k, k e N,

assim temos 1° + 2% + ... + 100° = (0 + 0) (mod 4). Portanto o resto da divisdo de M por 4 é 0.

1.3 Sistemas de congruéncias lineares

Definicao 1.3 Um sistema de congruéncias lineares é uma colegcdo de congruéncias lineares.

Por exemplo,

x =1 (mod 3)
x =2 (mod4) (1.5)
x =3 (mod)H)

E um sistema de congruéncias lineares.

Uma solugdo do sistema de congruéncias lineares € um x, inteiro que satisfaz a cada uma
das congruéncias lineares do sistema.

Sistemas de congruéncias lineares ndo necessariamente possuem solugdo, mesmo que cada
equagdo do sistema de congruéncia possua solu¢cdo. Por exemplo, ndo existe inteiro x, que

verifique simultaneamente as congruéncias lineares x = 1 (mod 2) e x = 0 (mod 4), embora
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cada uma delas, isoladamente, tenha solugao.
Se tivermos alguma equagdo do sistema de congruéncia, que nao tenha solucao, entdo o sistema

também nao tem solucao.

Exemplo 1.3.1 Resolva o sistema de congruéncias lineares

x =1 (mod?3)
x =2 (mod4) (1.6)
x =3 (mod)?)

A primeira congruéncia nos da x = 3y + 1, onde y € Z. Substituindo este valor de x na
segunda congruéncia, obtemos:

3y+1=2(mod4) ©3y=1(mod4) & y=3(mod4)

Logo,y=4z+3comzeZex=3-(4z+3)+1 & x=12z+ 10.

Observamos que qualquer inteiro da forma 12z + 10 satisfaz as duas primeiras congruéncias
do sistema, substituindo este valor de x na terceira congruéncia obtemos:
12z4+10=3(mod 5) & 2z=3(mod 5) ©® z=4 (mod 5)onde z = 5w +4 com w € Z.
Portanto, x = 12 - (Sw +4) + 10 & x = 60w + 58, ou seja, x = 60w + 58 com w € Z é solucdo.

Neste exemplo, resolvemos o sistema de congruéncias, calculando cada uma das congruéncias
e substituindo o resultado na equacdo seguinte. Além disso, os mddulos 3, 4 e 5 sdo dois a dois

primos entre si e o mmc(3,4,5) = 60.

Teorema 1.6 (Bézout) Sejam a e b inteiros ndo nulos e d seu mdc. Entdo existem inteiros x e y

tais que d = ax + by. Se a e b sdo positivos podemos escolher x >0 e y <0, ou vice-versa.

Demonstracao: Seja P = {ax + bylax + by>0 e x,y € Z}. O conjunto P € ndo vazio pois
0<a’>+b*>=axa+bxb e P. Seja f o menor elemento de P. Claramente d = mdc(a, b)|f.
Como f, d>0, para mostrarmos que d = f basta que f|d. Sejaa = gf +r,comge Ze 0 < r<f.
Assim 0 < r = a(l — gx) + b(—qy) € Z. Como r<f = r = 0. Analogamente f|b. Entao
flmdc(a,b) = d.

Teorema 1.7 Se mdc(a,m) = 1, entdo existe um inteiro x tal que ax = 1(mod m). Quaisquer

dois tais x sdo congruentes (mod m) e se mdc(a, m) >1 ndo existe solucdo.
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Demonstracao: Pelo teorema de Bézout, se mdc(a, m) = 1 existem x e y tais que ax + my =
1. mas isto significa que ax = 1 (mod m). Reciprocamente, se ax = 1 (mod m) existe um y tal
que ax +my = 1 = mdc(a,m) = 1. Se ax; = 1 = ax, (mod m) = a(x; — x,) = 0 (mod m), mas
mdc(a,m) = 1 = m|(x; — xp) = x; = x, (mod m).
Tal inteiro x € chamado de inverso de @ médulo m. Acabamos de mostrar que se mdc(a, m) = 1,
o inverso de a existe e € unico modulo m. Dizemos que dois inteiros a; € a;, com i # j, sdo

primos entre si, se mdc(a;,a;) = 1.
Exemplo 1.3.2 Encontre x inteiro tal que:

x =1(mod11)
x =2 (mod7)

(1.7)

Solucio:
A primeira congruéncia nos diz que x = 11k + 1 para algum k € Z. Sejam g e r o quociente

e o resto da divisao de k por 7, respectivamente. Assim, k = 7g+re x =77g + 11r + 1. Para

x satisfazer a segunda congruéncia, devemos encontrar r € {0, 1,2,3,4,5,6} tal que 11r + 1
2 (mod 7), ou seja, 4r = 1 (mod 7). Como o inverso de 4 (mod 7) é 2, obtemos r = 2 e

x =T77q + 23. Veja que para qualquer ¢ inteiro, tal x é solucdo do sistema de congruéncias.

Exemplo 1.3.3 Encontre x inteiro tal que

x =1 (mod11)
x =2(modT) (1.8)
x =4 (mod?5)

Solugao:

Pelo exemplo anterior, para x satisfazer as duas primeiras equacgdes, devemos ter x =
77q + 23. Dividindo g por 5, obtemos g = 5/ + s com 0 < s < 5. Dai, x = 385/ + 775 + 23. Para
satisfazer a ultima congruéncia, devemos ter 77s + 23 = 4 (mod 5), ou seja, 2s = 1 (mod 5).
Como 3 € o inverso de 2 (mod 5), s = 3 e consequentemente x = 385/ + 254.

Observamos que nos dois exemplos anteriores, o problema foi reduzido a encontrarmos o in-

verso de um inteiro. No dltimo exemplo, a solucdo geral possui a forma: x = 11-7 -5/ + 231 +
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22 + 1. Essencialmente, o trabalho de encontrar esses inversos foi possivel pois os inteiros 5, 7

e 11 sdo primos entre si dois a dois.

Teorema 1.8 (“Pequeno Teorema de Fermat”- PTF): Se p é primo e se o mdc(p, a) = 1,

entdo:
a”!' = 1 (mod p)

Demonstragdo: consideremos os (p — 1) primeiros positivos de a, isto &,

a,2a,3a,....,(p— a

Os inteiros (p — 1) sdo divisiveis por p e, além disso, dois quaisquer deles sdao incongruentes
modulo p, pois, se fosse: r.a = s.a (mod p), lr < sp — 1, entdo, o fator comum a poderia ser
cancelado, visto que o mdc(a, p) = 1, e teriamos: r = s (mod p), isto é, p|(a — x) o que €
impossivel, porque 0 < s — r < p.

Assim sendo, dois quaisquer dos (p — 1) inteiros a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a divididos por p deixam
restos distintos, e por conseguinte cada um desses p — 1 inteiros é congruente médulo p a um
unico dos inteiros 1,2, 3, ..., p — 1, naturalmente numa certa ordem, multiplicando ordenada-
mente essas p — 1 congruéncias, temos:

a.2a3a....(p—-1)a=123...(p—1) (mod p), ou seja,

a’!(p—1D!'=(p- 1! (mod p)

Como o mdc(p,(p — 1)!) = 1, porque p é primo e p ndo divide (p — 1)!, podemos cancelar o

fator (p — 1)!, o que d4 a congruéncia de Fermat: a”~! = 1 (mod p).

Exemplo 1.3.4 Seja o primo p =7 e o inteiro a = 3 tais que 7 ndo divide 3, temos os p—1 = 6
primeiros miltiplos positivos de 3: 3, 6, 9, 12, 15, 18. Nenhum desses 6 inteiros é divisivel
por 7, todos sdo incongruentes modulo 7, e cada um deles é congruente modulo 7 a um tvinico
dos inteiros 1, 2, 3,4, 5, 6: 3 =3 (mod 7), 6 = 6 (mod 7), 9 =2 (mod 7), 12 = 5 (mod 7),
15 =1 (mod 7), 18 = 4 (mod 7). Multiplicando ordenadamente essas 6 congruéncias, temos:
3:6:9:-12-15:18=3-6-2-5-14 (mod p), ou seja, 36 . 6! = 6! (mod 7) Como o mdc(7, 6!)

= 1, podemos cancelar o fator comum 6!, que resulta em:
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3% =1 (mod 7).
Corolario 3 Se p é um primo, entdo a’ = a (mod p), qualquer que seja o inteiro a.

Demonstracao: Se p divide a, entdo a = 0 (mod p) e @’ = 0 (mod p), que implica em:

a (mod p). Se, ao invés disto, p ndo dividisse a, entdo pelo PTF: a’~! = 1 (mod p), e

al

a’ = a (mod p).



Capitulo 2

TEOREMA CHINES DOS RESTOS

2.1 Introducao

Conforme [6], o livro “Manual Aritmético do Mestre Sol” foi escrito por Sun Zi Suan-
jing (ou Sun Tsu Suan Ching), provavelmente entre 280 d.C. a 483 d.C. O livro esta dividido
em 3 capitulos. O capitulo 1 contém apenas dois problemas que dizem respeito sobretudo
a métodos para fazer multiplicacdes e divisdes, utilizando *“palitinhos chineses”. O capitulo 2
contém 28 problemas, apresenta métodos para o cdlculo com fracdes, extracao da raiz quadrada,
determinacdo de dreas e volumes, propor¢des e regra de trés simples. O capitulo 3 contém 36
problemas aritméticos.

No problema 26 (também conhecido como “problema do Mestre Sun”) do capitulo 3, Sun Tsu
utiliza pela primeira vez o TCR. A data exata deste livro € incerto, no entanto, de acordo com
o Livro de histoéria de Dickson [S)]. € por volta do primeiro século d.C.. O Problema original
sobre restos chin€s, proposto pelo Sun Zi em Sun Zi Suanjing (Problema 26, Volume 3), que

consiste em trés volumes, € como se segue:

Exemplo 2.1.1 (Problema proposto por Sun Zi) Temos coisas, mas ndo sabemos quantas; se
as contarmos de trés em trés, o resto é 2; se as contarmos de cinco em cinco, o resto é 3; se as

contarmos de sete em sete, o resto é 2. Quantas coisas temos?

14
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Este problema pode ser escrito da forma:

x =2 (mod?3)
x =3(mod5) (2.1)
x =2 (modT)

onde sua solu¢do € dada na préxima sec¢ao.

2.2 Teorema Chinés dos Restos

Teorema 2.1 (TCR): Sejam my, my, ..., my, inteiros positivos primos entre si dois a dois, isto é,

tais que o mdc(m;,m;) = 1 se i # j. Nestas condigoes, o sistema de congruéncias lineares:

x = a; (mod my)

X = a, (mod my) 2.2)

x = a; (mod my)

tem tinica solu¢cdo modulo m = my X my X ... X my dada por:

x=a Mx; +aMyx; + ... + ayMx; (mod I’I’L)

mo_ XXX Como os inteiros
my my

Demonstracao: Para cada k = 1,2,3,...,r, seja, M; =
m; sao todos primos entre si dois a dois, o mdc(M,, m,) = 1, de modo que a congruéncia linear
M, - x = 1 (modM,) tem Unica solu¢do x = x, (mod m,).
Posto isto, vamos mostrar que o inteiro x = a;M x; + a;Mrx; + ... + apMix; (mod m) € uma
solugdo do sistema considerado.
Com efeito se i # r, entdo m,|M; e M; = 0 (mod m,), que implica em:
x=aMix; +a;M>x, + ... + ayMix;, (mod m).
Para demonstrar a unicidade desta solu¢do, suponhamos que x; € uma outra solu¢io qualquer

do sistema considerado. Entao:

x=a,(modm,) =x; (modm,),r=1,2,...k

e, portanto, m,|(x — x;),r = 1,2,..., k.
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Mas, o mdc(m;, m;) = 1 implica em (m; - my - ... - my)|(x — x1), isto €, m|(x — x;)ex = x; (mod m),

com o que termina a demonstracao do teorema chinés do resto.

Teorema 2.2 Sejam my, my, ..., ny inteiros positivos primos entre si dois a dois, e sejam a, ay, ..., ai
inteiros tais que mdc(a,,m,) = 1 parar = 1,2,....k. Nestas condicoes, o sistema de con-

gruéncias lineares:

ap - x = by (mod my)

ar - x = by (mod my)

(2.3)

as - x = by (mod my)

tem tinica solu¢do modulo m = my -my - ... - my

Demonstracao: Como o mdc(a,,m,) = 1, a congruéncia linear a; - x = 1 (mod m,) tem
unica solu¢do x = a, (mod m,), de modo que: a, -a, =1 (mod m,) e a, - a, - x = x (mod m,) e,
portanto, é equivalente a congruéncia x = a, - b, (mod m,). Assim sendo, o sistema considerado

¢ equivalente ao seguinte sistema de congruéncias lineares:

X = a; - by (mod my)

X = a, - by (mod my) (0.4)

X = ay - by (mod my)

o qual tem, pelo TCR, uma tnica solu¢ao médulo m = my - my - ... - my, x; - My = 1 (mod my) &

X = M,‘f(m)_l (mod m;) onde:
(1) My = r’nlk,k =1,2,3,...
(1) xx- My =1 (mod my) © x; = M,f(m)_l (mod my,), ou seja, x; € o inverso de M; médulo my.

Podemos enunciar o TCR da seguinte forma:
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Teorema 2.3 Se mdc(m,n) = 1 entdo f : Z|Zy, — Z|ZyX7Z|Z,, definida por f (a (mod n)) =

(a (mod m), a (mod n) é uma bijecdo.

Demonstracao: f estd bem definida, pois se a = b (mod mn) entdo a = b (modm) e
a = b (mod n). Como 2/Z,,, € Z|Z,, X Z|Z, tétm m - n elementos cada, € suficiente verificar que
f éinjetiva. E, de fato, se a = b (mod m) e a = b (mod n) entdiom/(b—a)en/(b—a) = b—a =

mk,n/mk = n/k, pois mdc(m,n) =1 = mn/(b — a) = a = b (mod mn).

Exemplo 2.2.1 Utilizando o TCR, resolver o sistema de congruéncias lineares:

x = 8 (mod 5)
x =5 (mod 3) 2.5)
x =11 (mod 7)
x =2 (mod 4)

Resoluciao: os moédulos 5, 3, 7 e 4 das congruéncias lineares que formam o sistema sao
primos entre si dois a dois, de modo que pelo TCR este sistema tem uma unica solu¢do médulo

m=my-my-mz-my=>5-3-7-4 =420, temos:

M=2=0=84 M=2==140, My=2=2=60 e
M4—%:%:105

Os inversos x; dos M} sdo dados por:

84 -x1 =1 (mod 5) 4-x1 =1 (mod)?5) x; =4
140 - x, = 1 (mod 3) 2-x, =1 (mod 3) X, =2
= = (2.6)
60 - x3 =1 (mod 7) 4-x3=1(mod7) x3 =2
105 - x4 = 1 (mod 4) 5-x4 =1 (mod4) xg =1

Portanto, temos:

xza1~M1-x1+a2-M2~x2+-~-+ak-Mk-xk(modm)
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x=8-84-4+5-140-2+11:-60-2+2-105 -1 (mod m)
x = 5618 (mod 420) = x = 158 (mod 420), segue-se que x = 158 € a menor solugdo positiva
modulo 420, do sistema de congruéncias lineares dado. Qualquer outra solugdo é da forma:

x =158 (mod 420) © x = 158 +420 -k, com k € Z.

Exemplo 2.2.2 (Um antigo problema Chinés) Uma senhora transportava um cesto de ovos.
Assustada por um cavalo que galopava perto dela deixa cair o cesto e todos os ovos se partem.
Quando lhe perguntaram quantos ovos tivera o cesto, respondeu dizendo que é muito fraca em
aritmética, mas lembra-se de ter contado os ovos de dois em dois, de trés em trés, de quatro em
quatro e de cinco em cinco, e tivera sobra de 1, 2, 3, e 4 ovos, respectivamente.

Ache a menor quantidade de ovos que o cesto inicialmente poderia ter.

Solucao: Seja x a quantidade de ovos que estavam inicialmente no cesto. Podemos escrever:

x=1(mod?2)
x =2 (mod 3) 2.7
x = 3 (mod 4)
x =4 (mod 5)

Nao podemos aplicar diretamente o Teorema Chinés dos Restos, pois, como mdc(2,3) =

mdc(2,5) = mdc(3,5) =1 emdc(2,4) = 2 # 1, escreveremos o sistema assim:

x =1 (mod 2)
x =2 (mod 3) 2.8)
x =4 (mod 5)
x = 3 (mod 4)

Para resolvermos o problema, inicialmente, trabalhamos somente com o sistema de con-

gruéncias lineares:

x=1(mod?2)
x = 2 (mod 3) (2.9
x =4 (mod 5)

Portantoo M =2-3-5=30,M;=3-5=15M, =2-5=10e M3 =2-3=6.



TEOREMA CHINES DOS RESTOS 19

Os inversos y; dos M sao dados por:

15y, =1 (mod 2) yi = 1 (mod 2) yi =1
10-y,=2(@mod3) =9 y,=1(mod3) =4 y,=1 (2.10)
6-y; =4 (mod>5) y3 = 1 (mod 5) y3 =1

x =rMyy, + My, + sM3y; (mod M)x=1-15-1+1-10-1+1-6-1 (mod 30) = x =
59 (mod30) = x = 29 (mod 30).
Portanto a solugdo do sistema € dada por x = 29 (mod 30), ou seja, x = 29 + 30k, com k inteiro.

Agora, temos o sistema

{ x =29 (mod 30) (2.11)

x =3 (mod4)
substituimos x = 29 + 30k na congruéncia x = 3 (mod 4).

Assim, temos: 29 + 30k = 3 (mod 4), que € o mesmo que 1 + 2k = 3 (mod 4). Ou ainda:

3+ 1+ 2k =3+3 (mod 4), que nos leva para 2k = 2 (mod 4), que é equivalente a dizer
2k — 2 = 4t, onde t € um inteiro. Ou seja, 2(k — 1) = 4t.

Portanto, k tem de ser um niimero impar, k = 25 + 1, onde s é um nimero inteiro. Logo,

x=29+302s+ 1) =59 + 60s.

Deste modo, o nuimero minimo de ovos que a cesta inicialmente poderia conter € 59.

Exemplo 2.2.3 [16] Vamos resolver o sistema, a seguir, que corresponde ao problema de Sun-

Tsu, que apresentamos no inicio deste capitulo:

x =2 (mod 3)
x =3 (mod 5) (2.12)
x =2 (mod 7)

Neste caso, temos que: M =3 x5x7 =105, M, =35, M, =21 e M5 =15.

Por outro lado, as congruéncias
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35y; = 1 (mod 3), 21y, =1 (mod5S)e 15y; =1 (mod 7)

tem como solugdes, respectivamente, y; =2, y, =1 ey; = 1.

Portanto, as solu¢des médulo M = 105 € dada por x = ¢c; My, +caMoy, +c3M3ys (mod 105),
ouseja, x =2-35-2+3-21-1+2-15-1 (mod 105) = x = 233 (mod 105) = x = 23 (mod 105),
segue-se que 23 € uma solucao, tnica médulo 105, do Problema de Sun-Tsu e qualquer outra

solugdo € da forma 23 + 105¢, com ¢ € Z.

Exemplo 2.2.4 [16] Trés fazendeiros cultivavam juntos todo o seu arroz e o dividiam igual-
mente entre si no tempo da colheita. Um certo ano, cada um deles foi a um mercado diferente
vender o seu arroz. Cada um destes mercados s6 comprava arroz em miiltiplos de um peso
padrdo, que deferia em cada um dos mercados. O primeiro fazendeiro vendeu seu arroz em um
mercado onde o peso padrdo era de 87 kg. ele vendeu tudo que podia e voltou para casa com
18 kg de arroz. O segundo fazendeiro vendeu todo o arroz que podia em um mercado cujo o
peso padrdo era de 170 kg e voltou para casa com 58 kg de arroz. O terceiro fazendeiro vendeu
todo o arroz que podia em um mercado cujo peso padrdo era de 143 kg e voltou (ao mesmo
tempo que os outros dois) com 40 kg. Qual a quantidade minima de arroz que eles podiam ter

cultivado, no tocal?

Solucao: Apos a colheita, o montante produzido de arroz € distribuido de forma igualitéria
entre os trés fazendeiros. Entdo, seja x a quantidade de arroz de cada um dos fazendeiros.
Equacionando o problema, teremos que:

Primeiro Fazendeiro: x = 18 (mod 87);

Segundo Fazendeiro: x = 58 (mod 170);

Terceiro Fazendeiro: x = 40 (mod 143).

De acordo com estas equagdes € como 87 =3-29, 170=2-5-17 e 143 =11 13, teremos

o seguinte sistema de congruéncias:
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x =18 (mod 3) = x = 0 (mod 3)

x = 0 (mod 6)
x = 18 (mod 29) = x = 18 (mod 29)
x = 3 (mod 5)
x =58 (mod 2) = x =0 (mod 2)
x =1 (mod 13)
x =58 (mod 5) = x =3 (mod 5) = (2.13)
x=7(mod 11)
x=58(mod 17) = x =7 (mod 17)
x =7 (mod 17)

x=40(mod 11) = x=7 (mod 11)
x =40 (mod 13) = x =1 (mod 13)

x = 18 (mod 29)

Utilizando o TCR:
M=6-5-13-11-17-29=2114970, M;=5-13-11-17-29 = 352495,
M, =6-13-11-17-29 = 422994, M5 =6-5-11-17-29 = 162690, M, =6-5-13-17-29 =
192270, Ms=6-5-13-11-26=124410 eMg=6-5-13-11-17=72930
Aqui,temosque: ry =0, =3, 3 =1,y =7, r5=7, 1, = 18
Basta agora, encontrar os inversos de M|, M,, Mz, M4, Ms, Mg que sao dados por:
yiM; =1 (mod 6) = y;-352495 = 1 (mod 6) = y; = 1 (mod 6);
oM, =1 (mod 5) = y, -422994 = 1 (mod 5) = y, =4 (mod 5);
yv3M; =1 (mod 13) = y;- 162690 = 1 (mod 13) = y; = 5 (mod 13);
vaMy =1 (mod 11) = y4-192270 = 1 (mod 11) = y4 = 1 (mod 11);
ysMs =1 (mod 17) = y5- 124410 = 1 (mod 17) = ys = 13 (mod 17);
yeMe = 1 (mod 29) = yg - 72930 = 1 (mod 29) = ys = 23 (mod 29).
Assim, a solugdo serd dada por:
X =My, + Moy, + r3Mzys + raMays + rsMsys + reMgys (mod M)
x=0-352495-1+3-422994-4+1-162690-5+7-192270-1+7-124410- 13 + 1872930 -
23 (mod 2114970)
x =0+ 5075928 + 813450 + 1345890 + 11321310 + 30193020
x = 48749598 (mod 2114970) = x = 105288 (mod 2114970)

Logo, a solugdo geral do sistema € x = 105288 + 2114970 - k, com k € Z, e a quantidade

minima de arroz é 105288 kg.

Exemplo 2.2.5 [[18] Um inteiro é livre de quadrados se ele ndo é divisivel pelo quadrado de

nenhum numero inteiro maior do que 1. Demonstrar que existem intervalos arbitrariamente
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grandes de inteiros consecutivos, nenhum dos quais é livre de quadrados.

Solucdo: Seja n um nimero natural qualquer. Sejam p;, p,, ..., p, primos distintos. O

teorema chinés dos restos nos garante que o sistema

= —1 (mod p?)

x = =2 (mod p3) 2.14)

= —n (mod pY)

tem solucdo. Se xy € uma solucdo positiva do sistema, entdo cada um dos nimeros x, +
I, xo+2, -+, xo +n édivisivel pelo quadrado de um inteiro maior do que 1, logo nenhum

deles € livre de quadrados.

Exemplo 2.2.6 [18] Para cada niimero natural n, existe uma sequéncia arbitrariamente longa
de niimeros naturais consecutivos, cada um deles sendo divisivel por uma s-ésima poténcia de

um niimero natural maior que 1.

Solucao: Sejam p;, p,, - - -, p, primos distintos, pelo teorema chinés dos restos, existem

infinitos inteiros positivos x que satisfazem as congruéncias:

x = -1 (mod p}) = pj/x+1
= -2 (mod p3) = p3/x+2
x = =3 (mod p3) = p5/x+3 (2.15)

=-n(mod p)) = p)/x+n

Logo, x+ 1,x+2,x+ 3, - -, x + n satisfazem as condicdes do enunciado.

Exemplo 2.2.7 Sejam a e b inteiros positivos tais que, para qualquer n natural, a" + n/b" + n.

Prove que a = b.

Prova: Seja p primo maior que a e b, ou seja, p > a + b. Escolhendo n natural tal que

n=1(modp-1) (2.16)

= —a (mod p)
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como p e p— 1 sdo primos consecutivos, entdo mdc(p, p—1) = 1 pelo teorema chinés dos restos

h4 inteiros positivos que satisfazem o sistema. Temos a”~! = 1 (mod p) pelo pequeno teorema
de Fermat = ¢" = a (mod p)de fato,n = (p—1)-r+1 = a" =a?» V"™ = (@'Y .a=1"-a =
a (mod p) = n=—-a(mod p) = a" +n =a-a =0 (mod p), portanto, pla" + n.
Se a" + n|b" + n entdo, p|b" + n, portanto, b"* = bP~V" = By .p=1"-b=b (mod p) = n =
—a (mod p) = b" +b = b —a (mod p), assim, plb —a, mas p >a+becomo |b—al <a-+b,
logo,b—a=0ea=»>b

A generalizagdo deste teorema foi obtido por Yih - Hing, no século VII, para o caso em que

0s modulos ndo sao primos entre si [[10].

Teorema 2.4 Teorema Chinés dos Restos Generalizado
Consideramos os inteiros positivos my,my, - - -, my e também ay, a,, - - -, a; inteiros quaisquer.

O sistema de congruéncias

x = ay (mod my)

X = a, (mod m,)

(2.17)

x = a, (mod my)

Admite solugdo se, e s6 se, mdc(m;, m;) divide a; — aj para qualquer i # j. Quando verificamos
esta condicdo, a solugcdo geral constitui uma tinica classe de congruéncia modulo m, onde m é

o minimo comum miiltiplo de my,my, - - -, my.

Demostracao:
e Se existe solucdo
Xo = a; (mod m;) = my|(xg —a;) Yi=1,2,--k
Para cada par i # j temos m;; = mdc(m;, m;)
Como myjlm; = m;j|(xo — a;) € m;jlm; = m;j|(xo — a;) = m;j|[(xo — a;) — (xo —aj)] = a; — a;
Se x é uma solugdo qualquer que se verifica para cadai = 1,2, ..., k, temos:
X = a; (imod m;)

> x=xo(modm) =>m(x—x) Yi=1,2,--- k= (2.18)
Xo = a; (mod m;)

x—xpo=micom]l <i<k= x—x9g=mcomm=mmc(m;,my,---,ny) = x = xy (mod m).
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e Se mijl(ai - Clj) Vi # ]

Sabemos que x = g; (mod m) com m = p{' - p5* - ... - p¢’, ou seja,

x = a; (mod pY")

x = a, (mod p5’

(2.19)

X = ag (mod pS§*)

Assim, podemos substituir cada equacgdo por um sistema equivalente de equacdes em que 0s
modulos ndo sdo necessariamente poténcias de primos diferentes.

Além disso, se nds obtivemos duas equacdes da forma

X = a; (mod p°) obtida a parti de x = a; (mod m; f|n;
(mod p°) p ( ) P In; (2.20)
x =a; (mod p’), f <i obtida a parti de x = a; (mod m;) Pl p¢lm;

= plmijl(a; — a;) = a; = a; (mod p’), como x = a; (mod p°), entdo, x = a; (mod p’) =

x = a; (mod p’)

Isto significa que nés podemos eliminar todas as congruéncias para este primo, com excecao
da tnica congruéncia x = a; (mod p®) ndo envolvendo a mais alta potencia de p, uma vez que

esta dltima congruéncia implica nas demais.

Se fizermos isso com cada primo p, ficamos com um sistema de congruéncias da forma x =
a; (mod p°) envolvendo diferentes primos p e dado que os médulos p¢ sao mutuamente primos
entre si, pelo Teorema chinés dos restos implica que as congruéncias tem solu¢do comum, que

€ automaticamente, a solu¢do do sistema original.

Exemplo 2.2.8 [10] Resolver o sistema de congruéncias:

x = 11 (mod 36)
x =7 (mod 40) (2.21)
x =32 (mod 75)
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Solucao: Como

mdc (36,40) = 4|(a; —ay) =11 -T7=4
mdc (36,75) = 3|(a; —a3) = 11 — 32 = =21 = o sistema tem solucdo. (2.22)
mdc (40,75) = 5|(ay —az) =7 —32 =-25

Cujos moédulos sdo mutuamente primos entre si, € assim, podemos aplicar os métodos an-
teriores, basados no TCR para encontrarmos a solu¢do geral x = 407 (mod 1800). Como

mdc(9, 8) = mdc(9,25) = mdc(8,25) = 1:
M=9-8-25=1800 M, =8-25=200

M, =9-25=1225 M;=9-8=72

Calculo dos inversos de M;, temos:

M- yy=1(mod9) < 200-Y,=1(mod9) < 2-yy=1(mod9) &y =5
My - y,=1(mod8) 200-Y,=1(mod8) 2 -y,=1(mod8) &y, =9
M3 -y;=1(mod25) ©200-Y;=1(mod25) & 2-y3=1(mod25) & y; =8

Portanto;
x =a My, + a; My, + a3Mzy; (mod M)
x=2-200-5+7-225-9+7-72-8 (mod 1800)
x = 2000 + 14175 + 4032 (mod 1800) & x = 20207 (mod 1800) & x = 407 (mod 1800), ou

seja, a solucdo geral do sistema é x = 407 + 1800z, YVt e Z.

2.3 Operando com niumeros de alta cardinalidade

A maioria dos processadores nao sdo tao diferentes de nés, quando trabalhamos com nimeros
inteiros, executam muito mais rapido com numeros de baixa cardinalidade. O TCR permite
realizar cdlculos com nimeros de alta cardinalidade através de célculos com nimeros de cardi-

nalidade mais pequenas , como apresentamos no exemplo, a seguir:
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Exemplo 2.3.1 [[19] Suponhamos como exemplo de que temos de trabalhar com um hardwere
que so pode executar toda aritmética inteira com até 4 bites. Teriamos uma gama de niimeros
inteiros {0,1,2,- - -,15} . Poderiamos ndo fazer operacées como 16 X 11 usando aritmética

inteira, pois o resultado ultrapassa nossa capacidade de cdlculo e representacdo.

Consideremos os seguintes nimeros primos entre si: m; = 13, m, = 14, ¢ m3 = 15 pelo
que m = my -mp -m3 = 13- 14 - 15 = 2730, consideremos o nimero 16, que ultrapassa nossa
capacidade de representacdo (em bindria, 16 se representa como 10000, logo sdo necessarios 5
bites). Podemos fazer aqui uma bijecdo proporcionada como consequéncia do teorema chinés
dos restos: Seja f : Zy30 — Zyz X Z14 X 215, para isto consideremos 16 como uma classe de
congruéncia modulo 2730. A imagem de 16 pela aplicacdo f € f (1_6) = (1_6, 16, E) = (§, 2, T).
Em seguida, buscamos uma representacdo adequada para as classes em Z,, , ou seja, repre-
sentantes de r; tal que 0 < r; < m; — 1 . Assim podemos representar o nimero 16 como
0 vetor (§, i, T). Analogamente, o nimero 11 pode ser representado como o vetor (11, 11,
11). Para multiplicar 16 x 11 multiplicamos os vetores em paralelo componente a componente:
(3,2,1)- (11,11, 11) = (33,22,11) = (7,8,11). Como consequéncia do teorema chinés dos

restos, este vetor (7, 8, 11), mais exatamente, o elemento de Z,3 X Zi4 X Z;5 , dado por (7, g, 1)

deve corresponder ao elemento de Z;739 dado pelo produto 16 - 11 = 176.

De outro modo, f‘1(7, 8, ﬁ) =176 comprovemos a veracidade. Calculemos primeiro os

valores M, e y, necessarios para calcular f ‘1(7, 8, ﬁ).

M, =my-mz=14-15 = 210;
M2 =mp-ms3= 13-15 =195. (223)
M3 =mp-mp = 13-14 = 182.

yi = M;' (mod 13) = 2107 (mod 13) = 27! (mod 13) = 7 (mod 13)
y2 = M;' (mod 14) = 195" (mod 14) = 137! (mod 14) = 13 (mod 14)

y3 = M3_1 (mod 15) = 1827! (mod 15) = 27! (mod 15) = 8 (mod 15).
Portanto, f_1(7,§,ﬁ) =7 M, “y1 + 8- M, N +11 - M; *y3 =

=7-210-7+8-195-13-+11-182-8
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= 46586
=176
O processo descrito permite utilizar aritmética com 4 bits para realizar operacdes que, re-
alizadas de forma usual necessitariam mais de 4 bits. Observe que ndo se poderia, com este

sistema multiplicar por exemplo 60 x 60 ja que o resultado excede a M = 2730.
Exemplo 2.3.2 [[19] Resolver a congruéncia 91 - x = 419 (mod 440)

Solucao: Como mdc(91,440) = 1 portanto, o sistema tem solugdo tnica, por ser 440 =

23 -5- 11, Entdo, a congruéncia € equivalente ao sistema de congruéncias dado por:

91x = 419(mod 8) 3x = 3(mod 8) x = 1(mod 8)
91x = 419(mod 5) < x = 4(mod 5) <4 x=4(mod>5) (2.24)
91x =419(mod 11) 3x = 1(mod 11) x =4(mod 11)

Como (8,5) = (8, 11) = (5, 11) = 1, pelo Teorema Chinés dos Restos o sistema tem solucao
Unica, portanto, para resolver este dltimo sistema, temos que: a; = 1, a, = 4 e a3 = 4. Sendo,
M=my-my-m3=8-5-11=440e M =M, -M;=5-11=55 My=M,;-M;=8-11 =88
e My=M,-M,=8-5=40

Para os inversos temos,

yvi-Mi=1(modM;)=55-Y,=1(mod8) =y, =7(mod8) =y, =7

yo-My=1(mod M) = 88-Y,=1(modS5) =y, =2 (mod5) = y, =2

v3-Mz=1(mod M3) =40 -Y;=1(mod 11) = y3 =8 (mod 11) = y; =8

Portanto,

xX=ay-My-yi+ay-My-y, +az- Ms-y; (mod M)

x=1-55-7+4-88-2+4-40-8 (mod 440)

x =385+ 704 + 1280 (mod 440) = x = 2369 (mod 440) = x = 169 (mod 440)

Cuja solucao geral é dado por x = 169 + 440 - k, com k € Z.



Consideracoes finais

O TCR € uma das joias da matemadtica. Ele € uma combinacao perfeita de beleza e utilidade
ou, nas palavras de Horécio, “omne tulit punctum qui miscuit utile dulci ”(é uma verdadeira
mistura de unir o util ao agradavel). Sempre aparecendo de forma surpreendente na resolugdo
de varios problemas matemdticos, como observamos nos exemplos apresentados. Isto ratifica
sua importancia e sua abrangéncia nos diversos ramos da Matemaética.

Mostramos que o contetido sobre congruéncias e sistemas de congruéncias, e claro, o TCR
tém sua grande aplicabilidade, inclusive na propria teoria dos nimeros. Além disso, acres-
centamos que essas teorias podem e devem ser levadas para sala de aula, contribuindo para o
desenvolvimento e compreensao do aluno, em problemas praticos e tedricos, sendo esta, uma
das nossas propostas. Finalizamos, descrevendo que dentre suas inimeras aplicagdes, pode-
mos citar a teoria de informacao da codificacdo como umas das grandes dreas responsaveis pela

difusdo e crescimento da teoria dos nimeros.
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