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Resumo

O fato de as Construgoes Geométricas nao fazerem mais parte do curriculo escolar trans-
formou a Geometria em um dos “fantasmas” no ensino da Matematica, tanto para alunos
como para professores. Assim, este trabalho procura resgatar uma pratica, que ja foi con-
siderada uma das mais prazerosas no ensino da Matematica e que tem sido deixada de
lado nas escolas brasileiras, as construgoes geométricas com régua e compasso, deixando
as aulas menos mondtonas ao lidar com instrumentos que permitem uma exploragao visual
e o desenvolvimento da capacidade motora. Mostra-se a importancia de tais instrumen-
tos desde a época de Euclides, através de feitos e fatos marcantes de diversos gedmetras
gregos, os precursores de tais praticas com os instrumentos citados e, desenvolve-se uma
série de atividades fundamentadas na construgao de figuras, na qual sdo exploradas duas
sequéncias: a dos numeros primos e a de Fibonacci, baseando-se na busca por padroes,
na construcao de espirais e na relacao empirica da sequéncia de Fibonacci com o niimero
de ouro, além de algumas aplicagoes algébricas. No final, expoem-se outras aplicagoes
interessantes integrando as Construcdes Geométricas e a Algebra que sdo muito pouco
aplicadas na sala de aula e que podem servir de suporte para aulas mais interessantes,

auxiliando a aprendizagem e o desenvolvimento do raciocinio légico-dedutivo.

Palavras-chave: construgoes geométricas, nimero de ouro, nimeros primos, sequéncia

de Fibonacci.



Abstract

The fact that Geometric Constructions no longer a part of the school curriculum changed
Geometry in one of the "ghosts" in the teaching of mathematics, both for students as for
teachers. This work seeks to rescue a practice, which was already considered one of the
most pleasant in the teaching of mathematics and which has been left hand in Brazilian
schools, geometric constructions with ruler and compass, leaving less monotonous lessons
when dealing with instruments that allow a visual exploration and development of motor
skills. It shows the importance of such instruments from the time of Euclid, through
achievements and milestones of several geometers Greeks, the precursors of such practices
with the above instruments and develops one series of activities based on the construction
of figures, in which are operated two sequences: that of prime numbers and the Fibonacci,
based on the search for patterns, the spiral construction and the empirical relationship of
the Fibonacci sequence number of gold, plus some algebraic applications. Finally, other
applications are exposed interesting integrating Geometric Constructions and algebra that
are very little applied in the classroom and that may provide support for more interesting

classes, aiding learning and the development of logical-deductive reasoning.

Key-words: geometric constructions, number of gold, prime numbers, Fibonacci se-

quence.
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1 Introducao

Um dos principais problemas enfrentado pelos professores de Matematica nos dias
de hoje é como motivar os alunos fazendo com que se interessem pelas aulas, ou seja,
como torna-las mais dinamicas diante da concorréncia encontrada na tecnologia cada vez

mais avancada e que na maioria das vezes é mais atrativa que os conteiidos matematicos.

Porém, ao falar-se de Matematica, acredita-se que nenhuma das inovagoes tecno-
logicas pode substituir de forma integral ao trabalho classico na disciplina. Estratégias
como o calculo mental, contas com algoritmos, criacao de graficos com lapis e borracha
e ainda o uso da régua e do compasso, entre outros instrumentos de desenho, continuam
sendo de primordial importancia no desenvolvimento do raciocinio matematico.

E sabido ainda que em diversas discussdes de curriculos, a Geometria ¢ sempre ci-
tada como de vital importancia no desenvolvimento do raciocinio, compreensao inicial de
uma axiomatica, etc. No entanto, na pratica ela tem sido pouco ensinada, e, quando ensi-

nada, na maioria das vezes com énfase em aspectos algébricos menos relevantes. Segundo
Putnoki, !

ja faz um bom tempo que o Desenho Geométrico foi banido das nossas
escolas de 1° e 2° graus. “Coincidentemente”, de 14 para cd, a Geometria,
cada vez mais, vem se tornando o grande terror da Matematica, tanto
para alunos quanto para professores (HELLMEISTER, 2013, p. 368).

Em discussoes com diversos professores, percebe-se que muitos tém deixado as
construcoes geométricas de lado, até mesmo as construgoes mais simples, as vezes por
desconhecer sua importancia, outras por nao ter tido a formagcao ideal. Putnoki destaca
que7

uma bibliografia para a formacdo do professor na disciplina discutida
(construgdes planas) é praticamente nula a nivel nacional. Mesmo a nivel
internacional, as melhores obras (para a formagio do professor) sdo de
edigoes antigas e esgotadas (HELLMEISTER, 2013, p. 372).

Essa preocupacao ficou clara quando, durante o curso de mestrado, colegas pro-
fessores encararam a Geometria como um dos “fantasmas”. Muitos nao sabiam manusear
ou fazer construgoes elementares com os instrumentos euclidianos aqui citados, como a
construcao de paralelas, ou nao lembravam de propriedades simples como a de que “se
duas semirretas se intersectam num ponto P e sdo tangentes a uma circunferéncia em A

e B respectivamente, entao PA = PB”.

Fazer com que os alunos reconhecam a importancia da Matematica no cotidiano

nao ¢é nada facil, ainda mais abrindo mao de instrumentos que podem tornar o ensino
1

José Carlos Putnoki, o Jota, professor de Matematica e autor de colegoes de livros didaticos de
Desenho Geométrico, falecido em 03/08/2012 aos 60 anos.
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da Geometria mais palpavel e interessante, deixando as aulas mais dinamicas, auxiliando
na criatividade e no desenvolvimento da coordenagao motora, afinal, a sociedade atual
esta cada vez mais diversificada e multicultural, onde busca-se alternativas para fazer com
que a aprendizagem seja acessivel e bem sucedida para todos. Além disso, os professores
tentam se adaptar da melhor forma possivel a diversidade, levando-se em conta o atual

contexto de inclusdo escolar.

Nessa perspectiva, o que se defende nesse trabalho é exatamente a reincorporacao
da régua e do compasso a Geometria e a outras areas da Matematica, mostrando tudo o
que pode ser feito com o auxilio de tais instrumentos, por meio de aplicacoes interessantes
e de como eles foram importantes no desenvolvimento da matematica, desde Euclides, e
como continuam importantes até os dias de hoje. De fato, pode-se encontrar construgoes
geométricas nas mais variadas atividades, como em obras de arte e na construcao civil e
ainda fazer uso delas no ensino dos mais variados assuntos da matematica despertando
o interesse e a curiosidade dos alunos em relacao a determinados contetidos, como por

exemplo no estudo das sequéncias por meio dos padroes geométricos.

Para isso, apresenta-se algumas atividades que podem ser desenvolvidas nos anos
finais do ensino fundamental. Na primeira parte das atividades é proposta a construcao,
com régua e compasso, de quadrados com vértices no centro dos anteriores e medida dos
lados seguindo a sequéncia dos niimeros primos, destacando padroes como a construcao
de espirais passando pelo centro desses quadrados e calculando o comprimento das mes-
mas. Destaca-se ainda a construcao, também por meio de régua e compasso, de triangulos
retangulos isosceles cujas medidas dos catetos sao a sequéncia de Fibonacci, destacando
a construcao de uma espiral com segmentos de reta sobre os vértices que compoe a hipo-
tenusa de cada triangulo mas nao pertence ao cateto do tridngulo seguinte, onde a razao
entre cada segmento da espiral pelo seu anterior revela a relacdo empirica? dessa sequéncia
com o Numero de Ouro, mostrando como usar a Mateméatica formal para chegar a de-
monstracao de tao famoso nimero. Na segunda parte das atividades, apresenta-se alguns
exemplos interessantes e pouco encontrados de aplicagoes com construgoes geométricas,
relacionando Algebra e Geometria, como o 1° Teorema de Euclides, que sdo um 6timo

exercicio a ser desenvolvido em sala de aula.

Assim, divide-se esse trabalho em oito capitulos. No capitulo dois, leva-se o leitor
a uma breve viagem na historia da Geometria grega, os criadores das Construgoes Geo-
métricas, mostrando como elas foram importantes e fundamentais no desenvolvimento da

Matematica, destacando grandes gedbmetras como Tales, Pitagoras, Oendépides, Hipdcrates

2 Empirico é um fato que se apdia somente em experiéncias vividas, na observacio de coisas, e ndo em

teorias e métodos cientificos. O método empirico gera aprendizado, uma vez que aprendemos fatos
através das experiéncias vividas e presenciadas, para obter conclusdes. O conhecimento empirico é
muitas vezes superficial, sensitivo e subjetivo (http://www.significados.com.br/empirico/, acesso em
01/10/2015).
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e Euclides, e alguns de seus feitos histéricos.

No terceiro capitulo, é feita uma andlise sobre o ensino da geometria, com énfase
em alguns dos principais livros didaticos utilizados nas escolas ptblicas, na qual fica
claro que a maioria deixa as construgoes geométricas em segundo plano, e quando dao
algum destaque, o fazem sem as devidas justificativas. Destaca-se ainda a importancia

das construgoes geométricas.

Nos capitulos quatro e cinco, destaca-se algumas construgoes basicas e as defini¢oes

que serao imprescindiveis no desenvolvimento das atividades.

As aplicagoes em sala de aula aparecem nos capitulos seis e sete, e, por fim, no
oitavo capitulo as consideragoes finais. Trabalho semelhante, porém voltado a primeira
série do ensino médio, foi desenvolvido por Thiago Ruiz Garcia, sob o tema “Construcao
geométrica de triangulos equiladteros com base na sequéncia de Fibonacci: Uma proposta
de atividade para turmas de Primeira Série”, e pode ser encontrado em “www.profmat-

sbm.org.br/dissertacoes”.
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2 Referencial Teoérico

A histoéria da geometria, como a de muitas outras matérias em desenvolvimento
e mudanca, compoe-se de dois fios entrelagados. Um deles narra o desenvolvimento de
seu conteudo e o outro sua natureza mutavel. Ninguém ignora que a geometria deve ter
se iniciado provavelmente em tempos muito remotos na antiguidade, a partir de origens
muito modestas, depois cresceu gradualmente até alcancar a dimensao enorme que tem
hoje. Por outro lado, ndo sao muitas as pessoas que estao cientes de que a natureza,
ou carater inerente, da matéria teve conotacoes diferentes em periodos diferentes de seu
desenvolvimento (EVES, 1992).

Afirmagdes sobre as origens da matematica, seja da aritmética seja da geometria
(BOYER, 1974) sao necessariamente arriscadas, pois os primérdios do assunto sdo mais

antigos que a arte de escrever. Boyer destaca que,

os desenhos e figuras do homem neolitico sugerem uma preocupacao
com relagoes espaciais que abriu caminho para a geometria. Seus potes,
tecidos e cestas mostram exemplos de congruéncia e simetria, que em
esséncia sdo partes da geometria elementar (BOYER, 1974, p. 4).

A preocupacdao do homem pré-histérico com configuragoes e relagoes podem ter
origem em seu sentimento estético e no prazer que lhe dava a beleza das formas, motivos

que muitas vezes propelem a matemaética de hoje.

Assim, ainda gostaria-se de pensar que pelo menos alguns dos antigos gedmetras
trabalharam pela pura satisfacao de fazer matemaética, porém, acredita-se que o principal
estimulo ao desenvolvimento da geometria, segundo Her6doto e Aristételes, possa ter sur-
gido das necessidades praticas de construcao e demarcacao de terras, ou por sentimentos

estéticos em relagao a configuracoes e ordem (BOYER, 1974).

Poderia-se fazer conjecturas sobre o que levou os homens da Idade da Pedra a
contar, medir, e desenhar. Ir além e identificar categoricamente uma origem determinada
no espaco e no tempo a respeito do comeco da matematica, no entanto, seria confundir
conjectura com histéria e, portanto, é melhor ir adiante, ao terreno mais firme da his-

toria da matematica encontrada em documentos escritos que chegaram aos dias de hoje

(BOYER, 1974).

O Egito e a Mesopotamia foram as fontes onde a Europa comecou a obter seus
conhecimentos matematicos. Neste processo de assimilacao, os gregos desempenharam
um importantissimo papel, pois foram eles os primeiros europeus que, em contato com o

Oriente Médio, interessaram-se pelas técnicas e reconheceram a utilidade da Geometria.
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Quem foram os gregos? Chegando em sucessivas ondas & peninsula dos Balcas,
durante o II milénio a.C., os povos de fala grega ali construiram uma notavel civilizagao
que, por volta do século VII a.C., ja estabelecera colénias na Magna Grécia (como eram
chamados o Sul da Itélia e a ilha da Cicilia), no Norte da Africa, nas ilhas do mar Egeu,
nas costas do mar Negro e nas costas da Anatélia (onde hoje situa-se a Turquia). Prati-
cando no Mediterraneo Oriental um intenso comércio de produtos nao s6 do mundo grego
mas, também, egipcios, fenicios, sirios e mesopotdmios, os jonios (como eram chamados
os gregos das ilhas do Egeu e da Anatélia) obtiveram do governo do Egito permissao para
instalar um entreposto comercial na cidade de Naucratis, no delta do Nilo, em meados
do século VII a.C. Foi ali que os gregos tiveram contato com os esplendores da civiliza-
¢do egipcia, encantaram-se com seus templos, monumentos e piramides e comegaram a
aprender sua Matematica (GARBI, 2010).

Os gregos (EVES, 1992) transformaram a geometria em algo diferente do conjunto
de conclusoes empiricas produzido por seus predecessores. Eles insistiram em que os fatos
geométricos deviam ser estabelecidos por procedimentos dedutivos; as verdades geométri-
cas deviam ser obtidas no gabinete de estudos e nao no laboratério. Em suma, os gregos
transformaram a geometria empirica, ou cientifica, dos egipcios e babilonios antigos no
que poderiamos chamar de geometria “sistematica” ou “demonstrativa”. Eves afirma ser

decepcionante que,

ao contrario dos antigos egipcios e babilénios, ndo haja quase nenhuma
fonte priméaria para o estudo da geometria grega primitiva em si. Somos
obrigados a nos apoiar em manuscritos e relatos que datam de varios
séculos depois de os originais terem sido escritos (EVES, 1992, p. 7).

A principal fonte de informacoes referente a geometria grega primitiva é o chamado
Sumdrio eudemiano de Proclus, filésofo, matematico e também poeta, que viveu aproxi-
madamente entre 410 e 485 d.C. Apesar de ter vivido quase um milénio depois do inicio
da geometria grega, acredita-se que ainda teve acesso a numerosos trabalhos historicos e
criticos que depois se perderam, com excessao de alguns fragmentos e alusoes preserva-
das por ele e outros. Entre esses trabalhos perdidos estd o que era, ao que parece, uma
histéria completa da geometria grega, cobrindo o periodo anterior a 335 a.C., escrita por
Eudemo, um discipulo de Aristételes. O Sumdrio eudemiano é assim chamado porque,

supostamente baseia-se nesse trabalho mais antigo (EVES, 1992).

Segundo o Sumdrio eudemiano, a geometria grega parece ter comegado essencial-
mente com o trabalho de Tales, nascido na cidade jonia de Mileto, cuja referéncia sobre o
periodo em que viveu é o notavel registro de que teria previsto um eclipse solar ocorrido
por volta de 585 a.C. E considerado o primeiro grande matemético grego. Em razéo de

nao ter deixado escritos, tem-se muita dificuldade de saber sobre sua vida e obra.
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Figura 1 — Tales de Mileto

De acordo com Gilberto Garbi,

Tales nao era um matemaético profissional, até porque esta profissao nao
existia a época. Ele era um rico comerciante que podia dar-se ao luxo de
estudar Astronomia, Filosofia e Matemética por puro prazer. Segundo
ele, a Tales deve-se a primeira profunda transformacao pela qual pas-
sou o pensamento matematico desde que o homem aprendera a contar
(GARBI, 2010, p. 15).

Tales visitou o Egito e a Babilonia e de 14 trouxe para a Grécia o estudo da Geome-
tria. Entretanto, ao invés de apenas transmitir o que aprendera, introduziu um conceito
revolucionario: as verdades matematicas precisam ser demonstradas. Foi a primeira vez
que um homem havia explicitado este principio fundamental de toda a atividade cientifica.
Merecidamente, ele foi considerado um dos Sete Sabios da Grécia (GARBI, 2010).

A chamada escola jonica, iniciada por Tales, foi a primeira de uma sequéncia
de escolas dedicadas a criacao e a difusao das ideias de seu grupo e de sua época. A
matematica grega desponta e evolui num ambiente impregnado de Filosofia, que marca
fortemente suas caracteristicas. Entre os resultados matemaéticos atribuidos a Tales, para

os quais teriam sido dadas provas dedutivas, pode-se destacar (GALVAO, 2008):

- A circunferéncia € bissectada por seu diametro.
- Os angulos da base de um triangulo isosceles tém a mesma medida.
- Os angulos opostos pelo vértice determinados por duas retas concorrentes tém a
mesma medida.
- O angulo inscrito numa semicircunferéncia € um angulo reto.
- Os lados de triangulos semelhantes sao proporcionais.
- Dois triangulos sao congruentes se tém dois angulos e um lado respectivamente

congruentes.

Na viagem de Tales ao Egito, (GARBI, 2010) ficou registrado o deslumbramento

do sdbio de Mileto diante da imponéncia da Grande Piramide (Quéops). Construida por
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volta de 2650 a.C. e empregando cerca de 2.000.000 de blocos de pedra calcaria, alguns
deles com 20 toneladas de “peso”, aquela piramide eleva-se a uma altura de cerca de 146

metros sobre as areias do vale do Nilo.

Encontraram-se, frente-a-frente, uma das Sete Maravilhas do Mundo Antigo e um
dos Sete Sabios da Grécia, um homem capaz de admird-la em todo seu significado. “Que
altura terd este monumento?”, certamente perguntou-se o pai de todos os gedbmetras. Para
respondé-la, empregou um método, por ele mesmo criado e que ainda hoje nos cativa pela
simplicidade e precisao: plantou sobre a areia, verticalmente, um bastao de madeira, cujo
comprimento conhecia, e mediu-lhe a sombra. Apds fazer o mesmo com a sombra da
piramide, deduziu-lhe a altura porque sombras e alturas, tanto em piramides quanto em
bastoes, quaisquer que sejam seus tamanhos, sao sempre proporcionais. No momento em
que a altura de um bastao € igual a sua sombra, a altura da piramide também serd igual
a sombra do monumento (GARBI, 2010).

Esta proporcionalidade entre alturas e sombras constitui a esséncia daquilo que
hoje se aprende na escola sob a denominacao Teorema de Tales e, 26 séculos depois,
durante a corrida espacial, os cientistas da NASA ainda avaliavam alturas de montanhas

na Lua e em Marte através de suas respectivas sombras obtidas em fotografias.

As informagoes a respeito de Tales levam a considerd-lo o precursor da ideia de
organizar logicamente os fatos da Geometria. Pela primeira vez um estudioso da geometria
se comprometeu com uma forma de raciocinio dedutivo, por mais parcial e incompleto
que fosse. Apés sua morte (GALVAO, 2008) sua escola foi liderada por Anaximandro
(cerca de 610 a 547 a.C.), também matemaético, gedgrafo e astronomo que introduziu o
“gnomon”, tipo de esquadro amplamente utilizado na antiguidade para relogios solares e

calculos com os chamados niimeros figurados ou poligonais.

O proximo gedmetra grego importante mencionado por Proclus em seu Sumdrio
e que apareceu poucas décadas depois de Tales é Pitagoras. Nascido na ilha de Samos
(estima-se que tenha vivido entre 581 a 497 a.C.), a 50 quilémetros de Mileto, e que
provavelmente estudara com Tales ou com seus discipulos na chamada Escola de Mileto,
demonstrou o teorema dos triangulos retangulos onde “o quadrado sobre a hipotenusa de
um triangulo retangulo ¢é igual a soma dos quadrados sobre os catetos”, sem duvida o

mais famoso e popular de toda a matematica.

Muitos séculos antes de Pitagoras, os babilonios ja sabiam daquela propriedade
geral, enquanto os egipcios conheciam-na para o caso particular do triangulo de lados 3,
4 e 5. Ha provas que os chineses também conheciam. Mas foi Pitdgoras quem primeiro
apresentou uma prova para tal relagao entre hipotenusas e catetos, apesar de muitos his-

toriadores da matematica questionarem se o teorema teria, efetivamente, sido formulado
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1

por Pitagoras ou por um de seus seguidores ja que os pitagéricos” nao deixaram registros

escritos e nao distinguiam a autoria dos trabalhos por eles desenvolvidos.

Figura 2 — Pitdgoras (David Smith Collection)

Embora nascido em Samos, Pitagoras passou a maior parte de sua vida adulta na
cidade de Crotona, no Sul da Italia, onde criou (cerca de 540 a.C.) uma escola voltada
ao estudo da Filosofia, das Ciéncias Naturais e da Matematica. Em poucas décadas os
pitagéricos espalharam por todo o mundo grego uma verdadeira febre pelo estudo da
matematica, colocando a civilizagdo em um caminho que nos trouxe a era cientifico-
tecnologica de hoje. Esta, certamente, foi a maior contribuicao historica de Pitagoras e a
razao pela qual o filésofo-matematico inglés Bertrand Russell (1872-1970) considerava-o

um dos maiores homens que ja ezxistiram (GARBI, 2010).

Nao se sabe ao certo qual demonstragao foi dada por Pitagoras. Acredita-se (HELL-
MEISTER, 2013) que tenha sido do tipo “geométrica” utilizando igualdade de areas es-
tabelecidas com base nas divisoes do quadrado das figuras a seguir.

Figura 3 — A demonstracao segundo Pitagoras

a b b a

Do quadrado que tem a+ b como lado, retira-se quatro tridngulos iguais ao dado.
Fazendo-se isso como na figura a esquerda, obtém-se um quadrado de lado ¢. Mas se a

mesma operacao for feita como na figura a direita, restardo dois quadrados, de lados a e

1 Os pitagéricos foram os membros da escola criada por Pitdgoras, uma irmandade unida por mistérios,

ritos cabalisticos e ceriménias e empenhada no estudo de filosofia, matemética e ciéncias naturais
(EVES, 1992, p. 8)
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b respectivamente. Logo, a area do quadrado de lado ¢ é a soma das areas dos quadrados
cujos lados medem a e b, (HELLMEISTER, 2013).

O Teorema de Pitdgoras (GALVAO, 2008) conduziu ao impasse a aritmética dos
pitagéricos que se depararam com a irracionalidade (ou incomensurabilidade, utilizando
o vocabuldrio da época) da raiz quadrada de dois (que é o bem conhecido comprimento
da diagonal do quadrado de lado unitario). A partir de entdo, para contornar o problema,
provocado pela existéncia dos nimeros irracionais, os procedimentos geométricos de cons-
trugdo com régua (sem marcas) e compasso firmam-se, juntamente com a introducao das
“magnitudes” associadas aos comprimentos dos segmentos. As construgoes geométricas
passam a ser adotadas para justificar propriedades algébricas. Todas essas questoes com
as quais se depararam os pitagéricos estao, portanto, associadas as origens das construgoes

com régua € CcOoImpasso.

A partir dai, os matematicos gregos interessaram-se bastante pelas construgoes
geométricas que podem ser realizadas exclusivamente com o emprego desses dois instru-
mentos. Esta limitacao a apenas dois instrumentos espelhava, ao mesmo tempo, o conceito
de elegancia com que os gregos tratavam das questoes geométricas e, também, a atracao
tipicamente helénica que eles nutriam pelos desafios intelectuais, independentemente de
qualquer utilidade pratica imediata (GARBI, 2010).

Alguns gedmetras, posteriores aos pitagéricos sao especialmente citados por Pro-

clus. Entre eles é interessante destacar Oendpides e Hipocrates, ambos nascidos na ilha
de Chios.

Oenopides viveu por volta de 490 a 420 a.C., foi um astrénomo cujo trabalho ma-
tematico reflete influéncias pitagoricas. Apesar de menos conhecido, sao atribuidas a ele
as descobertas relativas a estimativa da inclinagao do eixo terrestre e da duragao, mais
precisa que se tem noticia na antiguidade, para o més lunar e o ciclo anual. Proclus atribui
a ele duas proposigoes (que aparecem nos Elementos de Euclides, no primeiro livro, pro-
posigoes 1.11 - 1.12) relativas a construgao da perpendicular & uma reta por um ponto fora
dela ou pertencente a ela. Consta que foi o primeiro a estabelecer as restrigoes dos métodos
a serem utilizados nas construgoes com régua e compasso e, provavelmente, o primeiro a
resolver problemas geométricos com tais recursos. As construcgoes de perpendiculares até
entdo eram executadas com esquadros (os “gnoémons”), e Oendpides é a referéncia mais

antiga que temos relacionada as construgoes com régua e compasso (GALVAO, 2008).

A seguir, a construcio da perpendicular (GALVAQO, 2008) por um ponto P da reta
e sua justificativa por meio da congruéncia de triangulos e a construcao da perpendicular
por um ponto P nao pertencente a reta e sua justificativa através da congruéncia de

tridngulos, ambas segundo Oenopides.
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Figura 4 — Construcdo da perpendicular por um ponto P da reta e sua justificativa através da
congruéncia de triangulos.
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Figura 5 — Construgao da perpendicular por um ponto P nao pertencente a reta e sua justifica-

tiva através da cong

ruéncia de triangulos.
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A primeira construcao utiliza-se do fato de que as duas circunferéncias se intercep-

tam, e a segunda, de que a reta construida intercepta a reta dada, isto ¢, usa a intersecgao

de retas para determinar o ponto O.

Belissimos problemas (GARBI, 2010) foram resolvidos com o uso de régua e com-

passo, mas nada menos que do que 5 questoes investigadas pelos gregos nao encontraram

resposta dentro do conjunto de conhecimentos disponiveis a época e tiveram que aguar-

dar dois milénios de evolucao da Matematica até que fossem inteiramente compreendidos.

Foram eles:

1. Construgao da aresta de um cubo cujo volume seja o dobro do volume de outro

(duplicagao do cubo);

2. Construcao de um segmento de reta cujo comprimento seja igual ao perimetro de

uma dada circunferéncia (retificagio da circunferéncia);

3. Construgao de um quadrado de area igual a de um dado circulo (quadratura do

circulo);

4. Divisao de um angulo qualquer em 3 partes iguais (trisseccao do angulo);

5. Construgao de poligonos regulares (divisio da circunferéncia em n partes iguais).
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A duplicagdo do cubo, a quadratura do circulo e a trisseccdo do angulo ficaram
conhecidos como Os Trés Problemas Cldssicos. Ficou demonstrado (GARBI, 2010) que as
3 primeiras construgoes sao sempre impossiveis, se apenas régua (sem marcas) e compasso
forem admitidos. A divisao do angulo em trés partes iguais, apenas com régua e compasso,
s6 é exequivel em alguns casos particulares (por exemplo, 45°, 90°, 180°, 270°, etc.) sendo
impossivel de uma maneira geral. E para a divisao da circunferéncia em n partes iguais

2

Gauss®, aos 19 anos, deu a seguinte resposta:

Ela somente ¢é possivel quando n é um ntimero da forma n = 2Sp’1”1 p52...

onde s é um ntmero inteiro ndo negativo, p1, ps, ... sdo primos da forma

92" +1, com k£=0,1,2,... e 1, T2, ... sd0, cada um deles, zero ou um
(GARBI, 2010, p. 181).

De qualquer maneira, ainda resta uma duvida nesta antiga questao: até hoje nao

se sabe se para k > 4 existem ou nao primos do tipo 92k +1.

As origens desses problemas sao diversas e existem varias historias que as explicam.
No entanto, eram a generalizagao natural de problemas ja conhecidos. Muitos resultados

matematicos obtidos nesse periodo foram subprodutos dos esforgos para resolvé-los.

E importante esclarecer que, se outros instrumentos forem permitidos, entao essas
construgoes tornam-se possiveis (GARBI, 2010). Por exemplo, Arquimedes, no século 111
a.C., mostrou como dividir qualquer angulo em trés partes iguais ou construir um hep-
tagono regular usando um compasso e uma régua com marcas ou outros meios. Também
Nicomedes (cerca de 240 a.C.) encontrou uma forma de dividir angulos em trés partes
iguais por meio de uma curva por ele mesmo inventada, a Concéide. Antes de Arquime-
des e de Nicomedes, Hipias de Elis (cerca de 460 a 400 a.C.), inventara uma curva, a
Quadratriz, com a qual se pode efetuar tanto a quadratura do circulo como a trisseccao
do angulo mas, evidentemente, nem a Concéide nem a quadratriz podem ser construidas

com régua e compasso.

E foi na provavel tentativa de resolver um desses problemas que Hipécrates (século
V a.C.) escreveu seu nome na histéria da Geometria. Registra-se sua passagem por Atenas
entre 450 e 430 a.C., era mercador e depois de ter seu navio saqueado por piratas, aportou
em Atenas na tentativa de reaver seus bens. O contato com a cultura ateniense da época
motivou sua permanéncia na cidade (GALVAO, 2008).

2

Carl Friedrich Gauss (1777-1855): astrénomo, matemaético e fisico alemdo. Com apenas 16 anos, criou
um método, usado até hoje, para deduzir os elementos da 6rbita de um planeta com medidas tomadas
a partir de um ponto na superficie da Terra, (GUIMARAES, 2006, p. 21).
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Figura 6 — Hipécrates de Chios

Sua matematica tinha caracteristicas e influéncias pitagéricas. Trabalhou no pro-
blema da quadratura do circulo e construiu as chamadas linulas ou luas de Hipocrates,
(GALVAO, 2008). O registro do trabalho de Hipécrates sobre as linulas (isto é, cres-
centes), extraido das versdes da Histdria da Geometria escrita por Eudemus, traz como
primeiro exemplo a quadratura de luas construidas sobre os lados de um tridngulo retan-
gulo isésceles, como na Figura 7. Hipocrates mostrou que a area da lua é igual a area do

tridngulo retangulo, como ilustra a Figura 7 (& direita).

Figura 7 — Linulas de Hipocrates - 1

A D B A 3] B

Para a quadratura (GALVAO, 2008), em todos os exemplos que chegaram até os

dias de hoje, Hipocrates utilizou uma propriedade simples dos setores circulares: a razao
entre as areas de dois setores cujos angulos centrais congruentes sao iguais a razao entre

os quadrados dos comprimentos de suas respectivas cordas.

Figura 8 — Setores circulares
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Ou seja, se A1 e Ay sdo as areas dos setores circulares OAB e OC'D na Figura 8,

temos entao:
A AB?
Ay CD?2
A 2
Esta razao o2 também é a razao entre as areas dos triangulos AOAB e AOCD e entre

as areas dos correspondentes segmentos circulares.

Voltando ao exemplo de Hipdcrates (Figura 7), a base AB e o lado AC' do trian-
gulo retangulo isésceles AABC séo tais que AB? = 2AC?. Usando esta relacdo, pode-se
concluir que a razao entre as areas das semicircunferéncias com didmetros AB e AC é tal

que A2 = Al.

Hipécrates, a partir destas informagoes, observou que a soma das areas das duas
luas (que denotaremos 2A4) pode ser obtida subtraindo a drea da semicircunferéncia maior

(A2) da soma da édrea do tridngulo (A¢) e as dreas das circunferéncias menores (A;), ou
seja: 2A = A +2A1 — As.

Tem-se, portanto, 24 = A; e a drea A da lua serda a metade da area do tridngulo
AABC, ou ainda igual & area do tridngulo A AC D estando, portanto, resolvido o problema

da quadratura da lua.

Na sequéncia de seu trabalho, Hipdcrates exibiu ainda dois outros exemplos de qua-
draturas de luas, em que o arco exterior é maior ou menor do que uma semicircunferéncia
(GALVAO, 2008). O exemplo em que o arco exterior ¢ maior do que a semicircunferéncia
esta baseado na construcao de um trapézio isésceles cuja base menor é congruente aos
lados nao paralelos, ou seja, na Figura 9, AD = CD = BC. Além disso, supoe-se que
AB? = 3BC? e que os angulos entre os segmentos O1D e O2D e a mediatriz das bases

sao congruentes.

Figura 9 — Lidnulas de Hipécrates - 2

Com estas hipdteses, tem-se que a razao entre as areas A; e Ay dos segmentos
circulares correspondentes as cordas e, respectivamente (ou, consequentemente, e) é 3, ou

seja, A1 = 3A2. Novamente, pode-se escrever a igualdade:

A=Ar+34A,— Ay
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onde A é a area da lua e Ap é a area do trapézio; temos mais uma vez,
A=Ar

e a quadratura da lua é possivel. Sendo o dngulo um angulo obtuso (AB > CD e o
prolongamento dos lados AB e BC determina um ponto F tal que o tridngulo ACDF
¢ is6sceles e os dngulos de sua base sao agudos) o angulo é agudo, e, portanto, o arco
exterior ¢ maior do que uma semicircunferéncia. Vale a pena ainda observar que a medida
do arco exterior da lua é o triplo da medida de seu arco interior (GALVAQO, 2008).

Ainda em Galvao (2008), a construcao do trapézio nas condigoes acima com régua
e compasso ¢ um otimo exercicio; observe que uma possibilidade sera comecar pelo trian-

gulo retangulo AAHD cuja hipotenusa tem comprimento AD = L e o cateto AH mede
3—1
2

L, conforme Figura 10.

Figura 10 — Trapézio e a linula de Hipécrates

A Figura 11 ilustra o caso em que o arco externo é menor do que uma semicir-
cunferéncia. Novamente, o trapézio é isésceles, a base menor é congruente aos lados nao
paralelos, e, neste caso, considera-se que AE? = 3/2BC?; esta hipdtese garante que as
dreas A; e As dos segmentos circulares correspondentes as cordas AE e BC, respectiva-
mente, satisfacam a relagdo 241 = 3As. A relagdo entre as areas agora pode ser descrita
pela expressao A = Ap +3A4s —2A1, onde Ap é a area do poligono AEBCD, que seré
equivalente & lua original (GALVAO, 2008).

Figura 11 — Linulas de Hipocrates - 3
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A construcao com régua e compasso, do trapézio que serve de base a lua ja é mais
trabalhosa do que no exemplo anterior. A construcao original descrita pelos escritores
antigos comeca pelo segmento DC, na Figura 12, traca-se a mediatriz de DC e uma,
circunferéncia com centro D e raio DC = a. Toma-se uma reta pelo ponto C' de forma
que o segmento AF que ela determina ao interceptar a mediatriz e a circunferéncia tenha,
o comprimento desejado, ou seja, AE? = BC? (este é um tipo de recurso frequentemente
utilizado na resolucao dos problemas na antiguidade, chamado “neusis”, do verbo grego

neuein, que significa apontar ou acenar (GALVAO, 2008).

Observe que o tridngulo AADC (Figura 12), pode ser construido com régua e com-

passo calculando o comprimento do lado AC; os tridngulos retangulos AAFC e AGEC

AC 2
sao tais que: 5 = 2/0, ou seja, tem-se uma equacao do segundo grau em y = AC,
a
3 " V6+v/22 . . ,
usando que EC' =y — ﬁa, cuja solucao y = — ¢ admite construcao com régua e

compasso.

O trapézio podera ser construido a partir do triangulo, assim como os arcos de
circunferéncia que determinam a lua. O angulo do vértice D serd obtuso. Pode-se ainda
verificar que (Figura 11), se a =m(LAPD), m(£LAPB) =3a e m(£LAOB) = 2a, ou ainda,
2m(LAPB) =3m(£LAOB).

Figura 12 — Triangulo e a linula de Hipocrates

Um dos principais personagens da histéria da Geometria e da Matemética, e um
dos maiores matematicos gregos da antiguidade e de todos os tempos foi Euclides. Pouco
se sabe sobre sua vida, onde nasceu (se realmente foi em territério grego) ou a data do seu
nascimento. Talvez tenha sido por volta do ano 325 a.C. Sabe-se que ele viveu na cidade
de Alexandria, no atual Egito, quase certamente durante o reinado de Ptolomeu I (323 a
283 a.C.) e morreu de causas desconhecidas no ano 265 a.C. Por essa razio ele é citado
como Euclides de Alexandria (ANDRINI, 2012).

Euclides foi o mais famoso dos nomes da escola de Alexandria® e, mesmo que

parte de sua formacao tenha provavelmente ocorrido em Atenas, foi em Alexandria, onde

3 O maior centro de estudo de Matematica da Antiguidade, formado por um museu e uma gigantesca

biblioteca, concebida para abrigar todas as obras cientificas e filosoficas produzidas no mundo grego
(GARBI, 2010, p. 18)
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dirigiu a area de Matematica do Museu e onde escreveu varios livros, entre eles os célebres
Elementos (considerado a obra de Geometria mais importante de toda a histéria), que

revelou seu talento (GARBI, 2010).

Figura 13 — Euclides de Alexandria

Os Elementos (GALVAO, 2008) consistem em treze livros onde Euclides incorpora
todo o conhecimento matematico acumulado em sua época, ou seja, os varios resultados
originalmente obtidos por outros matematicos anteriores a ele e seus trabalhos originais,
contendo 465 proposigoes que tratam de topicos de Geometria, Teoria dos Numeros e
Algebra (geométrica). Ao longo desses livros sdo consideradas construgoes geométricas
com régua e compasso, demonstragoes indiretas (ou “por absurdo”), a chamada “lei dos
cossenos”, uma resolugao geométrica para equagoes de segundo grau, entre varios outros

resultados.

Nestes treze livros Euclides realizou o prodigioso trabalho de sistematizar os conhe-
cimentos da Geometria elementar, de forma rigorosa e dedutiva, partindo de um nimero
minimo de definigdes e de verdades aceitas sem provas (GARBI, 2010). Logo no inicio
dos Elementos ele explicitou algumas verdades evidentes por si mesmas, agrupando-as em

cinco postulados de natureza geométrica e em cinco aziomas (nogdes comuns). Vejamos:

Os cinco postulados (AABOE, 2013):

1. E possivel tracar uma linha reta de um ponto qualquer a um ponto qualquer;
2. E possivel prolongar arbitrariamente um segmento de reta;

3. E possivel tracar um circulo com qualquer centro e raio;

4. Dois angulos retos quaisquer sao iguais entre si;

5. Se uma reta, interceptando duas outras retas forma angulos interiores do mesmo lado
menores do que angulos retos, entao as duas retas, caso prolongadas indefinidamente,
se encontram do mesmo lado em que os angulos sdo menores do que dois angulos

retos.
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E os cinco axiomas, (AABOE, 2013):

1. Grandezas iguais a uma mesma grandeza sao iguais entre si;

2. Se grandezas iguais forem adicionadas a grandezas iguais, as somas serao iguais;

3. Se grandezas iguais forem subtraidos de grandezas iguais, os resultados serao iguais;
4. Grandezas que coincidem entre si sao iguais;

5. O todo é maior do que suas partes.

Os postulados sao as hipdteses basicas relativas ao ramo especifico do saber, neste

caso a geometria plana, enquanto que os axiomas sao aceitos em todos os campos.

O sistema geométrico apresentado por Euclides nos livros que formam os Elementos
durante muito tempo foi considerado “a” Geometria. Era a tnica disponivel e podia
ser usada na vida diaria sem contradicoes aparentes. Os Elementos de Fuclides foram

fundamentos do ensino de Geometria praticamente até o inicio do século XX.

Segundo Merlyn Retz e Meta Darlene Keihn,

em 1928, um pequeno livro intitulado Fuclides Danicus foi descoberto
num sebo na Dinamarca. Escrito por Georg Mohr (1640-1697) e publi-
cado originalmente em 1672, este trabalho mostra como os problemas de
construgdes com régua e compasso podem ser resolvidos apenas por meio
de compasso. Essas construcgoes ficaram conhecidas como “construgoes
de Mohr-Mascheroni” (EVES, 1992, p. 31).

A obra de Mohr (EVES, 1992) se fez sob a forma de resposta a questao: “O que é

possivel usando-se apenas o compasso?”. Sua resposta foi: “Tudo de Euclides”.
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3 Sobre o Ensino da Geometria

Segundo o Referencial Curricular do Ensino Fundamental do Estado do Tocantins,

o estudo dos conceitos geométricos revela o lado sedutor da matematica,
as possiveis conexdes de seus conteidos com diversos fatores presentes
no meio social (formas, dreas, volumes, planos, etc.) permite uma abor-
dagem rica em imagens, desenhos e manipulag¢ées de objetos, talvez por
isso, seja (ou era) a parte da matemética em que os alunos demonstram
mais interesse. Destaca ainda a importancia de que o aluno perceba a
relagdo destes conteiidos com algumas areas de conhecimentos aplicados
(engenharia, construcdo civil, pintura, escultura, etc), pois isto ajuda a
reforgar a aplicabilidade dos conhecimentos desenvolvidos, revelando a
matematica como uma ciéncia atual de inestimada importancia para a

sociedade (TOCANTINS, 2008, p. 336).

Apesar disso, nota-se que a Geometria tem sido deixada em segundo plano pela
maioria dos professores de Matematica do Ensino Fundamental, e isso se deve a uma
série de fatores. Um deles (BRASIL, 1998) é que a formacdo dos professores, tanto a
inicial quanto a continuada, pouco tem contribuido para qualifici-los para o exercicio
da docéncia. Nao tendo oportunidade e condi¢bes para aprimorar sua formacao e nao
dispondo de outros recursos para desenvolver as praticas da sala de aula, os professores
apdéiam-se quase exclusivamente nos livros didaticos, que, muitas vezes, sao de qualidade

insatisfatoria.

Fazendo-se uma analise dos principais livros didaticos de Matematica utilizados no
ensino fundamental nos ltimos anos, verifica-se que, ao tratar do estudo da Geometria,
a maioria tem pontos negativos. Veja a seguir algumas andalises encontradas no Guia do
Livro Didatico - PNLD 2014 (BRASIL, 2013) e suas respectivas colegoes e autores.

e (...) ha sequéncias de demonstracoes que adotam um encadeamento légico que di-
fere do usual. Essas escolhas tornam menos instrutivas e atraentes algumas de-
monstracoes feitas no livro. E o que ocorre, por exemplo, na demonstracio do caso
angulo-angulo de semelhanca de tridngulos e do Teorema de Tales. (Colegao: DES-
COBRINDO E APLICANDO A MATEMATICA, Alceu dos Santos Mazzieiro e
Paulo Antonio F. Machado, Editora Dimensao, 1* Edi¢ao - 2012);

e (...) ha deficiéncias nos experimentos introdutérios das propriedades geométricas,
nos quais o aluno é guiado para atingir muito rapidamente as conclusoes desejadas,
com pouca oportunidade de tirar suas préprias conclusoes. E mais, o excesso de
nomenclatura que permeia o desenvolvimento dos contetidos pode desviar a atencao
dos fatos mais relevantes. (Colecio: MATEMATICA —~ BIANCHINI, Edwaldo Roque
Bianchini, Editora Moderna, 7* Edicao - 2011);
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e (...) nao ha articulagao e equilibrio adequados entre atividades experimentais e dedu-
tivas, ja que ¢é destinado pouco espaco para investigagoes, levantamento de hipoteses
e verificacao de propriedades pelo aluno. As construgoes geométricas com régua e
compasso estao presentes, (...) porém sem as necessarias justificativas para os pro-
cedimentos empregados. (Colecio: MATEMATICA — IDEIAS E DESAFIOS, Dulce

Satiko Onaga e Iracema Mori, Saraiva Livreiros Editores, 17* Edigao - 2012);

e O termo “vistas” é usado para designar varios tipos de imagens graficas, no entanto,
algumas dessas imagens nao possuem as propriedades geométricas que definem esse
conceito. Além disso, no estudo de simetrias de reflexao, ha pouca clareza com
respeito a distingdo entre eixos de simetria nas imagens graficas, que sempre sao
planas (...). (Colecio: MATEMATICA — IMENES LELLIS, Luiz Marcio Pereira
Imenes e Marcelo Cestari Terra Lellis, Editora Moderna, 2* Edicao - 2012);

e (...) sdo valorizadas construgoes com instrumentos de desenho, ainda que sem as
devidas justificativas. (...) por vezes, sélidos geométricos sdo confundidos indevi-
damente com a superficie fechada que é o seu contorno. (Cole¢ao: PRATICANDO
MATEMATICA - Edicéo renovada, Miguel Asis Name e Maria José C. de V. Zam-
pirolo, Editora do Brasil, 3* Edi¢ao - 2012);

e As figuras geométricas planas sao definidas de modo apropriado, ora como regides
planas, ora como contornos de regioes planas. Tal tratamento, entretanto, nao é
observado para as figuras geométricas espaciais. Além disso, por vezes, uma vista de
um objeto ¢ apresentada como aquilo que um observador vé de determinado ponto.
Sabe-se que, em geometria, vistas sao imagens de um objeto por meio de projegoes
paralelas ortogonais sobre um plano. Ha desarticulagao entre os conceitos de vistas,
perspectiva e outros modos de representacao plana de figuras geométricas espaciais.
(Colecio: PROJETO TELARIS - MATEMATICA, Luiz Roberto Dante, Editora
Atica, 1* Edicdo - 2012);

e Em seguida, nesses livros, sao apresentados conceitos da geometria plana, em es-
pecial o conceito de angulo. No entanto, ha repeticoes desnecesséarias e sao estabe-
lecidas poucas articulagoes entre as figuras geométricas espaciais e as planas. (...)
¢ bem conduzida a discussao das isometrias de rotagao e de translagdo no plano.
No entanto, tais transformagodes sdo mal articuladas com o conceito de simetria.
(Colecio: VONTADE DE SABER MATEMATICA, Patricia Rosana M. Pataro e
Joamir Roberto de Souza, Editora FTD, 2* Edigao - 2012).

Além desses aspectos negativos citados acima é usual encontrar nesses livros pro-
blemas de Geometria que “chamam” ao pensamento e a resolugao de equagoes. Mas, em

muitos casos, esses problemas apontam que um verdadeiro contexto geométrico atue como
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“cenario” para tal pensamento e tal resolucao de uma equagao, sem que se cheguem a es-
tabelecer verdadeiras interagoes entre esses dois dominios. Trata-se de um olhar a respeito
da potencialidade de propor um trabalho que requeira a utilizacao simultanea de recursos

algébricos e geométricos de maneira que uns alimentem os outros (ITZCOVICH, 2012).
Para constatar-se o que foi falado, observe o seguinte exemplo (ITZCOVICH, 2012):
Dado o triangulo ABC', determinar o valor de x sabendo que DE ¢é paralela a AB.

Figura 14 — Tridngulo relacionando algebra e geometria - 1

cC
5r-4 2x-1
D E
2x \x
A B

Neste exemplo, percebe-se claramente a intencao de recorrer as relagoes de propor-
cionalidade entre os segmentos, porém, parece que a dificuldade da resolucao “se inclina

mais para o lado” da resolucdo de uma equacao.
Sr—4  2r—1

Uma vez proposta a equacao , o trabalho centra-se na técnica
de resolugao. Esta resolu¢ao nao deixa ver nenhum novo “lado” do trabalho geométrico
(ITZCOVICH, 2012). Neste sentido, nao hé interagao entre Geometria e Algebra, mas
bem aproveita-se um contexto, o geométrico, para “gerar” o pensamento e a resolucao de

equacoes.

Observa-se ainda que em grande parte desses livros didaticos a Geometria vém de
forma isolada, e é apresentada e exaurida de uma tnica vez, quase sempre na parte final
dos livros, outro fator que leva os professores a deixa-la de lado, sob o pretexto que nao

houve tempo para trabalhar o contetudo.

3.1 Porque o Desenho Geométrico?

Como ja citado na Introducao deste trabalho, José Carlos Putnoki destaca que o
Desenho Geométrico foi banido das nossas escolas de 1.° e 2.° graus, e que, a partir de
entao, a Geometria vem se tornando o grande terror da Matematica, tanto para alunos
quanto para professores. Segundo ele, nao se trata de uma coincidéncia, mas sim de uma
consequéncia. Mesmo sendo evidente que desde os tempos em que a régua e o compasso
frequentaram os bancos escolares, até os dias de hoje, inlimeros sao os fatores que incidiram
negativamente no ensino, isso nao anula em hipdtese alguma, a defesa que se pretende
apresentar (HELLMEISTER, 2013).
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Hoje em dia, uma grande quantidade de alunos do ensino fundamental ndo conhe-
cem, ou sequer ouviram falar o que é um compasso, quanto mais manipular, e alguns nao
sabem utilizar corretamente uma régua. Assim como eles, muitos professores de Mate-
matica também nao sdo da geracao da régua e do compasso, ou seja, nao aprenderam a

utilizar os instrumentos euclidianos na escola.

Ainda em HELLMEISTER (2013), Putnoki enfatiza que, desde os Elementos, de
Euclides, o Desenho Geométrico apresenta-se ligado a Geometria de forma indissoltuvel,
nao com esse titulo, mas com a denominagao de “Construgoes Geométricas”. A rigor, en-
sinar Geometria sem régua e compasso é como dar a uma crianga um triciclo sem uma
das rodas trazeiras. Ela até consegue se locomover, mas com muita dificuldade (HELL-
MEISTER, 2013).

A forma como ensina-se Geometria hoje, abrindo mao de ferramentas cujo alcance
didatico é inesgotavel é o mesmo que mutila-la. Putnoki ressalta ainda que,

quando Euclides elaborou sua Geometria, nio era sua proposta a ezecu-
¢do dos tragados com régua e compasso, mas o estudo da possibilidade
de construir a figura com aqueles instrumentos, e que didaticamente fa-
lando, discutir como construir e, em seguida, realizar a construgao, sao
etapas que se completam, sendo a segunda a prépria materializagao das
ideias da primeira (HELLMEISTER, 2013, p. 369).

Observe aqui um exemplo (ITZCOVICH, 2012) que permite claramente a interacao

entre a Geometria e a Algebra, por meio das construgoes geométricas.

Considere o triangulo ABC.

Figura 15 — Triangulo relacionando algebra e geometria - 2

C

Usando somente régua (ndo graduada) e compasso, construir um triangulo ADC,
de maneira que D pertenga a reta AB e que a drea do triangulo ADC' seja 1/3 da drea
do triangulo ABC'.

Neste exemplo, como se trata de construir um tridngulo (sob dadas condigbes) cujas
proporgoes entre segmentos constituem a resolucao privilegiada, a mesma proporcionali-
dade é a que contribui as relagoes necesséarias para poder pensar a resolucao do problema

(ITZCOVICH, 2012). Isto é, ao tentar desenvolver um caminho possivel na construgao,
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a expressao algébrica que relaciona a area do tridngulo conhecido (A71) com o tridngulo

por construir (Apg) permite conhecer a base do novo tridngulo.
Veja a solucgao:
Sejam, a area do triangulo ABC = A7 e a area do triangulo ADC' = A, entao,

deve ocorrer que Apy = 3. Apo.

Considerando o novo triangulo com mesma altura que o original, bastara dividir sua
base em trés partes iguais e considerar uma delas (a mais proxima de A) para construir
o novo triangulo. Para isso, basta utilizar o procedimento de dividir um segmento em
partes iguais com régua e compasso, que pode ser encontrado no capitulo 4, Construgoes

Geométricas Bésicas.

Figura 16 — Triangulo relacionando algebra e geometria - 3

Assim, tem-se que o tridngulo ABC possui a mesma altura do tridngulo construido
ADC, e a construcao esta correta. A justificativa é simples ja que se verificam as seguintes

condicoes:

Ar1  AB
Are  AD
e como AD é a terceira parte de AB, é possivel afirmar que Ap; = 3. Apa.

Pode-se perceber neste exemplo que, as expressoes algébricas permitem planejar
a construcao e ter a certeza de que a construcao estd correta e possivel de ser realizada
com régua (nao graduada) e compasso (ITZCOVICH, 2012). Assim, trata-se de evidenciar
algumas relacoes entre a Algebra e a Geometria que cumprem a funcéo de colaborar para
o planejamento de uma construgao, bem como de demonstrar se a construcao realizada

cumpre as condigoes propostas ou nao.
Segundo Calixto Garcia,
as Construgoes Geométricas desempenham um papel relevante na Ma-

tematica, pois possibilitam a aplicagdo e a revisao de conceitos adquiri-
dos, resolvem muitas situac¢oes aplicaveis ao cotidiano e seu estudo pode
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esclarecer a solugdo de problemas tradicionais em Geometria (HELL-
MEISTER, 2013, p. 489).

E uma ferramenta cuja funcio essencial no ensino é a de permitir a aplicacio
de sua teoria, materializando ideias, para melhor compreensao de seus conceitos, tendo
grande importancia na compreensao da Matematica elementar. Seus problemas desafiam
o raciocinio e exigem soélido conhecimento dos teoremas de geometria e das propriedades
das figuras e nao é exagero dizer que nao ha nada melhor para aprender geometria do que

praticar as construgoes geométricas (WAGNER, 2009).

Por esses e outros motivos, é sempre interessante enfatizar a importancia de seu

estudo nos curriculos escolares.
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4 Construcoes Geométricas Basicas

A seguir, destaca-se uma série de exemplos de construgdes com régua e compasso,

baseados em um conjunto de ideias e demonstracoes realizadas na obra de Eduardo Wag-

ner (WAGNER, 2009).
Esses exemplos (MUNIZ NETO, 2013), objetivam desenvolver nos docentes e dis-

centes uma relativa habilidade no manuseio da régua e do compasso. Em cada um desses
exemplos é apresentada uma sequéncia de passos que, uma vez seguida, executa a cons-
trucao correspondente. Observa-se, por fim, que uma construgdo geométrica nao constitui
prova de uma propriedade geométrica, uma vez que, necessariamente, envolve escolhas

particulares e erros de precisao.

4.1 Transposicao de Segmentos de Reta

Construir o tridngulo ABC' sendo dados os trés lados:

Figura 17 — Tansposicao de segmentos de retas - 1

Solucao.

1. Desenhe uma reta r e sobre ela assinale o ponto B.

2. Para transportar o segmento a, pegue o compasso, ponha a ponta seca em uma das

extremidades e abra até que a ponta do grafite coincida com a outra extremidade.

3. Ponha agora a ponta seca em B e trace um pequeno arco cortando a reta r. Este é
o ponto C' tal que BC = a. (Figura 18)

4. Pegue agora o segmento b com o compasso. Com centro em C' desenhe, acima da

reta r um arco de circunferéncia de raio b.

5. Para finalizar, pegue o segmento ¢ com o compasso e, com centro em B desenhe um

arco de raio c. A intersecdo desses dois arcos ¢ o vértice A do tridngulo. (Figura 19)
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Figura 18 — Tansposicdo de segmentos de Figura 19 — Tansposicdo de segmentos de
retas - 2 retas - 3

A
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Este exemplo mostra como construir um triangulo dadas as medidas dos lados e,

consequentemente, a transportar segmentos.

4.2 Transposicio de Angulos

Dado o angulo a, e a semirreta OX construir o angulo XOY = a.

Figura 20 — Tansposicao de angulos - 1

Solucao.

1. Com centro no vértice do angulo dado trace um arco de circunferéncia cortando seus

lados nos pontos A e B. (Figura 21)

2. Sem modificar a abertura do compasso trace um arco com centro O cortando OX

em C.

3. Pegue com o compasso a distancia AB e trace, com centro em C' e com este raio,
um arco determinando sobre o primeiro o ponto D. A semirreta OY que passa por
D é tal que XOY = a. (Figura 22)
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Figura 21 — Tansposicao de angulos Figura 22 — Tansposicao de angulos - 3
Y
B
D
AB X
a
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4.3 Retas Perpendiculares

Seja P um ponto dado fora de uma reta r dada. Construir, passando por P uma
perpendicular a reta r.

Figura 23 — Construgao da perpendicular - 1

P

Solugdo.

1. Com centro em P trace uma circunferéncia qualquer cortando a reta r nos pontos
A e B. (Figura 24)

2. Em seguida, desenhe dois arcos de circunferéncia de mesmo raio, com centros nos
pontos A e B, determinando na intersecao o ponto (). A reta P(Q é perpendicular &

reta r e o problema esta resolvido.

A primeira circunferéncia desenhada garante que PA = PB e as duas seguintes,

garantem que QA = QB. Assim, os pontos P e () equidistam de A e B.

Figura 24 — Construgdo da perpendicular - 2

P
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4.4 Retas Paralelas

Seja P um ponto dado fora de uma reta r dada. Construir a reta paralela a r

passando por P.

Figura 25 — Construgdo da paralela - 1

P

Solugdo.

1. Trace um arco de circunferéncia com centro em P cortando a reta r em A. (Figura
26)

2. Trace outro arco de circunferéncia com mesmo raio que o primeiro e centro em A,

cortando a reta r em B. (Figura 27)

3. Trace um terceiro arco de circunferéncia com mesmo raio que os outros e centro em

B, cortando o primeiro arco em Q. (Figura 27)

Figura 26 — Construgao da paralela - 2 Figura 27 — Construgao da paralela - 3

P Q P al”

Para justificar, observe que pelas construcoes efetuadas, PAB® é um losango.
Portanto, seus lados opostos sdo paralelos. Logo, a reta P(Q) é paralela a reta r e o problema

esté resolvido.

4.5 Divisao de um Segmento em Partes Iguais

Dado um segmento AB, dividir AB em um nimero qualquer de partes iguais.

Figura 28 — Divisao de segmentos - 1

A B
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Solucao.

1. Esse exemplo mostra como dividir o segmento AB em 5 partes iguais. Trace uma
semirreta qualquer AX e sobre ela, com o compasso, determine 5 segmentos iguais:
AAl; AlAQ; A2A3; A3A4; A4A5. (Figura 29)

2. Trace agora a reta AsB, e a seguir, as paralelas a esta reta tragadas pelos pontos

Ay; Ag; As; Ay, determinando sobre AB os pontos Py; Pa; P3; Py. (Figura 30)

Figura 29 — Divisao de segmentos - 2 Figura 30 — Divisao de segmentos - 3

Assim, AP, = PP, = P,P3 = P3P, = Py B, ou seja, o segmento AB esta dividido

em 5 partes iguais.

4.6 Reta Mediatriz e Ponto Médio

Dado um segmento de reta AB, determinar o ponto médio de AB e a reta mediatriz
a AB.

Figura 31 — Mediatriz e ponto médio - 1

A B

Solucao.

1. Trace um arco de circunferéncia com centro em A e raio maior que a metade de AB.

(Figura 32)

2. Com o mesmo raio, trace outro arco de circunferéncia com centro em B, intersec-

tando o primeiro em P e Q. (Figura 32)

3. Por fim, trace a reta PQ. (Figura 33)
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Figura 32 — Mediatriz e ponto médio - 2 Figura 33 — Mediatriz e ponto médio - 3
P P
A E A M B
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Pela construcao feita, APB( é um losango e, como é sabido, suas diagonais sao
perpendiculares, assim, P(Q) é a mediatriz de AB. Sabe-se ainda que as diagonais do
losango se intersectam nos seus respectivos pontos médios, logo AM = M B e, portanto,
M é o ponto médio de AB.

4.7 Reta Bissetriz

Dado um angulo AOB, construir a reta bissetriz desse angulo.
Figura 34 — Bissetriz - 1

B

Solugao.

1. Trace, com centro em O, um arco de circunferéncia cortando os lados do angulo em
X eY. (Figura 35)

2. Depois, trace dois arcos de mesmo raio com centros em X e Y que se cortam em C'.
(Figura 35)

3. Para finalizar, trace a semirreta OC'. (Figura 36)



Figura 35 — Bissetriz - 2 Figura 36 — Bissetriz - 3
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Observe que, os tridngulos OXC e OY C sao congruentes (caso LLL) e, portanto,

AOC = COB. Logo, a semirreta OC' ¢ bissetriz do angulo AOB.

4.8 Arco Capaz

Considere dois pontos A e B sobre uma circunferéncia. Para todo ponto M sobre

um dos arcos, o angulo AMB =6 é constante.
Figura 37 — Arco capaz
M
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M

)

Um observador que percorra o maior arco AB da figura acima, consegue ver o

segmento AB sempre sob mesmo angulo. Este arco chama-se arco capaz do angulo 6

sobre o segmento AB.

Naturalmente que, se um ponto N pertence ao outro arco AB entao o angulo ANB

¢ também constante e igual a 180° — 6.

Ainda é interessante notar que se M é qualquer ponto da circunferéncia de didmetro

AB o angulo AM B é reto. Por isso, cada semicircunferéncia de didmetro AB é chamada

de arco capaz de 90° sobre AB.
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Figura 38 — Arco capaz de 90°

M

Entao, veja como construir o arco capaz dados o segmento AB e o angulo a. Para
construir o lugar geométrico dos pontos que conseguem ver AB segundo o angulo «,

acompanhe os seguintes passos.

1. Desenhe a mediatriz de AB. (ver Figura 33)

2. Trace a semirreta AX tal que BAX = a.

3. Trace por A a semirreta AY perpendicular a AX.

4. A intersecao de AY com a mediatriz, é o ponto O, centro do arco capaz.

5. Com centro em O desenhe o arco capaz AB.

Figura 39 — Construgdo do arco capaz
/
X
O
AX B

O arco AB que vocé desenhou é o lugar geométrico do angulo a construido sobre
o segmento AB. Para justificar, observe que se BAX = «a entdo BAY =90° — a e, sendo
M o ponto médio de AB, temos que AOM = . Assim AOB = 2a e, para qualquer ponto
M do arco AB tem-se AMB = a.
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5 Definicoes

5.1 Sequéncias

O triangulo de Sierpinski (Figura 40),' simbolo do PROFMAT, é formado a partir
de uma sequéncia de construgoes de triangulos equilateros. Para obter esse simbolo, marca-
se os pontos médios referentes a cada um dos lados de um tridngulo equilatero inicial
e, a uniao desses pontos dividira esse triangulo em quatro novos triangulos equilateros

congruentes entre si.

Figura 40 — Tridngulo de Sierpinski - Simbolo do PROFMAT

AA A
AAAA

Excluindo-se o triangulo central e usando o mesmo processo nos outros trés trian-
gulos, obtém-se doze novos triangulos equilateros congruentes entre si. A medida do lado

dos tridngulos construidos em cada etapa forma uma sequéncia de nimeros.

Uma sequéncia ou sucessao de nimeros reais é definida como uma fung¢ao cujo
dominio é o conjunto N*, conjunto dos naturais excetuando-se o zero, e tomando valores
no conjunto R dos nimeros reais: f: N* — R, DANTE (2010).

Assim, a cada elemento n € N* corresponde um tnico niimero real a,. Os elementos

an sao os termos da sequéncia, e as notagoes para a sequéncia sao:

(a1, ag, ag, ..., ap, ...) ou (ap)nen* ou (an)

Dessa forma, f(1) =ay, f(2)=ag, ..., f(n)=ap, ..

O indice n indica a posi¢do do elemento na sequéncia. Desse modo, o primeiro

termo ¢ indicado por a, o segundo por as e assim por diante.

Assim, uma sequéncia numérica é uma organizacdo de nimeros, podendo ou nao

ter uma lei de formacao, e ainda, serem finitas ou infinitas.
1

O matemdtico polonés Waclaw Sierpinski (1882 - 1969) foi o primeiro a descrevé-
lo em 1915, também conhecido por Junta de Sierpinsk ou Fractal de Sierpinski
(https://pt.wikipedia.org/wiki/Tridngulo_de Sierpinski, acesso em 23/09/2015).
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Exemplos:

1) A sequéncia dos nimeros pares positivos é infinita: (2, 4, 6, 8, ...), onde a1=2, as=4,
a3=6, a4=8, etc. Observe que 2=2.1; 4 =2.2; 6 =2.3; 8 = 2.4; etc, ou seja, cada termo
¢ dado por 2n com n = 1,2,3,4,.... Nesse caso, temos f(n) = a, = 2n, com a; = 2. Essa

expressao, a, = 2n é chamada de lei de formacao ou termo geral da sequéncia.

2) A sequéncia (8, 5, 1, 7,0, 0, 5, 9) que compoe um numero de telefone é finita e, nesse

caso, nao possui uma lei de formacao.

Quando é dado o primeiro termo de uma sequéncia e uma regra que permite de-
terminar cada termo a, a partir dos seus anteriores, pode-se dizer que explicitou-se a

sequéncia por recorréncia. Por exemplo, veja como explicitar a sequéncia dada por:

CL1:2
an =an—1+3, para n > 2

a; =2

n=2—ay=a1+3— as=2>5;
n=3—az3=a2+3 — a3z =_§;
n=4—a4=a3+3—>ags=11.

Logo, a sequéncia é (2, 5, 8, 11, ...).

Assim, voltando ao simbolo do PROFMAT e considerando o tridngulo inicial
de lado uma unidade, tem-se que os lados dos tridngulos obtidos formam a sequéncia
(1, 5 Z) Pode-se continué-la infinitamente com a; =1 e seguindo a lei de formacao
f(n):an:2nl_l, com n > 2.

Esta é apenas uma introducao ao conceito de sequéncia, preparando o aluno para,
um pouco mais adiante, contemplar as ideias e operagoes das Progressoes Aritméticas
(P.A) e/ou Geométricas (P.G).

5.2 O Numero de Ouro

A primeira grande crise no desenvolvimento da Matematica ocorreu quando se
percebeu que havia segmentos de reta cuja medida nao correspondia a nenhuma razao
entre dois niimeros naturais, o que significava que a reta numerada continha pontos que

nao correspondiam a nenhum ntmero conhecido. E esses novo nimeros foram chamados
irracionais (DANTE, 2010).

Um dos mais famosos nimeros irracionais é o chamado niimero de ouro, repre-

sentado pela letra grega ¢ (1é-se: fi).
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O nimero de ouro (STOCCO, 2013) é igual a razao entre o comprimento e a largura
do retangulo, que possui a seguinte propriedade: Se as medidas de seus lados sao x e m,
e m ¢ a medida do lado do maior quadrado que pode ser retirado do retangulo, entao o

retangulo menor é semelhante ao retangulo inicial.

Figura 41 — Retangulo Aureo

T

s 1 rre

TrL m — T

Isso significa que (STOCCO, 2013): m_r—m
x

= 0 que equivale a:

ou
2?2 —mz—m?=0
Resolvendo essa equagao na variavel z, temos:
_mEvVm2+4m? m+mv5 B m(lj:\/g)
B 2 2 2

X

Como x é um nimero positivo, nao consideramos o sinal negativo, assim

m_1+\/5
2

~ 1,61803398... = ¢

m

ou seja, o nimero de ouro.

Ele é considerado o simbolo da harmonia e da beleza e esta presente em diversos
elementos da natureza (forma de crescimento das plantas e dos demais seres vivos, corpo
humano, cauda do pavao, quantidade de abelhas - machos e fémeas - de uma colméia) e

em varios campos do conhecimento (Arte, Arquitetura, Musica), (DANTE, 2010).

O retangulo com essa propriedade chama-se retangulo aureo e foi utilizado pelos
gregos em sua arquitetura e em muitas obras classicas do Renascimento, como a Mona
Lisa, do italiano Leonardo da Vinci (1452-1519) (STOCCO, 2013).
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6 Aplicacoes em Sala de Aula

Destaca-se aqui algumas atividades envolvendo duas sequéncias numéricas famosas
e que podem ser muito bem exploradas por meio do desenho geométrico, estimulando
a criatividade dos alunos, despertando seu interesse pelo uso da régua e do compasso
e, consequentemente, pelo ensino da geometria. A sequéncia dos niimeros primos e a

sequéncia de Fibonacci.

6.1 Numeros Primos

E muito antiga a percepcao que se teve quanto ao fato de estarem os niimeros
naturais classificados em duas categorias: Os que podem e os que nao podem ser decom-
postos como produtos de outros naturais (GARBI, 2010). Por exemplo, 70 é o produto
2x5x7. Entretando, ntimeros como 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, etc., ndo sao divisiveis
por quaisquer outros, exceto por si mesmos e pela unidade. A este tipo de niimero déa-se

o0 nome primo e seu estudo constitui um riquissimo ramo da Teoria dos Ntimeros.

A sequéncia dos niimeros primos é infinita, e a prova disso, dada por Euclides, que
apesar de magistral gedbmetra também pesquisou os niimeros inteiros e interessou-se em
saber se a quantidade de niimeros primos era ou nao ilimitada, é considerada cativante
(GARBI, 2010). Ele utilizou o método da redugao ao absurdo. Suponha que houvesse

apenas uma quantidade finita de primos, pi, p2, ps3 ... pn. Seja entdao P tal que
P=pi-p2-p3---pnt1

Evidentemente, P é maior do que qualquer p; e nao é divisivel por nenhum deles
(pois sempre deixaria 1 como resto de divisdo). Existem, entdao, duas alternativas: ou P
é primo ou é divisivel por algum primo P’. Se P é primo, foi encontrado um primo que
nao fazia parte do conjunto inicial de primos do qual se partiu. Se P nao é primo e é
divisivel pelo primo P’ este é diferente de todos os primos iniciais. Assim, em ambas as

. / . . ~ . 7 .

alternativas, ou P ou P’ seriam primos nao incluidos no conjunto pi, p2, p3 ... pn, que
deveria conter todos os primos. Isto ¢ uma contradicao com a hipdtese inicial da qual

partiu-se e, portanto, a quantidade de primos nao pode ser finita (GARBI, 2010).

Mesmo que Euclides nao tivesse elaborado os Elementos, esse pensamento de pu-

reza incomparavel seria suficiente para imortalizd-lo (GARBI, 2010).

A seguir, utilizando a sequéncia dos nimeros primos, desenvolve-se as Atividades de
1 a 3, resgatando as construgoes geométricas por meio do uso da régua e do compasso, onde

é feita a construcao de uma estrutura de quadrados, desenvolvendo a capacidade motora,
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a percepcao visual e a capacidade de reconhecer propriedades geométricas, procurando
padroes, como a construgao de espirais e estabelecendo generalizagoes que relacionem

Geometria e Algebra.

6.1.1 Atividade 1: Construcao de Quadrados Primos

Construir, com régua e compasso, uma sequéncia de seis quadrados cuja medida
dos lados sejam os seis primeiros nimeros primos, seguindo o sentido horario, de forma
que cada quadrado tenha seu vértice inicial no centro do quadrado anterior, mantendo os

lados sempre na posicao horizontal e vertical.
CONSTRUCAO

1) Defina um segmento de reta como sendo 1 unidade.

2) Trace agora duas retas perpendiculares, e com a ponta seca do compasso no ponto de
intersecgao (ponto A), faca um arco de circulo de 2 unidades de comprimento definindo
os pontos B e D.

3) A seguir, com a mesma abertura e ponta seca em B e depois em D, trace dois arcos
que se intersectam, definindo o ponto C.

4) Pronto, é s6 tracar os segmentos BC e C'D definindo o quadrado ABCD de lado 2

unidades.

Figura 42 — Construgdo do quadrado de lado 2

; : B C

unidade _iB >C 2 B

5) Para construir o segundo quadrado, inicialmente trace as diagonais AC' e BD definindo
o ponto F, centro do quadrado ABCD e primeiro vértice do novo quadrado.
6) A seguir, com a ponta seca do compasso em B e depois em C, trace dois arcos que se
intersectem definindo o ponto Fj. Analogamente, com a ponta seca em C' e depois em D,
faca dois arcos que se intersectam definindo o ponto Fs.

. == == .
7) Dando sequéncia, trace as retas EE] e FF», e a seguir, com a ponta seca do compasso

e

em FE e abertura de 3 unidades, trace um arco que intersecte FFE, e EEy definindo os

pontos F' e H.
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8) Para finalizar o segundo quadrado, com a mesma abertura anterior, 3 unidades, e com
a ponta seca em F' e depois em H, trace dois arcos que se intersectem definindo o ponto
G. Agora é s6 tragar os segmentos F'G' e GH e finalizar o segundo quadrado, de lado 3

unidades.

Figura 43 — Construcao do quadrado de lado 3 e vértice no centro do quadrado de lado 2

Para construir o terceiro quadrado, de lado 5, proceda de modo anédlogo ao segundo,

de lado 3. Depois de finalizado, a construcgao ficara conforme a Figura 44 a direita.

Figura 44 — Construgao do quadrado de lado 5 e vértice no centro do quadrado de lado 3

Ao finalizar a construcao, ela devera estar conforme a Figura 45.
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Figura 45 — Seis quadrados primos com vértices no centro dos anteriores

6.1.2 Atividade 2: Construcao da Espiral pelo Centro dos Quadrados Pri-
mos

Construir uma espiral com origem no ponto D e que passe pelo centro de cada um

dos quadrados construidos na Atividade 1 e, a seguir, calcular o seu comprimento.
CONSTRUCAO

Essa é uma atividade mais facil, uma vez que os quadrados foram construidos.
Basta definir os pontos My, My, Ms, My, M5 e Mg, pontos de interseccao entre cada

quadrado da sequéncia com 0 seu Sucessor.

Depois, com a ponta seca do compasso em My, trace o arco DFE; com a ponta seca
em Ms, trace o arco E 1, com a ponta seca do compasso em M3, trace o arco I M, e assim

sucessivamente conforme a Figura 46.



ol

Figura 46 — Construgdo da espiral pelo centro dos quadrados primos

F G
| J
U B - X
E M, My H
P A D M
W, W,
L K
Q

Depois de pronta, a espiral ficara conforme a Figura 47.

Figura 47 — Espiral passando pelo centro dos quadrados primos

Agora, veja como calcular o comprimento dessa espiral.

O comprimento de uma circunferénca é dado pela formula C' = 2.7.r. Note que
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1
cada arco construido representa 1 de circulo. Assim, o comprimento de cada arco é dado

por:
1 T
C=2-m-r-—=pr.—
mT =T
Sendo os raios a metade da medida do lado de cada um dos quadrados, entao:
2 2 T o7
=g eti=59=5
3 3 m 37
=g eth=gg =
) 5 m o7
=g eti=gg =T
13 13 7 13w
=g el=g =
ou seja,
Co=C1+Co+C34+Cy+C5+Cy
7,3 5n Tn llx 13
‘T2 4 4 4 4 4
T
e:Z'(2+3+5+7+11+13>
417
e
Observe que para encontrar o comprimento da espiral, basta fazer
T
C.= Z~(a1—|—a2+a3—|—...+an)
onde ay, as, as, ..., ap sdo a sequéncia dos nimeros primos.

Pode-se continuar a construgao da espiral infinitamente de acordo com os resultados
que se deseja alcangar, porém, como os nimeros primos nao possuem uma lei de formacao,

a generalizagdo acima ¢ o maximo que se pode fazer para a soma de n elementos.

6.1.3 Atividade 3: Construcao da Espiral Retangular pelo Centro dos Qua-

drados Primos

Construir agora, uma espiral retangular com origem também em D e passando

pelo centro de cada um dos quadrados, e, a seguir, calcular também o seu comprimento.
CONSTRUCAO
Basta fazer os segmentos DE, EI, IM, MQ, QU, UY e Y Z.



93

Figura 48 — Espiral retangular pelo centro dos quadrados primos

Para calcular o comprimento de cada segmento utilize o Teorema de Pitagoras.

O =VI2+12=V2

P 2
(- B
-
- -

ou seja, de modo andlogo a espiral da Atividade 2, tem-se

3V2 bv2 13v/2
Ce:Cl+02+03+C4+C5+06=\/§+\2/_+\2/_+...+2\/_

V2 1y2
V2

=5 (2434547 +11+13) =

Assim, sendo novamente ai, a9, as, ..., a, os termos da sequéncia dos nimero

primos, pode-se escrever o comprimento da espiral como

2
C’e—\g_-(a1+a2+a3+...+an).



54

6.2 A Sequéncia de Fibonacci

O matemético italiano Leonardo de Pisa (1170 - 1250), mais conhecido como Fi-
bonacci (cujo significado ¢é filho de Bonaccio), contribuiu com diversas pesquisas para o
desenvolvimento da Matemética, DANTE (2010).

O problema que o consagrou foi publicado em seu livro, Liber Abaci, em 1202. Veja

o problema adaptado (DANTE, 2010) e (STOCCO, 2013):

Quantos casais de coelhos serdo gerados em um ano, comegcando com um Unico
casal, se em cada més cada casal gera uwm novo casal, que se torna fértil a partir do

sequndo més de vida?
A solugao é:

- no 1° més temos um casal de coelhos, que chamaremos de A;

- no fim do 1° més o casal acasala. Continuamos com um par de coelhos;

- no 3° més, A gera um par B e passamos a contar com dois casais;

- no 4° més, A gera um novo par C, e passamos a ter trés casais;

- no 5° més, além da cria de A, teremos também uma cria de B, e passamos a ter cinco
casais, A,B,C,D e E;

- no 6° més, além das crias de A e B, teremos uma cria de (', assim, passamos a ter oito

casais, A, B,C,D,E,F,G e H; e assim sucessivamente.

Os nimeros que representam a quantidade de casais (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...) formam
uma sequéncia chamada sequéncia de Fibonacci.
A férmula por recorréncia dessa sequéncia é dada por:
l,sen=1en=2
n—1+anp—2,sen >3

ou seja, cada termo a partir do terceiro é a soma dos dois anteriores.

A sequéncia de Fibonacci aparece frequentemente na natureza e esta diretamente

1+v5
o

relacionada com o nidmero de ouro (veja abaixo), ou seja, o nimero irracional ¢ =

1,6180339887... que ja foi visto anteriormente.

Considerando os termos da sequéncia de Fibonacci como a3 =1, as =1, ag =

2, a4 =3, a5 =05, ag =28, ay =13, ag =21, ag = 34, ..., entdo, a razao entre cada
nimero da sequéncia pelo anterior, cada vez mais se aproxima do nimero de ouro:
1 2 3 5 8 13
B2, B M2 g5 B2 _q666., X" T2
TR CR . S 7 T
as ag ai ai
1,625, — =—=1,615..., —=—=1,619..., — =— =1,617..., — = — =1,618...,
ay 3 as 21 ag 34 CL10 5%5)
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A seguir, as atividades de 4 a 6 contemplam a construcao de uma estrutura de
tridangulos retangulos isésceles cujas medidas dos catetos é a sequéncia de Fibonacci, além
da construgao de uma espiral onde mostra-se a relacao empirica entre essa sequéncia e o

numero de ouro.

6.2.1 Atividade 4: Construcao de Triangulos Retangulos Adjacentes

Construir tridngulos retangulos isésceles, todos com o vértice do angulo reto coin-
cidentes e lados adjacentes. A construgao deve ser feita no sentido anti-horario e a medida

dos catetos sera a sequéncia dos nimeros de Fibonacci.
CONSTRUCAO

1) Defina um segmento de reta como sendo uma unidade.

2) Trace agora duas retas perpendiculares, e com a ponta seca do compasso no ponto
de intersecgao (ponto A) e abertura de 1 unidade, faga um arco de circulo definindo os
pontos B, C' e D sobre as perpendiculares.

3) Agora, trace os segmentos BC' e C'D definindo os tridngulos retangulos isésceles ABC
e ACDF de catetos medindo 1 unidade.

Figura 49 — Construgdo do tridangulo retangulo isésceles cujos catetos medem 1

I Y —

unidade

4) Usando o mesmo processo anterior, com a ponta fixa do compasso em A e abertura
de 2 unidades, trace novamente um arco intersectando as perpendiculares e definindo os
pontos F e F'. A seguir trace o segmento EF finalizando a construcao do terceiro tridngulo
retangulo AEF de catetos AE e AF medindo 2 unidades.
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Figura 50 — Construgdo do triangulo retangulo isésceles cujos catetos medem 2

N N
- 4

Veja como fica a figura com quatro tridngulos (Figura 51, a esquerda), e com dez

tridngulos (Figura 51, a direita), ou seja, ja com tridngulos sobrepostos.

Figura 51 — Tridngulos retangulos e a sequéncia de Fibonacci

N
/

6.2.2 Atividade 5: Construcao da Espiral pelos Vértices dos Catetos dos
Triangulos Retangulos Isdsceles Adjacentes

Tracar segmentos de retas, a partir do vértice C' da Atividade 4, fazendo a unido

entre o vértice que compoe a hipotenusa de cada triangulo mas nao pertence ao cateto do

triangulo seguinte, definindo tridngulos retangulos de catetos 1 e 2,2e 3,3 e 5, 5e 8, ...

e assim sucessivamente, formando uma espiral com segmentos de reta.

CONSTRUCAO:
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Basta construir os segmentos CE, EG,GI,IK,.... O resultado pode ser visto na

figura a seguir.

Figura 52 — Espiral e a sequéncia de Fibonacci - 1

Retirando os triangulos e deixando apenas a espiral a partir do ponto B, ou seja,

‘m\b/m

considerando a hipotenusa do tridngulo retangulo isésceles de catetos medindo 1 unidade,

e acrescentando os dois préximos segmentos (11 no total), obtem-se a seguinte figura:

Figura 53 — Espiral e a sequéncia de Fibonacci - 2

Essa espiral pode ser continuada construindo-se quantos segmentos se queira, de
acordo com a sequéncia de Fibonacci. Para isso, na Atividade 6, encontra-se f para a

medida de cada segmento.
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6.2.3 Atividade 6: A Razao entre os Segmentos da Espiral e o Ntumero de

Ouro

Calcular com a ajuda do Teorema de Pitagoras a medida dos segmentos da espiral

da Atividade 5 e, a seguir, calcular a razao entre cada segmento formado com o anterior.
SOLUCAO

Segmento 1, hipotenusa do tridngulo retangulo C DE' de catetos de medidas 1,

fi=\12412=12

Segmento 2, hipotenusa do tridngulo retangulo C'EG de catetos de medidas 1 e 2,

fo=\12422=15

Segmento 3, hipotenusa do tridangulo retangulo CG1I de catetos de medidas 2 e 3,

f3:\/22—|—32:\/ﬁ

Segmento 4, hipotenusa do triangulo retangulo C'IK de catetos de medidas 3 e 5,

f4:\/32+52=\/3_4

assim, temos que a sequéncia dos segmentos ¢é
V2, V5, V13, V34, V389, ...

e, olhando para a sequéncia de Fibonacci temos

V. VB, T, i, L, -

ou seja, sendo n =1,2,3,... cada segmento sera
o= VvV a2n+1

Agora, fazendo a razao entre os segmentos temos

a5 Jag  [ag  [a1  [aig a2n+1
Y Y ) ) AR DA
as as az ag ail a2n—1

ou seja,

a medida que aumenta o nimero de termos da sequéncia, mais o resultado se aproxima

do namero de ouro.
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Veja porque.

Pode-se calcular qualquer nimero de Fibonacci em func¢ao de seu indice n através

da seguinte formula:

oo ()00 () -5
T 5 5
()] )50
V5 n V5
-5 (57) -5 (57

Chamada de Férmula de Binet.

Assim, imaginando um numero infinito de segmentos na espiral encontrada e

usando a Formula de Binet, segue que:

[A2n+41 . \/S 2 \/S 2 o 2 2
V5 2 V5 2 2 2
B 1 i \/g 2n+1'
B I 2 I (1+¢3> 1+5
B 1 . \/g 2n—11 2 1 1 o \/3 2n—1
<1+\/5>2"1 L\ 2 1+/5
! 2 |
o 1-v5
Como n tende ao infinito e —1 < 5 < 1, e sabendo que, se |r| <1 tem-se " — 0,
_(1-V5\" 1-VB\"_[(1-vB\")’ -
entao | ———= | tende a zero, e | ——= = tende a zero, ou seja,
1++/5 1++/5 1+v/5

2 (50 (59 (59)

) -0 (50 ()




também tendem a zero.

Portanto, para n muito grande

- (55) 3

1+2\/3>2:

1+5
9

= ¢~ 1,61803398...

60
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7 Outras Aplicacoes com Construgoes Geométricas

7.1 1° Teorema de Euclides

Demonstracao do 1° Teorema de Euclides: o quadrado que tem por lado um cateto
de um tridangulo retangulo é equivalente ao retangulo que tem por lados consecutivos
a hipotenusa e a projecao do cateto considerado, sobre a hipotenusa. Em ALBRECHT
(2013, p. 60).

Solucao
1. Dado o triangulo retdngulo AACB, construa o quadrado ADEC' cujos lados pos-
suem a mesma medida de AC'.
2. Trace agora uma perpendicular a AB que passe por A.
3. Com centro em A e raio AB, defina o ponto J.

4. Em seguida, trace uma perpendicular a AB que passe pelo ponto C', definindo o

ponto H.

5. Finalmente, com centro em H e raio AJ, defina o ponto 1.

Figura 54 — 1° Teorema de Euclides

]
I/O
m




62

Justificativa

1. O quadrado AC'ED é equivalente ao paralelogramo ACGF, pois tém a mesma base

AC' e a mesma altura, dada pela distancia entre os segmentos paralelos AC e DG.
2. Os tridngulos AABC' e AAF D sao congruentes, uma vez que AC = AD.

3. Os angulos CAB e DAF sao iguais, pois ambos sdao complementares do angulo
FAC, e portanto, AF = AB.

4. O paralelogramo ACGF é equivalente ao retangulo AHI.J, ja que tém bases iguais
AF = AJ e a mesma altura, dada pela distancia AH entre os segmentos paralelos
FJeGlI.

5. O segmento AH é a projecao do cateto AC' sobre a hipotenusa AB.

6. Logo, ACED ¢é equivalente a AHI.J, e assim termina a justificativa.

O Teorema de Pitagoras foi demonstrado por Euclides utilizando seu 1° Teorema

aplicado aos dois catetos do tridngulo retangulo, conforme figura .

Figura 55 — Teorema de Pitagoras segundo Euclides

G
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7.2 O Problema da Divisao do Terreno

Problema retirado de LIMA (2013, p. 106).
A histéria a seguir me foi contada pelo meu avdé quando eu era ainda garoto.

Em algum momento na primeira metade do século passado, uma pessoa chamada

Afrénio tinha um valioso terreno desocupado perto do centro da cidade do Rio de Janeiro.
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Com a urbanizacao da cidade, ruas novas foram abertas e o terreno de Afranio ficou redu-
zido a um triangulo ABC| retangulo em B, ainda de grande valor, pois o lado AB media
156 metros. Pois bem, Afrdnio morreu e em seu testamento os advogados encontraram
as instrugoes para dividir o terreno “igualmente” entre seus dois filhos. Era assim: “um
muro deve ser construido perpendicularmente ao lado AB de forma que os dois terrenos
resultantes da divisao tenham o mesmo valor; o que tem a forma de trapézio sera do meu

filho mais velho e o outro serda do mais novo”.

Os advogados concluiram que os terrenos deviam ter mesma area pois o testamento
dizia que deveriam ter mesmo valor. Mas nao foram capazes de decidir em que posi¢ao
deveria ficar o muro. Conta meu avo que o episédio ganhou as paginas dos jornais por
varios dias com leitores opinando de diversas maneiras sobre a posicao do muro. Ele falava
e se divertia muito com as opinioes absurdas mas, ao mesmo tempo, me instigava a resolver

o problema.

Entao, veja a pergunta: Em que posicao relativamente ao lado AB do terreno o

muro deve ser construido?
De acordo com LIMA (2013, p. 106), o problema foi assim resolvido:

Na figura, M N é o muro que deve ser construido perpendicularmente ao lado AB.
Seja AM = x de forma que o triangulo AM N e o trapézio M BC'N tenham mesma area S.
Os tridngulos AMN e ABC sao semelhantes e a razao de semelhanga entre eles é x/156.

Como a razao entre suas areas é o quadrado da razao de semelhanca devemos ter:

S (93)2
25 \156

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados fica

o que dé z = 78v/2 22110, que é a solucdo. O muro deve ser construido a aproximadamente
110 metros a partir de A. As areas dos dois terrenos serao iguais e Afranio ficara feliz em

ver sua vontade atendida.

Figura 56 — O problema da divisdo do terreno - 1
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Mas como resolver o problema da divisdo do terreno em duas partes de mesma area
utilizando para isto apenas a régua e o compasso? Imagine que o engenheiro tem a planta
do terreno e deseja desenhar o muro na posicao exata, sem contas, sem aproximacoes.

Veja como se faz isso.

Marque o ponto P médio de AB, e considerando AB = 2a, entdao AP = a. Pelo

ponto P, trace o segmento P(Q) = a, perpendicular a AB.

Figura 57 — O problema da divisdo do terreno - 2

Como AQ = av/2, fixando o compasso em A com abertura igual a AQ, faca um arco
intersectando AB em M, encontrando a posicao exata do muro. A justificativa se da pela
semelhanca de tridngulos. Sabe-se que a razao entre as areas de duas figuras semelhantes
é igual a razdo entre dois lados correspondentes dessas figuras (razao de semelhanga) ao

quadrado. Assim,

SAMN B (MN>2

SABC BC
e, sendo
MN av2 2
AB ~ 2a 2
entao,

Sann _ <\/§>2: 1

SaBC

1
Portanto, SAMN = 581430, ou Seja, SAMN = SMNCB-

7.3 O Menor Caminho Ligando Trés Pontos

O problema do menor caminho ligando trés pontos, adaptado de GRANJA (2012,
p. 69).

O caminho mais curto ligando dois pontos no plano euclidiano é a linha reta, mas

qual seria o caminho mais curto ligando trés pontos?
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Este é um problema interessante cuja histéria remonta aos tempos de Pierre Fermat
(1601-1665) e Evangelista Torricelli (1608-1647). Ao que parece, Fermat foi o primeiro a
propor o problema com o seguinte enunciado: encontrar um ponto no plano euclidiano

cuja soma das distancias a trés pontos dados, nao colineares, seja a menor possivel.

Nao é dificil imaginar situacgOes praticas associadas a esse problema, como a da
escolha de um local para a construgao da garagem de uma empresa de 6nibus cuja frota faz
viagens regulares a trés cidades. Parece razoavel supor que se a garagem estiver localizada
em um ponto do plano que minimize a soma das distancias até as trés cidades havera
economia de combustivel no deslocamento da frota da garagem até as cidades no inicio

do trabalho; e das cidades até a garagem no final do expediente.

Para solucionar o problema existem dois casos possiveis:

1. Caso 1: Se os angulos internos do tridngulo ABC' forem menores que 120°, entao F
(Ponto de Fermat que minimiza a soma das distancias) serd tal que med(AFB) =
med(AFC) = med(BFC). (Figura 58)

2. Caso 2: Se o angulo obtuso do tridngulo ABC' for maior do que ou igual a 120°,

entdo F coincidird com o vértice desse angulo. (Figura 59)

Figura 58 — F': O menor caminho ligando Figura 59 — F': O menor caminho ligando
trés pontos - 1 trés pontos - 2
A
A=F
1209 ‘h
120°
B U . ¢

Portanto, no caso dos triangulos obtusangulos a solucao do problema ¢ trivial,
porque F' coincide com o vértice do angulo obtuso do triangulo, e assim, basta mostrar a
solugao para o caso de triangulos com angulos menores que 120°. Veja a seguir a construcao

proposta por Torricelli para encontrar o ponto F' com régua e compasso.

1. Construa triangulos equilateros de lados AB, AC e BC' a partir dos lados do trian-
gulo ABC. (Figura 60, a esquerda)

2. Determine o circuncentro dos triangulos construidos a partir dos lados do triangulo
ABC' e, em seguida, trace as circunferéncias circunscritas a esses tridngulos. (Figura

60, ao centro)
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3. O ponto de interseccao das circunferéncias tracadas serd o ponto F. (Figura 60, a
direita)

Figura 60 — F: O menor caminho ligando trés pontos - 3

A demonstragao de que tal construcao determina o ponto F' procurado pode ser
feita por meio do teorema do angulo central e angulo inscrito de um circulo. Observe
que B@C’ ¢ um angulo inscrito de BOC. Como o triangulo BQC' é equilatero, segue
que med(BQC) = 60° e med(BOC) = 120° e, consequentemente, que med(BFC) = 120°
(B@C é inscrito de BOC' quando este mede 360° — 120° = 240°).

Figura 61 — F': O menor caminho ligando trés pontos - 4

Raciocinio andlogo feito a partir dos dois outros circulos permite concluir que o
ponto de intersec¢ao das trés circunferéncias tracadas na construgao serd tal que BFC =

BFA = AFC = 120°.

7.4 Construcao de Um Tridngulo Retangulo Dada as Projecoes

Sejam os segmentos a e b as proje¢oes dos catetos de um tridngulo retangulo.
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Figura 62 — a e b: Projecoes dos catetos

Construir o tridngulo.

Solucao

1. Sobre uma reta, defina um ponto A e, a partir de A, trace o segmento a.

2. A partir da extremidade do segmento a, trace o segmento b, definindo os pontos B

e C' ao fim dos segmentos a e b, respectivamente.

3. Defina M, o ponto médio de AC' e, com centro em M e raio M A, trace a semicir-

cunferéncia cujo diametro é AC.

4. Trace uma perpendicular a AC', que passe por B definindo o ponto X na intersecao
da perpendicular com a semicircunferéncia. BX é a altura do tridngulo relativa a

hipotenusa AC.

5. Por fim, trace os catetos AX e CX.

Figura 63 — Triangulo retangulo

I

A construcao se justifica pelo fato que todo triangulo inscrito em uma semicircun-

feréncia é retangulo.

Deve-se destacar ainda a importancia dessa construcao devido ao fato que, no
ensino médio, ao estudar média geométrica, ela podera ser definida por esse processo, ja
que pelas relacbes métricas, BX? = a.b, ou seja, BX = v/a.b que, por definicdo, ¢ a média

geométrica entre os segmetos a e b dados.
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7.5 Construcao dos Elementos da Sequéncia av/2, av/3, av/4,

Dado um segmento a, construir todos os elementos da sequéncia av/2, av/3, av/4,
... (WAGNER, 2009).

Solugdo
1. Construa, com régua e compasso, utilizando os procedimentos ja vistos, um triangulo

isosceles AAA1 Ao retangulo em A; cujos catetos sejam a. Aplicando o Teorema de
Pitégoras temos AA3 = AA% + AlAg =a’+a® =2d?, ou seja, AAy = av/2.

2. Construa agora outro triangulo retangulo, AAAsAs, onde um dos catetos AAs seja

a hipotenusa do tridangulo anterior e o outro seja a e, aplicando novamente Pitagoras
temos que AA3 = AAZ+ Ay A% = 2a% +a® = 3a?, logo, AA3 = av/3.

3. De maneira anloga encontra-se av/4, av/5, ... obtendo a Figura 64.

Figura 64 — Espiral Pitagoérica

Entretanto, quando n é grande, pode-se buscar um caminho mais curto. Veja por

exemplo como construir o segmento x = a/21.

Pesquisando um pouco, percebe-se que a hipotenusa de um triangulo retangulo de
catetos 4a e 2a é y = \/(4a)? + (2a)? = V1642 4 4a? = V20a? = a+/20, e assim, com mais
um passo, chega-se a av/21. (Figura 65)
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Figura 65 — z = av/21

Pode-se usar a = 1, e assim representar alguns ntimeros irracionais na reta numé-

rica. Basta usar os procedimentos acima, e o resultado pode ser visto na Figura 66.

Figura 66 — Localizando niimeros irracionais na reta numérica

7.6 Quadratura do Tridngulo

Construir a quadratura (encontrar um quadrado equivalente a uma figura geomé-
trica dada) de um tridngulo ABC dado (GALVAO, 2008).

Solucao

1. Construa um triangulo isésceles ABC’ com a mesma base do tridangulo ABC e o

vértice C’ na reta paralela a base AB que passa pelo vértice C.

2. Construa agora o retangulo cujos lados siao C'M e BM. Ele serd equivalente ao

tridngulo isésceles ABC'.

3. Para finalizar, construa o tridngulo retangulo M DC”, cuja hipotenusa tem compri-
mento M B+ BC"”, e BC" = MC'. A altura relativa a hipotenusa terd comprimento
z tal que, pelas relacoes métricas 22 = BD = M B.BC" = MB.MC', ou ainda:

2

area do quadrado = z* = area do retangulo = éarea do triangulo ABC.



Figura 67 — Quadratura do tridangulo

B
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8 Consideracoes Finais

Ficou claro que o estudo e a pratica das Construcoes Geométricas constituem-se
em um exercicio mental capaz de desenvolver a coordenagao motora, a criatividade, a

intuicao e o raciocinio légico-dedutivo na busca por respostas a diversos problemas.

Diante de sua importancia, é preciso que o professor encontre uma forma de aplica-
la com mais frequéncia no ensino da Matematica, uma vez que nao hé espaco no curriculo

para a incorporacao de uma nova disciplina.

A construcao de quadrados com vértices no centro dos quadrados anteriores, utili-
zando a sequéncia dos niimeros primos, encontrando padroes no comprimento das espirais
e, a construcao de triangulos retangulos adjacentes com vértice do angulo reto coinci-
dentes, cuja medida dos catetos é a sequéncia de fibonacci, relacionando a razao entre
os segmentos da espiral encontrada com o nimero de ouro, mostram, como podemos de
forma simples, elaborar atividades envolvendo o uso da régua e do compasso e que conec-
tem varias areas da Matematica, permitindo ao aluno uma interpretacao visual que pode,
muitas vezes, facilitar a compreensao e ajudar na fixacao dos contetdos, além de tornar

as aulas mais atrativas.

Por isso, esse trabalho visa desenvolver habilidades nos docentes e discentes quanto
ao uso da régua e do compasso, como beneficio para amenizar os problemas gerados pelas
praticas tradicionais, abordando um tema que pode interferir qualitativamente na pratica

educativa e oferecer, a quem busca, uma pratica alternativa de ensino.
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