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Resumo

Neste trabalho, temos a finalidade de relembrar ao professor de matematica do ensino médio o
processo recursivo para que o mesmo possa utilizar essa ferramenta ao introduzir contetidos usando
recursdo, como uma alternativa para o ensino de matemaética. Para tanto, foi feito uso de questoes
oriundas do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e a Olimpiada Brasileira de Matemética das
Escolas Publicas (OBMEP), além de apresentarmos alguns conteidos de matemética que sao definidos
por recursdo. Nesta dissertacao, mostramos também algumas atividades que envolvem o raciocinio
recursivo e foram aplicadas em uma turma de 3° ano do ensino médio de uma escola estadual de
Natal/RN.

PALAVRAS-CHAVE: Recorréncias. Raciocinio recursivo. ENEM. OBMEP. Ensino médio.
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Abstract

In this work, we have the purpose of reminding the math teacher of High School the recursive process
so that he/she can use this tool to introduce contents, using recursion as an alternative to the teaching of
mathematics. For this, we used questions taken from the Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM)
[National Examination of High School] and from the Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP) [Brazilian Mathematics Olympiad of Public Schools], in addition to present some
contents of mathematics that are defined by recursion. In this dissertation, we also showed some
activities that involved the recursive reasoning and were applied in a 3rd grade class of high school in
a public school in Natal / RN.

KEYWORDS : Recurrences. Recursive reasoning. ENEM. OBMEP. High school.
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Introducao

O trabalho aqui apresentado visa relembrar ao professor de matematica do ensino médio o processo
recursivo, sua importancia e aplicabilidade, para que o0 mesmo possa ensind-lo aos alunos. Para tanto,
foi feito um levantamento de questdes do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) no intervalo de
2008 a 2013, como também da Olimpiada Brasileira de Matemaética das Escolas Piblicas (OBMEP)
no periodo de 2005 a 2014, as quais possibilitassem o uso do raciocinio recursivo em sua resolucao.

A recursdo € uma ferramenta bastante interessante e util na resolu¢do de problemas que envolvem
progressdo aritmética, progressao geométrica, contagem, entre outros. Seu dominio € imprescindivel
para se chegar a resposta correta de algumas questdes, e, em outros casos, utilizar esse processo pode
ser um caminho mais rapido para obter a solu¢cdo desejada.

No ensino médio, a recursdo € trabalhada superficialmente no que tange as progressoes aritméticas
e geométricas, entretanto, sua importancia nao se restringe somente a isso. A mesma pode ser usada
em decaimento quimico, crescimento populacional de espécies, assim como na proliferacdo de virus
computacionais, além de que o processo recursivo € utilizado na defini¢do de diversos assuntos como
conjuntos, fungdes e sequéncias, entre outros. O professor Morgado era um dos defensores do ensino

de recorréncias no ensino médio, como pode ser verificado em Simodes[14]:

Em uma das aulas do PAPMEM, o professor Augusto César Morgado, hoje néo
mais entre nds, defendia a ideia de implantar o raciocinio recursivo junto ao
estudo das recorréncias no ensino bésico, justificando tal desejo pelo fato do
conteudo ajudar a resolver diversos problemas de contagem de forma inteligente,
problemas esses que por sua vez nao sao facilmente resolvidos pelas ferramentas
estudadas em combinatéria. (SIMOES, p-11,2014)[14]

A OBMEP vem dando destaque ao raciocinio recursivo tanto em seus bancos de questdes quanto
em suas avaliacdes, pois um dos seus objetivos principais € contribuir para a melhoria da qualidade da
educacdo bésica. Sendo assim, estimular o aluno a pensar recursivamente é de fundamental importancia
para desenvolver seu raciocinio 16gico e sua capacidade criativa de utilizar conhecimentos matematicos
para a resolucido de problemas os quais, muitas das vezes, fogem dos padrdes convencionais das
questdes utilizadas em livros didaticos, pois a OBMEP tem uma proposta peculiar e diferenciada no
que se refere a metodologia para a resolug@o de seus problemas.

Nas avaliagoes de 2008 a 2013, o ENEM trouxe diversas questdes que podem utilizar o processo

recursivo como um caminho para se chegar a solu¢do do problema proposto. Um dos motivos que
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desencadearam a escolha deste assunto para fazer parte do exame é o fato do mesmo favorecer a
leitura, o raciocinio, a interligac@o entre conteudos, isto €, a interdisciplinaridade. Favorece ainda uma
l6gica de estabelecimento de padrdes mateméticos onde o aluno possa analisar situa¢des dentro de um
contexto, que a maior parte das vezes € algo relacionado com aspectos reais da sociedade, tomando
decisdes frente a situacdes-problema. Essa metodologia de trabalho estd de acordo com os Pardmetros

Curriculares Nacionais:

Aprender matematica no ensino médio deve ser mais do que memorizar re-
sultados dessa ciéncia e que a aquisi¢do do conhecimento matemético deve
estar vinculada ao dominio de um saber fazer matematica e de um saber pensar
matematico [...] com o objetivo de elaborar conjecturas, de estimular a busca
de regularidades, a generalizacao de padrdes, a capacidade de argumentagao,
elementos fundamentais para o processo de formalizacdo do conhecimento
matematico e para o desenvolvimento de habilidades essenciais a leitura e
interpretacdo da realidade e de outras dreas do conhecimento. (PCN, 1998, p.
41).

Assim, no Capitulo 1 apresentamos o que € recursdo, ou ainda definicao recorrente, apresentamos
tipos de equacdes de recorréncia, resolucdo de recorréncias lineares de primeira ordem, além de
listarmos alguns contetidos de matemética que sao definidos por recursdo. As principais referéncias
deste capitulo sdo Gersting (2012)[3], Hefez (2011)[4], Lima (2006)[6] e Rosen (2009)[13].

No Capitulo 2 apresentamos um breve relato sobre o ENEM, assim como a OBMEP, além de
resolver e comentar diversas questdes que podem ser resolvidas pelo raciocinio recursivo e que foram
utilizadas nas avaliacdes destes exames. E vilido salientar que os comentirios feitos nas questdes
objetivam ajudar o professor do ensino médio a perceber a importancia do processo recursivo, assim
como buscam orientd-lo durante a aplicacdo das questdes em sala de aula. As questdes trabalhadas
neste capitulo foram retiradas dos portais do INEP![2] e da OBMEP?[7].

Finalmente, no Capitulo 3 mostramos algumas atividades que foram aplicadas em uma turma do 3°
ano da Escola Estadual Professora Maria Queiroz na cidade de Natal-RN, que envolvem o raciocinio

recursivo em suas resolucdes, entre elas: a atividade Conjunto de Sierpinski e a Torre de Handi.

Thttp://portal.inep.gov.br/web/enem/edicoes-anteriores/provas-e-gabaritos
Zhttp://www.obmep.org.br/provas.htm
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Capitulo 1

Recorrencias Lineares de Primeira Ordem

1.1 Introducao

Neste capitulo, abordamos as defini¢des recursivas, os tipos de equagdes de recorréncia, resolucao
de relacdes de recorréncia e também mostramos alguns conteidos de matemdtica que podem ser
definidos por recursdao, como por exemplo: conjuntos, fungdes, progressao aritmética, soma dos termos
de uma progressao aritmética, progressao geométrica, soma dos termos de uma progressao geométrica,

operacoes, algoritmo de Euclides, juros compostos e problemas de contagem.

1.2 Definicoes Recursivas

De acordo com Gersting[3]: “Uma defini¢cao onde o item sendo definido aparece como parte da
defini¢do é chamada de uma defini¢do recorrente ou defini¢cio por recorréncia ou ainda defini¢do por
inducdao”. Podemos reescrevé-la da seguinte maneira: Considere (x,,), n € N, uma sequéncia numérica,
existe uma func¢do f que nos proporciona determinar cada termo de (x,,) a partir de seus antecessores ,

(Tp—1,Tp—2,-++ , 1), OU SEja,

Tp = f(xnfluxn727 Tt 7:61)'

Assim, a sequéncia € definida por recursao.

Esse tipo de defini¢do utiliza-se do passo base que consiste na especificacdo de alguns elementos
iniciais Uteis para o passo recursivo, ja que por meio do mesmo constréi-se novos elementos e, em
seguida, formam-se outros a partir destes novos e assim por diante. De acordo com Pacheco:

O raciocinio recursivo, também chamado de recursdo, permite a resolucao
de indmeros problemas estruturados em etapas, onde o procedimento a ser
empregado em uma determinada etapa caracteriza-se pela repeticdo completa
do raciocinio utilizado na etapa anterior. Um procedimento caracterizado pela
recursdo € dito recursivo. (PACHECO, p.11, 2013)[10]



1.3. TIPOS DE EQUACOES DE RECORRENCIA

A regra que define um valor de um termo de uma sequéncia em fun¢do de um ou mais termos anteriores
€ chamada de relacdo de recorréncia, € expressa por meio de uma equacao de recorréncia. Como por

exemplo:

Exemplo 1.1. Considere a sequéncia (x,), n € N,

(2,4,8,16,32, ---),

esta é definida recursivamente por:

SC1:2

Tp = 2T, 1 para n > 2.

Por meio da recursdao podemos definir também conjuntos, fun¢des e operacdes. Conjuntos, por
recorréncia, caracterizam-se quando identificamos alguns de seus elementos especificos e os demais,
que pertencem ao mesmo conjunto, sao formados a partir daqueles que ja sao conhecidos. Usa-se
dois passos para definir recursivamente uma fungio, o passo base em que especifica o valor da funcao
em zero e o passo recursivo em que € fornecido uma lei para obter seu valor em um nimero inteiro a
partir dos valores nos numeros inteiros menores. Ja em relacio as operacoes, essas sdo caracterizadas,
segundo Gersting [3] , como: “Um caso ’pequeno’ da operacao fornece um valor especifico; outros
casos sao definidos a partir de casos menores.” Ou seja, para generalizar a operagdo faz-se uso de si

mesma.

1.3 Tipos de Equacoes de Recorréncia

As equagdes de recorréncia sao classificadas quanto a ordem, a linearidade e homogeneidade ou
heterogeneidade.

Uma equagdo de recorréncia de ordem k& possui um termo em fungdo de seus k antecessores
imediatos, sendo assim a de primeira ordem tem um termo em fun¢ao do termo anterior, ou seja, ,,
depende de x,,_;. J4 a de segunda ordem, contém um termo em funcdo de seus dois antecessores
imediatos. Dessa forma, a de ordem £ contém um termo em funcdo de seus & antecessores imediatos.

Seguem os exemplos abaixo.
Exemplo 1.2. Equacdo de recorréncia de primeira ordem:

Tp = NTp_1.



1.4. RESOLUCAO DE RELACOES DE RECORRENCIA

Exemplo 1.3. Equacdo de recorréncia de segunda ordem:

Ty = Tp1 + 4x,_0 — 3.

Segundo Gersting[3]: “ Uma relagdo de recorréncia para uma sequéncia x(n) é dita linear se os
valores anteriores de S que aparecem na defini¢do aparecem apenas na primeira poténcia”’. Uma
relacdo de recorréncia de uma sequéncia (x,,) € linear se a fun¢do que relaciona os termos for uma

funcdo do primeiro grau. As recorréncias lineares de primeira ordem sdo da forma:

Ty = f(n)xn_1 + g(n),

em que as fungdes f e g tém como dominio o conjunto dos nimeros naturais.

Se f(n) =a, g(n) =0, e a € R, x, = ax,_; é uma recorréncia linear de primeira ordem
homogénea. A equacdo de recorréncia € homogénea se ndo possuir termo independente de x,,, caso

contrério € ndo-homogénea. Veja os exemplos:
Exemplo 1.4. Recorréncia linear de primeira ordem homogénea

Tpt1 = NIy,

Exemplo 1.5. Recorréncia linear de primeira ordem ndo-homogénea

Ln+1 = 2In7n2

1.4 Resolucao de Relacoes de Recorréncia

Neste trabalho enfatizamos na resolu¢do de relagdes de recorréncia lineares de primeira ordem.
Resolvé-las € obter uma solucdo em forma fechada, isto €, encontrar uma equacao na qual podemos
obter todos os termos da sequéncia em funcao da posi¢do n sem precisar calcular os valores dos termos
anteriores.

Existem algumas técnicas de resolug¢do de equagdes de recorréncia, a que usamos neste trabalho

esta de acordo com o pensamento de Gersting:

Uma técnica para resolver relagdes de recorréncia € uma abordagem do
tipo “expandir, conjecturar e verificar”, que usa repetidamente a relacdo
de recorréncia para expandir a expressdo a partir do n-€simo termo até
podermos ter uma ideia da forma geral. Finalmente essa conjectura é
verificada por inducdo matemética.(GERSTING, 2002, p. 105)[3].



1.4. RESOLUCAO DE RELACOES DE RECORRENCIA

A inducdo matematica se caracteriza como um dos mais importantes instrumentos para verificar a
validade da férmula que representa a solucao da recorréncia. Entretanto, fica a critério do professor
ensind-la ou nao, isso depende da realidade de seus alunos. O enunciado e a prova do Axioma de

Inducio e do principio de indu¢do matemadtica se baseiam em Hefez [4], vemos a seguir.

Para compreendermos o principio da indu¢do matematica é necessario assumir o Axioma de

Inducdo: sendo S um subconjunto de N tal que

)0esS.
ii) Para todo n, n € S temos que n + 1 € S. Entao, S = N.

Nesse trabalho, usamos a notagao:

a+A={a+z;x€ A},ACN e aeN.

Verificamos que

a+N={meN;ym>a}.

Do Axioma de Inducdo, segue-se esta importante ferramenta para provar teoremas:

Teorema 1.1 (Principio de Indug¢io Matematica). Sendo a € N e P(n) uma sentenga aberta em n'.
Supondo que:

(i) P(a) é verdade, e que
(ii)) Vn > a, P(n) = p(n + 1) é verdade. Entdo P(n) é verdade para todo n > a.

Demonstracao: Sendo V' = {n € N; P(n)}, isto é, V' é o subconjunto dos elementos de N para
os quais P(n) é verdade.

Considerando o conjunto:
S={meN,a+meV},
verificamos que a + S C V. Pela condi¢do (i), temosa + 0 =a € V,entdio 0 € S. Ese m € S, entdo

a+m € Ve, por(ii),a + m+ 1 € V. Dessa forma m + 1 € S. Pelo Axioma da Indugao, temos
S = N. Sendo assim,

{meN;m>a}=a+NCV,

'Uma sentenca aberta em n é uma frase de contetido matemético onde figura a letra n como palavra e que se torna uma
sentenca verdadeira ou falsa quando n € substituido por um nimero natural bem determinado.



1.4. RESOLUCAO DE RELACOES DE RECORRENCIA

provando assim o resultado. L

A seguir, resolvemos a relacdo de recorréncia usando a abordagem de expandir, conjecturar e

verificar.
Exemplo 1.6. Considere uma sequéncia (x,,)nen que satisfaz:
rT1=2 e (1.1)

Ty = 2,1 para n > 2. (1.2)
Comecando com z,,, expandimos utilizando a relagdo de recorréncia e obtemos:

Ty = 20,1 = 222, o] = 2°7,,_» = 2°[22,,_3] = 2°2,,_3.

Conjecturamos que apoés k tais expansdes temos uma equagao do tipo:

Ty = 2k$n_k.

Quando n — k = 1, temos que kK = n — 1. Sendo assim:

T =2""0y gy =2" "1y =212 = 2"

Assim, z,, = 2" representa a solu¢do em forma fechada. Analisando a conjectura através da

indu¢do matemadtica, temos:

Sejan € N e definindo a proposi¢do P(n): z,, = 2" para n > 1. Verificamos a validade para

n = 1, obtemos:
r=2'=2.
Dessa forma, P(1) é verdadeira, comprovamos em (1.1).

Agora, supondo que para algum n € N a proposi¢do P(n) : x,, = 2" seja verdadeira, assim para
provar que P(n) = P(n + 1) paratodo n € N, temos pela Equagéo (1.2) e pela hipdtese de indugéo
(H.D) que:

12 HI
Tptt = 2%, @b (2m) = 2",

Verificamos assim que P(n) = P(n + 1), logo o principio da indugdo nos garante que P(n) é
verdadeira para qualquer n € N. Portanto, a solu¢cao em forma fechada esta correta.

Também podemos resolver uma equacgado linear homogénea de primeira ordem listando os termos
da relacdo de recorréncia e multiplicando todos eles membro a membro, como podemos verificar no

exemplo a seguir extraidos de Lima et al [6].
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Exemplo 1.7. Considere uma sequéncia que satisfaz

I = 1
Listando os termos, temos:

To = 11’1

T3 = 2512'2

T4 = 373

Ty =(n—1Dz,_1.

Multiplicando todos os membros das equagdes acima temos

ToX3Xy -+ Ty = lx1.229.323 - (n — 1)x,_1.

Fazendo o cancelamento, obtemos z,, = (n — 1)!z;. Como z; = 1, temos z,, = (n — 1)! que é a
solucdo na forma fechada.

Verificamos a validade da férmula acima por indu¢@o. Note que

2= (1= 1)l = 1.
Suponhamos que para algum n € N a proposi¢do P(n): x,, = (n — 1)! seja verdadeira. Multipli-
cando n em ambos os membros dessa igualdade, obtemos:
nx, =n(n— 1) =nl
Como z,, 41 = nz,, entdo z,,; = n!. Verificamos assim que P(n) implicaem P(n + 1), logo o

principio da indugdo nos garante que P(n) é verdadeira para qualquer n € N. Portanto, a solugio em
forma fechada corresponde a equacao de recorréncia.

No exemplo a seguir, resolvemos uma relacio de recorréncia nio-homogénea.
Exemplo 1.8. Seja (x,,) onde n € N e vale
Ty = 21’”,1 +1

.171:1.
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Listando os quatro primeiros termos, temos:

=1
ro=214+1=3
r3=23+1=7
ry=27+1=15.

Veja que nés podemos usar o0 método do exemplo anterior. Apds algumas substitui¢des, x4 pode

ser escrito como uma soma de poténcias de base dois, como podemos ver a seguir:

g =2r34+1=2.234+1)+1=2[2.21+1)+1]+1=2.(2242+1)+1=234+224+2+1.

Seguindo 0 mesmo procedimento para x5 = 2x4 + 1, constatamos entdo:

5 =22+ 2242+ 1) +1=2"+22 422+ 2+ 1.

Por consequéncia, podemos generalizar que:

Tp=2""1 2" 2 422 1241,

Observamos que x,, € a soma dos termos de uma progressao aritmética em que o primeiro termo €

igual a 1 e arazdo (¢) é igual a 2. Portanto:

(g"—1) 1L(2"—1
xn:al(q ) _ 1( ) _ogn 1.
g—1 21

Assim, x,, = 2"—1 € a possivel solu¢do da recorréncia. Agora, pelo método da inducdo, verificamos
se a proposi¢ao P(n) : x, = 2" — 1 é vélida para todo n € N.

Primeiro, verificamos que P(1) é vélida, ja que:

o =2'—1=1.

Suponhamos que P(n) seja valida para algum nimero natural n > 1, ou seja, x,, = 2" — 1. Queremos
mostrar que P(n + 1) vale, isto é:

?
Tpyq = 2" — 1.

Utilizando a expressao z,, = 2" — 1, multiplicando ambos os membros por 2 e adicionando 1 a cada

membro, chegamos a:
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2, +1=2.(2"-1)+1=22"-2+1=2"" -1

De fato, x,,1 = 2z, + 1, logo x,,; = 2" — 1. Esse raciocinio nos leva a concluir que

P(n) = P(n+ 1) e que x,, = 2" — 1 é a solugdo da relagdo de recorréncia.

1.5 Conteados de Matematica Definidos por Recursao

1.5.1 Conjuntos

Alguns conjuntos podem ser definidos por recursdo, para tanto € necessario que exista uma lei
de formag¢do composta pelo passo base e o passo recursivo. No passo base, os elementos iniciais do
conjunto sdo determinados. Ja no recursivo, sdo estabelecidas as regras para obter novos elementos a

partir dos iniciais. Veja o exemplo e sua resolucio presente em Rosen [13].

Exemplo 1.9. Considere o subconjunto S do conjunto dos niimeros inteiros definido por
Passo base: 3 € S.
Passo recursivo: Sex € Se y € S, entdoxr +1y € S.

Os novos elementos encontrados em .S sdo 3, pelo passo base, 3 + 3 = 6 na primeira aplicacio do
passo recursivo, 3+ 6 =6 + 3 = 9e 6 + 6 = 12, na segunda aplicacdo do passo recursivo, € assim

por diante.

1.5.2 Funcgoes

Muitas fun¢des podem ser definidas por recursdo. Para definir recursivamente uma fungao que
tenha como dominio o conjunto dos nimeros inteiros ndo-negativos, procedemos da seguinte maneira:
em primeiro lugar, especificamos o valor da fun¢do em zero, ou seja, f(0), em seguida, procedemos
com o passo recursivo como afirma Rosen: “Forneca uma regra para encontrar seu valor em um nimero
inteiro a partir dos valores nos nimeros inteiros menores” (ROSEN, 2009, p. 295)[13].

A funcao fatorial € um exemplo de funcao definida por recursio, ou seja, definicdo indutiva.

Especificando o valor da fungdo em zero, ou seja, F'(0) = 1 e estabelecendo uma regra para
encontrar F'(n + 1) a partir de F(n), sabendo que (n + 1)! é igual ao produto de n! por n + 1, entdo a

regra é:
Fn+1)=(n+1).F(n).
Desse modo, concluimos que F'(n) = n!,n € N.

Exemplo 1.10. Determinar o valor da fungdo fatorial em 4, isto é, F(4) = 4! através da definigdo

recursiva.
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Utilizamos a regra F'(n + 1) = (n + 1).F(n) vdrias vezes temos:

F(4) =4.F(3) =4.3.F(2) =4.3.2.F(1) = 4.32.1.F(0) = 4.3.2.1.1 = 24.

Outro caso de fungdo é uma sequéncia de nimeros reais,  : N — R, que a cada n € N associa um
numero z,, € R, este € chamado de n-€ésimo termo da sequéncia.
Virias sequéncias utilizam recorréncia na sua definicdo, como por exemplo a sequéncia dos

nimeros naturais pares, a sequéncia dos niimeros naturais impares e a sequéncia de Fibonacci.

Exemplo 1.11. Considerando (a,,) como a sequéncia dos niimeros naturais pares, ndo admitindo aqui
o0 zero como natural, temos entdo que (a,) = (2,4,6,8...), a qual pode ser definida por f(n + 1) =
f(n)+2paran > 1, com f(1) =2, sendo [ uma fungcdo cujo dominio estd contido ao conjunto dos

naturais.

Exemplo 1.12. A sequéncia (b,,) dos niimeros naturais impares com, (b,) = (1,3,5,7...), por sua vez,
também pode ser definida por recorréncia, seja g uma fungdo cujo dominio estd contido ao conjunto

dos naturais, temos: g(n+ 1) = g(n) +2eg(1) = 1.

Uma sequéncia bastante conhecida entre os matematicos € a de um italiano chamado Fibonacci, ou
Leonardo de Pisa, também conhecido como Leonardo Fibonacci (1175-1250), que surgiu a partir de
seu interesse em solucionar o seguinte problema:

Determinar quantos casais de coelhos terdo em um lugar cercado apds um ano, sabendo que
inicialmente tinha apenas um casal de coelhos recém- nascidos, que a cada més um casal de coelhos
reproduz outro casal e que um casal comeca a reproduzir dois meses apds seu nascimento.

Leonardo percebeu que a solucao do problema sao alguns termos de nimeros naturais e que ficou
conhecida como sequéncia de Fibonacci, que pode ser definida por recorréncia’>. Denominando o
nimero de coelhos existentes no n-ésimo més por x,,, temos a seguinte relacdo de recorréncia linear

homogénea de segunda ordem:

Tp =Tp—1+ Tp2, T1 =To = 1.

Fibonacci obteve a seguinte solucao, conforme indica a tabela abaixo.

2 A férmula fechada para a sequéncia de Fibonacci pode ser encontrada em Pacheco [10].
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meés | nimero de casais | nimero de casais | total
do més anterior | recém-nascidos

1° 0 1 1
2° 1 0 1
3° 1 1 2
4° 2 1 3
5° 3 2 5
6° 5 3 8
7° 8 5 13
8° 13 8 21
9° 21 13 34
10° 34 21 55
11° 55 34 89
12° 89 55 144

Tabela 1.1: Numeros de coelhos - sequéncia de Fibonacci

1.5.3 Progressao Aritmética

Nesta se¢do, utilizando como ponto de partida a Questao 161 da prova amarela do ENEM de 2011,

definimos por recursdo a progressao aritmética.

(Enem 2011) O niimero mensal de passagens de uma determinada empresa aérea aumentou no ano
passado nas seguintes condi¢coes: em janeiro foram vendidas 33.000 passagens; em fevereiro 34.500;
em marc¢o 36.000. Esse padrdo de crescimento se mantém para os meses subsequentes. Quantas

passagens foram vendidas por essa empresa em julho do ano passado?
A) 38.000 B) 40.500 C) 41.000 D) 42.000 E) 48.000
Solucao:

Organizando os dados do problema em uma tabela, em que a primeira coluna seja o més e a segunda

o numero de passagens mensal, percebemos que existe uma relagdo entre o nimero de passagens de

um més com o do més anterior.
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Més n° de passagens
Janeiro 33.000
Fevereiro 34.500
Marco 36.000

Tabela 1.2: Nimero de passagens mensal

Representando a quantidade de passagens do més de janeiro por a;, fevereiro por a, € marco por

as, temos:

ay = 33.000; ay = 34.500; a3 = 36.000;
Ao—a1 = 1500, as3—ag — 1.500.

A diferenga entre o termo seguinte e o termo anterior é constante, chamada de razdo (r), e € igual a
1.500. Assim, o problema € expresso por uma progressao aritmética (P.A), isto €, uma sequéncia de

numeros reais (a,), n > 1, tal que a; é fornecido e

Gni1 = G, + 7, paraalgum r € R.

Considerando o primeiro termo “a”, ou seja, a; igual a “a”, uma P.A. é uma sequéncia da forma:
(a,a+r,a+2r,a+3r,a+4r,...).
Através do método de expandir, conjecturar e verificar temos que:
a; = a
as =ay +r
a3 =as+7r

ay =as+r

Ap = Qp_1 + T,

resolvendo a ndo-homogénea

a+as+---+ap1+a,=a1+r+a+r+---+ap_1+r,

ap =a,+ (n—1).r,

em que a,, € o termo geral.

11
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Podemos observar que na progressao aritmética, para determinarmos os elementos da sequéncia
utilizamos recorréncia linear de primeira ordem nao-homogénea,  # 0, pois para encontrar um termo
qualquer da sequéncia recorremos ao termo anterior, uma vez que a razao € a diferenca de um termo
da sequéncia e o termo anterior.

Podemos provar que a,, = a; + (n— 1).r tem validade por indug@o para todo n natural. Por indugao,

definimos a proposi¢do P(n) : a, = a; + (n — 1).r, observamos que a mesma vale para n = 1, pois:

a; = a; + (1 — 1)T

Suponhamos que para algum n € N a,, = a; + (n — 1).r seja verdadeira. Verificamos, agora, a
veracidade para n + 1. A partir da férmula a,, = a; + (n — 1).r adicionando r em ambos os membros

temos:

an+r=a+n—1)r+r=a +nr

Sabemos que em uma P.A. o termo seguinte € igual ao termo anterior adicionado da razdo, assim,

observamos que a,,.1 = a, + r, temos:

Upi1 = a1 +nr=a;+[(n+1)—1].r

Assim, verificamos que P(n) = P(n + 1), logo o principio da indu¢io nos garante que P(n) é
verdadeira para qualquer n € N.

1.5.4 Soma dos Termos de uma Progressao Aritmética

A férmula que representa a soma dos termos de uma progressao aritmética € utilizada na resolucao
de varias recorréncias lineares de primeira ordem nao - homogéneas.

Realizando a soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética (ay, as, as, ...), obtemos a
férmula:
(a1 + an)n
—
Como a operagao de adicdo é comutativa, podemos escrever a soma de trds para frente,

Sy =

Sp=0p+ Qp_1+ Qo+ ..+as+a; € (1.3)

S, =a1+ay+as+ ...+ a,. (1.4)

Somando membro a membro as equagdes (1.3) e (1.4) obtemos:

25, = (a1 + ap) + (a2 + apn_1) + (a3 + an_o) + ... + (an_1 + a2) + (an + aq). (1.5)

12
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Observamos que (a; + a,) = (az + an-1) = (a3 + ay-2) = (a5-1 + a2) = (a, + a1), pois em
(1.5) de um paréntese para o outro, a primeira parcela aumenta r e a segunda parcela diminui r, assim

nao altera a soma. Entao,

(a1 + ax)n

25, = (a1 + ap)n = S, = 5

Para verificarmos a validade da férmula para todo n € N, utilizamos indu¢do matemadtica. Seja a
ai1+an)n

proposi¢do P(n) : S, = ( 5, verificamos que a mesma € verdadeira para n = 1, pois

1
S = (e ta)l J;al) = ay.

Suponhamos que para algum n € N, P(n) seja verdadeira, ou seja:

S = (a1 + an)n
2
. : . . o (a1 4 an)n
Averiguamos a validade de P(n+1), utilizando a hipétese de inducéo S,, = — ¢ somando
a,+1 @ cada membro, obtemos:
(a1 + an)n n.a; + .G, + 2.0,41

Sn + Up41 = + Ap+1 =

2 2

Como, S, + a1 = Spi1, an=a1+ (n—1).r e a,y1 = a; + n.r, temos:

n.a;+n.jay + (n—1)r]+2(a; +nr)  2(n+1).a;+n(n+2—1)r

Spi1 = =
+1 5 5

Logo,

(n+1)2a;+nr) (n+1)(a; + an+1)'

2 a 2

Sn+1 -

Pela indu¢@o matematica fica provada a validade da férmula da soma de n termos de uma progressao

aritmética para todon € N.

1.5.5 Progressao Geométrica

Outra sequéncia que se constitui como recorréncia linear homogénea de primeira ordem € a
progressdo geométrica (P.G), onde, multiplicando cada termo por uma constante ¢, a qual é denominada
de razdo da progressdo, obtemos o termo seguinte. Um exemplo € a sequéncia (3,6, 12,24,48...) de

razdo q = 2.

13
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Uma progressao geométrica pode ser definida por recorréncia da seguinte forma:

a; = a
(pi1 = Ap.q,n > 1.

Assim, a sequéncia é da forma:

(a,aq,aq®,aq’, ag’, ...).

Para determinarmos o termo geral de uma P.G. escrevemos cada termo em fun¢ao do termo anterior:

a2 = a1.q
as = a9.q
ay = as.q

ap = Ap—1.4,

sendo assim, 0 n-€simo termo é:

n—1
a2.03.Q4 * Ay = A1.G02.03 * * - Ap—1.q4

-1
= a, =a1.q" .

Através do principio da indugdo finita verificamos a validade da férmula do termo geral a,, para
todo n natural.
Considerando como P(n): a, = a;.q"" ', verificamos que P(1) é vélida:

1-1
ap = ay.q =dai.

Suponhamos que para algum n € N a proposi¢do P(n) : a,, = a;.q" ! seja verdadeira.
Devemos ver que P(n) = P(n + 1). Multiplicando ¢ em ambos os membros de a,, = a;.q"*,

temos:

q.an = q.a1.4" " = a1.¢". (1.6)

Como em uma P.G. o termo seguinte € igual ao termo anterior multiplicado pela razao, temos que:

Unt1 = On-q- (1.7)

A partir das Equagdes (1.6) e (1.7) concluimos que a,, 41 = a;.q", verificamos assim que P(n) =

P(n + 1), logo o principio da indug@o nos garante que P(n) é verdadeira para qualquer n € N.

14
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1.5.6 Soma dos Termos de uma Progressao Geométrica

A férmula da soma dos n primeiros termos de uma progressdo geométrica (a,,) com razao q # 1, é

n

1—g¢q

¢ (1.8)

Sn:al

Na resolucdo de vdrias recorréncias lineares nio homogéneas de primeira ordem, (1.8) ¢ muito util
e vamos obté-la a partir de Lima et al [6]. Sendo S,, = a; + as + a3 + - - - + a,_1 + a,, multiplicando

por g, temos
qSn =aztaz+as+ -+ an + app1.
Realizando a subtrag@o, S,, — ¢S, = a1 — a,41, ficando evidente que, S,(1 — q) = a3 — a1¢", dai

temos que:

n

I—gq
1—q

Vamos comprovar a validade de P(n): S,, = a1% = alqg%ll por inducdo. P(1) é vdlida, de fato:

Sn:al

L |
Sn = alq
qg—1
Queremos provar que P(n + 1) vale, isto é,
n+1
7 ¢ —1
Spy1 = @ —————.
qg—1

m__
Somando a,,1; a ambos os membros de S,, = aqu_—ll chegamos a:

a1(¢" — 1) + (¢ — ay
qg—1

Sn + apq1 =

Y

ai(¢" = 1) + (¢ — Darg"  a1¢" — a1 + a1¢""' —arg”

Como, a,,.1 = a1q", vemos que: S,,+a, 1 = =
q—1 q—1

—ay +a1qn+1 — al(anrl _ 1)

g—1 q-1

.Jaque S, + a4 = Spy1, temos:

15
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al(anrl _ 1)

Spi1 =
+1 —1

E assim, provamos que a férmula € vélida para todo n natural.

1.5.7 Operacoes

A operacdo de potencia¢do a”, com n inteiro ndo negativo € ¢ um nimero real nao nulo, sendo

definida por recorréncia, é:

a’ =1
n

a" = (a"').a para n > 2.

Também podemos definir por recorréncia a multiplicagdo de dois inteiros positivos a e b:

a(l) =a

a(b) = a(b-1) + a para b > 2.

A adi¢io de nimeros naturais é uma funcio definida por recorréncia®. Seja k um nimero natural

arbitrdrio, a correspondéncia n — k + n é uma fungio f : N+— N, f(n) = k + n, com:
k+1=s(k) e (1.9)

k+s(n) = s(k+n). (1.10)

Assim, por definicdo, k£ + 1 € o sucessor de k. Portanto, se conhecemos k& + n, obtemos o valor de
k + s(n). Por defini¢do, k + s(n) = s(k + n). Dessa forma, usando as notagdes n + 1 em vez de s(n)
e (k+n)+ 1emvezde s(k + n), aigualdade (1.10) se escreve:

k+(n+1)=(k+n)+1 (1.11)

Portanto as igualdades (1.9) e (1.10) ou, equivalentemente, (1.9) e (1.11) definem, por recorréncia,

a soma k + n de dois nimeros naturais quaisquer k e n.

1.5.8 Algoritmo de Euclides

Nesta subse¢do, mostramos, a titulo de curiosidade, ao professor que a recursio estd presente no
Algoritmo de Euclides.

O Algoritmo de Euclides ¢ um método prético para se calcular o Méximo Divisor Comum (MDC)
de dois niimeros inteiros quaisquer, ambos diferentes de zero. O MDC de a e b é denotado por (a, b).

O Algoritmo de Euclides utiliza a recorréncia para provar a existéncia do Maximo Divisor Comum
e utiliza o seguinte lema extraido do livro de Abramo [4]:

3 Abordada em Elon [5] e em http://mtm.ufsc.br/ensinomedio/jul-09/aritmetica.pdf [12].
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Lema 1.1. Sendo a, ben € 7. Se existe (a,b — na), entdo:

(a,b) = (a,b — na)

Demonstracao: Seja k o MDC de a e b — na, ou seja, k = (a,b — na). Como k divide a e k
divide (b — na), temos que k divide b, pois b é igual a b — na + na, assim k é um divisor comum de
a e de b. Supondo que z seja um divisor comum de a e de b, temos que z € um divisor comum de

a e de b—na, dessa forma, z divide k provando assim, que k& é o Mdximo Divisor Comum de a e de b.

A partir do Lema 1.1, chega-se no Algoritmo de Euclides: dados a,b € Z, sem perca de gene-
ralidade, podemos supor a < b, se a for igual a 1 ou se a for igual a b ou ainda a divide b, temos:
(a,b) = a e termina o algoritmo. Supondo que 1 < a < b e que a ndo divide b. Pela divisdo Euclidiana

temos:

b=a.qu +ry, com r <a.

Existem duas possibilidades:

i) r divide a, assim pelo Lema 1.1 7y = (a,71) = (a,b — g1a) = (a,b) e termina o algoritmo ou

i1) 71 ndo divide a, assim efetuamos a divisao de a por r1, chegando a a = r1gs + 72, com ry < 11

Mais uma vez temos duas possibilidades:

1’) ro divide 71, e, neste caso, mais uma vez, pelo Lema 1.1 temos,

o = (T17T2) = (7’1,@ - C]27"1) = (7’1,(1) = (b - Q1a>a) = (ba &) = (aab)7
assim, paramos, pois o algoritmo terminou, ou

ii’) ro divide 71, e, neste caso, podemos efetuar a divisdo de r; por ro, obtendo r, = roq3 + 13,
com 73 < ro. Este processo nao poderd continuar indefinidamente, pois teriamos uma sequéncia de
nimeros naturais a > r; > ro > ... 0 qual ndo possui menor elemento, o que niao pode ocorrer pela
propriedade da boa ordem *. Assim, para algum n, temos que r,, divide r,,_1, € (a,b) = 7.

Pelas divisdes sucessivas temos:

a:bq1+7“1 (0<’I"1<b)

b:7’1QQ+7’2 (0<T2<T1)

T1 = To@3 + T3 (0 <rg < 7’2>

To = T3.Q4 + T4 (0 <1y < T’3)

Os restos sucessivos formam uma sequéncia decrescente de nimeros positivos:

b>ri>ra>r3>ry>...>0

A propriedade da boa ordem pode ser encontrada em Hefez [4].
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Com (a,b) = (b,r1), (b,r1) = (r1,72), (r1,72) = (ra9,73),

(ro,r3) = (r3,74), ccey (Pn_1,70) = (7,0) = 7p.

Vimos que no Algoritmo de Euclides foi utilizada uma equagdo de recorréncia, pois apds no

maximo b etapas temos:

Tp—2 = Tn_1.Qn + Tn.

1.5.9 Juros Compostos

Juros compostos € um modelo de aplicacdo financeira que utiliza o raciocinio recursivo fundamen-

tado em progressdes geométricas. Vejamos:

Exemplo 1.13. Um capital de R$ 20.000, 00 foi aplicado a taxa de 2% ao més durante 3 meses. Qual

foi o montante no final de 3 meses?

No primeiro més, temos que 2% de 20000 € igual a 400 (juros produzidos no primeiro més). O
montante, no final do primeiro més, é a soma do capital mais os juros, isto €, 20.000 + 400 = 20400.
No segundo més, temos 2% de 20400 que € igual a 408 (os juros produzidos no segundo més), assim o
montante no final do segundo més serd o anterior somado aos juros produzidos no segundo més, isto é,
204004-408 = 20808. No terceiro més, ja teremos 2% de 20808 que € igual a 416,16 (juros produzidos
no terceiro més) e o montante no final dos trés meses serd 20808 + 416, 16, isto €, 21224, 16.

Observamos no exemplo que o montante no final de cada periodo depende do montante anterior,

podemos sintetizar por meio de uma tabela, sendo o montante (M), o capital (C), a taxa ¢ e ¢ o periodo.

Periodos | Inicio | Juros Montante Final

1° periodo | C iC M, =C+iC=C(1+1)

2° periodo | M, iMy | My= M, +iMy =M (1+19)=C(1+14)(1+1)
My =C(1+414)?

3°periodo | M2 | iMy | M3z = My +iMy = My(1+4) = C(1414)%(1+1)
M;=C(1+1i)?

Tabela 1.3: Montante no final de cada periodo

Os montantes resultantes no final de cada periodo formam uma recorréncia linear homogénea de
primeira ordem, onde, m,, representa 0 montante no n-ésimo periodo.
Mpi1 = mn(l + Z) € Mo = Co.

Observamos que no final de n periodos os montantes obtidos formam uma progressdo geométrica

em que Cj (capital inicial) é o primeiro termo da progressio e a razdo é (1 + 7). Como o termo
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geral da progressido geométrica é a,, = a,.¢" !, temos que no final de n periodos 0 montante serd
M, = C(1+1)"eosjuros (j) serd: j = M — C.

1.5.10 Problemas de Contagem

Nesta subsecdo, apresentamos e resolvemos alguns problemas de contagem usando recursao.

Problema 01 (extraido de Lima et. al[6])

Quantas sdo as sequéncias de n termos, todos pertencentes a {0, 1}, que possuem um niimero

impar de termos iguais a zero. Chamamos de z,, 0 nimero de sequéncias com n termos que satisfaz as

condig¢des do problema. Dividimos o problema em dois casos:

1) Se o primeiro elemento for 1, para formar a sequéncia basta determinar os termos a partir do
primeiro o que pode ser feito de x,,_; modos;

ii) Se o primeiro elemento for 0 (zero), teremos que o resto da sequéncia devera ter uma quantidade
par de zeros, sendo assim, para encontrarmos essa quantidade, podemos pegar 2" ! que € a quantidade
total de sequéncias e subtrair o nimero de sequéncias que tem uma quantidade impar de zeros. Sendo
assim, teremos: 2" '-x,,_;.

Logo, o nimero de sequéncias de n termos todos pertencentes a {0, 1} que possui um nimero
impar de termos iguais a zero serd igual a soma da quantidade de sequéncias dos dois casos, portanto,

temos: z,, = r,_1 + (2" 'z, ;) =271,

Problema 02 (extraido de Lima et. al [6])

Determine o niimero mdximo de regioes em que n retas podem dividir o plano.
Observamos que o numero méaximo de regides € obtido para cada n, a reta n + 1 intersecta as n ja
existentes, pois tragando uma reta temos duas regides, com a segunda reta se origina mais duas novas

regides e a terceira reta obtem-se a mais trés novas regides. Como verificamos na tabela:

Numero de retas | Quantidade de regides
0 1
1 2
2 4
3 7

Tabela 1.4: Relacdo entre o nimero de retas e a quantidade de regides

Dessa maneira, a nova reta subdivide n + 1 regides obtendo assim n + 1 novas regides, ou ainda, a

quantidade de regides obtidas por n retas igual ao nimero de regides definidas por (n — 1) retas mais n.
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Dessa forma, a equacao de recorréncia z,, = x,_1 +n, paran = 0,1,2, ..., com zy = 1 determina o
nimero maximo de regides x,,, em que n retas podem dividir o plano. Resolvemos esta recorréncia
ndo-homogénea pelo método de expandir, conjecturar e verificar, temos:

I(]:]_

Tpt1 =Tp+(n+1)

Listando os termos obtemos:

.CElz.fCo—l—l
CE2:£C1—|—2
Q33:232+3

Ty =Tp_1+N

Somando membro a membro, tem-se:

ritrotazt+ o tr,=r0+ta+ro+ o+, +1+24+3+--+n

Tp=To+14+24+34+---+n

n(n+1)
— T, =Tg+ —=
2
Assim, a possivel solucao da recorréncia é:
n®+n—+2
T, = 5 .

Agora, verificamos a validade da férmula acima por indugdo. Note que paran = 0

0?+0+2 2 .
Tp = ——— = — = .
0 2 2
n?+n+2 :
Suponhamos agora que x,, = — Somando n + 1 a ambos os membros dessa igualdade,

obtemos:
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n®>+n+2
xnﬂzxn—l—n—i—l:T—l—n—i—l:

nP4n+2+42n+2  (n+2n+1)+n+3

B 2 B 2
(n+1)*+n+3

- 5 :

0 que mostra que a férmula vale para todon € N.
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Capitulo 2

O ENEM e a OBMEP: Utilizacao do
raciocinio recursivo

2.1 Introducao

Neste capitulo, falamos um pouco sobre o Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), suas carac-
teristicas, matriz curricular, objetivos principais, assim como a Olimpiada Brasileira de Matemaética
das Escolas Publicas (OBMEP), além de apresentarmos e analisarmos algumas questdes do ENEM
de 2008 a 2013, e problemas que foram utilizados em provas da OBMEP de 2005 a 2014, os quais
utilizam o raciocinio recursivo em sua resolucdo. Sempre que possivel, mostramos ao professor
algumas sugestdes de como o mesmo pode utilizar estas questdes para que os alunos do ensino médio

possam compreender 0 processo recursivo com mais afinco.

2.2 ENEM

O Exame Nacional do Ensino Médio € uma avaliacao anual criada em 1998, oferecida princi-
palmente a concluintes e egressos do ensino médio, cujo o propésito € avaliar o desempenho dos
estudantes quanto as competéncias e habilidades adquiridas ao longo de sua vida escolar basica.
Inicialmente, até o ano de 2008, o ENEM era composto por 63 questdes interdisciplinares aplicadas
apenas em um unico dia. A partir de 2009, o exame passou a ser um dos principais meios de acesso ao
ensino superior, contendo agora 180 questdes de multipla escolha divididas igualmente em dois dias

de aplicacdo nas 4 dreas do conhecimento as quais sao:
1. Linguagens, Cédigos e suas Tecnologias (incluso a redacdo): Correspondendo a Lingua Portu-

guesa, Literatura, Lingua Estrangeira (Inglés ou Espanhol), Artes, Educac¢do Fisica e Tecnologia da

Informacdo e Comunicagao.
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2. Ciéncias Humanas e suas Tecnologias: Abrangendo Histéria, Geografia, Filosofia e Sociologia.

3. Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias: Referente aos componentes curriculares de Quimica,

Fisica e Biologia.

4. Matematica e suas Tecnologias: Referindo-se a conteidos de Matemética.

Além da nova reformulagdo no que tange a aplicacdo, a matriz de referéncia ganhou uma nova
roupagem em 2009, compartilhando com todas as areas os cinco eixos cognitivos de acordo com o
relatério pedagégico do ENEM [1]:

I. Dominar linguagens (DL): dominar a norma culta da Lingua Portuguesa e fazer uso das lingua-
gens matematica, artistica e cientifica e das linguas espanhola e inglesa.

II. Compreender fendmenos (CF): construir e aplicar conceitos das varias dreas do conhecimento
para a compreensao de fendmenos naturais, de processos histérico-geograficos, da producio tec-
noldgica e das manifestagdes artisticas.

III. Enfrentar situagOes-problema (SP): selecionar, organizar, relacionar, interpretar dados e
informacdes representados de diferentes formas, para tomar decisdes e enfrentar situagdes-problema.

IV. Construir argumentacdo (CA): relacionar informacdes, representadas em diferentes formas, e
conhecimentos disponiveis em situagdes concretas, para construir argumentacao consistente.

V. Elaborar propostas (EP): recorrer aos conhecimentos desenvolvidos na escola para elaboragdo
de propostas de interveng¢do solidaria na realidade, respeitando os valores humanos e considerando a
diversidade sociocultural.

Ainda de acordo com [1] a matriz de referéncia de Matematica e suas tecnologias € dividida em

sete competéncias, como segue:

Competéncia de drea 1 — Construir significados para os nimeros naturais, inteiros, racionais e reais.

H1 — Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representagdes dos numeros e
operacOes — naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padrdes numéricos ou principios de contagem.

H3 — Resolver situacdo-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 — Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de argumentos sobre
afirmacdes quantitativas.

HS — Avaliar propostas de interven¢ao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 — Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a representacao

da realidade e agir sobre ela.
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H6 — Interpretar a localizacdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no espago tridimensional e sua
representacao no espaco bidimensional.

H7 — Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

HS8 — Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos geométricos de espaco e forma.

H9 — Utilizar conhecimentos geométricos de espaco e forma na selecdo de argumentos propostos

como solucao de problemas do cotidiano.

Competéncia de drea 3 — Construir no¢des de grandezas e medidas para a compreensdo da realidade

e a solucdo de problemas do cotidiano.

H10 — Identificar relacdes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a no¢do de escalas na leitura de representacdo de situagdo do cotidiano.

H12 — Resolver situacao-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 — Avaliar o resultado de uma medi¢@o na constru¢ao de um argumento consistente.

H14 — Avaliar proposta de interven¢ao na realidade utilizando conhecimentos geométricos relacio-

nados a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 — Construir no¢des de variacdo de grandezas para a compreensao da reali-

dade e a solu¢do de problemas do cotidiano.

H15 — Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas.

H16 — Resolver situacdo-problema envolvendo a variacao de grandezas, direta ou inversamente
proporcionais.

H17 — Analisar informagdes envolvendo a variagdo de grandezas como recurso para a constru¢ao
de argumentacao.

H18 — Avaliar propostas de intervencao na realidade envolvendo variacao de grandezas.

Competéncia de drea 5 — Modelar e resolver problemas que envolvem varidveis socioecondmicas

ou técnico-cientificas, usando representacdes algébricas.

H19 - Identificar representacdes algébricas que expressem a relacio entre grandezas.
H20 — Interpretar grafico cartesiano que represente relacdes entre grandezas.

H21 — Resolver situacao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 — Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a constru¢ao de argumentacao.

H23 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos algébricos.

Competéncia de area 6 — Interpretar informacdes de natureza cientifica e social obtidas da leitura

de graficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia, extrapolagdo, interpolacao e interpretagao.
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H24 — Utilizar informagdes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.
H25 — Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou gréaficos.
H26 — Analisar informagdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a construgdo de

argumentos.

Competéncia de area 7 — Compreender o carater aleatorio e nao-deterministico dos fenomenos
naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinag¢do de amostras e cdlculos

de probabilidade para interpretar informagdes de varidveis apresentadas em uma distribui¢ao estatistica.

H27 — Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersdo de um conjunto de dados expressos
em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em graficos.

H28 — Resolver situagdo-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabilidade.

H?29 — Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a construgao de
argumentacgao.

H30 — Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando conhecimentos de estatistica e

probabilidade.

Os contetidos matematicos que utilizam o raciocinio recursivo que foram abordados em questdes
do ENEM, sao principalmente, termo geral e soma dos termos de uma progressao aritmética, esses

fazem parte da competéncia da drea 1, enfatizando o item H2, isto €, identificar padrdes numéricos.

2.3 Questoes do ENEM de 2008 a 2013

No ano de 2008, a Questao 54, prova amarela, utilizou o raciocinio recursivo em sua resolugao.
Em relacdo a mesma, ndo tecemos comentarios € nem resolvemos aqui, pois sua solucao estd na Se¢ao
3.2, pagina 51. No Enem de 2009, nao apareceram questdes envolvendo o raciocinio recursivo. Ja no
Enem de 2010, houve duas avalia¢Ges, a primeira foi anulada, nela apareceram duas questdes, as quais

podem ser resolvidas por meio de recursdo. Abaixo, listamos as questdes e resolvemos.

2.3.1 Questao 149 de 2010: Prova Azul - Primeira Aplicacao

Uma professora realizou uma atividade com seus alunos utilizando canudos de refrigerante para
montar figuras, onde cada lado foi representado por um canudo. A quantidade de canudos (C) de cada
figura depende da quantidade de quadrados (Q) que formam cada figura. A estrutura de formagdo das

figuras estd representada a seguir.
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Figura | Figura Il Figura Il

Figura 2.1: Questdo 149 de 2010- prova azul- primeira aplicagdo

Que expressdo fornece a quantidade de canudos em fungdo da quantidade de quadrados de cada
figura?

a) C =4Q

b)C=3Q+1
c)C=40Q —1
dC=0Q+3
e) C'=4Q — 2

Resolucao e Comentario:

Nesta questdo o aluno tera que observar cada figura chegando a conclusao que para formar um
quadrado € necesséario utilizar quatro canudos. Para formar dois quadrados precisara de sete canudos
e para formar trés quadrados, dez canudos. O professor precisa estar atento, conferindo se todos os
alunos conseguiram chegar a esse raciocinio.

Organizando esses dados em uma tabela, temos:

Numero de Quadrados (Q) | Quantidade de Canudos (C)
1 4
2 7
3 10

Tabela 2.1: Relacdo entre o nimero de quadrados e a quantidade de canudos

Visualizando os dados da tabela podemos observar que existe uma relagao entre a quantidade de
canudos de uma figura e a quantidade de canudos da figura anterior. Representando a quantidade de

canudos da primeira figura por (', da segunda figura como C’, e assim respectivamente, temos:
C3—Cy=0Cy—C) =3.

Sendo assim, a quantidade de canudos descreve uma progressao aritmética de razao 3.

Como vimos no Capitulo 1, progressao aritmética, faz uso de recorréncia em sua definicdo, dessa
forma, para solucionar a questdo basta utilizar a férmula do termo geral, a,, = a1 + (n — 1)r.

De acordo com os dados da questdo, a, = C' e n = @, pois as n posi¢des da progressdo coincidem
com a quantidade de quadrados dessa forma, temos:
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C=4+(Q—-1)3

C=4+3Q-3
C=3Q+1.

Logo, a alternativa correta € a letra b.

2.3.2 Questao 179 de 2010: Prova Azul - Primeira Aplicacao

Ronaldo é um garoto que adora brincar com niimeros. Numa dessas brincadeiras, empilhou caixas

numeradas de acordo com a sequéncia conforme mostra no esquema a seguir.

-
h% ]
oW N =
-

Figura 2.2: Questdo 179 de 2010 - prova azul - primeira aplicagao

Ele percebeu que a soma dos niimeros em cada linha tinha uma propriedade e que, por meio dessa
propriedade, era possivel prever a soma de qualquer linha posterior as jd construidas.
A partir dessa propriedade, qual serd a soma da 9° linha da sequéncia de caixas empilhadas por
Ronaldo?
A)9
B) 45
C) 64
D) 81
E) 285

Resolucao e Comentario:

Para resolver essa questdo, seria muito interessante que o professor procedesse explicando aos alu-
nos duas maneiras de resolvé-la. A primeira o conduz a observacdo da sequéncia e por fim, a percep¢cao
do raciocinio recursivo que chega a resolugcao por meio da progressao aritmética. A segunda leva em
considera¢do a capacidade do aluno averiguar e compreender padroes estabelecidos em cada linha,
culminando na habilidade de observar as linhas anteriores e a partir disto encontrar uma propriedade
que generalize a soluciao sem a necessidade de recorrer diretamente as linhas anteriores. Bem, vamos

as solucoes.
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Solucao 01

Observando as quatro primeiras linhas, o aluno chega a conclusdao que em cada uma foi estabelecida
uma sequéncia ( 1,...,n,n — 1,n — 2, ..., 1 ),assim, tem duas progressdes aritméticas, a primeira de 1
até n e a segunda de n — 1 a 1, sendo que a primeira possui razdo igual a 1 e a segunda razdo igual a
—1. O problema deseja encontrar a soma dos elementos da nona linha da sequéncia, portanto, temos

que a sequéncia €:

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 8 7 6 5 4 3 2 1)

Sendo assim, dividimos a sequéncia em duas outras:

({1 2 3 4 5 6 7 8 9
i) 8 7 6 5 4 3 2 1)
Em (i) a soma dos termos é:

g _ lmta)9 (1499 90

Ja em (ii), temos:

o (a1+a8).8 . (8+1)8 . 72 .
Sg = 5 = 5 =5 = 36.

Assim, a soma dos termos da nona linha é Sy + Sg = 45 + 36 = 81. A resposta ¢ alternativa D.

Solucao 02

Observando a soma dos elementos nas quatro primeiras linhas percebemos um padrao, como

expressa a tabela:

Linha | Soma dos elementos da linha
1 1
2 4
3 9
4 16

Tabela 2.2: Soma dos elementos de cada linha
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Observamos que a soma dos elementos corresponde ao nimero da respectiva linha ao quadrado,
sendo assim, generalizando para encontrar o da n-é€sima linha temos que a soma € n, sendo assim, a

soma dos elementos correspondentes a nona linha é igual a 9> = 81.

Agora, analisaremos as questdes da segunda prova do ENEM de 2010 pertencentes a prova azul.

2.3.3 Questao 141 de 2010: Prova Azul - Segunda Aplicacao

Nos tiltimos anos, a corrida de rua cresce no Brasil. Nunca se falou tanto no assunto como hoje, e
a quantidade de adeptos aumenta progressivamente, afinal, correr traz iniimeros beneficios para a

satide fisica e mental, além de ser um esporte que ndo exige um alto investimento financeiro.

Um corredor estipulou um plano de treinamento didrio, correndo 3 quilémetros no primeiro dia e
aumentando 500 metros por dia, a partir do segundo. Contudo, seu médico cardiologista autorizou
essa atividade até que o corredor atingisse, no mdximo, 10 km de corrida em um mesmo dia de treino.
Se o atleta cumprir a recomendacdo médica e praticar o treinamento estipulado corretamente em
dias consecutivos, pode-se afirmar que esse planejamento de treino so poderd ser executado em,
exatamente,

A) 12 dias.
B) 13 dias.
C) 14 dias.
D) 15 dias.
E) 16 dias.

Resolucao e Comentario:

Essa questido ndo trouxe em seu enunciado um texto longo e cheio de informagdes secundarias
que ndo sdo relevantes para a resolucado, ela € direta. Desta forma, para resolvé-la, o professor precisa
instigar os alunos a organizarem os dados, assim como buscarem raciocinar de forma a descobrirem
que se trata de uma sequéncia, e que a partir do segundo dia é acrescentado 0,5 km em relagcdo a
quantidade de km percorridos no dia anterior. Sendo assim, € preciso que o estudante compreenda que
se trata de uma recorréncia, ja que a quantidade de km de um dia decorre da quantidade de km do dia
anterior, e que € expressa através da progressao aritmética.

Para solucionar a questdo, antes de tudo, precisamos transformar as unidades, isto €, passar os 500
m percorridos para quildometros, ou passar de quildmetros para metros o que for mais conveniente
para os alunos. Em seguida, basta utilizarmos a férmula do termo geral objetivando encontrarmos a

quantidade de termos que € equivalente a quantidade de dias. Logo, temos:
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Dados ay = 3km, r=0,5km e a, = 10km

10 =3+ (n—1).0,5

10=3+0,5n—-0,5
7,50 =0,bn
n = 15.
Entdo, a resposta € 15 dias, ou seja, a alternativa D.

O professor pode também, seguindo como base esta questdo, elaborar outras perguntas, assim como,
montar outras circunstancias induzindo os alunos a extrairem o méximo de informagdes trabalhando
seu raciocinio 16gico, além de treinar suas habilidades em estabelecer padrdes.

2.3.4 Questao 167 de 2010: Prova Azul - Segunda Aplicacao

O trabalho em empresas de festas exige dos profissionais conhecimentos de diferentes dreas. Na
semana passada, todos os funciondrios de uma dessas empresas estavam envolvidos na tarefa de
determinar a quantidade de estrelas que seriam utilizadas na confecgcdo de um painel de Natal. Um
dos funciondrios apresentou um esbogo das primeiras cinco linhas do painel, que terd, no total, 150

linhas.

W OWT YonT Yorint  dnninht

1* > » L -

Figura 2.3: Questdao 167 de 2010 - prova azul - segunda aplicacdo

Apos avaliar o esbogo, cada um dos funciondrios esbo¢ou sua resposta:
FUNCIONARIO I: aproximadamente 200 estrelas.
FUNCIONARIO II: aproximadamente 6 000 estrelas.
FUNCIONARIO III: aproximadamente 12 000 estrelas.
FUNCIONARIO IV: aproximadamente 22 500 estrelas.
FUNCIONARIO V: aproximadamente 22 800 estrelas.
Qual funciondrio apresentou um resultado mais proximo da quantidade de estrelas necessdria?
A)l
B) 1l
C) 1l
D)1V
E)V
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Resolucao e Comentario:

Para esta questdo os alunos precisam, a principio, observar atentamente a figura, examinando e
chegando a conclusdo que a partir do segundo termo, a quantidade de estrelas de uma linha é dada pela
soma entre as estrelas da linha anterior acrescida uma estrela. Na segunda linha temos duas estrelas,
isto €, a quantidade de estrelas da primeira mais uma nova estrela. Na terceira linha temos a quantidade
de estrelas da segunda mais uma nova estrela. Sendo assim, o ndmero de estrelas em cada linha forma
uma progressio aritmética em que o termo geral corresponde, a,, = n, com n (n > 1), o nimero da
linha e para calcular a quantidade de estrelas utilizada nas 150 linhas, basta utilizar a soma dos termos
de uma progressao aritmética de razao 1.

O professor deve estar atento, analisando se os alunos conseguiram chegar as conclusdes acima
citadas, assim como se os mesmos estao organizando os dados corretamente, além de saberem, de fato,
0 que o problema realmente quer, isto €, a soma do niimero de termos.

Sendo assim, para resolver o problema, temos que a5 = 150, a1 = 1,r=1e

(14 150) x 150
2

5150 =151 x 75

5150 =

S1s50 = 11325.

Ao chegar neste ponto, o aluno deve perceber que precisa verificar nas alternativas qual o valor

mais proximo de 11 325 que € 12 000. Portanto, a resposta correta € a alternativa C.

No ano de 2011, prova amarela, as Questdes 161 e 162 poderiam ser resolvidas através do raciocinio
recursivo, a primeira foi comentada na Subsecao 1.5.3, pagina 10. Ja em relac@o a segunda, utiliza-se

recursao, assim como porcentagem. Abaixo, resolvemos e comentamos essa questao.

2.3.5 Questao 162 de 2011: Prova Amarela

Uma pessoa aplicou certa quantia em acoes. No primeiro més, ela perdeu 30% do total do
investimento e, no segundo més, recuperou 20% do que havia perdido. Depois desses dois meses,
resolveu tirar o montante de R$ 3 800,00 gerado pela aplicacdo. A quantia inicial que essa pessoa
aplicou em agées corresponde ao valor de
A)R$ 4 222,22.

B) R$ 4 523,80.
C) R$ 5 000,00.
D) R$ 13 300,00.
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E)R$ 17 100,00.
Resoluc¢io e Comentario:

Essa questao utiliza o raciocinio recursivo, pois 0 montante no segundo meés gerado pela aplicacdo
vai depender do montante do primeiro més, estabelecendo assim uma relacdo de recorréncia. Chamando
de C a quantia inicial que foi aplicada em ac¢des, também considerando o montante do primeiro e do
segundo més, respectivamente por M; e Mo, temos:

Ml = 0—30%0 €

My = My + 20%(30%.C).

Pelo enunciado temos que o montante M, = 3800, logo:

(0,7)C + (0,2).(0,3)C = 3800
— C = 5000.

Entdo, a solucdo da questdo € a alternativa C.

No exame de 2012 apareceram duas questdes que poderiam ser solucionadas por meio do processo
recursivo. Abaixo comentamos ambas.

2.3.6 Questao 142 de 2012: Prova Amarela

Jogar baralho é uma atividade que estimula o raciocinio. Um jogo tradicional é a Paciéncia, que
utiliza 52 cartas. Inicialmente sdo formadas sete colunas com as cartas. A primeira coluna tem uma
carta, a segunda tem duas cartas, a terceira tem trés cartas, a quarta tem quatro cartas, e assim
sucessivamente até a sétima coluna, a qual tem sete cartas, e o que sobra forma o monte, que sdo as
cartas ndo utilizadas nas colunas. A quantidade de cartas que forma o monte é
A)21.

B) 24.
C) 26.
D) 28.
E)31.

Resolucao e Comentario:
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Nessa questdo, o ENEM faz uma contextualizagdo com o baralho. Se o professor identificar que
uma quantidade considerdvel da turma nao tem conhecimento suficiente de como o mesmo funciona,
sugerimos que o mestre possa trazer um baralho e demonstrar para os alunos, constituindo-se uma
excelente oportunidade para que os estudantes possam obter mais informagdes sobre este jogo que,
geralmente, € utilizado em outros conteidos de matematica como probabilidade e andlise combinatdria.
Também aconselhamos que os alunos sejam estimulados, sempre que possivel, a fazerem um desenho,
ou ainda uma tabela, organizando os dados da questiao.

Para resolver a questao, os alunos precisam observar que a primeira coluna € composta por uma
carta, a segunda por 2 cartas, e assim sucessivamente, o enunciado é bem claro quanto a isto, além
disto, percebam o que o problema quer, isto €, saber quantas cartas constituem o monte, a principio, se
faz necessario saber quantas cartas estdo dispostas nas 7 colunas, e para isto, os mesmos podem utilizar
a férmula da soma dos termos de uma progressao aritmética, sabendo que a razao € 1, o primeiro
termo também € 1 e o sétimo termo € igual a 7. No entanto, se os alunos fizerem o desenho da questao,
provavelmente observardo com mais clareza que, em detrimento da progressao aritmética, existe, por
tras do processo, o raciocinio recursivo, onde em cada coluna, a partir da segunda, a soma das cartas
¢é igual a quantidade de cartas da coluna anterior mais 1, sendo assim, para que um padrao possa ser
estabelecido, podemos escrever as como sendo a; + 1, assim como a3 como sendo as + 1, desta forma,

generalizando:

ap = ap—1 + 1.
Calculando através da soma dos termos de uma progressao aritmética, temos:
(1+7)

S7:TX7:28

Finalmente, para chegarmos a solucao, basta subtrairmos da quantidade de cartas que compdem o

baralho, isto é, 52 cartas, a quantidade dispostas nas 7 colunas, ou seja, 28 cartas, sendo assim, temos:

52 — 28 = 26.

Como podemos perceber, a alternativa correta € letra C.

2.3.7 Questao 146 de 2012: Prova Amarela

Um magquinista de trem ganha R$ 100,00 por viagem e sé pode viajar a cada 4 dias. Ele ganha
somente se fizer a viagem e sabe que estard de férias de 1° a 10 de junho, quando ndo poderd viajar.
Sua primeira viagem ocorreu no dia primeiro de janeiro. Considere que o ano tem 365 dias. Se o
maquinista quiser ganhar o mdximo possivel, quantas viagens precisard fazer?

A) 37
B) 51
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C) 88
D) 89
E) 91

Resolucao e Comentario:

A questdo acima pode ser resolvida por meio de recursdo através da progressdo aritmética,
utilizando-se de duas formas diferentes as quais comentamos logo abaixo. E interessante que o
professor instigue a curiosidade dos alunos para que os mesmos pensem em fazer a questdo de formas
diferentes, assim, provavelmente durante a aula aparecerdo as duas ou mais maneiras de se resolver
o problema. Na primeira forma de resolu¢do o aluno pode pensar em fazer uma subtragdo entre o
numero de dias do ano, isto €, 365 dias, menos a quantidade de dias que o maquinista ficou de férias,
ou seja, 10 dias, resultando assim em 355 dias, sendo assim, este valor ou € um termo da progressao
aritmética de razao 4 ou € maior que o Ultimo termo dessa progressao a qual podemos expressar em
linguagem matematica como observamos a seguir:

355> 1+ (n—1).4

350 > 4n — 3
n < 88,9.

Como n representa a quantidade méxima de viagens que o maquinista realizard, entdo n € um
nimero natural, desta maneira, o maior natural que satisfaz as condi¢des do problema € 88. Pois,
88 x 4 + 3 = 355.

Na segunda maneira de resolver a questdo, o aluno pode verificar que no intervalo de 1° de janeiro
até o dia 31 de maio, data que antecede as férias do maquinista, € composto por 155 dias, assim

percebemos que:

151 = 37.4 4 3.

Logo, temos 37 viagens neste periodo. Agora, analisando o restante do ano, o intervalo correspon-
dente ao periodo posterior as férias do maquinista, que vai do dia 11 de junho a 31 de dezembro, temos
um total de 204 dias, que pode ser expresso por 4 x 51, isto €, durante este periodo o maquinista ird
realizar 51 viagens, assim sendo, no total serdo 37 + 51 totalizando 88 viagens.

Portanto a alternativa correta é a letra C.
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No ano de 2013 foram aplicadas duas questdes na prova do ENEM que poderiam ser resolvidas
através do raciocinio recursivo. No entanto, comentamos aqui a Questao 154, ja a Questdao 166 esta
respondida na Sec¢do 3.4, pagina 58.

2.3.8 Questao 154 de 2013: Prova Amarela

As projecées para a producdo de arroz no periodo de 2012 - 2021, em uma determinada regido
produtora, apontam para uma perspectiva de crescimento constante da produ¢do anual. O quadro

apresenta a quantidade de arroz, em toneladas, que serd produzida nos primeiros anos desse periodo,
de acordo com essa projecdo.

Ano Projecio da producéo ()
2mz2 50,25
2013 51,50
2014 52,75
2015 54,00

Figura 2.4: Questdo 154 de 2013 - prova amarela

A quantidade total de arroz, em toneladas, que deverd ser produzida no periodo de 2012 a 2021
serd de

A) 497,25.
B) 500,85.
C) 502,87.
D) 558,75.
E) 563,25.

Resolucao e Comentario:

Observando o quadro, percebe-se que a projecdo da produgdo anual de arroz esta com perspectiva
de crescimento constante de 1,25 toneladas. Considerando Py, P, P3, P, respectivamente as projecoes
dos anos de 2012, 2013, 2014 e 2015, assim:

Po—P =P—PFP,=P — P3;=1,25.

Dessa maneira temos:

P =50,25 ¢
P, =P, +1,25
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Como vimos no Capitulo 1, a relagdo de recorréncia acima representa uma progressao aritmética
de razdo 1,25 com a; = P, = 50, 25. Aqui, € preciso tomar bastante cuidado, pois como a proposta
do problema € obter a quantidade total de arroz, em toneladas produzidas no periodo de 2012 a 2021
que corresponde a 10 anos, haja vista que o ano de 2012 deve ser incluido, o natural € que os alunos
subtraiam 2021 — 2012 = 9, no entanto, os mesmos devem somar mais 1, pelas razdes ja mencionadas
anteriormente, dessa maneira o professor deve ser cuidadoso na eminéncia de ajudar aos estudantes a
compreenderem este fato. Sendo assim, para determinarmos o valor da produg¢@o nos intervalo de 2012
a 2021 temos que utilizar a soma dos termos de uma progressao aritmética. Antes disso, precisamos
obter o valor de a;,y = Pjq, logo:

Pyo=P, +9x1,25=61,5.

Finalmente, de posse do a,,, calculamos a soma dos termos

(50,25 + 61,5) x 10
2

Sio = = 558, 75.

Logo, a alternativa correta € letra D.

24 OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Piablicas(OBMEP) é um programa de realizacao,
desde 2005, do Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada(IMPA) e a Sociedade Brasileira de
Matemdtica em parceria com os Ministérios da Educacio e de Ciéncia e Tecnologia. E constituida
de uma prova nacional realizada em duas fases para estudantes do 6° ano do ensino fundamental ao
ensino médio das escolas publicas, dividida em trés niveis, nivel I compreende ao 6° e 7° anos, nivel
II, participam os alunos dos 8° e 9° anos, ja o nivel III abrange todo o ensino médio.

E importante destacar que os objetivos da OBMEP de acordo com o regulamento [8] da mesma
sdo:

1. Estimular e promover o estudo da matematica entre alunos das escolas publicas.

2. Contribuir para a melhoria da qualidade da educagdo bdsica.

3. Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso nas areas cientificas e tecnoldgicas.

4. Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contribuindo para a sua
valorizagdo profissional.

5. Contribuir para a integracdo das escolas publicas com as universidades publicas, os institutos de
pesquisa e as sociedades cientificas.

6. Promover a inclusdo social por meio da difusdo do conhecimento.
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2.5 Questoes da OBMEP

Nesta secdo, apresentamos, resolvemos e analisamos 8 questdes da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), as quais foram utilizadas no periodo de 2005 a 2014, que
por sua vez, podem ser resolvidas utilizando o raciocinio recursivo.

2.5.1 Questao 08 do Nivel 02 de 2005

Quantos sdo os niimeros inteiros, miltiplos de 3, existem entre 1 e 2005?
A) 664
B) 665
C) 667
D) 668
E) 669

Resolucao e Comentario:
A progressao aritmética € util na resolucdo da questao, ja que os multiplos de 3 entre 1 e 2005 sao

representados pela sequéncia: (3,6,9,...2004), em que a razdo é 3 e o primeiro termo também € igual a
3. Através da férmula do termo geral, segue que:

ap =a,+ (n—1).r
2004 =3+ (n—1).3

2001 = 3n — 3
2004
"
n = 668.

Assim, a resposta € 668 multiplos e corresponde a alternativa D.

2.5.2 Questao 07 do Nivel 02 de 2006

No inicio de janeiro de 2006, Tina formou com colegas um grupo para resolver problemas de
matemdtica. Eles estudaram muito e por isso, a cada més, conseguiam resolver o dobro de niimeros de
problemas resolvidos no més anterior. No fim de junho de 2006 o grupo havia resolvido um total de

1134 problemas. Quantos problemas o grupo resolveu em janeiro?

A) 12
B) 18
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C) 20
D) 24
E) 36

Resolucao e Comentario:

E muito importante que os alunos compreendam que a cada meés, o grupo consegue resolver o dobro
da quantidade de problemas resolvidos no més anterior, entender essa informacgao € imprescindivel
para chegarmos a solugdo do problema. Prosseguindo, podemos considerar a seguinte notac¢do: a,,

equivale ao nimero de problemas resolvidos no més anterior. Por conseguinte, temos:

ap = 2an—17

que € uma progressao geométrica. Desse modo pode-se utilizar a férmula da soma dos termos, ja que

no sexto mes totalizou 1134 problemas resolvidos, assim:

ai(q" —1)

S, =
qg—1

Y

emque S, =1134,g=2en = 6:

1134 = a;.(2° = 1)

1134 = 63a,;
1134
ay = ———
63
ay = 18.

Portanto, no més de janeiro foram resolvidos 18 problemas. Dessa forma, a resposta correta

corresponde a alternativa B.

2.5.3 Questao 04 do Nivel 03 de 2008

Com quadrinhos de lado 1 cm, constréi-se uma sequéncia de retdngulos acrescentando-se, a cada
etapa, uma linha e duas colunas ao retdngulo anterior. A figura mostra os trés primeiros retangulos

dessa sequéncia. Qual é o perimetro do 100° retdngulo dessa sequéncia?
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[
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Figura 2.5: Questao 04 do nivel 03 de 2008

A) 402 cm
B) 472 cm
C) 512 cm
D) 598 cm
E) 634 cm

Resolucao e Comentario:

Esta questdo € muito interessante e bem proveitosa, haja vista que o raciocinio recursivo pode ser
trabalhado com grande afinco, pelo menos, de duas maneiras diferentes. Sendo assim, vamos comentar
aqui duas formas de resolucao desse problema.

Para solucionar o problema, o aluno necessita saber a definicdo de perimetro. Observando aten-
tamente a figura, o perimetro do primeiro ao terceiro quadrado, e ele deve estabelecer algum padrao
que o norteie a chegar na solucao desejada. Sabendo que o perimetro do primeiro quadrado € igual
a 4, o do segundo € o valor do anterior mais 6, isto €, 10 centimetros, e o terceiro € igual ao valor
do anterior mais 6, ou seja, 16 centimetros. Diante disso, pode-se notar que essa € uma progressao
arimética em que o primeiro termo € 4 e a razdo € igual a 6. Portanto, para encontrarmos o 100° termo

dessa sequéncia, basta aplicarmos a férmula do termo geral, onde temos:

a100:4+(100—1) X 6

aipo = 598.

Assim, a resposta € 598.

Segunda solucao:

Para chegarem a segunda forma de resolver o problema, os alunos precisam observar que a

sequéncia de retangulos, escrita como altura x base, € da forma:

1x1,2x3,3x5,....,nx%x(2n—1).
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E fécil perceber, em relacdo a esse problema, que a altura de qualquer retangulo corresponde a
sua respectiva posi¢ao, por exemplo, o 100° retangulo tem altura 100 cm, ja as bases formam uma
progressdo aritmética em que o primeiro termo € igual a 1 e a razdo igual a 2, por consequéncia, a base

do n-ésimo retangulo é:
a,=14+(n—-1)x2=2n—1.

Logo, o centésimo retangulo tem como base 2 x 100 — 1 = 199, e a altura 100 cm, assim € da
forma 100 x 199. Portanto, seu perimetro é 2 x (100 + 199) = 598 cm, que compreende a alternativa
D.

2.5.4 Questao 11 do Nivel 02 de 2009

Na sequéncia 9,16,13,10,7, ..., cada termo, a partir do segundo, é a soma de 7 com o algarismo
das unidades do termo anterior. Qual é o 2009 termo da sequéncia?

A)9

B) 10

C)l11

D) 13

E) 15

Resolucao e Comentario:

Inicialmente, o professor deve instigar o aluno a perceber o padrdo na sequéncia. Se 0 mesmo
observar apenas os cinco primeiros termos, ¢ bem provavel que chegue a conclusao que a partir do
segundo, toda a sequéncia é uma progressao aritmética de razao -3. Porém, analisando mais alguns
termos, podemos perceber que nao se trata de uma progressao aritmética. Observando com mais afinco
os dados do problema, notamos que a sequéncia utiliza o raciocinio recursivo, pois para obter o termo
seguinte € necessdrio recorrer ao termo anterior somando 7 ao algarismo das unidades, dessa maneira,

temos:

9,16,13,10,7,14,11,8,15,12,9, 16...,

10 termos

a cada 10 termos a sequéncia se repete. Como 2009 = 200 x 10 + 9, segue que 2009 € igual ao 9°
termo da sequéncia, que corresponde a 15. Diante disso, chegamos a conclusdao que a alternativa
correta € letra E.
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2.5.5 Questao 16 do Nivel 03 de 2009

Felipe construiu uma sequéncia de figuras com quadradinhos; abaixo mostramos as quatro

primeiras figuras que ele construiu. Qual é a primeira figura que tem mais de 2009 quadradinhos?

28 guacdmadinhos
13 quiadradinkaog ]
S ppaadradinhos |
1 quasdradinho
o I 1 | [ 1
1=
ol L]
* L
l‘l

Figura 2.6: Questdo 16 do nivel 03 de 2009

A) A 30°
B)A 31°
C) A 32°
D) A 33
E) A 34°

Resolucao e Comentario:

Analisando as quatro primeiras figuras, verificamos que a diferenga no nimero de quadradinhos
entre as figuras 2% e 17, 3% e 2%, 4* e 3?, respectivamente, obtemos a sequéncia:

(5—1,13 — 5,25 — 13) = (4,8,12). 2.1)

A sequéncia acima € uma progressao aritmética de razdo 4. Além disso, vemos que a quantidade
de quadradinhos segue também o seguinte padrao expresso na tabela:

Figura Quadradinhos
1 1
2 1+4=5
3 1+4+8=13
4 1+4+8+12=25

Tabela 2.3: Relagdo entre a posicdo da figura e a quantidade de quadradinhos

Assim, temos que o nimero de quadradinhos da n-ésima figura € igual a soma dos (n — 1) termos
da sequéncia (2.1) com 1. Por consequéncia, para sabermos qual € a primeira figura que tem mais de
2009 quadradinhos, aplicamos a desigualdade abaixo, utilizando a férmula da soma dos termos de
uma progressao aritmética, com r = 4, a; = 4, a,, = 4n.
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(444n).(n —1)

2009 < +1

4018 < 4n — 4 + 4n® — 4n + 2
n? > 1005.

Sabendo que n > 31, precisamos verificar qual valor de n satisfaz as condi¢cdes propostas no

problema. Fazendo os devidos cédlculos para n = 32 e n = 33, obtemos:

(CLl -+ a31)(n — 1)
2

(4+124).31
2
Dessa forma, n = 32 esta descartado, pois 1985 é menor que 2009. Agora vamos verificar para

+1

+ 1 =1985.

n = 33, assim, temos:
(a1 + azz)(n — 1)
2
(4 + 128)(32)
2
Diante disso, constatamos que a 33 corresponde a primeira figura com mais de 2009 quadradinhos,

+1

+1=2113.

entdo, a alternativa correta € a D.

Segunda solucao:

O professor pode orientar os alunos a contarem os quadradinhos brancos e sombreados que apare-

cem em cada figura, observando a relacdo entre eles. Organizando em uma tabela, verificamos que:

Figura | Quadradinhos Brancos | Quadradinhos Sombreados | Total
1? 1=12 0=0?% 1% + (2
2° 1=12 4 = 22 22 +12
3 9 = 32 4 =22 3%+ 22
4* 9 = 32 16 = 42 4% + 3?

Tabela 2.4: Relagdo entre os quadradinhos brancos e sombreados

A partir da tabela, concluimos que generalizando a n-ésima figura tem n? + (n — 1)? quadradinhos.
J4 que o objetivo é encontrar 0 menor inteiro positivo n tal que n? + (n — 1)? > 2009. Podemos chegar

ao valor de n analisando o sinal do polindmio:

o2n? — 2n — 2008. (2.2)
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Se torna mais rapido obter o valor de n através de aproximagdes, como segue. Sabendo que
n? > (n —1)? paran > 1, percebemos que 2n? > 2009, pelo polindmio (2.2), assim, n? > 2005,
entdo n > 31. Como 322 > (n— 1)2 = 1985, logo n = 32 esta excluido, por outro lado, calculando
para n = 33 temos 33% + 32% = 2113. Esse raciocinio nos leva a concluir que a figura que ocupa a 33*
posicdo € a primeira figura que possui o nimero de quadradinhos maior que 2009.

2.5.6 Questao 04 do Nivel 03 de 2010 - Segunda fase

No jogo Arrasta Um usa-se um tabuleiro quadriculado e pecas redondas, uma preta e as outras
brancas. Coloca-se uma peca em cada casa do tabuleiro, exceto em uma que é deixada vazia. Um
movimento consiste em deslocar para a casa vazia a pe¢a de uma casa adjacente. O jogo termina
quando a pega preta chega ao canto superior direito do tabuleiro. Veja um exemplo de como terminar
o Arrasta Um em quatro movimentos em um tabuleiro 2 x 2.

O 90 @0 @ @
eO0 - O] OO DO

posigcdo Inicial posigao final

Esta sequéncia de movimentos pode ser descrita por {A. v,

Figura 2.7: Questao 04 do nivel 03 de 2010 - segunda fase

a) Descreva como terminar o Arrasta Um em seis movimentos no tabuleiro 3x3 abaixo.

OO

QOO

b) Descreva como terminar o Arrasfa Um em dez movimentos no tabuleiro 3x3 abaixo.

90@
Hee
[ eo]e
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c) Mostre que em um tabuleiro nxn , como na figura, € possivel terminar o Arrasta Um em 6n-8 movimentos.

Resolucao e Comentario:

A resolucao do item c desta questdo mostra o quanto a recursao € util e pode ser utilizada para
facilitar a resolucao do problema. A primeira resolucio do item c nao utiliza recursdo, a mesma foi
obtida no site da OBMEP. Abaixo, segue a solucdo tradicional dos trés itens, em seguida, mostramos a
solugdo da alternativa ¢ por recursdo baseado na dissertacdo de Theodorovski [15].

a) A figura expressa abaixo mostra que a sequéncia constituida por seis movimentos termina o jogo
a partir da posic¢ao inicial dada.

o000 {00 OLT0 e e CeF
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b) A figura abaixo demonstra que a sequéncia composta de quatro movimentos transforma a
posic¢do inicial dada na posi¢do inicial do item a), a partir da qual € possivel terminar o jogo em seis
movimentos.
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Assim, podemos terminar o jogo num total de 4 + 6 = 10 movimentos.
c¢) A ideia € fazer a peca preta se mover ao longo da diagonal do tabuleiro. Isso pode ser feito uma

casa de cada vez utilizando primeiro os movimentos do exemplo do enunciado seguidos da repeticdao

dos movimentos do item a). Ilustramos isso abaixo em um tabuleiro 4 x 4.
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Em geral, em um tabuleiro n X n a peca preta vai subir n — 1 casas na diagonal; pelo método
indicado, pode-se subir a primeira delas em 4 movimentos e cada uma das n — 2 restantes em 6

movimentos cada uma. Logo, pode-se acabar o jogo em 4 + 6(n — 2) = 6n — 8 movimentos.
Solucao da alternativa c por recorréncia:

Sendo ¢,, 0 nimero de movimentos necessdrio para resolver o jogo Arrasta Um, em um tabuleiro
n X n, iniciando com a peca preta no canto inferior esquerdo e a casa adjacente superior vazia.
Para mover o circulo de cor preta no canto superior direito do tabuleiro n x n sdo necessarios ¢,
movimentos em um tabuleiro (n — 1) x (n — 1) adicionado & 6 movimentos referentes ao item a, como

podemos ver abaixo:

QI QIO 2
IOIC 3 QIO D
CACAC, QIOC
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£

A relacdo de recorréncia obtida para o problema é:

ty =4

t, =th—1+6,n>2.

Expandido os termos da recorréncia, temos:

t3 =1t3+6
ty=13+6
ls =14+6
t, =t,—1 +6.
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Adicionando membro a membro, obtemos:

tyttytts oo dty gty =to+6+Ft3+ 64+t +6.

Subtraindo ¢3 +t4 +t5+ - - - + ¢, em ambos os membros da equacdo acima e reescrevendo as n — 2
parcelas iguais a 6, obtemos:

t, =to +6(n —2).
Substituindo ¢, = 4 na equagdo acima, obtemos que t,, = 4 + 6(n — 2) = 6n — 8.

Portanto, € possivel terminar o Arrasta Um em 61 — 8 movimentos.

2.5.7 Questao 14 do Nivel 02 de 2013

No primeiro estdgio de um jogo, Pedro escreve o niimero 3 em um tridngulo e o niimero 2 em
um quadrado. Em cada estdgio seguinte, Pedro escreve no tridngulo a soma dos niimeros do estdgio

anterior e no quadrado a diferenca entre o maior e o menor desses niimeros. Qual é o niimero escrito

no tridngulo do 56° estdgio?

1* estigio
2° gstdgio
Figura 2.8: Questdo 14 do nivel 02 de 2013
A)3x2%
B) 5x 228
C) 5 x 2%

D)3 x2%
E)5x 2%

Resolucao e Comentario:

E importante que o professor oriente os alunos a organizarem os dados do problema em uma tabela,

pois fica mais perceptivel o padrdo estabelecido nos estidgios. Apresentando alguns deles, tem-se:
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2.5. QUESTOES DA OBMEP

Estagio | Triangulo | Quadrado
1 3 2
2 5 1
3 6=3x2 4
4 10=5x2 2
5 12 = 3 x 22 8
6 20 =5 x 22 4
7 24 =3 x 23 16
8 40 =5 x 23 8

Tabela 2.5: Padrdo estabelecido nos estdgios

Note que ha um padrdo na coluna dos tridngulos, os estagios de posic¢do par, que € da forma 2k,
formam a sequéncia
(5,10, 20, 40, ...).

A sequéncia representa uma progressao geométrica, vimos no Capitulo 1 a definicdo da mesma por
recursdo, para saber o nimero que aparece no 56° triangulo, utilizamos a férmula do termo geral da

rogressao geométrica, em que n = 3, g = 2 e a; = 5, entdo:
2

an = a1.¢" 1 =5 x 22871 =5 x 277,

Logo, a alternativa correta € a letra E.

2.5.8 Questao 12 do Nivel 02 de 2014

Comegando com um quadrado de 1 cm de lado, formamos uma sequéncia de figuras, como na
ilustracdo. Cada figura, a partir da segunda, é formada unindo-se trés copias da anterior. Os
contornos destacados em vermelho das quatro primeiras figuras medem, respectivamente, 4 cm, 8 cm,

20 cm e 56 cm. Quanto mede o contorno da Figura 6?

EIH:I%EI:I -

Figura 1 Figura 2 Figuera 3 Figura 4 - ==

Figura 2.9: Questdo 12 do nivel 02 de 2014

A) 88 cm
B) 164 cm
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C)172 cm
D) 488 cm
E) 492 cm

Resolucao e Comentario:

A partir da observagao, os alunos devem ser motivados a constatarem o padrio estabelecido entre
as figuras, chegando assim a conclusao que existe, de fato, um processo recursivo o qual pode ser
utilizado para resolver o problema, pois cada figura € constituida por 3 copias de uma figura anterior, e
estas, estdo posicionadas de forma a colocar em contato apenas dois pares de quadradinhos das copias
das figuras. Logo, o comprimento do contorno da nova figura, o qual denominamos de C,,, € igual a 3
vezes a medida do contorno da anterior, a qual chamamos de C),_;, menos 4 cm ( referente aos lados

em contato). Sendo assim, podemos expressar pela relacao de recorréncia:

Ci =14

Cn - BCnfl - 4

Organizando os dados em uma tabela, segue que:

Figura | Contorno (cm)
1 4
2 3x4-4=8
3 3x8-4=20
4 3x20-4=56
5 3x56-4=164
6 3x 164 -4 =488

Tabela 2.6: Medida do contorno de cada figura

Portanto, a medida do contorno da figura é 488 cm, logo a resposta € a alternativa D.

48



Capitulo 3

Atividades Aplicadas em Sala de Aula

3.1 Introducao

Neste capitulo, mostramos algumas atividades que envolvem o raciocinio recursivo e foram
aplicadas em uma turma de 3° ano do ensino médio da Escola Estadual Professora Maria Queiroz,
localizada no bairro Felipe Camarao da cidade de Natal-RN. As atividades foram desenvolvidas no dia
03 de novembro de 2014, a escolha desse dia foi motivada pela aproximacdo com os dias de aplicagdo
do ENEM,isto €, dias 08 e 09 de novembro de 2014.

A turma possuia 21 alunos que frequentavam as aulas regularmente, porém no dia da aplicacao das
atividades estavam presentes 15 alunos, sendo 8 meninas e 7 meninos, com faixa etdria entre 17 e 18
anos.

Para a realizacdo das atividades foram utilizados 3 aulas seguidas de 50 minutos, das 13h0Omin as
15h30min. Os alunos foram divididos em 3 grupos com 5 componentes cada.

3.2 Atividade- Conjunto de Sierpinski

Nesta se¢do, apresentamos como foi aplicada a atividade referente ao conjunto de Sierpinski. No
primeiro momento, com os alunos em grupos, foi entregue a cada componente uma folha contendo as
atividades que foram realizadas no dia. Iniciamos lendo a questao do ENEM 2008 sobre o tridngulo de

Sierpinski:
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3.2. ATIVIDADE- CONJUNTO DE SIERPINSKI

Fractal (do latim fraclus, fragéo, quebrado) — objeto que
pode ser dividido em partes que possuem semelhanga com o
o objeto inicial. A geometria fractal, criada no século XX, |
estuda as propriedades e o comportamento dos fraclais —
objetos geométricos formados por repeligbes de padrbes
similares.

O tridngulo de Sierpinski, uma das formas elementares da o
geometria fractal, pode ser obtido por meio dos seguintes
passos:

1. comece com um tridngulo equildtero (figura 1);

2. construa um tridngulo em que cada lado tenha a
metade do tamanho do lade do tridngulo anterior e
faga trés copias; @

3. posicione essas copias de maneira que cada tridngulo
tenha um vértice comum com um dos vértices de cada
um dos outros dois tridngulos, conforme ilustra a figura 2;

4. repita sucessivamente os passos 2 e 3 para cada
copia dos tridngulos obtidos no passo 3 (figura 3).

ALl

Figura | Figura 2 Figura 3
De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da
seqléncia apresentada acima &

Figura 3.1: Questao do ENEM-2008

Em seguida, os alunos passaram a dialogar em seus respectivos grupos em prol de chegarem a uma

conclusdo definitiva a respeito da resolugdo da questdao do ENEM 2008, como mostra a Figura (3.2).

Figura 3.2: Alunos dialogando em grupo

Ao término do tempo de reflexdes, os trés grupos apresentaram corretamente a resposta da questao
que € a alternativa C. Ao fazermos uma andlise das resolucdes apresentadas por todos, percebemos
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3.2. ATIVIDADE- CONJUNTO DE SIERPINSKI

que nas justificativas desenvolvidas os mesmos demonstraram categoricamente que fizeram uso do
raciocinio recursivo mesmo que de forma intuitiva.

Posteriormente, ainda baseado na questdao do ENEM 2008, foi solicitado que os alunos observassem
as areas das regides escuras das figuras e construissem uma tabela contendo suas respectivas dreas em
funcdo das anteriores. Um aluno logo percebeu que a drea da regido escura correspondente a Figura 2
era 3/4 da figura anterior, no entanto, de modo geral, os estudantes tiveram dificuldades em perceber
que a drea da regido escura da Figura 3 correspondia a 3/4 da area da Figura 2, depois da media¢ao do
professor todos se convenceram e chegaram a conclusdo que a drea das regides escuras (a,,) poderiam
ser representadas pela equagdo de recorréncia:

3
Apy1 = Za”' 3.1

Para resolver (3.1) foi utilizado o método de resolucdo de uma recorréncia linear homogénea de
primeira ordem conforme vimos no Capitulo 1.

Solucao. Temos

ap = —Ap—_1-

4
Dai multiplicando os membros das equagdes acima, obtemos:

_ 3 3 3
a1.09.03 Ap — .4(11.4&2 4an_1.

3 n—1
—a,=1(2) .
w1 (3)

Depois da resolugdo, a professora instigou os alunos a perceberem que ap, as € ag, nessa ordem,
estdo em progressao geométrica e que a razao é %. Entretanto, dos 15 alunos presentes, apenas 3
alunos nao tiveram dificuldades na resolugdo da recorréncia linear acima. Depois que a professora fez
uma explicacdo mais detalhada, percebeu-se que todos os alunos demonstraram que compreenderam a
resolucao.
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3.3. ATIVIDADE- TORRE DE HANOI

Figura 3.3: Professora instigando os alunos

3.3 Atividade- Torre de Hanoi

Figura 3.4: Torre de Han6i

A torre de Handi, também conhecida como quebra-cabeca do fim do mundo, assim como torre
de bramanismo, foi inventada e comercializada como brinquedo em 1883, pelo matematico francés
Edouard Lucas (1842-1891). Segundo o préprio Edouard, este jogo era muito popular no Japao e na
China. Sua inspiragdo surgiu por uma lenda Hindu que falava de um templo em uma cidade da India
onde existiam 3 torres sagradas do bramanismo. De 14 para c4, muita coisa foi escrita e pesquisada
sobre esse jogo ludico que estimula a criatividade, memdria, a capacidade de planejamento e solucao
de problemas por meio de técnicas de estratégia. Seu objetivo se constitui em transferir os n discos de
uma haste para outra vazia, de forma que os discos de didmetro maiores nao fiquem sobrepostos aos de
diametros menores.

No inicio das atividades, foi entregue para cada grupo um exemplar da torre, em seguida foi
explicado o que era e qual o objetivo do jogo. Depois, os estudantes manusearam e brincaram com os
exemplares entregues pela professora, tentando passar todos os 4 discos de uma haste para a outra,
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3.3. ATIVIDADE- TORRE DE HANOI

como mostram as Figuras (3.5) e (3.6).

Figura 3.5: Observacao da Torre de Handi Figura 3.6: Jogando com a Torre de Handi

Posteriormente, solicitamos que os alunos construissem uma tabela organizada de modo que na
primeira coluna fosse exposto a quantidade de discos, e na segunda o nimero minimo de movimentos
necessarios para transferi-los a outra haste.

Os alunos ficaram entusiasmados para contarem a quantidade minima de movimentos e cada

componente do grupo, colaborava na realizacao da atividade. Todos os grupos construiram uma tabela

do tipo:
discos | movimentos
1 1
2 3
3 7
4 15

Tabela 3.1: Quantidade de movimentos de acordo com o nimero de discos

Na etapa posterior da atividade, fizemos o seguinte questionamento: Qual € a relacdo de recorréncia
que associa o0 nimero minimo de movimentos para n discos com o nimero minimo de movimentos para
os (n — 1) discos? De inicio, os grupos tiveram bastante dificuldade, entretanto, a partir do momento
que mediamos, auxiliando-os de forma moderada, solicitando sempre que 0os mesmos observassem
atentamente quantidade de movimentos em relacdo a casos em que a quantidade de discos sejam
menores, os estudantes passaram a compreender melhor as relacdes chegando assim na resolucao
do problema, essa maneira do professor proceder estd alinhada com o pensamento de George Polya
(1978):
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O estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente quanto
lhe for possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com auxilio
insuficiente, € possivel que ndo experimente qualquer progresso. Se o professor
ajudar demais, nada restara para o aluno fazer. O professor deve auxiliar, nem
demais nem de menos, mas de tal modo que ao estudante caiba uma parcela
razodvel do trabalho. (POLYA, 1978, p. 17).

Para resolvermos o problema com n discos, introduzimos as estratégias de resolu¢do de problemas
estabelecidas por George Polya, que nos orienta a compreender o problema, estabelecer um plano de
acdo, executar o plano de acdo e examinar a solugdo obtida para verificar se satisfaz o problema, além
de observar questdes particulares, menores, para utilizar suas informacdes em prol da resolucao de
casos gerais.

Seguindo as ideias de Polya, os grupos mediados pela professora, foram incentivados a dividirem
o problema em casos menores, para em seguida, generalizarem para n discos. Foi sugerido que
observassem atentamente 0os movimentos minimos necessarios para transportar uma torre com trés
discos de uma haste para outra, cumprindo assim a regra do jogo. Ao observarem os trés primeiros
movimentos, quando o jogo tem trés discos, os alunos perceberam que é o0 mesmo procedimento para

resolver quando se tem apenas dois discos na torre. Como podemos verificar na Figura (3.3).

Figura 3.7: Os trés primeiros movimentos

Depois, os estudantes observaram os outros movimentos, em que o proximo se consistia em

transferir o disco maior para o pino sem discos, como vemos na figura (3.4).

Figura 3.8: Movimento do disco maior para o pino sem discos

Posteriormente, os mesmos verificaram os trés tltimos movimentos, como podemos constatar na
figura (3.5):

Figura 3.9: Os trés ultimos movimentos
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Nos trés dltimos movimentos foi realizado o mesmo procedimento que o caso n = 2, assim, a
quantidade minima de movimentos € o dobro da quantidade de movimento para o caso n= 2 adici-
onado de uma unidade, ou seja, chamando x3 da quantidade minima de movimentos para n=3 e x5
a quantidade de movimento para o caso n=2 obtemos que x3 € igual a 2 x 2 4+ 1. Ao chegar a essa
conclusdo, os alunos ficaram empolgados em verificar se para n = 4 seguia 0 mesmo raciocinio, e
constataram que era o dobro da quantidade de movimentos do caso 3 adicionado de uma unidade, ou
seja, r4 = 2 X 3 + 1, a partir destas etapas, os alunos estavam prontos para conseguirem desenvolver
os calculos necessarios para resolver o problema geral. Em seguida, os estudantes foram estimulados
a imaginarem uma torre com n discos € que sabiam resolver o problema para n-1 discos, assim, os
mesmos foram acompanhando o raciocinio: chamando x,,_; (movimentos minimos para mover n — 1
discos), podemos transferir os n — 1 discos de cima para uma haste vazia com x,,_; movimentos, cComo
estd disposto na figura (3.10):

Figura 3.10: Movimentos de uma torre com n discos

Em seguida, colocamos o disco maior na outra haste vazia, finalizamos passando os n-1 discos
menores para a haste que tem o disco maior, utilizando-se assim de mais x,,_; movimentos, portanto,
no total foram z,, ; + 1+ 2,1 = 22,1 + 1, isto é, x,, = 2x,,_1 + 1, chegando a essa relacao de
recorréncia.
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3.4 Atividade - Questoes da OBMEP e ENEM

Nesta secdo, apresentamos e resolvemos trés questoes feitas em sala de aula, as duas primeiras
oriundas da OBMEP-2012 e a terceira do ENEM 2013, em que utilizam-se o raciocinio recursivo,
além de discutir as dificuldades apresentadas pelos alunos ao resolvé-las.

01. (OBMEP - 2012) Renata montou uma sequéncia de tridngulos com palitos de fosforo, segundo

o padrado indicado na figura. Quantos palitos ela vai usar para construir o quinto tridngulo da

p A\,

Figura 3.11: OBMEP - 2012

sequéncia?

A) 36
B) 39
C) 42
D) 45
E) 48

Solucao:

Chamando de z,, a quantidade de palitos necessérios para a constru¢dao do n-ésimo triangulo e

listando os termos, temos:

ZL‘1:3
$2:3.2+1‘1
$3:3.3+£L'2

Ty, =3Nn+Tp_1.

Somando as equac¢des acima membro a membro obtemos:

Tpn=3+324+33+...+3n=
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=z, =3(14+2+...+n).

Chegamos a conclusdo que:

2y = o (3.2)

Assim, para construir o quinto tridngulo da sequéncia basta substituir n por 5 em (3.2), obtemos
que 5 = 45. Dessa forma, a resposta correta € a alternativa D.

02. (OBMEP - 2012)Renata montou uma sequéncia de triangulos com palitos de fosforo, seguindo
o padrdo indicado na figura. Um desses tridngulos foi construido com 135 palitos de fosforo. Quantos

palitos formam o lado desse triangulo?

A

Figura 3.12: OBMEP - 2012- sequéncia de tridngulos

A)6
B)7
C)8
D)9
E) 10

Solucao:

Segue o mesmo raciocinio de resolu¢io do primeiro problema, ou seja, substituindo x,, por 135 em
(3.2) obtemos:
3n(n+1)
2
270 = 3n(n+1)

135 =

270 + 3n? + 3n = 0.

Resolvendo a equacdo, temos n = 9. Diante disto, concluimos que a resposta do problema € a
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alternativa D.

03. (ENEM - 2013) O ciclo de atividade magnética do Sol tem um periodo de 11 anos. O inicio
do primeiro ciclo registrado se deu no comego de 1755 e se estendeu até o final de 1765. Desde entdo,

todos os ciclos de atividades magnéticas do Sol tém sido registrados.
Disponivel em: http://gl.globo.com. Acesso em: 27 fev. 2013.
No ano de 2101, o Sol estard no ciclo de atividade magnética de niimero:
A) 32 B) 34 C)33 D)35 E) 31

Essa questdo pode ser resolvida por meio de uma progressdo aritmética cuja solug@o se encontra
nesta secdo, pagina 59.

Comentarios sobre a experiéncia em sala de aula:

Ao resolver o primeiro problema 20% dos alunos presentes fizeram a constru¢do do quinto triangulo
da sequéncia seguindo o padrdo, e em seguida, apenas contaram os palitos.

Constatamos também que 60% da turma resolveu o problema utilizando o raciocinio recursivo,
percebendo logo a relacdo entre a posi¢ao do tridngulo na sequéncia e a quantidade de palitos que
formam o lado do mesmo. Quando chegou em x,, = 3(1 + 2 + ... + n), alguns alunos tiveram
dificuldades, pois nao lembravam da férmula da soma dos termos de uma progressdo aritmética,
além de que ndo lembravam de como chegar até a mesma. Em seguida, com o auxilio do professor,
os estudantes conseguiram encontrar a solu¢do do problema. Os outros 20% apresentaram muitas
dificuldades, pois informaram que nunca estudaram progressdes, no entanto, os mesmos perceberam o
padrdo na sequéncia de triangulos, porém nao conseguiram resolveé-lo.

Ja em relacdo ao segundo problema, todos os alunos constataram que tinha os mesmos dados da
questao anterior isto €, havia semelhancgas que os ajudariam a compreendé-lo com mais propriedade,
essa metodologia esta de acordo com o pensamento de George Polya [11], pois, segundo o mesmo,
para ajudar o educando a compreender o problema, o mesmo deve observar se existe outro semelhante
ao que estd analisando, para que possa se apropriar das técnicas que lhe ajudam a interpretar, e assim,
chegar a solu¢do almejada com mais facilidade.

Continuando no problema ja citado, o objetivo era encontrar a posi¢ao do tridngulo construido com
135 palitos de fésforo. Os alunos utilizaram a solu¢do oriunda da questdo anterior e substituiram z,,
por 135, chegando a:
n(n+1)

n:3
. 2

58



3.4. ATIVIDADE - QUESTOES DA OBMEP E ENEM

135:3n(n+1

270 = 3n(n+1)
270 — 3n* — 3n = 0.
Solucionando a equacgdo do segundo grau, chegamos a conclusdo que n =9. Como a quantidade de

palitos que formam o lado do tridngulo € 0 mesmo que a sua posi¢ado, a solugao do problema € 9 palitos,
ou seja, alternativa D.

Na terceira questao , todos os alunos observaram que a mesma apresentava o raciocinio recursivo,
onde, o segundo ciclo iniciava 11 anos apds o primeiro, o terceiro 11 anos apds o segundo e assim
sucessivamente. Ou seja, 0s mesmos perceberam que se tratava de uma progressao aritmética, em que
o primeiro termo € 1755, o termo geral € 2101 e a razdo é 11, dessa forma, temos:

a; = 1755, a, = 2101, r = 11.

Aplicando a férmula do termo geral da progressao aritmética, obtemos:

2101 = 1755+ (n — 1).11

2101 = 1755 = 11n — 11
346 + 11 = 11n
357 .
= n=7 (aproximadamente 32,45).

Como o resultado de n foi um valor aproximado, cerca de 40% da turma errou a questdo, pois
arredondaram para 33, marcando assim a alternativa C o que € um erro, ja que o trigésimo terceiro
ciclo inicia no ano 2107, entdo, 2101 estara no trigésimo segundo ciclo que se inicia em 2096, como
verificamos:

asy = 1755 + (32 — 1).11 = 2096
as3 = asg + 11 = 2107.

Dessa forma, a alternativa correta € a letra A, isto €, no trigésimo segundo ciclo.
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Consideracoes Finais

E notério que a recursio se constitui como uma alternativa para o ensino de matemdtica, pois é uma
ferramenta importante na compreensao de padrdes e no desenvolvimento da capacidade de estabelecer
relagdes, os quais sdo pré-requisitos essenciais para o desenvolvimento do raciocinio 16gico.

O ENEM e a OBMEP tem explorado nos seus exames problemas que podem ser resolvidos com
o auxilio do raciocinio recursivo, mostrando assim a importancia do mesmo. Porém, os contetidos
que estes exames nacionais deram mais €nfase foram as progressoes aritméticas, haja vista que no
ensino médio a recursdo € trabalhada intuitivamente nas progressoes, no entanto, a maioria dos livros
didaticos ndo deixa explicito o processo recursivo ao trabalhar estes contetdos, nao lhe dando assim o
merecido destaque.

Acreditamos que o raciocinio recursivo deve ser mais abordado no ensino bésico, pois 0 mesmo
possibilita que os alunos, a partir de regularidades, estabelecam regras favorecendo o pensamento
l6gico e a aprendizagem significativa, formando individuos reflexivos, criticos e autdbnomos. Por isso,
o professor deve ser estimulado a trabalhar com questdes da OBMEP e do ENEM, pois as mesmas,
principalmente a primeira, dao a oportunidade de que se trabalhem com padrdes, os quais podem ser
descobertos e analisados pelo educando propiciando que modelos matematicos sejam descritos para
chegar na solu¢do almejada.

Nesse trabalho, foi dado €nfase nas recorréncias lineares de primeira ordem, pelo fato delas
poderem ser utilizadas na definicdo de varios contetidos do ensino béasico, ja que a finalidade desta
dissertacdo é ser uma fonte que possibilite ao professor relembrar a recursiao e consequentemente
motiva-lo a introduzir varios conteudos por meio dessa ferramenta tdo importante. O método de
resolucdo de equagdes de recorréncias adotado aqui € de expandir, conjecturar e verificar a validade,
pois o mesmo € mais acessivel a compreensdao de um aluno do ensino médio. Como o objetivo do
ensino de matematica é formar alunos criticos e reflexivos, torna-se imprescindivel que o professor
nao forneca formulas prontas e sim mostre como chegar até elas.

Na aplicagdo das atividades, levamos as torres de Handi ja construidas, entretanto, uma atividade
pratica bastante interessante é a confeccao das mesmas pelo professor juntamente com os alunos, por
meio de isopor e palito de churrasco, os quais foram materiais que constituiram as torres utilizadas na
escola. E valido ressaltar que a torre de Handi é um material concreto que possibilita a compreensio
da recursao, pois para alcancgar o objetivo do jogo, o aluno utiliza o raciocinio recursivo e chega

a recorréncia linear de primeira ordem. Mesmo sendo alunos do ensino médio, os quais t€m uma
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maior resisténcia a aulas ministradas em uma perspectiva lddica, percebemos que os discentes ficaram
motivados em realizar a atividade com o jogo.

Esperamos que este trabalho possa ser uma fonte que os professores do ensino médio utilizem
como objeto de estudos e pesquisas no intuito de enriquecer suas aulas promovendo uma melhor
aprendizagem matemadtica, culminando em jovens mais preparados para enfrentar os desafios do por
Vir.
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