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Resumo

A presente dissertacdo tem por objetivo sugerir ao professor de matemadtica do ensino médio
uma forma de ensinar logica aos estudantes. Para isso utiliza-se uma sequéncia didatica que ex-
plora os conceitos matemadticos que estdo envolvidos no funcionamento da calculadora, um dos

simbolos maiores da matematica.

PALAVRAS-CHAVE: Algebra Booleana, Ensino de l6gica, Ensino Médio, Calculadora.



Abstract

This dissertation aims to suggest the teacher of high school mathematics a way of teaching logic
to students. For this uses up a teaching sequence that explores the mathematical concepts that

are involved in the operation of a calculator one of the greatest symbols of mathematics.

KEYWORDS: Boolean Algebra, Logic education, High scholl, Calculator.
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Introducao

Atualmente ha diversos fatores que dispersam a atencao dos alunos e a escola tradicional, com
seus métodos desatualizados, ndo consegue gerar interesse no educando. Essa nova geracao de
estudantes tem acesso a informacao de maneira quase instantanea através de varios dispositivos
como os celulares, tablets, notebooks e outros. Diante dessa perspectiva, cabe ao docente orientar
esse processo de aquisicao do conhecimento. Segundo Canavarro[1], os professores funcionam
como mediadores entre o curriculo e os alunos, no sentido de que é através dos professores que

os alunos acedem ao curriculo pré-definido.

Portanto o docente deve mediar esse processo e guiar/despertar a curiosidade e interesse do es-
tudante em algo produtivo. No caso dos professores de matematica ha a possibilidade de explorar
um dos maiores simbolos da prépria disciplina, a calculadora, com vistas ao seu funcionamento.
Segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) [2], uma das finalida-
des do ensino de matemadtica para os estudantes é aplicar seus conhecimentos matematicos a
situacoes diversas, utilizando-os na interpretacao da ciéncia, na atividade tecnolégica e nas ativi-

dades cotidianas.

Ha diversos conceitos matemadticos envolvidos no funcionamento da calculadora, destacando-
se nesse rol a légica matemadtica. Roger Sperry, prémio Nobel de Medicina, no final dos anos se-
tenta anunciou em seus estudos que o hemisfério esquerdo do cérebro possui dominancia sobre
as funcoes verbais, 16gicas, sequenciais, numéricas, lineares e analiticas do ser humano'. Estudar
l6gica estimularia esse hemisfério do cérebro e contribuiria ainda mais para o desenvolvimento do
aluno. No ambito da matemaética ha outros beneficios, como uma melhora no nivel de abstracao,

maior apropriacdo da linguagem simbdlica envolvida, uma compreensdo mais clara dos encadea-

1para maiores informacdes sobre o tema é sugerida a leitura de [3]



mentos légicos das demonstracdes e de forma geral desenvolve o raciocinio dedutivo. Novamente

observando o que dizem os PCNEM [2]:

“A Matemditica do Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a estru-
turar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um
papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana

e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas”.

Tendo em vista o que foi exposto até agora, a presente dissertacdo tem o objetivo de oferecer
ao professor de matemdtica uma proposta de ensino, no formato de sequéncia didatica, em que o
aluno sera introduzido a légica, mais especificamente a dlgebra Booleana, visando o desenvolvi-
mento das habilidades descritas anteriormente. Para atingir o objetivo do trabalho, cada capitulo

da dissertacdo tem um papel especifico.

O primeiro capitulo reflete sobre a l6gica proposicional e sua relacao com a linguagem dos con-
juntos. Esse capitulo é focado no professor de modo que ele tenha uma introducao ao tema e

possa posteriormente buscar aprofundar seus conhecimentos em outras fontes.

Ja o segundo capitulo trata de uma abordagem sobre a dlgebra Booleana visando dar fundamen-
tacdo tedrica ao professor. O estudo da dlgebra Booleana se torna importante pois os circuitos
digitais que estdo miniaturizados e presentes nas calculadoras sao aplica¢oes diretas dessa alge-
bra. Além disso, a édlgebra de Boole operacionaliza a l6gica proposicional e também apresenta
alguns resultados necessdrios para fundamentar os métodos utilizados nas atividades, como por

exemplo, os métodos de construcao de circuitos l6gicos.

O ultimo capitulo apresenta a proposta de atividade em si e fecha a dissertacdo com as conside-

racoes finais sobre o tema e as expectativas sobre a continuidade do trabalho.



Capitulo 1
Logica Proposicional

A légica proposicional é um estudo que tem por objetivo determinar quais operagdes de racio-
cinio sao validas e quais ndo o sao. Os entes fundamentais nessa andlise sao chamados de pro-
posicoes. As proposicoes sao frases afirmativas declarativas que contém palavras e/ou simbolos
matematicos e obedecem as trés leis do pensamento. H4 diversas formulacoes para esses leis, mas

vamos adotar a que encontramos em Copi [4]

* O Principio da Identidade afirma que se qualquer proposicao é verdadeira, entao ela é ver-

dadeira.

* O Principio da Contradigdo afirma que nenhuma proposicao pode ser verdadeira e falsa ao

mesmo tempo.

* O Principio do Terceiro Excluido afirma que um enunciado ou é verdadeiro, ou é falso.

n o«

Sao exemplos de proposicdes: “A Riissia é o maior pais da Asia", “O ouro é o metal mais valioso".
e “2+3=5". Nao sdo proposicoes: “Quanto custa esse picolé?"(frase interrogativa), “Esta frase é
falsa"(incompativel simultaneamente com o Principio do Terceiro Excluido e o da Contradicao).
Para realizarmos as operag¢des de raciocinio mencionadas no primeiro pardgrafo existe a necessi-

dade de definirmos o conceito de tabela verdade e também alguns operadores logicos.



1.1 Tabela Verdade

Dada uma proposicao qualquer, B, sua tabela verdade é uma tabela que contém todos os valores
légicos possiveis para a proposicao. Pelo principio do terceiro excluido, qualquer proposicao P
tem apenas dois valores logicos possiveis, Verdadeiro (V) ou Falso (F). Assim, a tabela verdade

para uma proposicao P serd da forma:

< |

Tabela 1.1: Tabela verdade da proposicao P.

1.2 Operacoes Logicas

1.2.1 Conjuncao

Sejam P e Q proposi¢coes quaisquer. Denotaremos a conjunc¢ao entre essas proposicoes por PAQ

elé-se: “Pe Q". Os valores logicos sao definidos na seguinte tabela:

P Q|PAQ
F F F
F V F
V F F
VvV V \Y%

Tabela 1.2: Conjuncéao entre as proposicoes P e Q.

Observe que P A Q s6 assume o valor 16gico V quando as duas proposicoes P e Q sdo verda-
deiras. Por exemplo, sejam P e Q as proposicdes: “Maria é alta"e “Maria é loira". A proposi¢do P
A Q, “Maria é alta e loira", s6 é verdadeira se P e Q forem ambas verdadeiras. Outra observacao
a ser feita é que proposicoes formadas por outras proposicoes (exemplo: P A Q) sdo chamadas

proposicdes compostas.



1.2.2 Disjuncao

Sejam P e Q proposicoes quaisquer. Denotaremos a disjun¢ao entre essas proposicoes por P v Q
elé-se: “Pou Q". A palavra ou tem significado ambiguo e é utilizada em dois sentidos: o primeiro,
o sentido forte ou exclusivo, o ou tem o significado de “exatamente um". Por exemplo, quando va-
mos ao restaurante e vemos o seguinte letreiro “Duas opcoes de Carne: Frango ou Peixe", o cliente
entende que ele pode escolher exatamente uma das opc¢oes, mas nado as duas. Ja o outro sentido
do ou, o sentido fraco ou inclusivo, pode ser entendido como “pelo menos um". Por exemplo, em
um jogo de futebol existem dois tipos de meia entrada: Para idosos ou para professores. Nesse
caso, desde que um dos pré-requisitos sejam atendidos, o torcedor pagard a meia entrada. Nada
impede que o torcedor seja professor e idoso ao mesmo tempo.

O latim tem duas palavras diferentes para esses sentidos do ou, sendo que aut expressa o ou
exclusivo e vel corresponde ao ou inclusivo. Na légica proposicional é adotado o sentido inclusivo
do ou e o simbolo Vv é usado em referéncia a primeira letra da palavra vel. Podemos ver na tabela

abaixo os valores logicos de P v Q.

P Q|PvQ
F F F
F V \Y%
V F \Y%
vV V \%

Tabela 1.3: Disjuncao entre as proposicoes P e Q.

1.2.3 Negacao

Seja P uma proposicao qualquer. Denotaremos a negacao dessa proposicao por ~P e 1é-se: “ndo

P". Os valores l6gicos da negacao sdao definidos na tabela verdade abaixo:

p | ~P
F| V
VI F

Tabela 1.4: Negacdo de P



Note que ~ F =V e ~V = F, ou seja, quando P assume um valor l6gico qualquer, ~P assume o
outro valor. Tome como exemplo a proposicao “O sol é uma estrela", sua negacao seria “O solndo é
uma estrela". Note que ambas as afirmac¢des nao podem ser verdadeiras ao mesmo tempo (Princi-
pio da contradi¢do) e mais ainda, quando uma afirmacao é verdadeira a outra € falsa e vice-versa.
Outro ponto importante sobre a negacao se refere ao seu uso combinado com outros operadores
l6gicos. A expressao ~PAQ poderia ser interpretada de duas formas distintas: (~P)AQ e ~(PAQ).
Essas duas interpretacoes tem tabelas verdade diferentes e assim com vistas a brevidade da ex-
pressao e para evitar ambiguidades convencionou-se que a negacao serd aplicada ao enunciado
minimo. Assim, no caso de ~PAQ a interpretacao vélida serd (~P)AQ, ou seja, o ~ se aplicaao P e

nao a expressao mais extensa PAQ.

1.2.4 Condicional

Sejam P e Q proposicoes quaisquer. Denotaremos o condicional entre essas proposi¢oes por

P — Qelé-se: “Se P, entdo Q"onde os valores logicos sao definidos na tabela abaixo:

P Q|P-0Q
F F| V
F V| V
V F| F
V V| Vv

Tabela 1.5: Condicional entre as proposicoes P e Q.

Note que P — Q s6 assume o valor légico F quando as proposicdes P e Q assumem os valores
légicos V e F respectivamente. Podemos ainda definir o condicional como sendo a negacao da
conjuncdo entre P e a negacdo de Q, ou seja, ~ (PA ~ Q). Mais adiante, no topico onde se define

equivaléncia logica, serd mostrado o motivo de existir essa outra definicao para o condicional.

1.2.5 Bicondicional

Sejam P e Q proposicoes quaisquer. Denotaremos o bicondicional entre essas proposicoes por
P — Qelé-se: “Pseesomente se Q". Pode-se alternativamente definir o bicondicional como uma

dupla aplicacdo do conectivo (—) onde os valores l6gicos sao exibidos na tabela abaixo:



< T o< T oO

p
F
F
\%
\%

< m m <

Tabela 1.6: Bicondicional entre as proposicoes P e Q.

A partir desse ponto serd adotada uma ordem de aplicacdao dos operadores logicos expostos
nessa sessdo. A ordem citada se baseia na exposta em Hegenberg [5] sendo da maior para a menor

prioridade: ~, v, A, —, <. Assim a expressdao PA ~Q — P deve ser entendida como PA (~ Q) < P.

1.3 Tautologia

Definicao 1.1 Uma proposi¢do composta é dita tautolégica se para quaiquer valores logicos das

sentengas que a compoe, seu valor logico é sempre V.

Exemplo:
P|~P|Pv~P
F| V \Y
F| V \Y
V| F Vv
V| F \Y

Tabela 1.7: Exemplo de tautologia.

1.3.1 Relacao de Implicacao

E um caso particular do operador condicional (—). Sempre que a condicional entre duas pro-
posic¢oes for tautolégico usaremos o simbolo (=) para denotar essa condicional e a chamaremos
de implicacgao l6gica ou implicacao material.

Exemplo:



P Q|PvQ |P=(FPvQ
F F F \Y
F V A% \Y%
V F \Y \Y
vV V A% \Y%

Tabela 1.8: Exemplo de relagdo de implicacao.

1.3.2 Relacdao de Equivaléncia

E um caso particular da relacdo bicondicional (). Sempre que a bicondicional entre duas pro-
posicoes resultar em uma tautologia usaremos o simbolo (¢) para denotar essa bicondicional e

diremos que as proposi¢oes sao equivalentes.

Exemplo:
P Q|IP=Q|~PA~Q |P=-Qe~PA~Q)
F F Vv \Y% \Y
F V A% A% A%
V F F F \Y%
vV V \Y% \Y% \Y%

Tabela 1.9: Exemplo de relacdo de equivaléncia.

A equivaléncia ocorre sempre que a tabela verdade de duas proposicoes forem iguais. Isso
significa que se duas proposicoes apresentarem a mesma tabela verdade elas possuem o mesmo
significado, porém denotado de forma diferente. Esse método é utilizado constantemente na ma-
temadtica para realizar as demonstragdes visto que uma demonstracao, na maioria das vezes, é

uma série de equivaléncias que mostram a equivaléncia entre um conjunto de condicoes.

1.4 Relacdo entre conjuntos e logica proposicional

Existe uma relacao direta entre a linguagem dos conjuntos e a logica proposicional. Podemos
relacionar uma proposi¢do sobre algo com um conjunto cuja propriedade esta descrita pela pro-

posicdo. Por exemplo, a afirmac¢do “Existem selecoes de futebol na América do Sul que foram



campeds de futebol.". E de conhecimento geral que h4 tais sele¢des, portanto a proposicdo é

verdadeira. Do ponto de vista dos conjuntos seria equivalente a construir um conjunto P onde

os elementos seriam as selecoes sulamericanas campeas de futebol. Esse conjunto P = {Brasil,

Argentina, Uruguai} ndo é vazio e portanto existem selecoes com a propriedade citada. Dessa ma-

neira podemos estabelecer uma relacao entre a validade de uma afirmacao e a existéncia de um

elemento em um conjunto. Podemos ainda fazer outras equivaléncias como na tabela abaixo.

Logica Conjuntos
A n
v U
~ Complementar
— (e

Vamos detalhar como ilustracao o caso da equivaléncia entre — e <. Suponha que existam

dois conjuntos A e B onde A c B e ainda que A e B estejam contidos em um conjunto universo U.

Seja agora um elemento x € U sobre esse elemento existem as seguintes possibilidades:

xXeA | xeB
nao nao
nao sim
sim sim

Assim quando A c B s6 serdo vdlidas as trés propriedades descritas na tabela acima e a com-

binacdo x € A e x ¢ B ndo é possivel, ou seja, é falsa. Note que essa tabela é equivalente a tabela

verdade do condicional entre duas proposicoes. Veja na tabela abaixo a semelhanca entre — e c.

xX€A xeB | AcB A B|A-B
nao nao sim F F \Y%
nao sim sim F V \Y%
sim  ndo nao V F F
sim  sim sim VvV V A%




Podemos assumir que existe uma equivaléncia entre — e <, uma vez que eles possuem a
mesma tabela verdade. O mesmo método pode ser empregado para verificar as outras equiva-

léncias mostradas na primeira tabela dessa sessao.

Sugestoes de Exercicios

(1) Sejam as proposicoes A = Carlos € argentino e B = Joao € brasileiro. Traduza para a linguagem
natural as seguintes proposicoes simbdlicas:
a) AvB
b) ~AAB
c) A—B
d A—~B
e) ~A—B
f) ~AA~B
(2) Dado que o valor logico das proposicoes Pe Q éV, ede R e S é E determine o valor 16gico das
seguintes proposicoes:
a) ~Pv~Q
b) Pv ~Q
c) ~PA(Q—-R)
d) ~P A (~Q—~R)
e) RvS—=PAQ
f) PAQ—=RAS
g P-Q—-P—-R
h) PvQ Vv (S—(P—R)

(3) Considerando-se B, Q e R proposicoes simples, construa as tabelas verdade das seguintes pro-

posicoes:

10



a)
b)
c)
d)
e)

f)

PvQ —R
~PvQ AP
(~P—-Q VR .
(~PAP)— (R «—»Q)
PAQ - R~

~P)
QVvR-
(~P—

11



Capitulo 2

Func¢oes Booleanas

2.1 AlgebraBooleana

Conforme dito na introducao, a dlgebra Booleana operacionaliza a l6gica proposicional, ou seja,
oferece métodos para realizarmos operacoes entre proposicoes. Nesse capitulo faremos um es-
tudo desse tema, visto que a literatura em lingua portuguesa sobre o mesmo € escassa e de dificil
acesso. Para tratar o tema utilizaremos o modelo axiomético seguindo uma linha semelhante a

proposta por Garnier[6].

Definicdo 2.1 Uma Algebra Booleana consiste de um conjunto B munido de trés operagoes. Quais

sejam:
1. Uma operagdo bindria, ® : B x B— B, denominada soma;
2. Uma operagdo bindria, * : Bx B — B, denominada produto;

3. Uma operagdo que age em um tinico elemento de B, denotada por~, onde para cada elemento

be B, o elemento b € B é chamado de complemento (ou negagdo) de b.
Essas operagoes obedecem ainda aos seguintes axiomas:
* Axioma 1: As operacoes ® e * sdo comutativas, ou seja, para todo a,b € B
adb=boace
ax*b=bx*a.
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* Axioma 2: Existem elementos identidade em B para cada uma das operagoes bindrias & e *.

Nos denotaremos esses elementos por 0 e 1, respectivamente. Assim, para todo b € B:
be0=>be
bx1=bh.
e Axioma 3: Para todo b € B, existe b€ B tal que, boeb=1ebxb=0.

* Axioma 4: A operagdo & é distributiva em relagdo a * e o contrdrio também é vdlido, ou seja,
para todo a,b,c € B

ad(bxc)=(adb)*(adc) e

a*x(boc)=(a*b)®(a=*c).

Denotaremos uma algebra Booleana por um séxtupla ordenada. No caso da definicao acima,
temos a dlgebra Booleana (B, ®, *,7,0,1). Alguns autores, inclusive o Garnier, trazem ainda o axioma
da associatividade, mas, como seréa visto mais adiante, a associatividade pode ser mostrada atra-
vés dos demais axiomas e portanto nao deve ser listada entre eles a fim de obter um conjunto

minimo de axiomas. Vejamos alguns exemplos de dlgebras Booleanas.

Exemplo 2.1 Considere um conjunto 98 = {0,1}. Defina nesse conjunto as seguintes operagoes

1=0 e 0=1

1*x1 = 11 = 1
le0 = 01 = 1
060 = 0x0 = O
0«1 = 1x0 = 0.

Afirmamos que esse conjunto 98 com as operagoes definidas como acima sao uma dlgebra Booleana.

De fato, os Axiomas 1, 2 e 3 sdo satisfeitos pela definicao. Para verificarmos o Axioma 4, vamos
construir uma tabela verdade com todas as possiveis combinac¢des de valores de x, y e z. Vejamos

a validade da distributividade em relacdo a &, ou seja, que x® (y % z) = (x® ) * (X & z).
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x y z|| (yxz) | xe(y*x2) | (x0y) | (x02) | (x0y)*x(x®2)
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 1
1 00 0 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Perceba que para a mesma combinacdo de valores das varidveis x,yez, as expressoes x &
(y*z) e (x®y)*(x&z) assumem os mesmos valores. Sempre que isso ocorrer diremos que as
expressoes sdo iguais. Assim a distributividade em relacao a @ é vélida, pois vale a igualdade
xe(yxz)=xo)) *(x®2).

Agora verificaremos a validade da distributividade em relagcdo a *, ou seja, que x * (y ® z) =

(x*y)®(x* 2).

x y z| ez |xx(yez)| (xx)) | (x*x2) | (x*xy)®(x*2)
0 0 O 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0
1 00 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Do mesmo modo que na verificacdo anterior, a distributividade em relacao a * é vélida e,
portanto, a dlgebra proposta pelo exemplo é uma algebra Booleana. Denotaremos esta dlgebra
Booleana por (4, ®, *,7,0,1). Esta é a dlgebra mais usual por se assemelhar a 16gica proposicional.
Indo mais além é possivel afirmar que a dlgebra (%, ®, *,7,0, 1) é equivalente a l6gica proposicional

no que se refere as suas operacoes? Vejamos isso no préximo exemplo.
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Exemplo 2.2 A dlgebra (A, ®, *,",0,1) é equivalente a logica proposicional.

Observemos uma comparacao entre as tabelas verdade das operacoes Vv, A e ~ da légica pro-

posicional com as tabelas da dlgebra Booleana (%, &, *,7,0, 1).

X VI|~x|xvy|xAy X Y| X|x0y|x*xy
F F| V F F 0 1 0 0
F V| V \% F 0 1|1 1 0
V F|| F \% F 1 00 1 0
V V|| F \% \% 1 10 1 1

Se fizermos corresponder o 1 ao V e 0 0 ao F fica evidente que as tabelas verdade acima sao

equivalentes com a seguinte correspondéncia entre seus elementos:

Légica proposicional || Algebra Booleana %
F 0
\Y 1
~X X
v ®
A *

Tabela 2.1: Correspondéncia entre l6gica proposicional e dlgebra Booleana.

Assim, acabamos de mostrar que a algebra (%, ®, *,7,0,1) é equivalente a l6gica proposicio-
nal. No préximo tépico serao mostrados alguns resultados sobre as propriedades que a édlgebra
Booleana possui. Dessa forma, os resultados serdo vélidos para a dlgebra (%, @, *,7,0, 1) e por con-

sequeéncia para a légica proposicional também.

2.1.1 Propriedades

Dada um proposi¢do qualquer sobre uma algebra Booleana, nés definimos sua dual como
sendo a proposicao obtida substituindo & por *, * por &, 0 por 1 e 1 por 0. Por exemplo, o Axioma
2 traz duas proposicoes: b®0 = b e b*1 = b. Note que uma proposicao é a dual da outra. O

mesmo ocorre para 0os demais axiomas. Assim, cada axioma contém duas proposicoes que sao
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duais entre si. Agora suponha que, usando os axiomas, nds provemos algum teorema sobre uma
dlgebra Booleana. Segue que usando na mesma ordem o dual de cada axioma podemos provar
o dual do teorema. A esse fato damos o nome de principio da dualidade que serda amplamente

utilizado daqui por diante.

Propriedade 2.1 (Unicidadedo 0 e 1) Os elementos0 e 1 sdo tinicos.

Dem.: Suponha que existem dois elementos zero, 0; e 0,. Sejam b; e by dois elementos quaisquer
em B. Pelo Axioma 1, temos que b; @ 0; = b; e by ® 0, = b,. Tome, em particular, b; =0, e b, = 0;.
Assim temos 0, € 0; =02 e 0; ® 0, = 0;. Pela comutatividade, temos que 0; = 0,. A demonstracdo

para 1l é dualado 0.

]
Propriedade 2.2 (Complementode0el) 1=0e¢0=1
Dem.:
1 = 1%1 (Axioma?2)
= 0. (Axioma 3)
Portanto, 1 = 0. A prova de 0 = 1 segue por dualidade.
L]
Propriedade 2.3 (Idempoténcia) Para todo elementobe B,be@b=beb+b=Db.
Dem.:
beb = (beb)*1 (Axioma 2)
= (beb)*(beb) (Axioma3)
= bx(beb) (Axioma 4)
= bx1l (Axioma 3)
= b. (Axioma 2)
Pela dualidade segue que b * b = b.
Ll

Propriedade 2.4 (Identidade) b&1=1eb*0=0.
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Dem.:
baol

Propriedade 2.5 (Absorcao) Para todo by, by € B, by @ (by * bo) = by e by * (b1 @ by) = b;.

Dem.: Para todos b, b, € B, temos

by @ (b * bo)

1+ (bel)

(bob)*(bol)

bo(bx1)
beb
1.

(b1 *1) & (by * by)
bl * (1 bg)

bl*l
b;.

(Axioma 2)
(Axioma 3)
(Axioma 4)
(Axioma 2)
(Axioma 3)

(Axioma 4)
(Identidade)
(Axioma 2)

(Axioma 2)

[

Propriedade 2.6 (Unicidade do complemento) Dado um elemento b € B, hd um tinico elemento

beBtalqueb®b=1ebx*b=0.

Dem.: Suponha que existam by, b, € B de modo que ambos sejam o complemento de b.

by, =

1*51

(b® by) * by
(b by) @ (by * by)
06 (b * by)
(b * by) & (by * by)
(b by) * by
l*b_g

b,.

Propriedade 2.7 (Involucao) Para todo b € B, 1:9 =b.
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Dem.: Note que b@b=beb=1ebxb=Dbxb=0, portanto b é o complemento de b. Como o

complemento é tinico, b = b.

L]
Propriedade 2.8 (Associatividade) Para quaisquer by, b,, bs € B,
by ® (b2 ® b3) = (b1 @ by) ® b3 e by * (b * b3) = (by * by) * bs.
Antes de demonstrar a propriedade associativa serd necessdria a demonstracao de um lema.
Lema 2.1 Para quaisquer b1, bg, bse B,by % [(b1® by) ® bg] =by x[by® (by® b3)] = bl.
Demonstracdo do lema anterior:
by *[(b1®bz)®b3] = [by*(bi®by)]e®[b; *bs] (Axioma 4)
= by ®[by * bs] (Absorcao)
= (b1 ®by) = (b; @ b3) (Axioma 4)
= by *(by®b3) (Idempoténcia)
= b. (Absor¢do)
Por outro lado,
by [br@® (bo®b3)] = [b1*b1]®[by*(b2®b3)] (Axioma 4)
= by®(by*by))® (b *bs) (Idempoténcia e Axioma 4)
= by ®(by * b3) (Absorcao)
= b. (Absor¢do)
Segue que by * [(by @ by) @ bs] = by = by * [b1 @ (b2 & b3)].
L]

Demonstracao da Associatividade: Tome Z = [(b; & b,) @ bs] * [b1 & (b2 @ b3)]

Z = {[(b1®Dby)®bs]* b1} ®{[(b; ®by) ®b3] x (b, ® b3)} (Axioma 4)
= by & {[(b1®D2) ® b3] * (b ® b3)} (Axioma 1 e Lema 2.1)
= b1 @ {{[(b1 ® b2) ® b3] * b2} & {[(b1 ® b2) ® bs] * bs}} (Axioma 4)
= b1 & {{by*[(b2® D1) ® bsl} & {b3 x [b3 & (b; & b2)]}} (Axioma 1)
= by & (by® bs). (Lema 2.1)
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De forma similar

Z = [b1®(by® b3)] * (b1 @ by) ® bs] (Axioma 1)
= {[b1® (b2®Db3)] * (by ® bp)} & {[b1 @ (b2 ® b3)] % b3} (Axioma 4)
= {[b1® (b2 ® b3)] * (b1 ® bo)} @ {b3 * [(b3 ® b2) ® 1]} (Axioma 1)
= {[b;® (b ® b3)] * (b1 ® b))} ® bs (Lema 2.1)
= {[b1® (b2® b3)] = b1} & {[by & (b2 ® b3)] * ba}} @ by (Axioma 4)
= {{b1*[Db1® (b2® b3)} ®{D * [(D2 ® b3) ® b1]}} ® b3 (Axioma 1)
= (by® by) ® bs. (Lema 2.1)

Portanto b; @ (b, @ b3) = (b1 & by) & b3.

Propriedade 2.9 (Leis de De Morgan) Para todos by, b, € B,

(b1®b2):b_1*b_2e(bl*bg):l;l@b_g

(b, ® by) @ (by * by) [(by ® b2) ® by * [(by ® by) ® by]  (Axioma 4)

= [by®(by®by)] *[(by®by)®by] (Axioma 1)
= [(by® b)) ®by] * [b1® (b, ®by)] (Associatividade)

= (1eby)x*(brel) (Axioma 3)
= 1x1 (Identidade)
= 1. (Axioma 2)

N6s provamos que (by @b,)®(by*by) =1, entdo byxb, é 0 complemento de b;®b,, isto é, (b, ® b,) =

b_l * b_g.

Em resumo, as principais propriedades da dlgebra Booleana sao:
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Nome

Propriedade

ComplementodoOel
Idempoténcia
Identidade

Absorcao

Involucao

Associatividade

Leis de De Morgan

1=0e0=1
beb=bebxb=">b
bel=1eb+x0=0
b1 ® (by * bz) = by
by * (b1 ® b2) = b

b=>b

b1 ® (by ® bs) = (b1 @ b)) @ b3
b1 * (by * b3) = (b1 * bo) * b3
(b1 ® by) = by * by
WZb_NBEz

Tabela 2.2: Resumo das propriedades da édlgebra Booleana.

2.2 Funcoes Booleanas

As calculadoras possuem sistemas digitais que trabalham por meio de c6digos bindrios. Cada
unidade desses codigos é chamada de bit e pode assumir os valores 0 ou 1. Segundo Matias[7],
os sistema digitais podem ser modelados usando a légica. Podemos entdo assumir que a alge-
bra (48, @, *,7,0, 1) vale para os sistemas digitais, sendo cada bit da informac¢do um elemento de 23.
Dessa forma, planejar sistemas digitais de calculadoras equivale a operar nessa dlgebra. Para pros-

seguir com esse estudo serd necessdria a introducao dos conceitos de varidvel e funcao Booleana

e alguns resultados acerca das mesmas.

Definicao 2.2 (Varidvel Booleana)

1. Dada uma dlgebra Booleana (B, ®, *,7,0,1), uma varidvel Booleana é uma varidvel que pode

assumir qualquer valor do conjunto B.

2. Dada uma varidvel Booleana x, o complemento de x denotado por x, é uma varidvel que

assume o valor X = b quando x = b para todo b € B.

3. Um literal é uma varidvel Booleana ou seu complemento x.
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Uma notaco titil para distinguir literais é escrever x! para a varidvel x e x° para X, ou seja:

X, see=0

x, see=1

Assim como as varidveis reais podem formar expressoes algébricas, as varidveis Booleanas po-
dem ser combinadas para formar expressoes Booleanas. Uma expressdao Booleana € definida re-

cursivamente como a seguir.

Definicao 2.3 (Expressao Booleana) Dada uma dlgebra Booleana (B, ®, *,7,0,1), uma expressdo
Booleana em n varidveis x1, X, ..., X, € qualquer combinagdo das n varidveis com as operagoes de

soma, produto e completo, além ainda dos elementos identidade.

Um fato interessante sobre expressoes Booleanas é que cada uma pode ser expressa de dife-

rentes formas. Vejamos um exemplo.

Exemplo 2.3 x& (X * y) e x® y sdo diferentes formas da mesma expressao, pois uma pode ser obtida

a partir da outra aplicando os axiomas e propriedades da dlgebra Booleana.

Xe(x*xy) = (xoX)*x(x®y) (Axioma4)
= 1lx(x®y) (Axioma 3)
= (x&y). (Axioma 2)

Quando uma expressao puder ser derivada de outra com uma sequéncia finita de aplicacoes
dos axiomas da dlgebra Booleana diremos que as expressoes sao equivalentes.

Assim como as expressoes algébricas definem a lei de formacao de algumas funcdes reais, as
expressoes Booleanas definem a “regra"de comportamento das fun¢des Booleanas. Definiremos

a seguir o que é uma funcdo Booleana'.

Definicao 2.4 (Funcao Booleana) Dada uma dlgebra Booleana (B, ®, *,7,0,1), uma funcdo Booleana
de n varidveis xy, X, ..., X, é uma fungao f : B" — B de tal modo que f(x1, X2, ..., X5,) € Uma expressao

Booleana.

Exemplo 2.4 Tome a fungdo f definida a partir da dlgebra (B, &, *,,0,1) onde f(x1,x2) = X1 X, &
X1Xx2. Nessa fungdo, as variduveis sao x, e Xz, a expressdo x1 X, & X1 x é a lei de formagdo da fungao, o

dominio da funcdo é B x B e o contradominio é B.

'Daqui em diante, sempre que for conveniente, escreveremos xy para denotar x * y.
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Exemplo 2.5 Tome as expressoes x ® (Xy), x ® y e defina as fungoes

g:B>—B gx,y)=x®(Xy) e
h:B>—B h(x,y)=xey.

Conforme foi mostrado no Exemplo 2.3, as duas expressoes sao equivalentes. Observe que
temos duas fun¢ées com mesmo dominio, contradominio, lei de formacao e consequentemente

amesma imagem. Assim as funcoes g e h representam funcdes equivalentes.

O exemplo anterior levanta uma questdao: De modo geral, como saber se duas funcdes Boole-
anas sao equivalentes? A primeira parte que consiste em avaliar o dominio e contradominio é
relativamente simples, mas como saber se as expressdes Booleanas sdao equivalentes? Poderiamos
tentar derivar uma expressdo da outra usando os axiomas, mas nada garante que o processo nao
seja demasiado longo ou que consigamos aplicar a sequéncia correta de axiomas para chegar ao
resutado desejado. Felizmente ha um método para que facamos essa verificagdo de maneira mais

simples, porém para isso devemos introduzir mais alguns conceitos.

Definicao 2.5 (Mintermo) Um mintermo em n varidveis xi, Xy, ..., X, € uma expressdo Booleana a
qual tem a forma do produto entre cada varidvel Booleana ou seu complemento. Assim um min-

termo consiste do produto de n literais, um correspondendo a cada varidvel.

Por exemplo, sdo oito possiveis mintermos em trés varidveis x, y e z. Sdo eles:
Xyz XYz XxXyz XyZ
Xyz Xyz Xyz X)yZz.
Usando a notacdo x° dada anteriormente, nés denotaremos um mintermo em n varidveis

X1, X2, ...y X POT Mgy e, .. e, ONde:

— 461 ,.€2 €n
Mee,...e, = x1 x2 Xy

Por exemplo,
— 1,.0,.0,1.1
mMiogo1l1 = x1x2x3x4x5
= x1f2f3x4x5.

Teorema 2.1 Hd 2" mintermos em n varidveis e ndo hd dois mintermos equivalentes.
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Prova: Por definicdao, um mintermo em n variaveis é formado pelo produto entre cada varidvel ou
seu complemento. Assim, em cada variavel, temos duas possibilidades: a prépria varidvel ou seu
complemento. Usando o principio fundamental da contagem teremos 2" possiveis mintermos.
Vamos mostrar agora que dentre esses 2" mintermos ndo hd dois que sejam equivalentes. Para
iSO, tome Me,¢,. ¢, = X;' X,°...Xy," € considere

1, see;j=1

Xi =
0, see;=0

Dessa forma, me,e,.. e, (X1, X2,..., X5) serd formado por um produto com n parcelas compostas

1! ou 0°, daf =1
por ou , dal m31 e...ep (xlr X2y ee xn) = 1.

Qualquer outro mintermo m’ tem pelo menos um literal x¢ que é complemento do corres-
pondente literal em m. Portanto, substituindo os valores de x; definidos acima neste mintermo,
havera pelo menos um 0 no produto. Isto quer dizer que este mintermo vale 0 para estes valores
em particular. Assim, para quaisquer dois mintermos, hd sempre uma atribuicao de valores as

varidveis que torna um deles 1 e o outro 0.

U

Teorema 2.2 (Existéncia da forma disjuntiva normal) Se f é uma fungdo Booleana, néo identica-
mente nula, em n varidveis, entdo ela pode ser escrita como um mintermo ou pela soma de dois ou

mais mintermos da forma

e e e
fOnLx,.0x)= @ flener....en)x] X2 x5
ecl0,1}"

Dem.: N6és vamos provar primeiramente para o caso em que o teorema vale para uma funcao

de uma varidvel f(x), ou seja, que:

f)=fOxe f(1)x.
Agora, pela definicdo de expressao Booleana, a fungdo deve ter uma das seguintes formas:
a) f(x)=0o0u f(x)=1;
b) f(x)=x;
o fO=%
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d) f(x) consiste de somas e produtos de termos que sdao somas ou produtos de x, &, 0, 1.

Se f(x) =0,
fx) =0
= 0x1 (Axioma 2)
= 0(ke®x) (Axioma 3)
= 0xo0x (Axioma 4)
= fO)xe f(1)x.
Se f(x) =1, n6s temos
f@ =1
= 1%1 (Axioma 2)
= 1(xex) (Axioma 3)
= lxe®elx (Axioma 4)
= fOxef(1)x.
Se f(x) = x,
f = x
= 1x (Axioma 2)
= 1lxo0 (Axioma 2)
= 1xo0x (Identidade)
= f(0)xe f(1)x. (Axioma4)
Se f(x) =X,
fx) = X
= 1x (Axioma 2)
= 1x90 (Axioma 2)
= 1xe0x (Identidade)
= fO)xe f(1)x.

Portanto o teorema vale para os casos (a), (b) e (c). Vamos mostrar que também é valido para
caso (d). Para isso, tome f(x) e g(x) dentre um dos casos para o qual o teorema ja é valido. Seja
h(x) = f(x) ® g(x). Vamos observar todas as possibilidades para h(x):

Disso conclui-se que qualquer soma entre os termos dos itens (a), (b) e (c) resulta em um deles.
Mostraremos que o mesmo ocorre para o produto entre esses itens. Seja i (x) = f(x) * g(x), observe

0 que acontece com i(x) ao variarmos f(x) e g(x):
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8x) x x 1 0
f(x)
X x 1 1 x
X 1 x 1 x
1 1 111
0 x x 1 0

Tabela 2.3: h(x) = f(x) ® g(x).

8t x x 1 0
f(x)
X x 0 x O
X 0 x x O
1 x x 1 0
0 0 0 0 O

Tabela 2.4: i(x) = f(x) * g(x).

Como percebe-se acima, qualquer produto ou soma entre f(x) e g(x) resulta em um dos itens
(a), (b) e (c). Infere-se a partir dai que qualquer combinacao de somas e produtos também per-
manece na forma f(0)x @ f(1)x, portanto o item (d) é valido e o teorema é vélido para funcoes de

uma variavel.

Agora considere uma fung¢ao de n varidveis f(x1, x2, ..., X,). Se n6s considerarmos a fun¢ao como

sendo de uma varidvel x; e aplicarmos o teorema, nés obteremos
f(xly X2y .0y xn) = [f(o) X2y eeey xn)fl] @ [f(l) X2y ey xn)xl] .

Da mesma forma, considere f(0, x,...,x,) e f(1,x>,...,x,) funcdes de uma varidvel x, e apli-

cando o teorema novamente temos
f(O) x2r---) xn) = [f(O) 0! x:‘})"-) xl’l)-fZ] ® [f(o)]-) x3)---) xl’l)x2] €

f(]-)xZ)---)xn) = [f(l,o, x3)---) xl’l)-fZ] ® [f(]-) 1) x3)---; xn)x2]-
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Juntando as equacgdes acima concluimos que

f(x1,x2,...,x;1) = [f(O)Orx?n---yxn)fl-fZ] ® [f(oy 1)x3;---;xn)f1x2]®

GB{[f(l,O, x3)---) xn)xl-"?Z] ® [f(l) 1) x3) ceey x}’l)xle]-

Repetindo esse processo mais n-2 vezes, com uma variavel por vez, chegamos ao resultado

e e e
fx1,Xx2,..0,Xp) = @ fler, ez, .. en)X] x5° .. Xy
ee{0,1}"

[

Definicao 2.6 Qualquer expressdo que estiver na forma proposta pelo teorema anterior estard na

forma disjuntiva normal.
Teorema 2.3 A forma disjuntiva normal de uma funcdo Booleana é tinica.

Dem.: A prova serd dada por contradicao. Suponha que a funcao f(x, x»,...,x,) pode ser es-

crita na forma disjuntiva normal de duas maneiras distintas, entao

f(xl,X2, o Xy) = PioPyo..oP,

QoeQra...0 Q.

Onde P; e Q; (i = 1,2,..,1) e (j = 1,2,..,,5) sdo mintermos. NOs vamos assumir, sem perda de
generalidade, que r = s. Agora, se as duas formas disjuntivas normais sdo diferentes, ao menos
um dos P; deve ser diferente de cada Q;. Vamos supor que P, tem essa propriedade.

Como P, é diferente de todo Qj, Py, € Q; devem ser tais que um contenha x; enquanto o outro
contém Xj para algum valor de k. A expressdo P, Q; entdo contém o produto x; Xy e dai P,,Q; = 0.

Entdo é verdadeiro que para cada j

P, PpQe®...8P,Q; = 0
= PrhQ19Qr®...Q0;) = 0 (Axioma4)
= Ppf(x1,%2,..,x5) = 0.

Mas,

me(xl,xg,...,xn) Pm(P1€BP2€B...€BPr)
= P, Py (P; diferentes)

= Pp. (Idempoténcia)
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Portanto, Py, f(x1,X2,...,X,) = 0 € Py, f(x1,%2,...,Xn) = Py, ou seja, P, = 0. Isso leva a uma
contradicao, pois tomando em P,
1, see;i=1
0, see;=0

obtemos P,, = 1.

A demonstracao dos Teoremas 2.2 e 2.3 trazem consigo duas aplica¢des importantes:

* Um método para comparar expressoes Booleanas que consiste em transformar as expres-
sOes que sdo objeto da comparacdo em suas formas disjuntivas normais. Como essas for-
mas sao unicas, caso alguma expressdo tenha a mesma forma disjuntiva que outra, elas sao

equivalentes, conforme apresentado no Exemplo 2.6.

e Uma forma de obter uma funcdo Booleana a partir de uma tabela que contenha os valores

da funcao para todas as entradas possiveis.

Exemplo 2.6 Vamos verificar se as funcées f : B> — B e g : B3 — B dadas por f(X,),2) = yz® xjz ®

xyzeg(x,y,z) =yz®xy® xz sdo equivalentes

fx,,2) = yze&xyz®xyz
= lyzexyzexyz (Axioma 2)
= (xX8&X)yz®xyz®xyz (Axioma 3)
= XYyZ®X)Yz®XYyZ®XYZ. (Axioma 4)
gx,y,2) = yzexye®xz
= lyzexylexlz (Axioma 2)
= (xeX)yzoxyzez2)ox(y®y)z (Axioma 3)

= XYz®Xyz®Xxyz®xyzexyz®xyz (Axioma4)
= XYyZ®XYzoXyZ®xyz (Idempoténcia)
= XYyZ®X)Yz®XYyZ®XYZ. (Axioma 1)
Como ambas as fun¢des apresentam a mesma forma disjuntiva normal podemos concluir que elas

sdo equivalentes.
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Exemplo 2.7 Vamos encontrar a fungdo Booleana equivalente ao condicional (—).

Para encontrar uma fun¢do Booleana que seja equivalente ao condicional vamos primeira-

mente construir a tabela verdade da operacao citada para nela aplicar o Teorema 2.2, assim:

P Q|P—0Q
F F| V
F V| V
V F| F
V V| Vv

Tabela 2.5: Condicional entre P e Q.

Aplicando o Teorema 2.2 na tabela acima temos uma funcao Booleana f dada por:

f(RQ)
= f(BQ)
= f(BQ)
= f(BQ)
= f(BQ)
= f(BQ)
= f(BQ)

f(0,00PQ@ f(0,1)PQe = f(1,00PQe f(1,1)PQ
1PQ®1PQe0PQa&1PQ

PQaPQaPQ

P(QeQ ®PQ

Pe PQ

(PeP)(PeQ)

PeQ.

Exemplo 2.8 Vamos encontrar a fungdo Booleana equivalente ao “ou"exclusivo.

O “ou"exclusivo tem por tabela verdade.

P Q|PvQ
F F F
F V A\
V F \Y%
vV V F

Tabela 2.6: Disjunc¢do exclusiva entre as proposicoes P e Q.
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Aplicando o Teorema 2.2 na tabela acima temos uma funcao Booleana f dada por:

f(BQ) = f(0,00PQe f(0,1)PQa f(1,00PQe f(1,1)PQ
= f(RQ) = 0PQa1PQ&1PQ&0PQ
= f(PQ) = PQ@&PQ.

Exemplo 2.9 (Display de 7 segmentos) Os display de 7 segmentos sdo muito comuns em calcula-
doras, relogios digitais e outros equipamentos eletronicos que exibem niimeros. Observe a figura

abaixo que representa um desses display (de leds, por exemplo)

Vamos adotar que esse conjunto de leds seja comandado por um niimero bindrio de quatro
digitos de acordo com o esquema da figura abaixo. Note que para os algarismos de 0 a 9 a escolha
feita foi a sua prépria representacdo bindria enquanto as letras ocupam os bindrios restantes em

ordem alfabética.

0000 0001 0010 0OO11 0100 0101 0110 0111

1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Figura 2.1: Relac¢do entre os bindrios e a combinacao de leds acessa.

As tabelas a seguir relacionam todos os numeros bindrios de quatro digitos com o status de
cada led, nomeados na Figura 2.1 acima. O valor 1 representa o led acesso e 0 representa o led
apagado. A partir disso podemos montar uma fun¢do Booleana para cada led que determina seu

funcionamento.
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Binério a b cde f g Binéario a b cde f g
0 0001 1 11 1 10 1 0001 1 1 1 1 11
0 0 0 10 1 1 0 O O O 1 0 0 1)1 1 1 1 O 1 1
0 01 01 1 0 1 1 O 1 1 01 o1 1 1 O 1 1 1
0 01 11 1 1 1 0 O 1 1 01 1/y0 0 1 1 1 1 1
01 000 1 1 0 0 11 1 1001 00 1 1 10
01 0 1|1 0 1 1 0 1 1 1 1.0 10 1 1 1 1 O 1
0 1 1 01 0 1 1 1 1 1 1 11 01 0 O 1 1 1 1
01 1 11 1 1 0 0 0 O 1 11141 0 0 0 1 1 1

Tabela 2.7: Tabulagao dos dados da Figura 2.1.

Para ilustrar o método, vamos determinar a fungdo f : B* — B definida na algebra (B, ®, *,7,0,1)

que representa o funcionamento do led e. Aplicando o Teorema 2.2, a funcao f serd denotada por:

flx,y,z,w)=f(0,0,0,0)xyzwe £(0,0,0, )xyzw e f(0,0,1,0)xyzw & f(0,0,1,)xyzwe
®f(0,1,0,0)xyzwe f(0,1,0,D)xyzwe f(0,1,1,0)xyzwe f(0,1,1, )X yzwe
®f(1,0,0,0)xjZw e f(1,0,0,)xjZw e f(1,0,1,0)xjzw & f(1,0,1,1) xjzwe
&f(1,1,0,0)xyzwe f(1,1,0, )xyzwe f(1,1,1,0)xyzwe f(1,1,1, 1) xyzw.

Substituindo os valores das tabelas acima temos
f(X,,2, W) =XYZWSXYzWSXYZWS XJZW S XJZW S XJZW S XYZW S XYZW S XYZW & XYZW.
Agora, simplificando a expressdo Booleana

fx,y,z2,w) = XJZWSXJzWSXYIWSXJZW S XJZWS
SXYZWS XYZW D XYZW S XYZW S XYz W
= XywiZez)exyzwexyw(ze z)®
exyzwexyzZ(iwe w)®xyz(w e w) (Axioma 4)
= XJweXyzwexywexyzwexyz®xyz (Axiomas4e 3)
= XexX)ywexyzwexyzw e xy(Z® z) (Axiomas 1 e 2)

= JWOXYZWSXYyzWwWe Xy (Axiomas 4 e 3)
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= ywexzw)e (Xxzwex)y (Axiomas]l e?2)

= jwexz)e(zwex)y (Exemplo 2.3)
= Jwexyzeyzwexy (Axioma 4)
= (yeyzlwex(yzey) (Axioma 1 e 2)
= (yezwex(zey) (Exemplo 2.3)
= JWozIWwexXzdX). (Axioma 4)

Portanto, a funcdo f(x, y,z, w) = yiw & ziv ® xz @ xy determina o funcionamento do led e. Ob-
serve que ap0s encontrar a expressao Booleana que determinava o funcionamento do led e foi
feita uma simplificagdo da mesma. O motivo disso é que, como veremos na proxima sessao, a
func¢do Booleana determina o circuito légico que sera construido. Quanto menor a expressao em
questao menor serd o circuito e consequentemente também serd menor o valor para construir
esse circuito.

Existem outros métodos para obter fun¢des booleanas minimas, ou seja, funcoes com a menor
quantidade de operacdes possivel, a partir de uma tabela. Dentre eles destacam-se o mapa de
Karnaught e o algoritmo de Quine-McCluskey. Como esses métodos nao sao o objeto de estudo do
trabalho, recomendamos a quem desejar se aprofundar no tema a leitura de Garnier [6] e Daghlian

(9].

2.3 Circuitos Logicos

Os sistemas digitais citados no inicio da Sessdo 2.2 sdo implementac¢des de funcdes Booleanas
de 8" em 28", onde n e m representam, respectivamente, a quantidade de bits de entrada e saida.
Conforme vimos na sessao anterior, uma fun¢do Booleana pode ser representada por uma
expressao ou por sua tabela verdade. Porém uma fun¢ao Booleana também pode ser representada
graficamente, onde cada operacado corresponde a um simbolo. Tais simbolos sdo chamados de
portaslégicas. Vale salientar que cada porta légica representa um recurso fisico, ou seja, um objeto
que é capaz de realizar a operagdo légica a qual o simbolo representa. Ao conjunto de portas
légicas e as suas conexodes que representam uma dada funcdo Booleana chamamos de circuitos

l6gicos. As principais portas légicas sdo as seguintes:
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Figura 2.2: Porta AND. Figura 2.3: Porta OR. Figura 2.4: Porta NOT.

2.3.1 Construcao de Circuitos Logicos

Para ficar claro como funciona a construcao de um circuito légico vamos fazer a construcao dos
circuitos dos Exemplos 2.7 e 2.8. Primeiro vamos estabelecer uma relacao entre as portas logicas

apresentadas e as operacoes Booleanas através da tabela abaixo.

Porta Légica || Operacao Booleana

AND *
OR ®
NOT -

Tabela 2.8: equivaléncia entre as portas logicas e as operacées Booleanas.

Exemplo 2.10 Construgdo do circuito do Exemplo 2.7 (condicional):

A funcdo encontrada para o condicional foi f(P,Q) = P& Q. Segue que a construcdo do circuito

que implementa a funcao serd feita da forma que aparece na figura.

Figura 2.5: Circuito do condicional.

Note que os quadrados com P e Q sdo as entradas, as circunferéncias concéntricas no final da
figura representam a saida. As portas logicas tem a entrada pelo lado esquerdo e saida pelo lado
direito. Vejamos as figuras a seguir que mostram o funcionamento do circuito, onde associa-se o

valor 1 com a entrada ou saida acessa (vermelho) e o valor 0 no caso contrario.
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[P]
[a]

PZI,QIOCP—>Q:0; P:l,Q:leP—»Q:l.
Exemplo 2.11 Construgdo do circuito do Exemplo 2.8 (ou exclusivo):

A funcdo encontrada para o ou exclusivo foi f(P,Q) = PQ & PQ. Segue que a construcdo do

circuito que implementa a fungao sera feita da forma que aparece na figura.

Figura 2.6: Circuito do ou exclusivo.

Devido a utiliza¢do recorrente do circuito desse exemplo, serd introduzida a porta légica abaixo

para representar o circuito do ou exclusivo. A referida porta € chamada de XOR.

Figura 2.7: Porta XOR.

Em outras palavras, o circuito desse exemplo poderia ser representado de maneira mais econo-

mica, pois trocamos cinco portas légicas por apenas um tnica porta.

Figura 2.8: Circuito do ou exclusivo com a porta XOR.
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Exemplo 2.12 Circuito da soma no sistema de numeragdo bindrio com um algarismo.

Conforme visto no capitulo inicial dessa dissertacdo, a soma de um bit é dada pela seguinte
regra:
0+0=0, vaio,
1+0=1, wvaio,
0+1=1, wvaio,
1+41=0, vail.
Considerando a regra da soma dada, podemos observar que o bit da soma coincide com a ta-
bela do ou exclusivo (XOR) e que o bit carregado (o “vai") corresponde ao e (and). Assim o circuito

dessa soma corresponde a:

Note que o circuito acima representa a soma a + b em binério. O resultado serd da forma cs,

onde s é a soma entre a e b e ¢ é o bit carregado, que serd denominado de bit carry de agora em

diante.
Exemplo 2.13 Circuito da soma no sistema de numeragdo bindrio com n algarismos.

Primeiramente serd feita a andlise para uma soma de dois bits. Sejam A = a;ay e B = b1 by
numeros na base 2. De acordo com o exemplo anterior, sy serd igual a apg XOR by e ¢y, ag AND by.

Vamos construir uma tabela afim de determinar as equacoes Booleanas para s e ;.
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a b1 | s1|a

0O 0 o0}]0]O
0O 0 1]1]0
0O 1 0}]1]0
0 1 1]0]|1

Agora aplicando o Teorema 2.2 para s;, obtemos:

S1 =

Fazendo o mesmo para c;, temos:

G =

O circuito gerado nesse proces

d15100®d1b10‘0@all;léoeaalblco
co(arby ® ayby) ® ¢o(ar by ® a1 by)

co(d@1by @ ayby) ® ¢y (dy by ® a by)

co((@1by)(a1by)) ® co(d1 by ® ar by)

co((ay ® by)(dy @ by)) ® Co(dyby & ay by)

colar by ® a1 by) @ ¢y (dy by ® a1 by).

d1b100 D 6llb_1C0 D albl(fo D 61119100
bico(ay @ ar) @ a1 (b 6o @ b co)
bicy® a;(b1cy® b_l Co).

so corresponde a Figura 2.9 no topo da préxima pédgina. Observe

que o circuito que estd acima das barras verdes na figura corresponde ao circuito do exemplo

anterior e que ele influencia no préximo através do seu bit carry.
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Figura 2.9: Circuito para realizar a soma de dois bits.

Para somar dois bindrios com uma quantidade n > 2 de digitos basta adicionar n — 2 vezes

a parte do circuito que esta abaixo das barras escuras. Segue abaixo uma figura que ilustra esse

raciocinio.
bn U.n b 1 ( 1 b('} (.I-[‘]
L1 L1 | l
[ N N ]
L 1 1
Sp41 = Cp Sn (&) 81 — () S0
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Capitulo 3

Propostas de Sequéncia Didatica

Neste capitulo descreveremos as atividades propostas para a sequéncia didatica. Nao ha um
pré-requisito estabelecido no que tange a outros contetidos que o aluno deve conhecer antes de
estudar légica.Contudo, deixamos como recomendacao que essa sequéncia seja aplicada com alu-
nos a partir do primeiro ano do ensino médio que ja tenham estudado conjuntos. As atividades
serdo estruturadas da seguinte maneira: conhecimentos prévios; materiais necessarios; tempo de
aula; objetivos e descri¢do da atividade. Na tltima atividade consta ainda um relato de aplicacdo

em sala de aula, onde esclarecemos o motivo de apenas essa atividade contar com um relato.

ATIVIDADE 1: Construcao de Portas Logicas

Conhecimentos Prévios: Serd necessario que antes dessa atividade o professor ministre uma
aula expositiva para os alunos sobre a légica proposicional introduzida no Capitulo 1 dessa disser-

tacdo.

Materiais Necessdrios: Palitos de picolé, fita adesiva, caixas de fosforos, cola e palitos de chur-

rasco.

Tempo de aula: Um horério de aula para a demonstracgao das portas logicas por parte do profes-
sor para os alunos e a construcao delas. Seria interessante também disponibilizar outra aula em

outro dia para que os alunos possam exibir os resultados de seu trabalho.
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Objetivos: O objetivo geral serd consolidar através de objetos manipuléveis os conceitos de dis-

juncao, conjuncao e negacao da légica proposicional vistos previamente em sala.

Descricao da atividade: Inicialmente o professor ird mostrar aos alunos os objetos que repre-
sentam as portas légicas e explicar como os mesmos funcionam. Nas figuras seguintes vemos o0s

esquemas de como fazer essas portas.

- &
> &

Figura 3.1: Esquema da base das portas logicas, for- Figura 3.2: Esquema do eixo das portas légicas cons-

mado por caixas de f6sforos e um palito de churrasco tituidos por palitos de picolé

Basta encaixar o palito da primeira figura dentro do espaco no centro do eixo da segunda figura
que teremos construido uma porta inversora. No lado onde ficar a saida é interessante colocar um

pedaco de palito de picolé para servir de contrapeso. As figuras a seguir ilustram essa situacao.

Figura 3.3: Porta NOT com entrada =0 e saida=1 Figura 3.4: Porta NOT com entrada =1 e saida=0

Através de uma combinacao de portas NOT podemos ainda construir as portas AND e OR. A

diferenca entre elas estd na sobreposicdo ou ndo da ultima porta (da esquerda para a direita nas
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figuras). Caso ela esteja sobreposta temos uma OR, no caso contrdrio, uma AND. Vejamos elas

prontas.

Figura 3.5: Porta OR Figura 3.6: Porta AND

Apés o docente explanar sobre o funcionamento, construcao e responder as principais davi-
das, ele dividird a turma em grupos de trés a cinco alunos para que os mesmos tentem reproduzir
as portas légicas exibidas. Encerrada a fase de construgdo, serd dado inicio a fase de testes onde
todos os grupos verificardo se suas portas estdao exibindo os valores légicos de acordo com a tabela
verdade do conectivo que representa. Perceba que nessa fase podem surgir portas diferentes das
exibidas mas que realizam a mesma a¢do, ou ainda portas que executam parte das agdes espera-
das. Cabe nesse ponto o professor intervir e sugerir aos alunos caminhos pelos quais eles possam
atingir seu objetivo. Com todos os circuitos funcionando € possivel ainda pedir aos alunos para
encadearem suas portas para criarem circuitos maiores. Como sugestao, os circuitos do condicio-

nal e da porta XOR.

Figura 3.7: porta XOR
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ATIVIDADE 2: Display de 7 segmentos

Conhecimentos Prévios: Os mesmos da atividade anterior e ainda sobre sistema de numeracgao

bindrio que sera referido no apéndice A do presente trabalho.

Materiais Necessarios: Laboratdrio de informdtica com capacidade para comportar os alunos e
a instalacdo do software livre LibreOffice [12]. Pode ser usado qualquer outro software de planilha

eletronica: Excel (Windows) e Numbers (OSX Mac), por exemplo.

Tempo de aula: A proposta é que sejam utilizadas duas aulas para a realizacdo dessa atividade.
Dependendo do nivel de conhecimento e habitua¢do dos alunos com o uso de computadores, o

tempo de aula pode ser maior ou menor.

Objetivos: Dado que na atividade anterior foi visto que a légica pode ser usada para construir
circuitos tangiveis, nessa atividade o objetivo é ampliar esse entendimento mostrando o funcio-
namento do display de 7 segmentos e ainda como eles podem fazer para transformar uma tabela

verdade em um circuito légico.

Descricao da atividade: Como motivagdo o professor deve observar se alguém possui calcula-
dora ou relogio de pulso digital e perguntar se eles sabem como sao gerados os nameros do dis-
play. A partir dai o docente seguira os passos descritos no Exemplo 2.9, excetuando-se a parte da
simplificacdo, da seguinte forma. Com os alunos no laboratério de informaética, abra o LibreOffice

e mostre aos alunos como construir uma tabela a partir da figura abaixo.

0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111

1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111

Figura 3.8: Relacao entre os bindrios e a combinacéo de leds acessa

Com a tabela pronta, divida os alunos em seis grupos e mostre como obter a férmula para o

funcionamento do led E. Peca para cada grupo tentar descobrir a funcdo correspondente a um
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dos seis leds restantes. Junte as férmulas encontradas e veja se o circuito estd funcionando como
deveria. Para conseguir o efeito de acender/apagar basta selecionar as células com as férmulas e
aplicar uma formatacao condicional. Para maiores informacgdes sugere-se usar a ajuda do préprio
software. Segue uma figura da tabela pronta e disponivel em [13] com todas as férmulas para

inspirar a constru¢do com os alunos.

Circuito_NUMEROS_HEXA.ods - LibreOffice Calc - X
Arquive Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentas Dados Janela Ajuda x
-8 HIS@XTR-45 - SQEDED QL e MO =i Fnkaada-
A1 V& 2= || =
R B [cIp[E[F]s] H ] | J | K | L M | N | 0 [ 3 | Q | R [ 5l

2
e 1§
4 Nimero em Binario >
L5 |
= | [1]o]o]o]

6 &
9 Fx
10

n

12

13

14

15

16

17 A

< >
W/[4/[»|M]| Lampadas | Formulas 3

Planilha 1/2 Padrio * Sema=0 O 100%

Figura 3.9: Versdo final da tabela do display de 7 segmentos

As féormulas sao:

D6 = NAO(D5)
E6 = NAO(E5)
F6 = NAO(F5)
G6 = NAO(G5)
D9 = OU(E(ES6;G6); E(D5;G6); E(D6; F5); E(E5; F5); E(D5; E6; F6); E(D6; E5; G5))

H10 = OU(E(E6;G6); E(D6; E6); E(D6; F5;G5); E(D6; F6; G6); E(D5; F6; G5))
H12 = OU(E(DS6; F6); E(D5; E6); E(F6; G5); E(D6; E5); E(D6; G5))

D13 = OU(E(D5;F6); E(D6; E6; G6); E(E6; F5; G5); E(ES5; F5; G6); E(E5; F6; G5))
C12 = OU(E(E6;G6); E(D5; F5); E(F5;G6); E(D5; E5))

C10 = OU(E(D5;E®6); E(D5; F5); E(F6; G6); E(D6; E5; F6); E(E5; G6))

D11 = OU(E(E®6; F5); E(F5;G6); E(D5;G5); E(D5; E6); E(D6; E5; F6))
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ATIVIDADE 3: Calculadora Humana

Conhecimentos Prévios: Operacdoes com numeros em bindrio, em especial a adi¢ao, Logica pro-

posicional e conhecimentos sobre a porta XOR.

Tempo de aula: Duas aulas.

Objetivos: Realizar uma atividade dinamica com os alunos onde eles mesmos serdo as portas
l6gicas e aplicar o conhecimento adquirido até o momento em um objeto do dia a dia, a calcula-

dora.

Descricao da atividade: De inicio, o professor ird determinar que o brago erguido corresponde
a valor l6gico verdadeiro (1) e o brago abaixado corresponde a falso (0). Como aquecimento pode
ser feito um jogo do estilo vivo ou morto, onde o professor alternaré a posi¢ao de seus bracos de

acordo com as figuras abaixo e os alunos vao responder como se fossem alguma das portas logicas.

Figura 3.10: Professor re-  Figura 3.11: Professor re-  Figura 3.12: Professor re-  Figura 3.13: Professor re-

presentando valores 0 e 0. presentando valores 0 e 1. presentando valores 1 e 0. presentando valores 1 e 1.

Por exemplo, suponha que foi determinado para a turma representar a porta AND. Entao a
cada rodada o professor assumird uma das quatro posi¢oes representadas nas figuras acima e os
alunos s6 podem responder com um braco erguido caso o professor levante ambos os bracos.

Para iniciar a atividade da calculadora humana de 1 bit sdo necessdrios grupos de trés alunos,

onde um deles representara os dois bits de entrada, outro serd uma XOR representando a soma e o
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terceira serda um AND. Uma forma de dispor os trés alunos seria de acordo com o diagrama abaixo.

AND XOR
Entrada
Depois dos trios posicionados e sabendo duas respectivas tarefas va pedindo para as pessoas
responsaveis pelas entradas mudarem as posi¢oes dos bracos e veja se os valores de AND e XOR,
nessa ordem, correspondem a soma. Pode-se ainda, para aproveitar, fazer uma competicdo da
calculadora mais répida.
J& para realizar uma calculadora humana de 2 bits sdao necessdarios 15 alunos. A disposicao

deles vai obedecer a figura abaixo.

>3 >0

1
1
£

Figura 3.14: Disposicdo da calculadora humana de 2 bits

>R >0 >G>0
>3 >0 >0

Em relacdo as funcdes de cada aluno em uma soma de dois bits a; ay + b; by temos:
1. Representa os digitos a (braco esquerdo) e by (braco direito);

2. Representa os digitos a; (brago esquerdo) e b; (brago direito);

3. Repete as a¢oes do aluno 5;

4. XOR em relacao ao aluno 1;

5. AND em relacao ao aluno 1;

6. XOR em relac¢do ao aluno 2;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. XOR em relacdo ao braco direito do aluno 2 e o aluno 3;
. AND em relacao ao bracgo direito do aluno 2 e o aluno 3;

. NOT em relacao ao aluno 5;

NOT em relacao ao aluno 6;

AND em relacao ao braco esquerdo do aluno 2 e o aluno 7;
OR em relacdo aos alunos 8 e 11;

AND em relacao aos alunos 6 e 9;

AND em relacdo aos alunos 5 e 10;

OR em relacao aos alunos 13 e 14.

O resultado da soma sao os alunos 12, 15 e 4 nessa ordem. Abaixo segue a Figura 2.9 rotacio-

nada para ficar no formato da calculadora humana de dois bits. Observe que cada porta légica foi

numerada de acordo com a numeracao dos alunos na Figura 3.14.
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Relato de aplicacdao em sala de aula: Nesta parte, descrevo uma das atividades que envolvem a
légica e que foi aplicada em uma turma de 1° ano do ensino médio do curso de informatica no
Instituto Federal de Educacao, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Norte, Campus Parelhas. A
atividade desenvolvida foi a calculadora humana no dia 15 de setembro de 2015. A turma possuia
38 alunos que frequentavam as aulas regularmente, porém no dia da aplicacdo das atividades es-
tavam presentes 15 alunos, sendo 4 meninas e 11 meninos, com faixa etdria entre 14 e 16 anos.
Para a realizacdo da atividades foram utilizados 2 aulas seguidas de 45 minutos, das 10h30min as
12h00min.

O motivo de realizarmos apenas uma das atividades propostas foi que a légica ainda nao fi-
gura entre os contetidos programaticos de matemadtica para o ensino médio. Consultando o setor
pedagégico da instituicao fui orientado a entrar em acordo com o professor da disciplina de l6gica
para a aplicacado da atividade. De imediato, o professor achou que seria interessante aplicarmos
uma delas, a calculadora, a fim de obtermos algum feedback sobre a atividade e pelo curto espaco
de tempo disponivel para a aplicacao.

A principio o professor reuniu os alunos, explicou como funcionaria a atividade e distribuiu
entre eles as funcodes que cada uma realizaria. Apos isso, foi feito um teste para ver se cada aluno

entendeu como funcionava a porta logica que estava representando.

Figura 3.15: Professor testando as "portas légicas".

Em seguida, com todos sabendo suas respectivas fungdes, foi iniciada a atividade da calcula-

dora humana de 1 bit. Nas imagens abaixo esté o registro fotogréafico dessa atividade. A menina
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que estd de costas representa a entrada dos bits, onde o primeiro é representado pelo braco es-
querdo e o segundo pelo braco direito. J4 os meninos representam a soma a; ay, sendo o menino

da esquerda o digito a; e o da direita ay.

Figura 3.17: Entrada 0 + 1 e resultado 01.

Figura 3.18: Entrada 1 + 0 e resultado 01. Figura 3.19: Entrada 1 + 1 e resultado 10.
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Os demais alunos ficaram empolgados em participar e entdo foi sugerido que fosse realizada a

calculadora humana de 2 bits. O posicionamento inicial foi registrado na imagem seguinte.

Figura 3.20: posicionamento dos alunos na calculadora humana de 2 bits.

Nesse posicionamento os alunos cujas cabecas estdo circuladas em vermelho representam a
entrada e os que estdo circulados em verde sdo as saidas. Foram realizadas algumas tentativas
inicialmente sem sucesso, pois 0s alunos ainda estavam acostumando-se com suas funcoes. Mas,
apos essas tentativas, a calculadora funcionou de maneira ideal. Segue abaixo uma imagem desse

funcionamento.

Figura 3.21: Entrada 11 + 00 e resultado 011

Encerrada a calculadora humana, alguns alunos vieram até o professor e relataram, por exem-
plo: "Ah, agora eu entendi essa histéria de negacao, eu pensava que dava sempre Falso"e "Final-

mente entendi a diferenca entre o ou normal e o ou exclusivo".
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Consideracoes Finais

Alguns alunos ja chegaram a falar em sala de aula que matematica ndo tem légica. Refletindo
sobre isso cheguei a duas constatacoes. A primeira é que os estudantes ndo sabem o que realmente
sejaalogica e a segunda que o programa oficial de ensino de matematica brasileiro ndo contempla
tal tépico.

A légica proposicional estd intimamente ligada com a matematica do ensino médio, desde
enunciados onde hé questdes que utilizam o e, ou e ndo no seus sentidos l6gicos até em linguagem
de conjuntos. Vendo por esse lado, resolvi escrever essa dissertacao com o intuito de promover a
discussdo sobre a adicao do ensino da légica ao curriculo de matematica.

Sobre o trabalho em si foi muito interessante e satisfatério descobrir e aprender sobre as apli-
cacoes da logica proposicional na construcdo de circuitos logicos. Vejo ainda, a partir da experi-
éncia da aplicacdo com os alunos, que trabalhar esse tema através de atividades ltidicas o torna
mais interessante e responde aquela pergunta constante dos alunos sobre o "Para que serve isso
professor?".

Para concluir espero que como continuidade ao trabalho eu, ou qualquer outra pessoa, possa
expandi-lo, aprofundé-lo e aplicar as demais atividades sugeridas. E mais, que daqui a algum
tempo, as autoridades em matemadtica e demais pessoas encarregadas do curriculo escolar vejam

a contribuicao que a insercdo da légica pode dar aos estudantes e a suas maneiras de raciocinar.
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Apéndice A
Sistema de numeracao binario

As pessoas comumente utilizam o sistema decimal posicional para representar os nimeros na-
turais, mas hé outros sistemas de numera¢do em uso, em especial o sistema binério, fortemente
utilizado em computacdo. Os sistemas citados tem uma caracteristica comum que é o fato de
serem posicionais de base constante. Ambos os sistemas tem sua fundamentacao no seguinte

teorema, que é uma aplicacdo da divisdo euclidiana.

Teorema A.1 Dados a,b € N, com b > 1, existem niimeros naturais cy, c, ..., C, menores do que b,

univocamente determinados, tais que
a=cyb"+...+ cob* + c1b + co. (A.1)

Prova: Vamos demonstrar o teorema usando a segunda forma do principio da indu¢ao matema-
tica sobre a. Se a < b, bastatomar n=0¢€ ¢y = a.
Supondo o resultado vélido para todo natural menor do que a, vamos prova-lo para a. Pela

divisao euclidiana, existem q e r Ginicos tais que
a=bg+r,comr<b.

Daia-r=bqg= qgla—r = q<a—-r = g < a. Pela hipétese de inducao, segue que existem

numeros naturais univocamente determinados m e dy, dy, ..., d;;, com dj < b, para todo j, tais que
q=dub™ + ...+ dyb* + d\ b+ dy.

Substituindo a segunda equacao destacada na primeira temos,

a = bdub"+..+dob?>+d\b+dy)+r

= dpy D" 4.+ dobP+d b+ dob + T
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Tomer=cp,n=m+1lec;=djparaj=1,..,n.,assim
a=c,b"+...+ c2b* +c1b + cp.

A unicidade decorre das unicidades acima estabelecidas.

U

A expressdo (A.1) serd denominada a expansao de a na base b, onde b é abase e (¢, ¢;—1...C1C0)p

é arepresentacao de a na base b.
Exemplo A.1 Vamos representar o niimero 57 na base 2 e na base 3.

Utilizando a ideia da demonstracao acima, utilizaremos o algoritmo da divisdo euclidiana para
mudar o 57 da base 10 para a base bindria. Vamos dividir o 57 por 2 sucessivas vezes até o quoci-

ente da divisdo resultar em um nimero menor ou igual a 2.

57 = 28.2+1
= (14.2).2+1
= [(7.2).2].2+1
= {[(3.2+1).2].2}.2+1
= {l@1+1).2+1].2}.2}.2+1
= 25+2442%41
= 1.25+12%+1.234+0.22+0.2! +1.2°
= (111001),.

Agora na base 3, temos

57 = 193
= (6.3+1).3
= [(2.3).3+1].3
= 23%+3
= 2.3%+0.32+1.31+0.3°
= (2010)s.
Portanto do nimero 57 da base decimal se escreve como (111001), na base binaria e (2010)3
na base 3. Vale salientar que foram utilizados os parenteses com um indice 2 para nao confundir

0 57 bindrio com 0 111001 da base decimal, o mesmo serve para o indice 3.
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Exemplo A.2 Represente o niimero 41 na base 5 e na base 7.

O exemplo dado apesar de fugir da intencdo geral dessa secdo serve para mostrar a generalidade

do teorema A.1.
41 = 5.8+1

= 5.5.1+3)+1
= 52+53+1

= 152+351+1.5°
= (131)s.

Agora na base 7, obtemos

41 = 5.7+6
= 5.7'+6.7°
= (56)7.

A.1 Operacoes

A.l.1 Adicao

A adicdo no sistema bindrio é similar a realizada no sistema decimal, mas com a ressalva de
haver apenas dois algarismos. Dessa forma, vamos listar todos os resultados possiveis na soma de

dois algarismos do sistema bindrio. Assim:

0+0=0, wvaio,
1+0=1, wvaiO,
0+1=1, wvaio,

1+1=0, wvail.

Exemplo A.3 Vamos somar os bindrios (101), e (110),

Vamos realizar a soma de duas maneiras, a primeira usando o teorema e a segunda usando um
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método prético.

(101), +(110); = (1.22+0.2'+1.2%9+(1.22+1.21 +0.29
= 1.22+1.22+02'+1.21+1.2040.2°
= 222+1.21+1.2°
= 1.22402%2+1.21+1.20

= (1011)s.
Ou de forma pratica, segue que
1 0 0
1 10
+ 1 0 1
1 011

A.1.2 Subtracao

A subtracdo no sistema binério segue a mesma linha de raciocinio da adicao em relacao a base
decimal. Um resultado que merece destaque € 0 - 1. Assim como ocorre no sistema decimal existe

um “empréstimo”de uma unidade do préximo niimero nao-nula. Portanto

0-0=0, pedeO,
1-0=1, pede0,
0-1=1, pedel,
1-1=0, pedeO.

Exemplo A.4 Subtraia (1010), de (1101),

(1101), — (1010), = (1.23+1.224+0.21 +1.29 - (1.23+0.22 +1.21 +0.29
= 1.28-123+1.22-0.22+02'-1.21+1.20-0.2°
= 1.22-1.214+1.2°
= 221-12'4+1.20
= 1.2'+1.2°
= (0011),.
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Fazendo de outra maneira, temos

1101
- 1010
0 011

Explicando o cdlculo a partir da primeira coluna da direita: 1 - 0 = 1, pela defini¢do; Na segunda
coluna da direita 0 - 1 = 1 e pediu 1 ao numero ao lado que estd em negrito; Na terceira coluna

temos 0 - 0 =0 e, por tltimo, 1 - 1 = 0 na coluna da esquerda.

A.1.3 Multiplicacao

A multiplicacdo em bindrio segue as mesmas regras da multiplicagdo no sistema decimal.

0x0=0,
1x0=0,
0x1=0,
1x1=1.

Exemplo A.5 Multiplique os bindrios (1001), e (110),

(1001),.(110), (1.224+0.22+0.21 +1.29%1.22+1.21 +0.29

= 1.232241.2321412022412021
= 1.25+1.244023+1.22+1.21 +0.2°
= (110110),.

De outra maneira, obtemos

—
o

oS o o O
—_
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A.1.4 Divisao

A divisao entre bindrios é andloga a divisdao entre niimeros decimais.

Exemplo A.6 Divida (1010), por (101);

Usando o algoritmo de Euclides, temos

- 101 1 0
0 0 0 O

- 000
0 0 0

Sugestoes de Exercicios

1. Represente os niimeros abaixo nas bases indicadas:
a) 130 na base 2;
b) 791 na base 6;

c) 289 nabase?9;

2. Efetue as operacoes indicadas entre os nimeros bindrios abaixo:
a) 1011010+ 1001110;

b) 11110111 -10111110;

c) 1010101 x11101;

d) 1010010000 + 1011;
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