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RESUMO
A teoria de conjuntos, por vezes deixada de lado em algumas escolas de ensino médio,
constitui-se em um elemento primordial para o entendimento das funcdes, em especial. A ndo
abordagem deste assunto, ou a sua abordagem superficial, deixa no estudante uma lacuna
dificil de ser suprida em estudos posteriores. Alids, a lacuna deixada pode dificultar o
desempenho do estudante no ensino superior. Diante desta constatagdo, é objetivo principal
desta dissertacdo fazer uma releitura dos principais topicos ligados a Teoria de Conjuntos do
ensino médio, ao mesmo tempo em que faz uma ponte entre estes e outros pontos Ndo mMenos
importantes, tratando conjuntos em uma linguagem mais académica. Serdo abordados desde
as propriedades e teoremas relacionados a conjuntos finitos, até a sua generalizacdo para
conjuntos infinitos, culminando com o Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein, o Axioma da
Escolha e 0 Lema de Zorn. Para tanto, realizaram-se pesquisas bibliograficas em fontes

variadas.

Palavras-chave: Conjuntos. Teorema de Cantor. Axioma da Escolha. Lema de Zorn.



ABSTRACT
The set theory sometimes left out in some high schools, is in a key element for understanding
the functions in particular. Failure to address this issue or its superficial approach leaves the
student a difficult gap to be filled in later studies. Incidentally, the left gap may hinder student
performance in higher education. If this is so, is the main objective of this work to a
reinterpretation of the main topics linked to the high school set theory, while making a bridge
between these and other equally important points dealing with sets in a more academic
language. Will be covered from the properties and theorems related to finite sets up its
generalization to infinite sets, culminating in the Cantor-Schroeder-Bernstein theorem, the
Axiom of Choice and Zorn's Lemma. To this end, there were literature searches in various

Sources.

Keywords: Sets. Cantor's Theorem. Axiom of Choice. Zorn's Lemma.
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1 INTRODUCAO

No estudo da Teoria de Conjuntos se encontra a base para o desenvolvimento de
diversas areas de estudo da Matematica, em especial o estudo das fungdes. Desta forma, é
fundamental que tal assunto seja abordado de forma consistente e rigorosa, de modo que as
pessoas que estudam ou ensinam Matematica tenham conhecimento do mesmo.

Ciente desta necessidade, o presente estudo tem por objetivo tragar e discutir 0s
principais pontos relacionados a Teoria de Conjuntos, por meio de pesquisas bibliograficas.

Tal estudo se inicia por uma abordagem bem superficial, conceituando os
conjuntos e seus elementos, bem como definindo as principais operagdes que podem ser
realizadas com os mesmos. Também ¢é feita uma apresentacdo das principais propriedades
decorrentes das opera¢fes com conjuntos, demonstrando-as com o rigor necessario.

Em seguida, das relagbes que podem ser estabelecidas entre os elementos de um
conjunto, foi definida a relagdo de ordem, a partir da qual pode ser enunciado o Lema de
Zorn.

O capitulo seguinte adentra no campo dos conjuntos infinitos, questionando a
existéncia dos mesmos e buscando uma forma consistente de defini-los e aborda-los. Tal
questionamento vai culminar com a apresentacdo do Teorema de Cantor e os Axiomas de
ZFC.

Ainda buscando relacfes entre os elementos de um conjunto, foi dedicado um
capitulo a definicdo de produto cartesiano e a definicdo da relacdo de equivaléncia e, neste
capitulo, foram abordados pontos como classe de equivaléncia e particdo de um conjunto.

Da definicdo de cardinalidade de conjunto surge uma pergunta natural: qual a
cardinalidade dos conjuntos infinitos? Todos os infinitos sdo do mesmo “tamanho” ou existe
infinito maior que outro? Estes questionamentos inspiraram a elaboracdo de um capitulo sobre
a cardinalidade dos conjuntos infinitos e a Hipdtese Generalizada do Continuo.

O presente trabalho chega ao fim relacionando funcbes e cardinalidades de
conjuntos por meio do Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein e estudando a equivaléncia

entre o0 Axioma da Escolha e o Lema de Zorn.
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2 UM POUCO DA TEORIA DE CONJUNTOS

Definigdo 2.1 Um conjunto pode ser definido intuitivamente como uma “cole¢éo” de objetos,

sendo cada um destes objetos denominados “membros” ou “elementos” do conjunto.

Por exemplo: ja nas séries iniciais, quando se comeca a estudar as letras, o
primeiro grupo (colecdo) que é estudado é o (conjunto) das vogais, formado por 5 elementos,

que sdo {a, ¢, i, 0, U}.

Matematicamente falando, o conceito de conjunto é um conceito primitivo, o qual
é definido sem uma fundamentacao rigorosa. A partir de entdo, desenvolve-se toda a teoria

que se segue, a partir dos axiomas e defini¢6es derivados.

Definicéo 2.2 Define-se subconjuntos de um conjunto como sendo o conjunto das partes em

que se pode dividir, agrupar, os elementos de um conjunto.

Definicéo 2.3 Denomina-se conjunto vazio, e representa-se por { } ou @, ao conjunto que nao

possui elemento.

Desta forma, sendo A o conjunto dos numeros naturais pares menores que 10,
tem-se que A = {0, 2, 4, 6, 8}. Assim, 0s seus subconjuntos sdo 0s agrupamentos possiveis
com nenhum, um, dois, trés, quatro ou cinco elementos de A. Portanto, { }, {1}, {6}, {2, 4},

{0, 4, 8}, {0, 2, 4, 6, 8} sdo alguns exemplos de subconjuntos de A.

Vale ressaltar que o conjunto vazio é, por vacuidade, subconjunto de todo

conjunto. Além disso, qualquer conjunto é subconjunto de si mesmo.

No estudo da teoria de conjuntos, alguns simbolos l6gicos sdo utilizados para
facilitar a representacdo das relagdes entre conjuntos ou entre elementos de conjuntos. A

seguir, estdo elencados os mais comumente utilizados, com 0s seus respectivos significados.
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Tabela 1 — Principais simbolos l6gicos.

Simbolo Significado
€ pertence
¢ néo pertence
c esta contido
¢ ndo esta contido
- contém
v ndo contém
3 existe
A ndo existe
3| existe um Unico
Al nao existe um dnico
v para todos, qualquer que seja
3 tal como
| tal que
= isso implica que
= isso é implicado por
= se, e somente se
portanto

Fonte: Elaborada pelo autor.

Definicéo 2.4 Quando um elemento faz parte de um conjunto (quando ele & um dos elementos
deste conjunto) diz-se que ele pertence ao conjunto e utiliza-se o simbolo €. Caso contrario,

diz-se que ele ndo pertence e se utiliza &.
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Figura 1 — Pertinéncia e ndo pertinéncia de conjuntos.

C

Fonte: Elaborada pelo autor.

Considerando o conjunto C no diagrama de Venn acima tem-se, por exemplo, que
0eC,12¢C,12¢Cel7€C.

Os elementos de um conjunto podem ser representados por enumeragdo ou por
compreensao. Na representagdo por enumeracdo, estes elementos sdo escritos um a um entre
chaves, enquanto que na representacdo por compreensdo se enuncia uma propriedade que

defina estes elementos.

Por exemplo, consideremos o conjunto B dos inteiros mdaltiplos de 3
compreendidos entre 30 e 42, inclusive. Numa representacdo por enumeracdo, se escreve
B = {30, 33, 36, 39, 42}. Ja se tal conjunto for escrito por compreenséo, a propriedade que ele
possui € agrupar os nameros inteiros multiplos de 3 comegando em 30 e indo até 42. Entdo,
escreve-se B = {x € Z| 30 < x < 42 e 3|x}.

Definigdo 2.5 Um conjunto A esta contido em um conjunto B (ou é subconjunto de B) quando

qualquer elemento x de A é também elemento de B. Em simbolos, Ac B & [x € A= x € B].

De modo ndo rigoroso, diz-se que A esta contido em B se A estd completamente

dentro do conjunto B.
Reciprocamente, se A esta contido em B, entdo B contém A. Em simbolos, B 5 A.

De modo analogo, se existe pelo menos um elemento x € A tal que x & B, entdo A

ndo esta contido em B (ou B ndo contém A). Em simbolos, A ¢ B ou B 2 A.



13

Figura 2 — Contencdo e ndo contencdo de conjuntos.

-

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pelo diagrama de Venn acima, tem-seque BCc A(A>B)eC & A(A» C).

Proposicdo 2.1 O “conjunto vazio” estd contido em qualquer outro conjunto. Deste modo,

qualquer que seja o conjunto A, é sempre verdade que @ c A.

Demonstracédo: Dados o conjunto vazio @ e o conjunto A, suponhamos por absurdo que
@ ¢ A. Assim, existe x € @ tal que x € A. Mas isto € um absurdo, j& que o0 conjunto vazio nao

possui elementos. Logo, @ c A.
|

Defini¢do 2.6 Dados dois conjuntos A e B, a “unido” destes ¢ definida como o conjunto cujos
elementos sdo de A ou de B, de modo que o “ou” ¢ inclusivo, podendo pertencer aos dois

conjuntos, portanto. O simbolo U representa a unido. Assim, AU B={x|x €A oux € B}.

A definicdo também ¢é valida para quantidades finitas de conjuntos maiores que

dois.

Considerando os conjuntos A = {2, 4, 5, 6} e B = {0, 1, 5, 7}, segue que
AUB={0,1,245,6,7}.

Definicdo 2.7 Define-se “intersec¢do” de dois ou mais conjuntos como o conjunto dos
elementos que pertencem simultaneamente a todos estes conjuntos. A interseccdo €
representada pelo simbolo . Assim, dados dois conjuntos A e B, temos que
ANB={x|xeAexeB}.

Quando dois conjuntos A e B sdo tais que A N B = @ eles sdo ditos conjuntos
disjuntos. Assim, sdo disjuntos 0s conjuntos dos numeros racionais (Q) e dos nameros

irracionais (I), por exemplo.
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Para mais de dois conjuntos, a definicdo de interseccdo também € vélida.

Deste modo, considerando A = {x | x € multiplo de 2} e B = {y | y € multiplo de 3}
tem-se que A N B = {z | z ¢ multiplo de 2 e z € multiplo de 3} = {z | z ¢ multiplo de 6}.

Definicdo 2.8 A “diferenga” A — B entre 0s conjuntos A e B é formada pelos elementos de A e

que néo séo elementos de B. Assim, A—B ={x|x € Aex & B}.

Tomando como exemplo os conjuntos M = {x | x < 0} e N = {x | x = 0}, tem-se
que M—N={x|x<0}.

Quando dois conjuntos C e D séo disjuntos, entitoC-D=CeD-C=D.

Sendo A uma colegéo de conjuntos, tem-se U{S|S € A} ={x |3 S € A; x € S}. De
modo analogo, N{S|Se A} ={x|V SE€A; x € S}.

Se tomarmos uma familia indexada de conjuntos {S, | o € A}, A conjunto de

indices, a unido e a intersec¢do sao definidas das seguintes formas:
USe={x|3a €A xES}eNS«={Xx|Va€EA;x€ES,}

A seguir, estdo elencadas algumas propriedades envolvendo unides, interseccoes
ou diferencas de conjuntos, denominados R, Se T.

Propriedade 21 RUS=SUR;

Prova: Pela definigdo de unido, tomandox e R U S, tem-sequex ERUS=>x€Roux €SS,

donde segue que x e Sou x € R, o que implicaemx € SU R.

Reciprocamente, tomandox € SUR = x € Sou x € R, donde segue que x € Rou X € S, 0 que

implicaemxeR US.

Assim,RUS=SUR.

Propriedade 22RNS=SNR;

Prova: Dado x e RN S, segue que X € R e x € S. Isto € 0 mesmo que X € S e X € R, donde
XESNR.

Equivalentemente, tomando x € S N R segue que x € Se x € R, donde x € R e x € S acarreta

emxeRNS.

Logo,RNS=SNR. |
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Propriedade23RU(SUT)=(RUS)UT,

Prova: Sejax um elementode RU (SU T). Entioxe RU(SUT)= x€ Rouxe(SUT).
Distovem que x € Roux € Soux € T,dondex € (RU S)oux € T. Mas isto € 0 mesmo que
XE(RUS)UT.

Reciprocamente, considerando x € (R U S) U T. Assim,x € (RUS)oux e T=x € Rou

XESoux€eT,dondevemquex ERoux € (SUT). IstomostraqguexeRU (SUT).

Propriedade24RNSNT)=(RNS)NT,

Prova: Paraxe RN (SN T),tem-sequex€ Rexe(SNT)=>x€ RexeSex€eT,donde
XERNSNT.Istoequivale adizerquexeRNS exeT,dondexe (RNS)NT.

De modo anélogo,sex€e (RN S) N T,entioxERNS exeT,dondex€e RexeSexeT.
Isto implicaquex e RN SN T,dondexeRexe (SN T)e, portanto,x ERN (SN T).

Propriedade 25RU(SNT) =RUS N RUT);

Prova: Sejax e RU (SN T). Assim,x e Rou x € (SN T). Em particular, x e Rou (x € Se
x € T). Dai, pode-se escrever que (x ERoux € S)e (x e Rou x € T), 0o que é 0 mesmo que
escreverx € (RU S)ex € (RUT). Portanto,xe RUS)N(RUT).

Reciprocamente, tomando x € (R U S) N (R U T). Isto equivale a dizer que x € (R U S) e
X € (RUT), oqueimplicaem (x e Roux € S)e (x € Roux € T). Deste modo, x € R ou
(xeSexeT),dondexeRou xe€ (SNT).IstoequivaleaxeR U (SN T).

Propriedade 26 RN (SUT)=(RNS)U (RNT);

Prova: Considerando um elemento x tal que x € R N (S U T). Entdo segue que x € R e
XE((SUT), implicandoemxeRe(xeSouxeT).Dai,xERexeS,ouxeRex€eT.Isto
faz concluirquexe (RN S)ouxe (RN T),dondexe (RNS)URNT).

Reciprocamente, tomando x e R N S) U (RN T), seqguequex e (RN S)oux € (RN T),
dondex e Rex € S,oux € Rex e T. Isto implicano fato dequex e Re(x € Soux €T),

que, pela definicdo de unido e interseccdo, equivaleaxeRexe (SUT)=>xeRN(SUT).
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Propriedade 2.7 RUNS, =NRUS, );

Prova: Para xe RUS,, X € Rou xe(1S,, donde x € Rou xeS,,V a € A. Dai,

tomando i # j, i, j € A, temos que (X ERou X € S;) e (X E Rou x € S;), 0 que € 0 mesmo que

x€(RUS)exe(RUS). Portanto, x e N(RUS, ).

De modo completamente anélogo, tomando x eﬂ(RuSa), parai # |, 1, ] € A, temos que

Xx€(RUS)exe(RUS;). Mas isto equivale a (x € Rou x € §;) e (x € R ou x € §j), donde

X€E€Rou xeS,, Va€eA. Concluindo, xe RUNS,,.

Propriedade 2.8 RNUS, =URNSy);

Prova: Considerando um elemento x tal que x e RNUS,, entdo segue que x e Re x e US,,

Vv o no conjunto de indices A. Isto implica que, tomando i # j,i, j EA, XE€Re (X € Sjou
X € Sj). Dai, x e Rex € S;, oux € Rex €S Isto faz concluir que x € (R N Sj) ou
x € (RNS)), donde xe URNS,).

Reciprocamente, tomando x € U(Rmsa), segue que X € (RN Sj) oux € (RN Sj), parai # j,

i, j €A, sendo A o conjunto de indices. Disso decorre quex EReX € Sj, oux € Rex € §;. Isto
implica no fato de que x € R e (X € Sj ou x € Sj), que, pela defini¢do de uniéo e interseccao,

equivaleax e Rex € (5 U §j), donde xe RNUS,, .

Propriedade 2.9 (R-S)U(R-T)=R—(SNT);

Prova: Considerando x tal que xe(R-S)U(R-T). Deste modo, xe(R—S) ou
x € (R—T). (Sera feito o caso em que x e (R—S). O caso em que x e (R—T) é totalmente
analogo.) Se XE(R—S), entdo se pode dizer que x € R e x ¢ S. Dai, x ndo pertence a
qualquer intersecgdo que envolva o conjunto S. Em particular, X ¢ (S mT). Mas x € R, entdo

xeR—(SNT).

Reciprocamente, se Xxe R—(ST) entdo x € Re x¢(SNT). Entdo x ¢ S ou x & T, donde

segue que xe(R—S) ou xe(R-T). Logo, xe (R-S)U(R-T).
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Propriedade 2.10 (R-S)n(R-T)=R—(SuUT);

Prova: Tomando x de modo que x € (R—S)~(R—T). Assim, pode-se dizer que x € (R—S)
e xe(R-T), donde segue que x ER, x € Sex & T.Massex g Sex & T, entdo x ¢ (SUT).

Esta afirmacéo, aliada ao fato de que x € R, faz concluir que x € R —(S uT).

Propriedade 2.11 U(R-S4)=R—-NSq;

Prova: Considerando x tal que x U(R—Sa). Deste modo, parai # j, i, j € A, sendo A 0
conjunto de indices, tem-se x e (R —Si) ou Xxe (R - Sj) . (Serd feito o caso em que
x e(R—Sj), sendo o caso em que X e (R—Sj ) totalmente analogo.) Se x € (R—S;), entdo
X € Rex ¢ S;. Dai, x ndo pertence a qualquer intersec¢do que envolva todos os elementos de

S« Em particular, x ¢ (Si NS ) Logo, sabendo que x e Re x (1S, entdo xe R—S, .

Reciprocamente, se X e R—1S, entdo x € R e x¢(1S,. Entdo x & Sjou x & S;, para i # j,
i, ] € A, sendo A o conjunto de indices. Disto segue que X e(R—Si) ou X e (R—Sj ) 0 que
implica XE(R—Si)u(R—SJ-). Mas como i e j sdo indices quaisquer de A, temos que a

relagio acima vale para todos os elementos de A. Assim, Logo, x € U(R—S, ).

Propriedade 2.12 (U Sa)m(UTB)= U(Sa mTB);

Prova: Considerando x € (US, ) (UTg). Desta forma, x < (US, ) e x < (UTg ), garante que
existe oo € A de modo que x € S, e existe 3 € B tal que x € Tg. Assim, X e (Sa mTB), donde

segue que X e U(Sa mTB).

Reciprocamente, se XGU(Sa mTB) entdo existe o € A e B € B tal que XE(Sa mTB). Isto

implica em x € S, e x € Tp. Do fato de x € S, vem que x e (US, ). Da mesma forma, de

x € Tgvem que x < (UTg). Dai, xe(US,) e x € (UTg), donde x € (US, ) (UTp).
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Propriedade 2.13 (1S, )u(NTg)=N(Se UT)-

Prova: Considerando x (N Sa)u(ﬂTB). Desta forma, x (NS, ) ou XE(ﬂTB), garante
que, para todo o € A, X € S, ou para todo B € B, x € Tg.

Se x € S, e X € Tg, claramente x e (Sa UTB) e, como a informacao ¢ vélida para todo o € Ae
todo B € B, entdo x € ﬂ(Sa uTB).

Por outro lado, se x pertence a apenas uma das familias de conjuntos (serd considerado apenas

0 Caso X € S, ja que o caso em que x € T € totalmente analogo), ainda permanece verdade

que Xe (Sa uTB), €, COMO X € S, para todo a € A, a intersec¢ao ﬂ(Sa uTB) sera ndo vazia,

de forma que x e ﬂ(Sa UTB)'

Reciprocamente, se X € ﬂ(Sa uTB) entdo, para todo a € A ou paratodo p € B, x e (Sa uTB).

Isto implicaem x € S, ou x € Tg. Como este OU n&o e excludente, pode-se ter x € S, e x € T.
Assim, como este caso é 6bvio, sera considerado apenas 0 caso em gue 0 X pertence a apenas

uma das familias S, ou Tg.

Se x € S, (0 caso de x € Tp ¢ totalmente analogo), entdo para todo o € A tem-se X € S,, donde

segue que Xxe[1S, . Assim, x pertence a unido da (1S, com qualquer conjunto. Em

particular, x € (NS, )u(NTg).
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3 RELACAO DE ORDEM E LEMA DE ZORN

Definicdo 3.1 Dado um conjunto A e os elementos a, b € A, definimos o par ordenado (a; b)
como o par formado por tais elementos, em que a ordem é importante, de modo que
(a; b) # (b; a).

Definigdo 3.2 Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Denomina-se produto cartesiano de A e
B, e denotamos por A X B, o conjunto de todos os pares ordenados (x; y), comx € Aey € B.
Em simbolos, AXB={(x;y): xe Aey € B}.

Por exemplo,se A={2,3,4}e B ={0, 1, 3}, entdo A X B = {(2; 0), (2; 1), (2; 3),
(3;0), (3;1), (3:3), (4, 0), (4; 1), (4; 3)}-

Definicdo 3.3 Uma relacdo R de A para B (ou de A em B) é um subconjunto do produto
cartesiano A X B.

Pode-se, no exemplo acima, tomar a relacdo R definida da seguinte forma:
R={(x;y) € AX B|x <y} Deste modo R = {(3; 3)}.

Quando dois elementos x e y se relacionam por meio da relagéo R, se escreve xRy.
Portanto, 3R3 no exemplo anterior.

Uma relacdo R sera dita reflexiva quando, para todo x, XRx. Por outro lado, se para
todos x e y, XRy e yRx implica em x =y, diz-se que ela é antissimétrica. Além disso, se para
todos x, y e z for verdade que xRy e yRz implicam em xRz, a relagdo é dita transitiva.
Definicdo 3.4 Uma relacdo é chamada relacdo de ordem parcial (e seus elementos
denominados parcialmente ordenados) quando for reflexiva, antissimétrica e transitiva.

Considerando os conjuntos X, Y e Z, temos que a relagdo de inclusdo (<) é um
exemplo de ordem parcial, pois
i) Xc X, YV, Zc Z (reflexividade);

i) XcYeYcX, implicaem X =Y (antissimetria);

i) XcYeYcZ entdo X c Z (transitividade).

Definigcdo 3.5 A relacdo R sera dita de ordem total quando, dados quaisquer dois elementos x
e y do conjunto, existe uma relagdo entre eles, ou seja, teremos xRy ou yRx. Tal propriedade é
conhecida como linearidade e os elementos x e y s@o ditos elementos comparaveis. O
conjunto que possui uma relacdo de ordem total é dito totalmente ordenado ou chamado de
cadeia.

Um exemplo tipico de relacdo de ordem total € a relacdo de ordem usual (<)
definida no conjunto dos numeros inteiros (Z). Afinal,

i) x < x, para todo x € Z (reflexividade);
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i) x <yey<ximplicaem x =y, para todos X, y € Z (antissimetria);
lii)x<yey<zimplicaemx < z, paratodos x, y e z € Z (transitividade);
Iv) paratodos X, y € Z, temos que x <y ou y < X (linearidade).

A relacdo de inclusdo c é uma relacdo de ordem parcial. De fato, dados A, Be C
conjuntos, é verdade que
i) A c A, paratodo A (reflexividade);
ii)Ac BeB c Aimplicaem A =B, para todos A e B (antissimetria);
lii)AcBeB c Cimplicaem A c C, paratodos A, B e C (transitividade).

A relacéo de divisibilidade, definida no conjunto dos numeros naturais N, é uma
relacdo de ordem parcial, pois
i) X|x, para todo x € N (reflexividade);

i) x|y e y|x implica em x =y, para todos X, y € N (antissimetria);
iii) x|y e y|z implica em x|z, para todos x, y e z € N (transitividade).

Tal relacdo ndo pode ser de ordem total, pois ndo é verdade que, para todos
X,y € N, tenhamos que x|y ou y|x (linearidade).

Na relagdo R = {(a; a); (b; b); (c; c); (a; b); (a; c); (b; c)} sobre A = {a; b; c}
temos
i) aRa, bRb e cRc (reflexividade);

ii) aRb, aRc e bRc ndo implicam, respectivamente, em bRa, cRa e cRb, ja que a, b e ¢ sdo
diferentes (ndo ha antissimetria);

iii) aRb e bRc implicam em aRc (transitividade);

iv) ndo temos bRa, cRa e cRb (nem todos os elementos sdo comparaveis, portanto ndo ha
linearidade).

Dado um subconjunto B de um conjunto ordenado A, podem ser definidos para
este subconjunto os seguintes conceitos: cota superior (ou limite superior), cota inferior (ou
limite inferior), elemento maximo, elemento minimo, supremo e infimo. Além disso, pode
ainda ser definido em A os conceitos de elemento maximal e elemento minimal.

Definicdo 3.6 Denominamos cota superior (ou limite superior) de um conjunto B qualquer
elemento a € A tal que x < a, para todo x € B. Analogamente, a cota inferior (ou limite
inferior) de um conjunto B sera qualquer elemento a € A tal que x > a, para todo x € B.

Definicdo 3.7 Diz-se que b € B é elemento maximo de um conjunto B se ele for uma de suas
cotas superiores. A defini¢do de elemento minimo é feita de modo semelhante. Diz-se que um

elemento b € B é elemento minimo de um conjunto B se ele for uma de suas cotas inferiores.
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Defini¢do 3.8 O supremo de B (representado por sup B), caso exista, € a menor de todas as
cotas superiores, ao passo que o infimo de B (inf B) é a maior de todas as cotas inferiores do
conjunto B.
Defini¢do 3.9 Um elemento a € A é dito elemento maximal do conjunto A se ndo existe x € A
tal que a < x. Equivalentemente, um elemento a € A é dito elemento minimal do conjunto A se
ndo existe x € A tal que x < a.

Tomando como exemplo o conjunto S = (0; 1], subconjunto dos reais, munido da
operacdo de ordem usual. Tem-se que:
i) O conjunto dos limites superiores (ou cotas superiores) de S é [1; +o0);
ii) O conjunto dos limites inferiores (ou cotas inferiores) de S é (—oo; 0];
iii) O maximo de S é 1;
iv) Este conjunto S ndo tem elemento minimo, ja que ndo existe elemento deste conjunto que
seja cota inferior dele mesmo;
v) 1 é o supremo de S, j& que ele é a menor de todas as cotas superiores;
vi) O elemento 0 (zero) é o infimo de S, pois é a maior das cotas inferiores;
vii) Nao existe um elemento a € R tal que x < a, para todo x € R. Desta forma, R ndo admite
elemento maximal;
viii) Também ndo existe um elemento a € R tal que x > a, para todo x € R. Desta forma, R
n&o possui elemento minimal.

Considerando agora os conjuntos A = {1; 2; 3; 4; 6; 9; 12; 18; 24; 36} e
B = {2; 4; 6}, com a relacdo de ordem sendo a divisibilidade nos inteiros, tem-se que:
i) {12; 24; 36} é o conjunto das cotas superiores;
i) {1; 2} é o conjunto das cotas inferiores;
iii) B ndo tem elemento maximo, ja que ndo ha elemento de B que seja cota superior;
iv) O elemento minimo de B € 2;
v) 12 é o supremo de B;
vi) 2 é o infimo de B;
vii) Os elementos maximais de A sdo 24 e 36;
viii) O elemento minimal de A é 1.
Teorema 3.1 (Lema de Zorn) Seja X um conjunto parcialmente ordenado nédo vazio tal que
cada cadeia em X € limitada superiormente. Entdo X possui pelo menos um elemento

maximal.

No capitulo 4 serd apresentado o axioma 4.8 (da Escolha) e, no capitulo 7, o
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teorema 7.4 mostrard que o axioma da Escolha € equivalente ao Lema de Zorn. Desta forma, a
demonstracdo do Teorema 3.1 serd omitida aqui.

O Lema de Zorn pode ser utilizado em algumas demonstracbes, como as
elencadas a seguir.
Aplicacéo 3.1 Todo espago vetorial ndo nulo tem base.
Demonstracao: Seja V um espaco vetorial ndo nulo sobre um corpo K. SejaX={AcV:Aé

linearmente independente}. O conjunto X é ndo vazio e parcialmente ordenado pela relacdo de

inclusdo, A c B. Uma cadeia {A; : i € I} c X é limitada superiormente por A= Uiel A.O

Lema de Zorn garante a existéncia de um conjunto maximal A € X. Para qualquer elemento v
€V,ou veEA ouAU {v} élinearmente independente. Em ambos o0s casos, o0 conjunto A
gera V e, sendo linearmente independente, € base de V.
|
Aplicacdo 3.2 Seja X um conjunto parcialmente ordenado. Entdo existe um subconjunto
totalmente ordenado de X o qual ndo é um subconjunto proprio para nenhum outro
subconjunto totalmente ordenado de X. Ou seja, X possui um subconjunto ordenado maximal.
Demonstracdo: Seja A a classe de todos os subconjuntos totalmente ordenados de X. Entdo
que A é parcialmente ordenado (pela relacdo de inclusdo). Queremos mostrar, pelo Lema de
Zorn, que A possui um elemento maximal.
Suponha B = {B; : i € I} uma subclasse totalmente ordenada de A. (isto é, B é

uma cadeia de elementos de A.)

Seja A= Uiel Bj . Temos que B;j c X, VB; € B, dai A c X. Agora mostremos que

A é totalmente ordenado.

Sejam a, b € A, entdo 3B;, By € Btal que a € Bj, b € By. Mas B ¢ totalmente
ordenado pela incluséo, ou seja, B; ¢ By ou Bx © Bj. Vamos supor que B; c B.
Consequentemente, a, b € Bx. Como By é totalmente ordenado temos que a < b ou b < a.
Assim, A € um subconjunto totalmente ordenado de X e dessa forma, A € A. Mas B; c A,

V Bj € B, assim A é um limite superior de B.

Logo, pelo Lema de Zorn, A tem um elemento maximal, isto é, um subconjunto
totalmente ordenado de X o qual ndo é um subconjunto proprio para nenhum outro

subconjunto totalmente ordenado de X.
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Aplicacdo 3.3 Seja R uma relagdo de A para B, isto é, R € A X B, e suponhamos que 0

dominio de R é A. Entdo existe um subconjunto f* de R tal que f* € uma fungéo de A em B.

Demonstracao: Seja A uma classe de subconjuntos de R tal que cada f € A é uma funcdo de

um subconjunto de A em B.

Seja A parcialmente ordenado pela inclusdo. Dai se f: A; - B é um subconjunto

de g: A, » B entdo A; c A,.

Agora suponhamos B = ({fi : Ai — B})i e um subconjunto totalmente ordenado de
A (isto é, B é uma cadeia de elementos de A). Seja f = | Jf;:|JA — B, definida por
iel el
f(a) = fi(a) se a € Ai. Temos que f estd bem definida pois B é totalmente ordenado. Além
disso, como f; c R, Vf; € B, segue que f c R. Assim, f é um limite superior de B.
Logo, pelo Lema de Zorn, A possui um elemento maximal f* : A* — B.

Resta provar que A* = A.

Suponhamos que A* = A. Entdo 3a € A tal que a & A*. Por hipbtese, o0 dominio
de R é A, entdo existe um par ordenado (a; b) € R. Dai, f* U {(a; b)} é uma funcéo de

A* U {a} em B. Mas isto contradiz o fato de que f* € um elemento maximal de A.

Assim, A = A* e a aplicacdo fica completa.
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4 TEOREMA DE CANTOR E AXIOMAS DE ZFC

George Cantor (1845 — 1918) é o responsavel por dar a teoria de conjuntos uma
fundamentacdo dentro da Matematica. Seu estudo em relagdo aos conjuntos, em especial aos
conjuntos infinitos, a0 mesmo tempo em que lhes deram caracteristicas de objetos
matematicos, foram de fundamental importancia para a consolida¢cdo do que hoje sabemos
sobre eles.

Intuitivamente, um conjunto pode ser considerado como uma colecdo de objetos,
chamados elementos do conjunto. Desta forma, ao considerarmos um conjunto, devemos
aceitar a totalidade dos seus elementos, e ndo apenas cada um individualmente. A definigéo
de conjuntos, assim, assume o papel de algo unico e acabado.

Esta definicdo de conjuntos como uma colecdo de elementos nao apresenta
nenhuma contradi¢cdo quando se trata de conjuntos com uma quantidade finita de elementos.
No entanto, quando tratamos de um conjunto com uma quantidade infinita de elementos, esta
concepcao de conjuntos infinitos como uma entidade acabada comeca a apresentar alguns
paradoxos, como o apresentado a seguir, transcrito do livro Treze Viagens pelo Mundo da

Matematica:

Suponha-se que, em cada segundo a partir de agora se acede e apaga
alternadamente a luz desta sala, prosseguindo esta acdo para todos os segundos 1, 2, ....
Assumindo que é possivel terminar este processo, como ficara a luz da sala depois, acesa ou

apagada?

Percebemos, entdo, que é impossivel responder a esta pergunta, uma vez que ndo
poderemos chegar até o ultimo segundo e observar como ficou a luz (se acesa ou apagada).
Tal impossibilidade se justifica pelo fato de que ndo ha como completar um processo infinito,
visto que, se o fizéssemos, teriamos entdo um ultimo elemento e, assim, ndo seria possivel

tomar um outro elemento apds o Gltimo, o que contraria a defini¢do de infinito.

Desta forma, visando a solucdo de alguns paradoxos envolvendo o infinito,
comegou-se a ver o infinito de outra forma. Para Karl Gauss, “O infinito ¢ apenas uma
maneira de falar, em que se fala propriamente de limites”. Foi assim que alguns problemas da
matematica foram resolvidos. No entanto, tal solucdo ndo foi o bastante para que néo
surgissem outros paradoxos, como o apresentado a seguir, retirado do livro Treze Viagens

pelo Mundo da Matematica e apresentado em [Paik, 1983].

Com um numero infinito (enumeravel) de bolas numeradas por 1, 2, ..., realizam-
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se duas experiéncias distintas, ambas consistindo em ir deitando para um (grande) saco

algumas dessas bolas, numa certa sequéncia infinita.

Na primeira experiéncia, deitam-se para o saco as bolas numeradas de 1 até 10 e
retira-se a décima; depois, deitam-se no saco as bolas numeradas de 11 até 20 e volta-se a
retirar a vigésima; de seguida, entram as bolas de 21 até 30 e volta a sair a ultima; e assim

sucessivamente.
Depois de completado todo o processo, quantas bolas estdo no saco?

Na segunda experiéncia comeca-se também por deitar no saco as bolas
numeradas de 1 até 10, mas agora retira-se a primeira; no segundo passo, deitam-se as bolas
11 a 20 a retira-se a segunda; depois, faz-se 0 mesmo para as bolas 21 até 30 e retira-se a

terceira; e continua-se assim por diante.
Depois de completado todo o processo, quantas bolas estdo no saco?

Embora se tratem de experiéncias aparentemente idénticas (afinal, a cada passo,
para cada 10 bolas colocadas no saco, 1 é retirada, restando 9), porém apresentam resultados
bem distintos. Ao final, na primeira experiéncia restardo infinitas bolas no saco (todas as que
ndo possuem numeros multiplos de 10), ao passo que, na segunda experiéncia, 0 saco estara

vazio (pois cada bola é, em algum momento, retirada).

Foi necessario a humanidade esperar até o trabalho de doutoramento de Cantor

para que as questdes relacionadas ao infinito pudessem ser mais bem esclarecidas.

Assumindo os conjuntos infinitos como objetos matematicos, Cantor adotou a
estratégia de comparar o tamanho dos conjuntos, o que corresponde ao seu numero de
elementos. Para tanto, definiu como equipoténcia entre conjuntos a existéncia de uma bijecédo

entre eles.

Desta forma, o conceito de cardinalidade entre conjuntos pode ser associado a
equipoténcia, o que significa que dois conjuntos possuem a mesma cardinalidade se for

possivel estabelecer uma equipoténcia, uma bijecdo, entre tais conjuntos.

Com esta equivaléncia foi possivel estabelecer relacbes entre conjuntos que
chegam, por vezes, a desafiar a l6gica comum. Por exemplo, o conjunto dos numeros naturais
é equipotente ao conjunto dos nimeros naturais pares (embora se creia que existam mais
numeros naturais do que nameros pares). Tal equipoléncia pode ser estabelecida através da

relacdo biunivoca n — 2n.
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Também foi possivel provar que é sempre vidvel tomar um intervalo real que

tenha a mesma cardinalidade que os reais bastando, para isso, conseguir uma fungéo bijetiva

. . . . . T T
entre este intervalo e o conjunto dos reais. Assim sendo, o intervalo }E’E{ tem a mesma

quantidade de elementos que o conjunto R dos numeros reais quando definimos, por exemplo,

a funcdo tangente entre tais conjuntos.

Resultados como este obtido no paragrafo anterior, que sdo contra intuitivos,
mostram que o todo nem sempre € maior do que a soma das partes, abrindo uma nova
possibilidade de abordagem quando se trata de cardinalidade de conjuntos. Na verdade, a
caracteristica de que um conjunto tenha a mesma cardinalidade que sua parte prépria € uma

caracteristica dos conjuntos infinitos.

Definida esta forma de conceituar cardinalidade de conjuntos, pode-se entdo
conceituar o0 que seriam conjuntos enumeraveis. Assim, um conjunto A se diz enumeravel
quando ¢é finito ou quando existe uma bijecdo f: N — A. No segundo caso, tal conjunto se
chama infinito enumerével e a bijecdo f: N — A chama-se uma enumeracéo dos elementos de
A.

Isto implica dizer que qualquer conjunto equipotente ao conjunto dos ndmeros
naturais € enumeravel. Logo, sdo enumeraveis o conjunto dos nimeros pares, por exemplo, e

o0 conjunto dos multiplos de 5, etc.

Saindo dos subconjuntos dos naturais, e utilizando o critério da enumerabilidade
por meio do estabelecimento de uma bijecéo, foi possivel estender este conceito, de forma a
verificar a existéncia de outros conjuntos enumeraveis, como 0 conjunto dos racionais

positivos.

Pode-se concluir que os conjuntos infinitos enumeraveis, em relacdo ao seu
tamanho, sdo o0s menores conjuntos infinitos possiveis, uma vez que qualquer destes
conjuntos possui um subconjunto numeravel. Tal fato pode ser justificado de forma bem
simples como ilustrado a seguir: tomemos um conjunto A infinito. Dai, como A é ndo-vazio,
podemos tomar a; € A; o conjunto A — {a;} continua nédo-vazio, donde selecionamos ay;
depois escolhemos az de A — {a;, a;}, e assim sucessivamente. Como 0s subconjuntos
A —{ay, a,,..., a;} sdo sempre ndo-vazios, 0 processo nao para em nenhum passo finito. Assim,

obtemos uma sequéncia numeravel a;, a, as, ..., aj, ... de elementos de A.

Considerando os numeros naturais finitos como aqueles que expressam a
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cardinalidade de conjuntos finitos, Cantor definiu os nimeros que estdo além dos finitos como
cardinais transfinitos, utilizando-os para representar a cardinalidade dos conjuntos infinitos,

de forma a estabelecer operac@es aritméticas entre eles.

A cardinalidade do conjunto dos numeros naturais |[N| e de qualquer outro
conjunto enumeravel Cantor representou por X, (&lefe zero), sendo a menor cardinalidade dos

conjuntos infinitos.

Cantor foi o responsavel pela definicdo de uma aritmética simples para o alefe
zero (Xo), de forma a ser possivel provar, por exemplo, que Xo + 1 = g, o + N = R, 280 = N,
NNy = Np e Ro.Ng = Np.

Uma pergunta natural que surge é se existem outros cardinais infinitos além do
No? Seriam todos os conjuntos infinitos equipotentes a ¥y ou ha cardinalidades infinitas
maiores que Xo? Segundo Cantor, ha infinitos maiores que outros, de forma que, dados dois
conjuntos infinitos, podemos ter cardinalidades diferentes, bastando para isso que eles nédo

sejam equipotentes.

A Diagonal de Cantor foi 0 mais importante trabalho relacionado a esta tematica.
Por meio de um mecanismo simples, porém pratico, Cantor mostrou que existem mais

nameros reais no intervalo [0, 1[ do que nimeros naturais.

Desta forma, o intervalo real [0, 1[ é ndo-enumeravel, donde segue que o conjunto
dos numeros reais também € ndo enumeravel. Desta forma, a cardinalidade |R| dos nimeros
reais ndo é igual a X,. Esta cardinalidade recebeu o nome de continuo e qualquer conjunto

equipotente a R se chama poténcia do continuo |R)|.

Surgiu entdo um outro questionamento: existem subconjuntos reais infinitos que
ndo sao enumeraveis e nem tém a poténcia do continuo? Existe algum subconjunto conforme

descrito anteriormente e que tenha cardinalidade entre X, e |R|?

A resposta a essa pergunta, conhecida Hipdtese do Continuo, sera melhor

detalhada posteriormente, embora se possa adiantar que sera negativa.

Havendo conjuntos infinitos que ndo sdo equipotentes entre si, 0 que podemos

afirmar sobre sua cardinalidade?

Teorema 4.1 (Cantor) A cardinalidade de um conjunto A € menor ou igual a de um conjunto
B se, e somente se, existe uma funcdo injetiva de A em B. Desta forma, se A € B entdo
|Al < [B].
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Desta forma, como N c R, entdo segue que [N| = X, é estritamente menor que a

poténcia do continuo |R).

Pelo que foi apresentado até aqui, temos que os alefes servem para representar a
cardinalidade dos conjuntos infinitos, da mesma forma que 0s nUmeros naturais representam a

cardinalidade dos conjuntos finitos.

Ao desenvolver sua obra, Cantor abordou dois conceitos separadamente: 0s
ordinais representam os tipos de ordem que € possivel estabelecer nos conjuntos, ao passo
que os cardinais representam o tamanho dos subconjuntos, o seu nimero de elementos. A
cada conjunto esta associado um unico cardinal, mas diferentes ordenagfes deste conjunto

podem corresponder a diferentes cardinais.

O ordinal correspondente ao conjunto dos nimeros naturais, em sua ordenagao
habitual, € denominado w. Se ordenarmos este conjunto de modo a colocar todos 0s himeros

pares primeiros e todos os impares depois obtemos uma ordenacéo representada por w + w.

A obra de Cantor causou discordias entre muitos matematicos, filosofos e
tedlogos, mas também recebeu adesdes fervorosas, como as de Frege e Hilbert. Por meio dela
0s conjuntos infinitos ocuparam um lugar de destaque e ndo seriam 0 mesmo sem a sua

contribuicéo.

Com as contribuices trazidas por Cantor ao estudo da teoria de conjuntos, surgiu
a necessidade de uma melhor formalizacdo do assunto. Cantor continuava a trata-lo de forma
muito intuitiva, onde um dado conjunto era identificado escrevendo seus elementos um a um

(por extensédo) ou escrevendo uma propriedade que 0s caracterizasse (por compreensao).

Coube entdo a Ernest Zermelo (1871 — 1953) e a Abraham Fraenkel (1891 —
1965) o estabelecimento de uma teoria axiomatica que, associada ao denominado Axioma da
Escolha, formaram o que se chama axiomas ZFC (Z da inicial de Zermelo, F da inicial de

Fraenkel e C da inicial de Choice, “escolha” em inglés).

Estes axiomas incorporam o conceito intuitivo de conjunto que os matematicos
usam para, por meio do desenvolvimento de uma teoria axiomatica, chegar a conclusdes que,

por vezes, ainda geram controvérsias entre 0s matematicos.
Os axiomas de ZFC mais elementares sdo 0s que se encontram elencados a seguir.
Axioma 4.1 (da Extenséo)

Também conhecido como axioma da unicidade, ele afirma que dois conjuntos sao
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iguais se, e somente se, todos 0s seus elementos forem iguais.
Axioma 4.2 (da Existéncia)

H& um conjunto que ndo possui elemento. Tal conjunto é denominado conjunto

vazio e representado por @.
Axioma 4.3 (da Especificacéo)

Podemos construir subconjuntos de conjuntos por compreenséo, ou seja, podemos
construi-los a partir de propriedades que os caracterizem entre os elementos de um conjunto

maior.

Desta forma, podemos entender este axioma ndo apenas como um unico axioma,

mas como um conjunto deles (um para cada propriedade que podemos enunciar).

E com base neste axioma, por exemplo, que definimos o conjunto P dos niimeros

pares da seguinte forma P = {2x : x € N}.
Axioma 4.4 (da Poténcia)

Para qualquer conjunto A existe o conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos

de A. Tal conjunto é chamado conjunto das partes de A e geralmente representado por g(A).
Axioma 4.5 (da Unido)

Afirma que, dado um conjunto A, cujos elementos também sdo vistos como
conjuntos, existe um conjunto chamado uni&o de A cujos elementos sdo todos os elementos de

A. Tal conjunto é representado por UA.
Axioma 4.6 (da Interseccéo)

Afirma que, dado um conjunto A, cujos elementos também sdo vistos como
conjuntos, existe um conjunto chamado intersec¢do de A formado pelos elementos comuns a

todos os conjuntos de A. Tal conjunto € representado por NA.
Axioma 4.7 (dos Pares)

A partir de quaisquer conjunto A e B podemos formar conjuntos cujos elementos

séo precisamente os elementos de A e B, o qual representamos pela extenséo {A, B}.

A partir destes axiomas pode-se definir diversos conceitos em Matematica, como
par ordenado, produto cartesiano, fungdes, etc. Pode-se também definir o conceito geral de

numero natural (que inclui o zero), no sentido das ideias de Cantor, onde cada nimero € visto
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como o conjunto com aquela quantidade de elementos (ou cada ndmero é visto como o

conjunto com aquela cardinalidade). Assim temos
0=0,1={0},2={0,1},3={0, 1, 2}, ...

Desta forma, pode ser observado que cada nimero natural é o conjunto dos que o
precedem. Isto, além de identificar cada nimero natural com o seu cardinal, tem a vantagem
de estabelecer de forma natural a relagdo de ordem usual entre estes numeros por meio da

incluséo de conjuntos. Assim,n<m & n < m.
Isto nos prova, por exemplo, que 2 < 3 ja que {0, 1} c {0, 1, 2}.

Tais axiomas acima enumerados ndo garantem a existéncia da totalidade dos

nameros naturais. Para tanto, ha a necessidade do Axioma da Infinitude.
Axioma 4.8 (da Infinitude)
Existe um conjunto indutivo que contém todos os nimeros naturais.
Completa a teoria axiomética de ZFC o Axioma da Escolha.
Axioma 4.9 (da Escolha)

Dado um conjunto (de conjuntos) ndo-vazio A, podemos considerar um conjunto

C formado por um e apenas um elemento de cada elemento ndo vazio de A.

Ou outras palavras, se tivermos um conjunto A formado pelos conjuntos nao-
vazios A, Ay, ..., An, ... podemos escolher um (e apenas um) elemento de cada A;, de modo

que o conjunto C seja formado por estes elementos escolhidos.

Este axioma € tdo evidente que costuma ser usado na Matematica sem ser notado.
No entanto, mostra-se bastante controverso por ndo apresentar um carater construtivo. Afinal,
como aceitar que o processo de escolha seja completado, de forma infinita, sem que haja uma

lei de formacdo?

No caso de o conjunto A ser finito, € trivial que podemos completar o processo de
escolha de um elemento de cada elemento de A, de modo a formar o conjunto escolha C. Por
outro lado, mesmo que o conjunto A seja infinito, havendo uma propriedade que especifique
qual elemento dentre os elementos de A podemos tomar, € possivel completar o processo de

escolha.

O problema reside em acreditar na completude da escolha em um conjunto

infinito sem que haja uma propriedade a seguir. Como acreditar que uma escolha aleatoria de
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elementos de um conjunto infinito possa ser completada?

Questdes como estas causam controvérsias até hoje. No entanto, a aceitacdo do
Axioma da Escolha tem sido produtiva em todas as areas da Matematica e, talvez, sem ele
esta ciéncia ndo tivesse conseguido alcancar os patamares a que chegou, fato que ganha
respaldo na equivaléncia entre 0 Axioma da Escolha e o Lema de Zorn, conforme veremos no

teorema 7.4.

Godel e Cohen, em 1938 e 1963, respectivamente, provaram que 0 Axioma da
Escolha é independente dos demais axiomas de ZFC. Desta forma, pode ser feita uma

construcdo de uma teoria de conjuntos consistente com ou sem o Axioma da Escolha.

Além disso, estabelecida a teoria ZFC, toda a teoria de conjuntos pode ser
construida com base nestes axiomas, de forma a dar uma sistematizacdo consistente a este

assunto.
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5 PRODUTO CARTESIANO E RELACAO DE EQUIVALENCIA

Na definicdo 3.1 ja estabelecemos o que € um par ordenado. Assim, tomando
como base o conjunto dos numeros inteiros, temos como pares ordenados (0; 1), (— 2; — 1),
(— 2; 4), (0; 0), por exemplo, ao passo que (0,5; 2) ndo é um par ordenado no conjunto dos

inteiros.

Considerando os conjuntos A e B e o produto cartesiano ou simplesmente produto
entre eles (conforme definicdo 3.1), se tomarmos os conjuntos A = {1, 2, 6, 8} e B = {0, 2}
temos que A X B ={(1;0), (1; 2), (2; 0), (2; 2), (6; 0), (6; 2), (8; 0), (8; 2)}.

E interessante notar que se A # B entdo A X B # B X A. Afinal, sabemos que
AXB={(a;b)|laceAebeB}equeBXA={b;a)|beBeaecA} e assim, se
A X B =B XA, entdo (a; b) = (b; a) implicaem a = b, donde A = B.

Além disso, se 0 conjunto A tem m elementos (JA| = m) e o conjunto B tem n
elementos (|B| = n), entdo A X B tem m.n elementos (JA X B| = m.n). Isto pode ser verificado

no exemplo acima, em que |A| =4 e |B| = 2, donde |A X B| = 4.2 = 8 elementos.
Tomando os conjuntos A = @ e B um conjunto qualquer, temos que A X B = @.

Tomemos, por exemplo, o conjunto Z X Z de todos os pares ordenados de
nameros inteiros. Consideremos a relacdo R = {(x; y) € Z X Z | x = — y} (conforme definicédo

3.2.). Assim, segue que
R={.,(nn),...(+=2;2),(-1;1),(0;0),(1;-1),(2;-2),..,(n;—n), ..}

Definicdo 5.2 O dominio de uma relagio R < A X B, denotado por D(R), é tal que
D(R) = {a | 3b € B : aRb}. De modo equivalente, dizemos que a imagem desta relacéo,
denotada por Im(R), € dada por Im(R) = {b | 3a € A : aRb}.

Se considerarmos a relacdo R dada por R = {(0; 0), (1; 2), (2; 4), (3; 6), ...}
teremos que D(R) =N e Im(R) ={n € N | n é par}.

Definigcdo 5.3 Dizemos que uma relacdo R definida em A é uma relagdo de equivaléncia neste

conjunto se forem verificadas as seguintes propriedades:
1) reflexiva: aRa paratodo a € A;
ii) simétrica: se a, b € A e aRb, entdo bRa;

i) transitiva: paraa, b, ¢c € A, se aRb e bRc, entdo aRc.
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Consideremos, por exemplo, uma relacdo R entre as retas do plano de modo que
R = {(r; s) | r e s sdo paralelas}. Aqui consideramos ser coincidente como ser paralela e

coincidente. Verifiquemos que esta relacao é de equivaléncia.

i) reflexividade: rRr, para qualquer reta r do plano, ja que toda reta coincidente é paralela a si

mesma,

i) simetria: se r e s sdo duas retas do plano tais que rRs, entdo sRr, ja que de rRs segue que

r//s, donde s//r e, portanto, SRr.

iii) transitividade: se r, s e t sdo retas do plano tais que rRs e sRt, entdo rRt. De fato, se r//s e
s/lt, entdo r//t.

Desta forma, a relacéo de paralelismo entre as retas de um plano € uma relacéo de

equivaléncia.

Se formos considerar, em vez de retas paralelas, as retas perpendiculares de um
plano, verificariamos que a relagcdo de perpendicularidade ndo é uma relacdo de equivaléncia,
afinal, nenhuma reta é perpendicular a si mesma, 0 que mostra que esta relacdo nao é

reflexiva. Também podemos mostrar que a transitividade nédo é verdadeira.

A relacdo R € N X N tal que, dados x, y € N, temos que xRy se, e somente se,
X <y, ndo é uma relacdo de equivaléncia. De fato, tal relacdo ndo tem a propriedade

simétrica, uma vez que x <y ndo implicaemy < x.

Consideremos, entdo, o conjunto E = {a, b, c, d, e} das iniciais dos nomes de

cinco irmaos, de forma que, dados x, y € E, temos xRy se, e somente se, x é irmdo de y.

Podemos verificar que esta relagdo possui as propriedades simétrica (ja que se x é
irmdo de y, entdo y € irmao de X) e transitiva (pois se x é irmdo de y, e se y é irmdo de z, entdo
X é irmé&o de z), mas ndo apresenta a propriedade reflexiva (uma vez que ninguem é irméo de

si mesmo). Portanto, tal relacdo ndo é de equivaléncia.

Por outro lado, a relagdo R de congruéncia médulo m, definida no conjunto dos

nameros inteiros Z, € uma relacdo de equivaléncia. Verifiguemos as propriedades:
i) reflexiva: sabemos que, dado x € Z, é verdade que x = x mod m, de modo que xRX;
i) simétrica: dados x, y € Z, temos que xRy implica em yRXx.

De fato, se xRy entdo x = y mod m, donde segue que m | (x — y). Mas isto equivale que

m |y — X, donde y = x mod m e, portanto, yRX.
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iii) transitiva: se x, y e z sdo numeros inteiros, entdo xRy e yRz implicam em xRz,

De fato, de xRy e yRz seguem que x =y mod m e y = z mod m, donde podemos somar
membro a membro e obtemos que x + y =y + z mod m. Mas isto é equivalente a
m|(x+y)—(y + z), donde segue que m | x + y —y — z e, portanto, m | x — z. Isto equivale a

dizer que x =z mod m.

Desta forma, apresentando as trés propriedades acima demonstradas, temos que a

relacdo de congruéncia modulo m € uma relacdo de equivaléncia.

Definicdo 5.4 Seja R é uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A. Dado a € A,
chamamos classe de equivaléncia determinada por a, e representamos por [a], ao subconjunto

constituido pelos elementos x € A tais que xRa. Assim, [a] = {x € A | xRa}.
Defini¢cdo 5.5 Denominamos de Zy, ao conjunto das classes de equivaléncia, médulo m.

Deste modo, se tomarmos a relacdo de congruéncia médulo 3, por exemplo,

teremos que:

[0]1={0, 3,6, 9, ...} (que sdo os numeros que deixam resto 0 na divisdo por 3);
[1] =41, 4,7, 10, ...} (que sdo os numeros que deixam resto 1 na divisdo por 3);
[2] ={2, 5, 8, 11, ...} (que sdo 0s numeros que deixam resto 2 na divisdo por 3).

Deste modo, Z3 = {[0], [1], [2]}-.

Alguns autores denominam [a] por a.

Proposicdo 5.1 Seja R uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A e sejam a, b elementos

de A. As seguintes proposicoes séo equivalentes:

i) arb; i) a € [b]; iii) b € [a]; iv) [a] = [b].
Vamos demonstrar cada uma delas.

i) = ii)

Decorre da definicéo de classe de equivaléncia temos que se aRb entdo a € [b].

ii) = iii)

Se a € [b], entdo aRb. No entanto, sendo R uma relacéo de equivaléncia, R possui
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a propriedade simétrica e, portanto, bRa, donde segue que b € [a].

i) = iv)
Se b € [a], entdo bRa e, por simetria, aRb. Devemos, entéo, provar que [a] c [b] e
que [b] c [a].

Tomemos x € [a]. Assim, xRa e, como por hipdtese temos que aRb, a

transitividade nos garante que xRb, donde x € [b] e, portanto, [a] < [b].

Reciprocamente, tomemos x € [b]. Assim, xRb e, como por hip6tese temos que

bRa, a transitividade nos garante que xRa, donde x € [a] e, portanto, [b] c [a].

Isto nos mostra que [a] = [b].

iv) = i)
Observemos inicialmente que [a] e [b] sdo ndo vazios. Afinal, a € [a] e b € [b].

Tomemos, entdo, x € [a] = [b]. Assim, de x € [a] vem que XRa e, portanto, aRx.
Por outro lado, de x € [b] segue que xRb. Assim, aRx e xRb implicam, por transitividade, que
aRrb.

Proposic¢do 5.2 Seja R uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A e sejam a, b elementos
de A. Temos que [a] N [b] # O se, e somente se, [a] = [b].

Demonstragéao:

= Consideremos [a] N [b] # @. Assim, existe y € A de modo que y € [a] N [b]. Assim,
y€laleye[b].

Dey € [a] vem que yRa, o0 que implica por simetria que aRy. Por outro lado, de y € [b] vem
que yRb. Assim, por transitividade, segue que aRb e, pelo que foi demonstrado anteriormente,
[a] = [b].

<= Pela propriedade reflexiva é verdade que a € [a] e b € [b]. Desta forma, [a] # @ e [b] # @.
Dai, se [a] = [b] é imediato que [a] N [b] # @.
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Definigdo 5.3 A equivaléncia de classes particionam o conjunto A.
Demonstracéo:

Ja mostramos na proposicdo 5.2. que as classes de equivaléncia sdo disjuntas e ndo vazias.

Resta entdo mostrar que a unido de todos elas forma o conjunto A. Ou seja, provemos que

Ulal=A.

acA

Temos que, para cada a € A, [a] c A e, portanto, U[a] c A.
aceA

Por outro lado, sendo x um elemento qualquer de A, temos que x € A = XRx = X € [X],

donde segue que x e | J[a]. Assim, Ac | J[al.
acA acA

Isto prova que U[a] = A e, portanto, temos uma particdo em A.
acA

Proposicdo 5.4 Reciprocamente ao que foi provado na proposicdo 5.3., se tivermos uma
particdo F de um conjunto A, entdo existe uma relacdo R de equivaléncia sobre A de modo
que A/R = F, onde A/R é o conjunto das classes de equivaléncia médulo R, também chamado

de conjunto quociente de A por R.
Demonstracao:
Seja R uma relacéo sobre A assim definida:
XRy< 3IBeF;,xeBeyeB

isto é, x esta na relagdo com y quando existe um conjunto B da particdo F que contém x e y.

Temos:
1) Reflexividade: Para todo x € A, existe uma classe B em F tal que x € B, portanto, XRX.
il) Simetria: Sendox e Aey € A, vem:
XRy=3IBeF.x,yeEB=y,xeEB = yRx.
iii) Transitividade: Sendo x, y, z € A, vem:
XRy=3IB1€F:X,y€EB;

YRz=3IB,eF.y,2€B;



Como B; N By # @, entdo B; = B,. Portanto, x, z € B; =B, € F e, assim, XRz.

37
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6 CARDINALIDADE DE CONJUNTOS INFINITOS E HIPOTESE GENERALIZADA
DO CONTINUO

Definicdo 6.1 Dois conjuntos A e B tém a mesma cardinalidade se € possivel estabelecer entre
eles uma correspondéncia biunivoca, ou seja, uma bijecdo. A cardinalidade de um conjunto A

é representada por #A ou por |A|, ou ainda por card (A).

Considerando a existéncia de uma bijecdo entre A e B, temos que
card (A) = card (B). Caso exista apenas uma injecdo de A para B, podemos dizer que
card (A) < card (B).

Quando um conjunto tem uma quantidade finita de elementos, dizemos que se
trata de um conjunto finito e a sua quantidade de elementos corresponde a sua cardinalidade,

seguindo a defini¢do do Teorema de Cantor (teorema 4.1.).

Por outro lado, quando um conjunto tem uma quantidade infinita de elementos,

dizemos que ele tem cardinalidade infinita e, entdo, chamamos de conjunto infinito.

Uma pergunta natural que surge ¢: todos os conjuntos infinitos tém ‘“tamanhos”
iguais, ou existem infinitos maiores que outros? Os exemplos a seguir mostrardo que ha
conjuntos infinitos com mesma cardinalidade, mas também h& conjuntos infinitos com

cardinalidades diferentes.

Exemplo 6.1 Seja N o conjunto dos numeros naturais. Entdo N e 2N tém a mesma
cardinalidade, ou seja, 0 conjunto dos naturais e o0 conjunto dos naturais pares tém a mesma

cardinalidade.

Demonstragéo: Basta tomar a funcdo f: N — 2N, dada por f(n) = 2n, para todo n € N. Tal

funcdo é bijetora, o que prova que N e 2N tém a mesma cardinalidade.
|

De maneira analoga podemos mostrar que o conjunto dos nimeros naturais e o
conjunto dos nimeros naturais impares tém a mesma cardinalidade, bastando para isso, tomar

a funcdo f(n) =2n + 1.

Este resultado é contraditorio em relacdo ao senso comum, visto que é esperado

que existam mais nameros naturais do que nUmeros pares ou impares.

Conforme relatado no capitulo 4, o conjunto dos numeros naturais tem

cardinalidade infinita denominada Xy, e todos os conjuntos que s@o equipotentes a ele sdo
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ditos enumeraveis. Deste modo, o conjunto 2N € enumeravel e tem cardinalidade Xo.
Exemplo 6.2 O conjunto Z dos ndmeros inteiros é enumeréavel.

Demonstracao: Dizer que o conjunto dos nimeros inteiros é enumeravel equivale a dizer que

ele é equipotente aos naturais. Para isto, basta definir a funcdo f: Z — N dada por

2n, se n>0 Y .
f(n)= . Tal funcéo ¢ bijetora, 0 que prova a enumerabilidade de Z.
-(2n+1), se n<0

Exemplo 6.3 O conjunto Q dos nimeros racionais € enumeravel.

Demonstracdo: Vamos construir uma enumeracdo para 0 conjunto dos nimeros racionais.

Para tanto, como j& sabemos que Z é enumeravel, entdo também Z* € enumerével. Entdo

definimos a funcéo f: Z X Z* - Q dada por f(m,n)=—. Tal funcdo e sobrejetiva, o que
n

prova a enumerabilidade de Q.

Exemplo 6.4 Os intervalos reais fechados [a; b] e [c; d], onde a < b e ¢ < d sdo equipotentes.

Demonstracédo: Tomando a fungéo h: [a; b] — [c; d], definida por h(x) =F(x—a)+c,
-a

como a < b, segue que a # b e, desta forma, pode-se provar que a funcdo definida acima é

uma bijecdo entre [a; b] e [c; d], provando que tais intervalos tém a mesma cardinalidade.
|

Por meio de argumento analogo, pode ser provada a equipoléncia dos seguintes
intervalos: (a; b] e (c; d], (a; b) e (c; d) e [a; b) e [c; d).

Exemplo 6.5 O intervalo (- 1, 1) tem a mesma cardinalidade que o conjunto R dos niUmeros

reais.

Demonstracao: Considerando a funcdo g: (— 1, 1) — R dada por g(x) =1L|. Para todo
X

X € (-1, 1) segue que g é uma bijecdo, o que prova a equipoléncia.
|

Exemplo 6.6 A cardinalidade dos nimeros naturais € menor que a cardinalidade dos nimeros

reais, ou seja, card (N) < card (R).
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Demonstracdo: Vamos tomar o intervalo real [0; 1[. Dai, provaremos que tal intervalo tem
cardinalidade maior que a dos naturais (ndo sendo, portanto, enumeravel). Desta forma, sendo

[0; 1[ c R, fica provado que card (N) < card (R) e, portanto, R é ndo enumeravel).

Utilizaremos a Diagonal de Cantor. Para tanto, considere uma sequéncia enumeravel xi, Xa, ...
de nimeros reais no intervalo [0; 1[. Qualquer nimero deste intervalo se escreve de maneira
Unica como uma dizima infinita da forma 0,a;a,as..., em que 0s a; sao algarismos entre 0 e 9 e
a dizima ndo termina numa sequéncia infinita constante igual a 9. Representa-se cada um dos

nameros X; nessa forma
X1 =0, i a12 @13 Q14 Q15 ...
Xo =0, a1 EF Az3 Aos A5 ...
X3 =0, 31 a3 k& a34 35 ...
X4 =0, a1 aur a3 B s ...
X5 = 0, @s1 asp As3 Ass G -

Tomando as casas decimais destacadas acima, pode-se definir através da expressdo decimal
um namero x = 0,a;a,as... escolhendo para cada a; um algarismo diferente de a;; (e de 9). Este
namero x é garantidamente distinto de qualquer elemento x; da lista inicial, por que diferente
deste pelo menos na i-ésima casa decimal (e ndo termina numa sequéncia constante igual a 9).
Isto prova que existe mais nimeros no intervalo [0; 1[ do que no conjunto N. Portanto, R é

ndo enumeravel e card (N) < card (R).
|

A constatacdo do ultimo exemplo é bem aceita pelo senso comum. Afinal, € de se
esperar que existam mais numeros reais do que naturais. Mas mais do que isto, como a
cardinalidade dos numeros naturais (bem como a dos nimeros reais) é infinita, tal constatagédo

vem confirmar que existem infinitos maiores que outros.

A partir desta constatacdo, Cantor definiu o que chamou de cardinais transfinitos
para 0s numeros cardinais maiores que Xo. Desta forma, ele estabeleceu uma “‘sequéncia”
bem-ordenada de alefes (que ndo é enumeravel e nem sequer forma um conjunto) para

designar os cardinais transfinitos, de forma que Xp < X; <X < .

Desta sequéncia de cardinais infinitos surge um questionamento: onde fica

localizado a cardinalidade dos nimeros reais dentre os alefes? Existe alguma cardinalidade
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intermediaria a esses alefes?

Tais indagacOes ainda continuam sem resposta na Matemética. N&o h& como se
provar a existéncia ou a ndo existéncia de tais cardinalidades, baseado na Teoria dos
Conjuntos de ZFC.

A suposicdo de que ndo existe um numero transfinito entre os alefes é conhecida
como Hipotese Generalizada do Continuo. Em 1962, o Paul Cohen, aluno de Kurt Godel
(1906 — 1978), demonstrou que a hipotese do continuo é indecidivel, de forma que ndo é
contraditéria com os axiomas de ZFC, o que quer dizer que se pode usar indiferentemente

como axioma tanto a hip6tese do continuo como sua negacao.

Estudando cardinalidades, Cantor estabeleceu uma aritmética que, por vezes, se
mostra bem diferente da que é utilizada no dia-a-dia, de forma a estabelecer as operagdes

fundamentais de adicdo e multiplicacao.

Teorema 6.1 Seja A um conjunto e (A) o conjunto de suas partes. Entdo
card (A) < card (g(A)).

Demonstracéo: Para conjuntos finitos, se card (A) = n, pode ser provado por combinatdria,
por exemplo, que card (g(A)) = 2", donde por inducdo finita temos que n < 2", e
card (A) < card ($(A)).

Para conjuntos infinitos, deve ser mostrado que existe uma injecdo de A em g(A) e que ndo ha
sobrejecdo.

Seja f: A — g(A) dada por f(m) = {m}. Fazendo f(m) = f(n), temos que {m} = {n} e,
consequentemente, m = n. Deste modo, pode-se afirmar que a funcdo f é injetora, e mais, ha

equipoténcia entre o dominio de f e sua imagem, isto é, card (A) = card (f(A)), e como
f(A) < g(A), temos que card (A) < card (g(A)).

Para garantir que a desigualdade ¢ estrita, falta mostrar que ndo ha sobrejecéo de A em g(A),

ou seja, que toda funcdo g de A em g(A), nunca sera sobrejetora.

Para tanto, seja g: A — g(A) de modo que para cada a € A, g(x) € um subconjunto de A, ja
que g(x) € (A). Seja B o subconjunto de A definidoporB={a€ A|a€e A—g(a)}. Entdo B

ndo pertence a imagem de g.
Pois suponhamos por absurdo que exista ao € A tal que g(ao) = B. Dai temos que

ag €EB o ag e A—g(aop)
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Mas g(ap) = B, donde segue que ap € B & ap € A — B, 0 que implica que ap ¢ B, donde segue

a contradigé&o.
Portanto, g: A — (A) ndo é sobrejetiva e temos que card (A) < card (g (A)).
|

O que foi mostrado com o teorema acima ndo € tdo relevante para conjuntos
finitos. Afinal, para um conjunto A tal que card (A) = n, tem-se card (g¢(A)) = 2" e, prova-se
facilmente que n < 2", para todo n natural.

Desta forma, a grande contribuicdo dada pelo citado teorema é para o estudo de
cardinalidades de conjuntos infinitos, mostrando, por exemplo, que card (N) < card (¢(N)).
Definicdo 6.2 Considerando os conjuntos A e B disjuntos (A N B = @), de modo que
card (A) = a e card (B) = b, é definida a adicdo ou soma de a com b ao cardinal a + b da
reunido A U B, ou seja, a + b = card (A U B).

A adicdo de cardinais goza das seguintes propriedades:

a) comutativa;
Demonstracdo: Sendo A e B disjuntos, é verdade que a + b =card (A U B) =card (B U A) =

b+a.

b) associativa;

Demonstracdo: Dados os conjuntos A, B e C disjuntos dois a dois e considerando
card (A) =a, card (B) =becard (C) =c, seqgue quea+ (b +c)=card (AU (BUCQC)] =
card ([AUB)UC])=(a+b)+c.

¢) elemento neutro.
Demonstragéo: Seja A um conjunto de cardinalidade n&o-nula (ndo vazio) tal que
card (A) = n. Seja também o conjunto vazio @ tal que card (&) =0. Como A U @ = A, segue
que:
n+0=card (AU @) =card(A)=n=card (@ U A)=0+n.
|
Além das propriedades acima, para os cardinais transfinitos 8o e X, cardinais do

conjunto dos numeros naturais e do conjunto dos nimeros reais, respectivamente, séo validas:

a) n + Xg = N, V n cardinal finito;
b) Ro + No = No;
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C)N+X=N;

d) n + X =X, V n cardinal finito;

e) ndo vale a lei do cancelamento para os cardinais transfinitos.

Definicdo 6.3 Dados os conjuntos A e B com card (A) = a e card (B) = b, chamamos de

multiplicacdo de a por b ao nimero cardinal a.b dado por a.b = card (A X B).
Para multiplicacdo de numeros cardinais valem as seguintes propriedades:
a) comutativa;

Demonstracédo: Tomando A e B conjuntos tais card (A) = a e card (B) = b, e lembrando que
card (A X B) =card (A).card (B) = a.b, segue que a.b = card (A X B) =card (B X A) =b.a.

b) associativa;

Demonstracéo: Sejam A, B e C conjuntos tais que card (A) = a, card (B) = b e card (C) =c,
seque que a.b.c) = card (A X B X C)) = card (A) . card B X C) =
card (A).card (B).card (C) = card (A X B) . card (C) =card ((A X B) X C) = (a.b).c.

c) distributiva;

Demonstracdo: De fato, sejam A, B e C conjuntos tais que card (A) = a, card (B) = b,
card (C)=ceque ANB=¢0,ANC=9,BNC=peANBNC=0.Entdo a.(b +¢c) =
card [AX (BUC)]=card (AXB)U((AXC)]=card (AXB)+card (AXC)=ab+a.c.

|
d)0.a=0,Va;

Demonstracédo: Tomando A um conjunto tal que card (A) = a e sabendo que o0 conjunto vazio
étalquecard (@) =0e @ X A =0, tem-se que 0.a =card (@ X A) =card (@) =0.

E) No . No = No;

Demonstracéo: Sendo N o conjunto dos nimeros naturais tal que card (N) = Xo, e sabendo
que card (N X N) = card (N), segue que R, . 8o = card (N X N) = card (N) = R,.

Também valem as seguintes propriedades:
a) Nn. 8o = KXo, vn finito;

b) Né&o vale a lei do cancelamento para multiplicagéo de cardinais.



44

7 TEOREMA DE CANTOR- SCHROEDER-BERNSTEIN E EQUIVALENCIA
ENTRE AXIOMA DA ESCOLHA E LEMA DE ZORN

Este dltimo capitulo é dedicado ao estudo do Teorema de Cantor-Schroeder-
Bernstein. Embora com esta denominacéo, este teorema tinha sido demonstrado por Richard
Dedekind (1781 — 1848) em 1887, fato descoberto quando seus papéis foram estudados apds

seu falecimento.

Definicdo 7.1 Seja A um conjunto com uma relacdo de ordem parcial (conforme definicéo

3.3), munido de uma funcéo f: A — A. Tal funcéo se diz isotOnica se, para todos x,y € A, X<y
= f(x) < f(y).

Definicdo 7.2 Um conjunto parcialmente ordenado A é uma lattice completa se todo

subconjunto ndo vazio de A tiver um supremo (sup) e infimo (inf).

Proposicdo 7.1 Se A é uma conjunto, entdo g(A) é parcialmente ordenado por incluséo (isto

é, por <) e é uma lattice completa.

Demonstracéo: Sejam X, Y, Z c g(A). Dai, tem-se que:

i) Xc X, YCY,Zc Z (reflexividade);

i) XcYeYcX, implicaem X =Y (antissimetria);

lii) XcYeY cZentdo X c Z (transitividade).

Disto fica demonstrado que g(A) é parcialmente ordenado pela incluséo.

Para mostrar que é uma lattice completa, devemos mostrar que qualquer subconjunto de g (A)

tem supremo e infimo.

Para tanto, sejam A, subconjuntos do conjunto das partes g(A). Consideremos UA, e NA.,.

Temos que, para todo A,, é verdade que NA, € A, e A, c UA..
Desta forma, inf A, = NA, e sup A, = UA,. Logo, A é uma lattice completa.
|

Proposicao 7.2 Se A é uma lattice completa e f: A — A € isotbnica, entdo f tem um ponto fixo,

istoé, 3a€A f(a)=a.

Demonstragao: Considere B ={a € A | f(a) > a} e coloque by = sup (B). Percebaque b € B =
f(b) = b = f(f(b)) = f(b) = f(b) € B.

Também temos que b € B = b < by (ja que by = sup (B)). Dai, f(b) < f(bo), pois f é isotbnica.
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Desta forma, b < f(b) < f(by), 0 que implica que f(by) € um ltimo limite para B, donde segue
que f(bg) = by = by € B = f(bo) € B = f(bo) < by.
De f(bo) = bg e f(bg) < by segue que f(bo) = by, 0 que termina a prova. [
Proposicao 7.3 Considere f: A - B e g: B = A fungdes. Entdo existem conjuntos C c A e
DcBtaisquef(C)=Deg(B-D)=A-C.
Demonstracédo: Considerando o conjunto das partes g(A) ordenado por inclusdo, pela
proposicdo 7.1. temos que ele é uma lattice completa.
Tomando S c A, considere h: go(A) = g(A) tal que h(S) = A —g(B — f(S)). Se S c T entdo
como h(S) c h(T).
De fato,se Sc T = f(S) c f(T) = B-f(S) o B-f(T) = g(B - f(S)) o g(B — f(T)). Disto segue
que A—g(B —f(S)) ¢ A—g(B —f(T)), donde h(S) c h(T) e, portanto, h é isotonica.
Assim, pela proposicdo 7.2. existe um subconjunto C c A tal que h(C) = C. Considere que
D =f(C). Entdo g(B-D) = g(B-f(C)) =A-h(C)=A-C.

|
Teorema 7.1 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein). Dados dois conjuntos A e B, se
card (A) <card (B) e card (B) < card (A), entdo card (A) = card (B).

Demonstracao: De card (A) < card (B) e card (B) < card (A), segue que existem injecdes
f: A— Beg:B— A Assim, pela proposi¢do 7.3. existemCc AeD c Btaisquef(C)=D e
g(B — D) = A — C. Desta forma, temos que flc: C <> Degls_-p: B—-D < A - C sdo
correspondéncias biunivocas.
Figura 3 — Funcdes f e g.
A B

S D)

Fonte: Elaborada pelo autor.

f(x), se xeC
Disto podemos definir uma funcdo h: A — B dada por h(x) = 1 . Desta
(g(x)) ~, se xe A-C

forma, h: A — B é uma bijecdo, de modo que card (A) = card (B).
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Teorema 7.2 (Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein — Outra forma). Se A e B séo
conjuntos tais que A é equipotente a um subconjunto de B e B é equipotente a um subconjunto

de A, entdo A e B sdo equipotentes.

Demonstracdo: Sejam A; e B; subconjuntos de A e B, respectivamente, tais que
card (A) = card (By) e card (B) = card (A1)). Como B, ¢ B e A; c A, temos
card (A) = card (B;) < card (B) = card (A;) < card (A), de onde resulta card (A) < card (B) e

card (B) < card (A), donde segue que card (A) = card (B) e, assim, A e B sdo equipotentes. m

Teorema 7.3 Dados dois conjuntos A e B, se card (A) = card (A X B) entdo
card (420(A)) = card ((f(A) X (4(B)).

Demonstracéo: Assumindo que exista uma correspondéncia de f: A X B — A. Isso induz uma
correspondéncia biunivoca F: &AA X B) — #(A) por F(S) = {f(x,y) | (x,y) € S}, isto &,
F(S) = f(S). Mas g: #0(A) X (B) - (A X B) dado por g(S, T) =S X T é uma injecéo, e
entdo F o g: #(A) X #(B) —» s0(A) é também uma injecdo. Ha também uma injecdo
2(A) = (A) X (B) (a menos que B = @ e neste caso o resultado é trivial) e assim a

demonstracdo segue do Teorema de Schroeder-Bernstein. ]

Os resultados apresentados a seguir relacionam os cardinais finitos e os cardinais

infinitos Ny e X de N e R, respectivamente.
Proposicao 7.4 Para qualquer que seja 0 nimero cardinal finito n, temos que n < Xo.

Demonstracdo: Seja A um conjunto finito tal que card (A) = n. Se A é finito, entdo A c N,
donde segue que card (A) < card (N). Isto implica que n < X,. Mas A nédo é equipotente a N,
sendo A seria também infinito. Deste modo, card (A) # card (N), donde n # X, e, portanto,

n < No.

Proposigdo 7.5 Para X e X vale a relagdo Xg < X.

Demonstracéo: Sendo card (N) = X, card (R) = X e como N c R, temos Xy < X. Mas €

conhecido que N e R nédo sao equipotentes. Assim, X # X implica em Xy < K.

Proposicéo 7.6 Para todo nimero cardinal infinito x temos Xq < x.

Demonstragao: Seja A um conjunto infinito tal que card (A) = x. Entdo, podemos afirmar que

A tem um subconjunto enumerdvel B, ou seja, que N é equipotente a um conjunto B c A.
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Logo, card (N) = card (B) < card (A). Portanto, 8o < X.
|

Ao longo deste material, foi estudado em momentos separados o Axioma da
Escolha e o Lema de Zorn. Desta modo, para finalizar o trabalho ora em questdo, sera

demonstrada a equivaléncia entre ambos.
Teorema 7.4 O Axioma da Escolha e o Lema de Zorn sdo equivalentes.

Demonstracdo: Inicialmente, vamos mostrar que o Axioma da Escolha implica no Lema de

Zorn.
Consideremos um conjunto parcialmente ordenado P e uma cadeia C tal que C c P.

Pelo axioma da escolha, podemos obter uma boa ordem em P e, portanto, podemos enumerar
P = {X,: a < y}, para algum ordinal y. Se yo = X, for elemento maximal, o resultado esta
provado. Sendo, seja a; = min {a < y : Xo < Xu}. Suponhamos escolhidos y,, a < f
estritamente crescente. Se y; for maximal, terminamos a demonstracdo aqui. Sendo, seja
ap+1=min {o <y Xg <X} € Yp+1= Xop. Suponhamos que 4 seja um ordinal limite e que
tenhamos obtido uma sequencia estritamente crescente y,, a < 1. Pela hipdtese sobre P, existe
elemento z € P que é limitante superior de C = {y, : a < A}. Seja oy, = min {a < 1 : X, €

limitante superior de C} e facamos y; = X,.

Como P é um conjunto, existe «, tal que y, € maximal e, portanto, chegamos ao Lema de

Zorn.
Vamos agora provar que o Lema de Zorn implica no Axioma da Escolha.

Dado um conjunto X seja F = {f: D — X : D € (X); f(A) € A, V A € D}, entdo F é um
conjunto de funcbes de subconjuntos de g(X) em X, onde todos os elementos da imagem
pertencem ao conjunto do dominio. Vamos ordenar este conjunto parcialmente por (<), sejam
f; e f, € F tal que Dy é o dominio de f; e D, é 0 dominio de f,, diremos que f; <f, se D; € Dy e

f2|D1 =fi.

Sendo assim, f, € uma extensdo de f;, e (<) é uma ordem parcial. Porque é reflexiva, f; < fy,
porque D; c D; e claramente fi|p; = f;. Também é antissimétrica se f; < f, e f, < f;, entdo
D; € D, e D, c D; implica em D; = D, e assim f; = f,. E transitiva, se f; < f, e f, < f3 entdo
D; € D, e D,c D3, logo D; © D3, e como fy|p; = f1 € f3|p, = T2, € portanto fs|p; = fo|py = 1, €

assim f; < f3. E estd provado que a ordem € parcial.
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Seja C uma cadeia de F, temos C = {f,}, e, como f,: D, — X, onde D, € (X) e f(A) € A,
v A € D, temos que tomando Dg = U D, podemos definir fs: Dy — X onde D, < Dy para

aeld

todo a, como Ac Dg = | D , existe algum ao € J em que A c Do € f4(A) = f.o(A) € Ae

acd

pela ordem temos que f, < fz V a € J. Assim, fz € uma cota superior.

Sendo assim temos que pelo Lema de Zorn existe um f; que é maximal e onde Ds c g(X).
Suponha por absurdo que Ds # #(X) — {d}, entdo existe um As € p(X) tal que As & Ds.
Definimos D, = D; U {As}. E como Ds c D,,

f (A)— fs, se Ae D8
YV7  la, com aeAy se AeAs—Djs

E assim teriamos f; < f,, 0 que é absurdo porque o lema de Zorn nos garantiu que fs € o
elemento maximal. E portanto Ds; = gp(X) — {@}, e temos um conjunto de funcdes
f:p(X)-{d} - X; f(A) € A para todo A € p(X) — {@}, e esta é a fungdo escolha, e assim

temos que o Lema de Zorn implica no Axioma da Escolha.
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8 CONCLUSAO

Diante do que foi apresentado nas paginas anteriores, se pode verificar que €
possivel uma sistematizacdo dos aspectos relacionados a teoria de conjuntos, de forma que a
noc¢do intuitiva de conjuntos seja substituida por uma abordagem mais consistente e rigorosa,
dando um aspecto matemaético aos tdpicos tratados.

Por meio da relagdo de ordem, conceitos como limite superior, limite inferior,
elemento maximo, elemento minimo, etc. puderam ser agregados ao estudo da teoria de
conjuntos, de modo que foi possivel estabelecer, pelo Lema de Zorn, que todo conjunto nédo
vazio que possui subconjuntos totalmente ordenados, possui pelo menos um elemento
maximal.

Através dos estudos de Cantor, cardinalidade de conjuntos pode ser relacionada
com funcdo, de modo a relacionar entre si dois conceitos até entdo aparentemente desconexos:
conjuntos e fungdes. Disto se pode concluir que, dados dois conjuntos A e B, temos que
|A| < |B| se, e somente se, existir uma injecdo de A em B.

Os estudos de Cantor trouxeram a teoria de conjuntos diversas contribuicdes, de
modo que, para sua melhor formalizag&o, surgiu a necessidade de uma melhor sistematizacao,
por meio da qual fosse possivel fugir da abordagem intuitiva que era dada por Cantor. Assim
é que foram desenvolvidos os axiomas de ZFC, tdo bem tratados no presente trabalho
académico.

Dos estudos de Cantor referentes aos conjuntos infinitos, bem como da defini¢ao
de cardinalidade e enumerabilidade, ficou demonstrado que nem todos os conjuntos infinitos
tém a mesma quantidade de elementos. Ou seja, ha infinitos maiores que outros.

Além disso, foi visto que a Hipdtese Generalizada do Continuo € indecidivel na
Matematica, de modo que a mesma ndo pode ser aceita como uma verdade infalivel, mas
também que ndo pode ser refutada. No entanto, trabalhos de Paul Cohen provaram que a sua
aceitacdo ou a sua negagédo nao causam contradi¢do em relacdo aos axiomas de ZFC.

Finalizando, o Teorema de Cantor-Schroeder-Bernstein vem afirmar que, dados
dois conjuntos A e B, se pudermos estabelecer injecGes entre A e um subconjunto de B, e entre

B e um subconjunto de A, entdo A e B tém a mesma cardinalidade.
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